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Nahodné koneéné postupnosti
[ leJe]e]

Statistické vlastnosti kone&nych retazcov

Bloky v retazcoch / /opakovanie
Theorem 3 konstanta c taka, ze V deficiency funkciu d, Vn a x € {0,1}"
ak  C(x)>n—d(n) tak |#1(x)— 3] < /3 0tan

loge

Theorem 3 konstanta c taka, ze Vn a x € {0,1}"
ak  |#1(x) - 8] <27°™=</n tak  C(x) < n—d(n)

Theorem 3 konstanta c taka, ze Vna x € {0,1}"

Theorem  Nech /(y) = ¢, £ < log n. 3 konstanta c tak, ze VnVx € {0,1}"
ak  C(x) >n—4d(n) potom |#y(x) —pn| < /apn
kde o = [K(y|n) + log £ + d(n) + c|3¢/ log e
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Statistické vlastnosti kone&nych retazcov

bloky v retazcoch

m Nech /(y) = ¢, ¢ < log n. Existuje konstanta c tak, ze Vn¥x € {0,1}"
ak  C(x) >n—4(n) potom |#y(x) —pn| < /apn
kde oo = [K(y|n) + log £ + &(n) + c]3¢/ log e

AK sa blok y, v i-tom rozdeleni objavuje s frekvenciou pN, p = 1/2° a n = N¢,

potom na urCenie x staci a takych retazcov dizky n

d(4) = () @ =" =0 (ﬁ)

C(x|(n,y)) <n—1/2logn+1/2(¢+ 3log¥) + O(1)
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Statistické vlastnosti kone&nych retazcov

Theorem (Blok nal v ndhodnych retazcoch)

Nech x dizky n splfia C(x) > n— &(n). Potom pre dostatocne vel'ké n plati, ze
v x sa vyskytuje kazdy blok velkosti
£ = logn — loglogn — log(d(n) + log(n)) — O(1)

B Ak §(n) = O(log n), tak sa kazdy blok dizky log n — 2loglog n — O(1) v x
vyskytuje aspon raz

m Ak §(n) = O(loglog n), tak Ve > 0 a dost velké n kazdy retazec x dizky
n obsahuje y = 0°, pricom

K(y|n) = O(logn),£ =logn — (1 + €) loglog n+ O(1)
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Statistické vlastnosti kone&nych retazcov

//o kvalite odhadu bloku ndl...
x = uvw také, ze C(x) > n— §(n), popiseme

m v (K(v) bitov), uw (n — I(v) bitov)
m popis /(u) logn+ loglogn+ 2logloglogn+ O(1)

C(x) < n—=1I(v)+K(v) + log n+ loglog n + 2log log log n+0(1)
——

uw (1+0(1)) loglog n
pre K(v) = o(log log n)
n—4(n) < C(x) < n—I(v)+ o(loglog n) + log n + (1 + o(1)) log log n + O(1)

I(v) <6(n) +logn+ (1+ o(1))loglogn

Zlozity retazec C(x) = n+ O(1)

m neobsahuje podretazec nal dizky logn + (1 + €) log log n pre dostatoéne
dlhé a pravidelné n.

m Musi obsahovat retazec nil dizky logn — (1 + €) loglogn + O(1)
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Algoritmické vlastnosti C

Vieme, ze C
m neohranicene rastie

m rastie pomalSie ako kazda monoténne rastiica neohranicend RE

m nie je rekurzivna, ale di sa aproximovat

O Kolmogorovskej zlozitosti C plati
A={(x,a): C(x) < a} je RE ale nie R
V Ciastocne rekurzivna ®(x), kt. je dolnym odhadom C(x), je ohrani¢ena

Nech f(x) je totalne rekurzivna, g(x) < f(x) < I(x) Vx a nejakd neohrani¢end
monotdénnu funkciu g(x). Potom

B={x: C(x) < f(x)}

Jje jednoduché/simple (RE, B¢ nekonecna, kt. neobsahuje Ziadnu nekonecnii RE
podmnozinu)
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Algoritmické vlastnosti C

Kazda PRF ®(x), kt. je dolnym odhadom C(x), je ohranicena

Nech D = {x : ®(x) < C(x)}
m D konecna
m D nekonecna, ® = &y, ®(x) neohranicena
T enumeruje jej definiény obor bez opakovania
g(n) = min{x: ®(x) > n} //totalna rekurzivna
n<®,(x)<C(x) < I(n) + I(k) + O(1)

n < I(n)+ I(k) + O(1) spor
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Algoritmické vlastnosti C

Nech f(x) je totalne rekurzivna, g(x) < f(x) < /(x) Vx a nejakl neohrani¢ent
monoténnu funkciu g(x). Potom

B={x: C(x) <f(x)}
je jednoducha/simple (RE, B nekoneéna, kt. neobsahuje ziadnu nekonecni
RE podmnozinu)

m B je RE:
f(x) rekurzivna: testom programov dizky < f(x) vymenovavame x € B
m BC je nekonecna (nestlacitelné retazce)
m B€ neobsahuje nekoneéna RE podmnozinu
RE, D C B¢
— zlzenie fp(x) je PRF
— pre x € D C BS fp(x) = f(x) < C(x), preto je fp(x) ohranicena

— pritom f(x) je neohraniena ~~



Nahodné koneéné postupnosti
0000000000000 0000000
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Example (Nerozhodnutelnost nestlacitelnostou)

Nech T je formalny systém. Potom existuje konstanta ct tak, ze
tvrdenie typu C(x) > cT1 je nedokazatelné

m T axiomatizovatelna ~»  kr bitov na popis
m T bezosporna
Sc(x) ~ x je lexikograficky najmensie x dizky c pre ktoré C(x) > ¢

C(Sc(x)) <logc+ O(1) O(l) ~s

Ve Alx : Sc(x) = true

popis x T popis Sc
C(x) < + logc+s + 0(1)

spor s tym, ze C(x) >cV c > cr
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Algoritmické vlastnosti C

Nerozhodnutelnost nestlaéitel nostou
Daésl.
Nech B je simple (RE, B€ nekoneina bez nekoneénej RE podmnoziny). Potom
mnozina D = {n |da sa dokazat, ze n € B¢} je konecna.
m D je enumerovatelna

m ziadna nekonecna podmnozina B€ — ani D — nie je RE

Daésl.
m nekonecne vela nedokazatelnych formal "C(x) > cr"
m nemame efektivnu procediru na hladanie ct

Hoci vieme, ze nerozhodnutelnych prikladov je vela, nevieme ich hladat
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Algoritmické vlastnosti C

enumerovatelné vs. rekurzivne mnoziny
y X = X1X2 -y

A aj A€ RE, potom f(i) = x; rekurzivna a C(x1...n|n) < ca

Lemma (Barzdinova lema)

ak A je RE, x jej charakteristickd postupnost, tak
C(x1...n|n) <logn+ ca
existuje RE mnozina, pre ktord C(x1..n) > logn
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ak A je RE, x jej charakteristicka postupnost, tak C(x1...n|n) <logn-+ ca

enumeracia A pomocou PR funkcie ¢
A={x]| ®(x) < oo}
ukon&enie pomocou poctu jednotiek m < n

existuje RE mnozina B, pre ktord C(x1...n) > logn

existencia B diagonalizaciou(pomocou aditivne optimalnej ®g)

1, ®g(iyi)=0
Xi= 0, oq(i,i) # 0 alebo do(i, i) = oo

Ak C(x1..n) < log n potom 3 program p: /(p) < logn
problem ®(p, p) = xp
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Example (Diofantické rovnice)

A =A1A>..., A; =1 ak /-ta rovnica ma riesenie, inak 0

C(A1..p|n) <logn+ O(1)

Example (nestlacitelné retazce cez zastavenie)

Ko = {{x,5)) : ®x(y) < oo}

AK pozname d, vieme najst V vypoéty ®,(y),|(x,y)| < 2", ktoré zastani
AK x je charakteristicka pre Ko, tak x1...2n vypo&itame z d: I(p)<I(d)+O(1)<n+c

ALE 3 enumerovatelna mnozina s x, C(x1...m) > logm Vm

~ existuje konstanta ¢’, ze program p je c’-nestlacitelny
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Algoritmické vlastnosti C

Algoritmicka informacia o y obsiahnuta v x
le(x 1 y) = Cly) = Cly[x)
B C(x|x) =0 Ic(x:x)=C(x)
m J retazce C(x|n) > n, je vela C(n) > I(n)
m Ak x,/(x) = n a n je ndhodné cislo, tak
le(x : n) = C(n) — C(n|x) > I(n)
le(n:x)=C(x)— C(x|n)<n—n=0

Vx,y € N C(x,y)=C(x) + C(y|x) + O(log C(x, y))
< log C(x,y) > max{log C(x), log C(y|x)} v
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prec >0, C(x,y) C(x) + C(y|x) — clog C(x,y)

kvéli sporu:
B A={{u,z): C(u,z) < C(x,y)}
ak vieme C(x,y), tak A je enumerovatelna
m Ac={z: C(x,z) < C(x,y)}
ak vieme C(x,y), tak Ax je enumerovatelna
m pre popis y stadi  x a poradové Cislo y v Ac , C(x,y)
Clylx) < I(d(AL)) + 2/(C(x,y)) + O(1)
~d(AL) > 2 £ =C(x,y) — C(x) + (c — 2)I(C(x,y))
m kratky popis x

KC(X’y) } u je kandidat na x ak A, = {z: C(u,z) < C(x,y)}&2° < d(A.)
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U mnozina kandidatov, x € U {u,z): uelU,zec AL} CA

d(A) _ 2C(x,y)+O(1)

d(A) <2900 gy < T < 2T

x vieme zrekonstruovat z  C(x,y),/, poradia x v U

C(x) < 2I(C(x,y)) + 21(£) + C(x,y) — £+ O(1)
C(x) <2/(C(x,y)) + 21(€) + C(x,y)=C(x,y) + C(x) — (¢ + 2)I(C(x,y)) + O(1)

Pre velké ¢ dostaneme spor C(x) < C(x) O

Az na aditivnych O(log C(x,y)) plati C(x) — C(x|y) = C(y) — C(y|x)
Preto |lc(x : y) — lc(y : x)| = O(log(C(x,y)))
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Algoritmické vlastnosti C

Algoritmicka prefixova zlozitost

Ciastocne rekurzivna prefixova funkcia ¢ : {0,1}* — N
AK d(p) < oo & P(g) <oo TAK p nie je vlastny prefix q

Enumeracia PR prefixovych fcii

m 71, T2,... enumeracia PR &1, ®,, ... koneény vstup
m T, T}, ... enumeracia PRP W1, Vs, ... nekoneény vstup by by . ..
= halting input T’ zastane po doéitani by ... bm, ale pred &itanim bpy11
, vstup bibz ...
p<e

dovetail T(pq) Vq € {0,1}"; nech ®(q) zastane prvé

ak g = ¢, na vystup ®(p) a stop
ak g # ¢, nacitaj dalsie b zo vstupu; p < pb; chod na 2
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prefixova zlozitost— vlastnosti/priklady

m existuje univerzilny T{ Wy
Cuo(xly) < Culxly) + cyp

Univerzalny prefix stroj U((y, {(n, p))) = T,(y, p)
= K(x,y) == K({x,y))
K(x,y) < K(x) +K(y) + O(1)

m K(x) <log"n+n+I(n)+I1(I(n)) +---+ 0O(1)

K(x) < K(x|n) + K(n) + O(1)
< K(x|n) + log" n +I(n) + I(I(n) + - -- + O(1))
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Plati

Vn max{K(x) : I(x) = n} =n+ K(n)+ O(1)
Vr je pocet slov x dizky n, pre ktoré K(x) < n+ K(n) — r, nanajvys
2n7r+0(1)

Dékaz

K(n)x

2" retazcov dizky n, podla 2. n+ K(n) — r nestaci

Nech retazec x splia K(x) < n+K(n) —r
vyuzijeme nieco, €o eSte nevieme ...

K(x) + K(n|x, K(x)) = K(n) + K(x|n, K(n)) + O(1)
Vezmeme = 0(1) a pre potom
K(x|n,K(n)) <n—r+ 0(1)

Len 27~ "*9() to méze splhat. O
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C(x) = min{i : K(x[i) < i} + O(1) = K(x|C(x)) + O(1)

m x* najkratsi program pre x ma dizku C(x)
B K(x|C(x)) < C(x)+ O(1)
m C(x) > min{i: K(x|i) <i}+ O(1)

C(x) < min{i: K(x|i) < i} 4+ O(1), resp. K(x|i) < i potom C(x) < i+ O(1)

i—1>1I(p), 0...01p
———

i

i—1<I(p), 1p
C(X) < CT(X) +er<i+ O(l)
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K, C st nerekurzivne
ak f je rekurzivna, tak K(f(x)|x) = O(1) K(f(x)|x) hovori nieco o f
ak f(x) € {0,1}, tak K(f(x)|x) = O(1)

Def.
Zlozitost K(f) funkcie f je K(f(x)|x)
ak /(x) = n tak K(x) < n+ 2loglogn+ O(1) 1/ px

K(K(x)[x) < K(K(x[n) + O(1) < logn + O(1)
ak viem n, |n — K(x)| < n, preto staéi povedat d = n — |n — K(x)|

logd 4 2loglogd + O(1) < logn+ O(1)

Vn3x dizky n také, ze K(K(x)|x) > logn — loglogn + O(1)
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Vnix dizky n také, ze K(K(x)|x) > logn — loglogn + O(1)

//analogicky pre C(C(x)|x)

Doékaz
a U je referencny stroj  U((y, (n, p))) = Ty(y. )
m fixneme dostatocne velké n, vietky retazce su dlzky n

a5 = maxign min{l(p) | U(p, x) = K(x)}
// maximalna hodnota K(K(x)|x)

Chceme s > log n — loglog n + O(1) //K(K(x)|x) <s <logn+ O(1)
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- ak pre nejaké g

m/(p)<s urcite existuje
m U pocita /(q) z p, ak pozna x I(p) = K(K(x)|x) <s
m Upoclitaxzgqg I(g) = K(x)

M; je mnozina tych x, ze 3 aspon i vhodnych programov pre x

@:M+1gMjg...gM0:{0,1}n, MJ#(Z)

Ukazeme /(d(M,)) < /(d(M,+1)) +5 |og n, o spolu sj < 2S+1 dava

’sz Iogn—loglogn—i—O(l)‘
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Chceme [(d(M;)) < I(d(M;+1)) + 5logn,

enumerujeme prvky z M 1
vygenerujeme dostatoéne vela prvkov z M; — Mi 1
Vz € M; — Mi;1 najdeme vsetkych i vhodnych programov
vhodny program p, pre kt. U(p, z) je minimalne, splia K(z) = U(p, z)
log d(M; — Mij1) > logd(M;) — 1 inak plati, €o chceme, trivialne
zoberieme Zmax 1 K(zZmax) > I(d(M;)) — 1
nech x = zmax. Potom pre popis x staci
diskusia ~ O(1)
popis d(Mii1) ~  I"(n) + I(d(Mi11))
popis I(d(M;)) ~  I"(n)
popis i,n,s ~= 1*(n),I"(n),I*(log n + 2loglog n)
I(d(M;)) — 1 < K(x) < 41"(n) + O(I"(logn)) + I(d(M;11)) + O(1)
I(d(M;)) < 1(d(Mi;1)) + 5logn + O(1)
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Vieme,
m C(C(x)) <logn+ O(1) ¥Vx
m C(C(x)|x) > logn —loglogn+ O(1) pre niektoré x — pre aké?
x,C(x) >n—k
m C(C(x)|x) < C(k)+ O(1), C(k) < logk + O(1)
m ak plati veta 9, tak
C(k) >C(C(x)|x) > logn — loglogn + O(1)

¢

) ~ | C(x) <n—Q(iz;) | x nie je nahodné

n
log n

k = Q(

Nech ¢’ je konstanta.
C(C(x)|x) > logn — loglog n+ O(1)

4
Vk < n:C(klx) <<, C(x)¢[k—38k+6], 6 =0(n/logn)
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Lemma

Na rozpoznanie xxR treba radovo n? krokov

m x dlzky n tak, ze C(x|T,n) > n
n , 1(pp) dlzka popisu stroja a prechodovej postupnosti

m vypocet na x0%"xR
ak ¥I(pp(n+1)),....1(pp(2n)) > 2,(”T) v
ak dn < ip < 2n:1(pp(ip)) < 211y SPravime kratsi popis x:
Yy € {0,1}" skasame y0?"
C(x|T,n) <I(pp(ip)) + O(1) < n/2+ O(1) ? pozicia ?




	preliminaries
	Algoritmická zložitost
	Náhodné konecné postupnosti
	Test náhodnosti
	Štatistické vlastnosti konecných retazcov
	Algoritmické vlastnosti C

	použitie metódy nestlacitelnosti

