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Kolmogorovska zlozitost s ohrani¢enim 3 konstrukcia orakuli

honest funkciaf — f: {0,1}* — {0,1}* ak 3k € N, ze ¥x € {0,1}*
I(F(x)) < 169"+ ko 100) < I(F(x)* + K

Nech f je honest, pocitatelna strojom T v polytime. ¥t > 1 a takmer Vn (aZ na
konecne vela)

log log n
8081 o0]

f(C[loglog n, n*, 00]) C Cllog n, n

Vx € Clloglog n, n*, 00] Jy dizky I/(y) < loglogn, ze T'(y) = x v polytime
f(x) pocitame
mnaziklade y T T’ C(f(x)) < I(y)+ O(1) < logn
m Cas
— vy ~ xvnt
— x ~» f(x) v polytime
(%
nt1 + nt2 — O(nloglogn)

O
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Kolmogorovska zlozitost s ohrani¢enim 3 konstrukcia orakuli

Existuje rekurzivne orakulum A také, ze P* # NPA //Baker-Gill-Solovay

mf(l)=2
(k) = 2f(k-1)
m zoberme B C {170 . k > 1} a B € DTIME[n'e"]—-P
B e NPA B ¢ PA
m skonstruujeme A
—Vk: 1M eB

A « prvy retazec dizky f(k) € Cllogn, n'*&", o] — C[log n, n'°&'°e"

,OO]

< T7 sa pyta na slova mimo A alebo nie dlhsie ako log n
< membership pre /(y) < log n v case O(log n)'°&'°e" = O(n*)

BePA=BcP=sporsB¢P
O
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Kolmogorovska zlozitost s ohrani¢enim 3 konstrukcia orakuli

Mnoziny st P-izomorfné, ak existuje polynomialne pocitatelna bijekcia medzi nimi
Bermann -Hartmanis predpoklad: ¥V NPU si P-izomorfné

Ak existuje L € P taky, ze L C SAT a

Cllog n, n'°8" 0] N SAT C L

Potom SAT — L € NPU, ale NIE JE P-izomorfny so SAT

m SAT — L € NPU ~ redukciou SAT ~ SAT — L
-Vxel x~weSAT —L
-Vx¢L x~x

m keby existoval P-izomorizmus h medzi SAT, SAT — L, bol by honest fcia v P
< h(SAT N Clloglog n, n®, o0]) C Cllog n, n'°8'°8 " 0]

m kedze SAT N Clloglog n, n®, 0] # B, h(SAT N Clloglog n, n*, 00]) € SAT — L
O

(2013/14) KZ 28.11.2013 4/20



Kolmogorovska zlozitost s ohrani¢enim 3 konstrukcia orakuli

mnozina A je exponentially low ak EA = E, E = UcenDTIME(2¢M)

Theorem

Existuje exponentially low riedka A, ktora nie je v P.
Nech B = C[n/2,23", o], B = B¢
A = {x | x je lexikograficky prvé z B take, ze I(x) = 2 2 }m, m > 0}

B AcE

= A¢ PSPOROM
ak T, L(T) = A C B v polytime
— logn, popis T,
hladame x € {0,1}",n > 2(/(T) + log n), aby x € A < spor, x € B
m EA=FE nech TA podita v 2°"

?
Pre ¢! > 3c +3 TA sa neméze pytat na "y € A ak I(y) > c’n,y € A" -

A vieme simulovat BEZ orakula — dotaz na slovo
m dlhsie ako ¢’n — NIE

m kratSia ako ¢’n — prehladavanim zistime odpoved O
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Kolmogorovska zlozitost s ohrani¢enim 3 konstrukcia orakuli

?
Pre ¢’ > 3c +3 T* sa neméze pytat na "y € A" ak I(y) > c’'n, y € A
SPORom — Nech y je prvy v A : I(y) > c’n, na ktory sa T* pyta //pri vstupe x, I(x) = n
jey€B: //B = C[n/2,23", 00|, B = BC

. ’
m zapis A< " v 2logc’n

m rekonstrukcia y, na ktoré sa pytame v ¢ase t < 2", simulaciou T#(x) po ¢as t

- diskusia + popis T4 o(1)
- X n
- popis A<IY) = A<e'n 2logc’'n
- popis t cn

(c+1)n+2logc'n+ O(1)
S Gas 2" <2n <) yeB=C(| , 2310 o0]

yeB= y¢B, pricom ACB o
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Kolmogorovska zlozitost s ohraniéenim 3 P-printability

L je P-printable ak 3k € N také, ze V prvky z L=" vypiseme v Case nk + k

L C {0,1}*. Nasledujice podmienky st ekvivalentné
L je P-printable
L je riedka a ma P-time vypocitatelny ranking //r(x) =d{y;y < x})
L je P-izomorfny s nejakou tally mnozinou € P //tally  C {a}*
L€ Clklogn,nk,00] a L € P

1=2 v

2=3
m L polytime ranking ri, d(L<") < p(n)
n je ranking pre L€

T ={0"PM+ 1 (171) < i < 1 (17))} je tally v P
] ranking pre {0}* — T

. ore(n)+r(x) x|
= p mapuje x na { i) xéL

p je P-izomorfizmus
— v P-time
— x € L ~ jednozna&na hodnota v T; 07P(M+r(x) ¢ T + jednoznaéne x € L
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Kolmogorovska zlozitost s ohraniéenim 3 P-printability

3=14 //L je P-izomorfny s nejakou tally mnozinou € P = L € C[klog n, n*, ]

m P izomorfizmus f, f a f~* poéitatelné v n®, L<stally T, T€P  ~ LeP
m f pocitatelnd v n, I(f(x)) < n°,n=1(x)

< binarna reprezentacia f(x) clogn
< namiesto x povieme f(x) Clklog n, n*, 0]
4=1 //L e P, Le Clklogn, n*, o] potom L je P-printable

pre vstup x, I(x) =n
m simuluj n* krokov V programu dizky k log n

m ak stihol vypisat y, over & y € L, I(y) = n; ak ano, vypis y /]y =x
m P-time v
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Kolmogorovska zlozitost s ohraniéenim 3 Instance complexity

Ciastoény program p — 0,1, 1;
charakteristicka funkcia mnoziny A Ax) =1 X €A
funkcia p je konzistentna s A ak p(x) # L = p(x) = A(x)

timet(p, y)— €as stroja T, ked' podla programu p spracovava vstup y

(t-ohraniéend) instance zlozitost retazca x vzhladom k T, A

ick(x : A)=min{l(p) : T(p,x)# L a
VyT(p,y) # L = timeL-(p,y) < t(I(y)), T(p,y) = A(y)};
resp. 0o, ak p neexistuje

Fakt (invariance)

Existuje univerzalny TS U, ze VT Jc VA, t,x
icb/(x : A) <ick(x: A) + ¢ kde t'(n) = ct(n)log t(n) + ¢

- CD%(x) =ict(x: {x})

- t/(n)=ct(n)log(n) + ¢
ict’ (x : A) < Ct(x) + ¢
ict' (x : A) < CD¥(x) + ¢
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Kolmogorovska zlozitost s ohrani¢enim 3 Hierarchia ohranicenej KZ

domnienka  Nech t(n) je vypocitatelna v t'(n) = ct(n) + ¢, A je rekurzivna mnozina.
Ak A ¢ DTIME(t(n)), potom Jc a nekonecne vela x, ze

ict(x 1 A) > C¥ (x) — ¢

Lemma

A€ P & Jpolyném t a konstanta c, Vx ict(x : A) < ¢

= A€ P =ic'(x:A) <cprepolynémt v
< B={p| I(p) < ¢, p je konzistentny s A, €as nanajvys t(n)}

?
x € A simulaciou Vp € B O

Def. (polynomialne jadro)

Nech A je rekurzivna. Nekonecnd mnozina C je polynomiélne jadro A ak kazdy totilny
program p, ktory rozhoduje A, a polyném t, timey(x) > t(/(x)) Vx € C az na konecne
vela.

//C nemusi byt podmnozina A!
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Kolmogorovska zlozitost s ohrani¢enim 3 polynomiélne jadro

C je polynomislne jadro A < Y polyném t a konstantu c
ict(x : A) > c az na konecne vela x € C

m nech by nekonecne vela x € C : ic’(x : A) < ¢; t polyném
m B- programy p konzistentné s A, /(p) < c, timep() < t(n)

— nekoneéne vela prvkov v C identifikovanych simulovanim koneénej mnoziny
programov SPOR

m ak C NIE JE poly.jadro A, tak 3 program

p, polyném t, ze pre nekonecne vela x € C timep(x) < t(/(x)) // p konzistentny
s A

m modifikacia p — po t(n) krokoch HALT

4 U
ic* (x : A) < c pre nekonecne vela x € C
]
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Kolmogorovska zlozitost s ohrani¢enim 3 SAT

IC[log, poly] ~ mnoziny A, pre kt. ic*(x : A) < clog/(x) + ¢, kde t je polyném
SAT D(x1,...,xk) v KNF, [(®(x1,...,xk)) = n; k, n polynomialne ekv.

Theorem
SAT € IC[log, poly] = NP =P

m SAT € ICllog, poly] = ic*(® : SAT) < clog/(®) + ¢

m pre ® v KNF existuje po : [(pe) < clog(/(®)) + ¢, ze korekte rozhodne ¢ é SAT
a konzistentny so SAT

D(x1,...,xk), I(®)=n

A={p:l(p) <clogntct  d(A)< q(n)

?
Nech po korektne rozhoduje ® € SAT potom procedira SAT v polytime

— alebo korektne rozhodne ® é SAT
— alebo z A vyhodi p # po nekonzistentny so SAT
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Kolmogorovska zlozitost s ohrani¢enim 3 procedura SAT

procedara SAT

krok 1 simuluj vietky p € A nanajvys t(n) krokov so vstupom ®(x,
ak ziaden program nezamieta, tak return(akceptuj)
ak ziaden program neakceptuje, tak return(zamietaj)

Sy Xk)

krok 2 //existujl aj akceptujlce aj zamietajiice programy
pre i =1,2 ..., k postupne:

nech uz mame by, .

..bj_1, p € A akceptuje ¢ = d)(bl, b1, X, 7Xk)
m simuluj g € A so vstupmi
b = ¢(b17 ) bfflvole'#»l: s »Xk) a
&1 = &(by,. .., b1, 1, X1, -5 Xk)
m ak ziaden z programov neakceptuje, tak
- (D(b]_, ey b,‘,l,X,', e 'Xk) ¢ SAT
— p # po nie je konzistentny so SAT A+ A—p
m ak jeden zo vstupov JE akceptovany, tak b; < x;
koniec po kroku 1 v
koniec s by, ..., by:
if ®(b1,...,bk) =1 then return(® € SAT)
else A« A—p -
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Pouzitie metédy nestlacitelnosti 5 Dolny odhad pre jednopaskovy 1TS

L:{Xl*Xz*'--*Xk#yl *yz**yg##O'lf, X,':yj}

rozpoznavanie L
m na 2-paskovom on-line v linedrnom case
® na 1-paskovom on-line vyzaduje ¢as Q(n*/?/ log n)

< Simulacia linearneho 2-paskového on-line na 1-paskovom on-line vyzaduje cas
Q(n*/?/log n)

1paskovy on-line T:
h1, ho — pozicia hlavy na vstupe, resp. pracovnej paske
S — shvisly segment vstupnej pasky

R — shvisly segment pracovnej pasky

T zobrazuje S DO R, ak hz neopusti R kym je hy v S
T zobrazuje S NA R, ak hy precita R kym je hy v S
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Pouzitie metédy nestlacitelnosti 5 Dolny odhad pre jednopaskovy 1TS

X;r.%:Xj_>|<X2>k"'>l<Xk2,élé7 Vi /(X,') = /(X)/k

R je taky segment na p.paske, ze T zobrazuje V segment z S = {x;;,...,x;,} do R

Obsah pracovnej pasky v case, ked hy dorazila na # vieme zrekonstruovat, ked' pozname
B S={x|1<i<k}-S

m vysledny obsah segmentu R

m prechodové postupnosti okolo R Ir, rr

m popis T +diskusia

miesta blokov z § nechame prazdne

— zrekonstruujeme pasku nalavo od r,

— zrekonstruujeme pasku napravo od rg
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Pouzitie metédy nestlacitelnosti 5 Dolny odhad pre jednopaskovy 1TS

NECH 1-paskovy T rozpoznava L v ¢ase T1i(n) < c’5n3/2/|ogn
m vezmime x € {0,1}", /(x) =n, C(x) > n, x =x1...xc, k =+/n, |xi| = /nVi
B uvazujme vstup xi k X2 * ... * Xk# hlava na # v Case ty

= ak sa viac ako k/2 z x; sa zobrazi NA segment velkosti aspoii n/c?, tak pre as T

Ty =Q(n/3 @) =Q (n3/2)

k/2
= teda S obsahuje k/2 blokov x;, ktoré sa zobrazia DO segmentu velkosti < n/c®
Xm - median pri usporiadani podla lavych okrajov segmentov, do kt. sa zobrazia
vela x; € S sa zobrazi do malého R //lema

neexistuje taky R a segmenty si rozlozené "rovnomerne"

//y; umiestnime d'aleko od x;
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Pouzitie metédy nestlacitelnosti 5 Dolny odhad pre jednopaskovy 1TS

1. existuje k/c blokov x; € S a segment R dizky n/c?, Ze sa vietky zobrazia do R ~+ S

[Ril = |R| = |R:|, R | R R

pi, pr pozicie PP v Ry, R,, kt. st najkratsie P \p

AK I(PP(p.)), I(PP(p;)) > +/n/(c?log n), potom &as aspoh /n/(clog n) - n/c?
PRETO /(PP(p.)), I(PP(p1)) < +/n/(c*logn) :

kratky program pre x

m diskusia + popis T1 0o(1)
m hodnoty n, k, ¢, p;, pr O(log n)
m zretazenie {x;,...,xx} — S n—njc
m stav T a pozicia ha v Case, ked hy sedi na # O(log n)
m 2 prechodové postupnosti na poziciach p;, pr v Case ty 24/n(I(T) + O(log n))
m obsah R/RR] v tu 3n/c? + O(log n)
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Pouzitie metédy nestlacitelnosti 5 Dolny odhad pre jednopaskovy 1TS

overime, ze kandidat y = x

m rekonstrukcia pamatovej pasky, ked hy prvykrat vstapila na #

Iy'f—) yix... %Y,
V0’1" zbehneme simulaciu Ty od ty
akceptuje len ak x = y

3
C(x) <n-— g + C—Z + O(v/nlogn) + O(logn) <~n; 0<vy<1
;E
spor s C(x)
(2013/14) KZ 28.11.2013
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Pouzitie metédy nestlacitelnosti 5 Dolny odhad pre jednopaskovy 1TS

2. pre V blok R velkosti /(R) = n/c? existuje nanajvys k/c blokov x; € S, kt. sa
zobrazia do neho

m do R, sa zobrazi median x,

®m aspoh k/6 napravo od Rm < S, = {xiy,..., % .}
analogicky S nalavo od Rm < S1 = {Xjy, ..., %)}
B Y1 = X, Y2 = Xjg,- - ’ Xjs = Y25, Xig = Y2s—1

B pre vstup | = xq % X2 % - - - % X FEY1 * - - - Vi /3F existuje dvojica yas—1 * yos, Ze s

i} . N _ 3/2
namapované do segmentu mensieho ako n/(4c®) //inak €as aspoh & . o = 255

B )2s_1,Y2s VO vzdialenosti aspon n/r:3 od x;, alebo x;,, w.l.o.g. od x;,

— Xig ...R“.yzsfl,
m suffix 012571

m /(R) = n/c3, p pozicia najkratsej prechodovej postupnosti v R, kt. dizka je

max /n/(c?log n)
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Pouzitie metédy nestlacitelnosti 5 Dolny odhad pre jednopaskovy 1TS

kratky popis x

m diskusia + popis T3 0o(1)
m n, k,c, pozicia p O(log n)
= S—{x) N
m index is O(log n)
m prechodova postupnost na pozicii p <+/n/c

// dlzka max \/n/(c? log n)

C(X)<n—+/n++/n/c+ O(logn) < n—~n
spors C(x) > n
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