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Algoritmicka pravdepodobnost = Semimiera

m g(<<y,z> k>)=<p/q> piseme ako g(y/z,k) = p/q

m (Ciastocna) funkcia f : Q — R je upper
semicomputable/co-enumerable ak existuje rekurzivna g(x, k)
nerastlca v k tak, ze f(x) = limy_o g(x, k)

f je enumerovatelna/lower semicomputable ak —f je upper
semicomputable; semicomputable ak je lower alebo upper
semicomputable

m funkcia f : Q — R je rekurzivna ak existuje rekurzivna g(x, k) tak, ze

F(x) —g(x k) < 1/k

m enumerovatelna f je univerzalna, ak existuje enumeracia f1, , . ..
enumerovatelnych tak, ze

Fi,x) = fi(x) /10, x) = £({i, %))
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Algoritmicka pravdepodobnost = Semimiera

Lemma
Existuje univerzalna enumerovatelna funkcia. f(i,x) = fi(x)

enumeracia ®1,®,,... PRF ®((x,k)) = (p,q) <~ ®(x,k) =p/q

transformacia enumeracie ® na enumeraciu f:
supeen{®Pi(x, k)}, ak existuje
filx) = we
0, ak neexistuje

univerzalna ¢0(i, <X, k>)=¢,'(X, k) pritom 3 (DQ(I', <X, k>) = ¢j(<i,X>, k)

fi(<i,x>)=fi(x)
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Algoritmicka pravdepodobnost = Semimiera

Nech f(x,y) je co-enumerovatelna. Potom

Vx,y C(x|y) < f(x,y)+ O(1) & d({x : f(x,y) < m}) = O(2")Vy, m

= AKVc 3y,m: d({x: f(x,y) < m})>c2™
TAK 3x: m> C(x,y) > m+logc

< g aproximuje f zhora; m:=f(x,y) a A:={x: f(x,y) < m}

popis x - znalost g,y, m aindexu do A~ C(x|]y,m) < m+ O(1)
pre h: C(x|ly,m)=m—nh

C(xly) < C(x|y, m) + 2logh+ O(1) < f(x,y) — h+2logh+ O(1)
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Algoritmicka pravdepodobnost = Semimiera

m diskrétna semimiera P: N - R > _ . P(x) <1

xeEN
//Ak rovnost, pravdepodobnost

m M-trieda diskrétnych semimier. Py je univerzalna pre M ak
—PoeM
- VP e M Jep Vx € N cpPo(x) > P(x)
Py multiplikativne dominuje

Existuje univerzalna enumerovatelna diskrétna semimiera m

enumerovatelné diskrétne semimiery sa daji vymenovavat Py, Pa, ...
Po(x) =35, a(n)Pa(x), S a(n) <1, «fn)> 0 je enumerovatelna
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Algoritmicka pravdepodobnost = Semimiera

Lemma

Trieda rekurzivnych semimier nema univerzalny prvok.

m X; najmensie také, ze Po(x;) < 277/i

27, x =X

= Q) = { 0, inak
YR =>27"=1 Q je semimiera
Vi Q(xi) = Q(x) = 277 > iPy(x)

m nie je rekurzivna a ), m(x) <1
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Algoritmicka pravdepodobnost Univerzalna zlozitost priemerného pripadu

Univerzalne pravdepodobnostné rozdelenie

spocitatelny priestor S; S =N U {u}
P:S—Rtaké ze Y o P(x) <1 //zvy3ok priradime u ¢ N
P je enumerovatelna, ak {(x,y) | x e N,y € Q,y < P(x)} je RE
P je zdola aproximovatelna
Levin:
— enumerovatel'né rozdelenia vieme vymenivat: Py, Ps, ...

— existuje univerzalne rozdelenie m
Vk € Ndc € Q Vx € N [c- m(x) > (Px(x))]
m(x) =27 K&

c = 2K(PH+0() — oK()+0(1) — O(k log? k)
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Algoritmicka pravdepodobnost Univerzalna zlozitost priemerného pripadu

Priemerna zlozitost
x € N, I(x)- dlzka binarneho zapisu x, t(x)-Cas algoritmu na vstupe x

T(n) = max{t(x) | I(x) = n} najhorsi pripad
2 l(x)=n P()t(x) . L
T..(nlP) = W priemerny pripad

= rovnomerné rozdelenie L(x) = 272N~ [ (x|/(x) = n) = 27"

m univerzalne rozdelenie m(x)

Quicksort
m T5(n) =O(nlogn)
m T2(n) = Q(n?)

Theorem

Nech A je algoritmus, ktory na kazdom vstupe zastane, vstupy podla m.
Potom priemerna zlozZitost je radovo rovna najhorsej.
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Algoritmicka pravdepodobnost Univerzalna zlozitost priemerného pripadu

Nech A je algoritmus, ktory na kazdom vstupe zastane, vstupy podla m. Potom priemerna
zlozitost je radovo rovna najhorse;j.
B Definujme P(x)

Vn=12,... an=3} -, m(x)
ak I(x) = n a x je lexikograficky najmensie také, ze t(x) = T(n),
tak P(x) = an, inak P(x) =0

B P je enummerovatelné
B dodefinujeme P(u) = m(u)
B kedZe )5 o P(x) =3 s m(x), tak cp - m(x) > P(x)

m _ Z[(x):,, m(x)t(x) 1 Z/(x):n P(x)t(x)
T =550 2 & S
a1 1 m
= LT = A T() > AT o

T(n
klog® k

P ~ Py, potom cp < klog® k Ta(n) >
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Algoritmicka pravdepodobnost Pouzitie metédy nestlaéitelnosti 2

Nahodny graf s vysokou pravdepodobnostou nema izolované vrcholy

standardne

konkrétny vrchol je izolovany s pravdepodobnostou —2,,1,1

nejaky vrchol je izolovany s pravdep. nanajvys sitx

graf nema izolovany vrchol s pravdep. > 1 — 5%

nestlacitel nostou

X1---Xer €= (g) -charakteristickd postupnost mnoziny hran ~ grafu

graf G's C(G|n) > (5) — 6(n)

graf - nie susedia /, ano identifikacia i
(5) —d(n) <C(G]n) W‘(5(n)2n—|ogn—1

nanajvys 2~ ("=1%e"=1)_tina ma izolovany vrchol, preto s pravdep. aspoi 1 — ST

nahodny graf nema izolovany vrchol
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Algoritmicka pravdepodobnost Pouzitie metédy nestlaéitelnosti 2

SEE

n,r,s € N, 2logn < r,s < n/4, s parne; potom Vn existuje n X n matica
nad GF(2) taka, ze V podmatica rozmeru s riadkov a n — r stlpcov ma
hodnost > s/2.

dlzky n? tvori stvorcovi maticu R;
ak existuje podmatica s iba s/2 — 1 linearne nezavislymi riadkami, tak skratenie popisu x

- prvky odpovedajice podmatici

charakteristicka postupnost s riadkov vzhladom k nezavislym
zoznam nezavislych riadkov

zavislé urcené koeficientami nezavislych

samoodelujaco n, r, s

+ + + + +

identifikacia podmatice
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Algoritmicka pravdepodobnost Pouzitie metédy nestlaéitelnosti 2

ak existuje podmatica s iba s/2 — 1 linearne nezavislymi riadkami, tak skratenie popisu x

- prvky odpovedajiice podmatici (n—r)s
+ charakteristicka postupnost s riadkov vzhladom k nezavislym s
+ zoznam nezavislych riadkov (s/2—1)(n—r)
+ zavislé uréené koeficientami nezavislych (s/2—1) x (s/2+1)
+ samoodelujico n, r,s 3logn+ 6loglogn+ O(1) < 4logn
+ identifikacia podmatice 2n

n’—(n—r)s+s+(s/2—1)(n—r)+(s/2—1)-(s/2+1) +4logn+2n
2logn < s,r < n/4 -pre velké n to klesne pod n?
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Algoritmicka pravdepodobnost = Vlastnosti s velkou pravdepodobnostou

vlastnost s velkou pravdepodobnostou «~+ vlastnost objektov s malou deficiency

vietky objekty zahfhaji aj objekty s malou (Kolmogorovskou) zlozitostou

objekt s malou deficiency je prvkom mnoziny, na ktorej je zalozena platnost
vlastnosti s velkou pravdepodobnostou

Ak P, Q platia s pravdepodobnostou aspon 1 —¢, tak PA Q s
pravdepodobnostou aspon 1 — 2¢

0

Ak P, Q platia na objektoch s 6(n), tak P A Q platia na objektoch s 4(n)

~~» situacia s n rdznymi vlastnostami

velka pravdepodobnost a nestlacitelnost nie sii vo vseobecnosti totozné, ale za nejakych

predpokladov skoro dno
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Algoritmicka pravdepodobnost = Vlastnosti s velkou pravdepodobnostou

Nech S C {0,1}"
ak P spliaji Vx € S s 8(x|S) < 8(n), potom P plati aspoii na (1 — 1/2%(M)-tine prvkov S
n, S fixované, P vlastnost, kt. plati aspon na (1 — 1/25("))—tine prvkov S. Potom existuje
¢, Ze kazda taka vlastnost P plati sicasne Vx € S s §(x|S) < §(n) — K(P|S) — ¢

Désledok

Objekty s random deficiency < §(n) maji vsetky vlastnosti P, ktoré platia aspon s
P|n)—0(1)

pravdepodobnostou 1 — 2—8(m—K(

Désledok

Vsetky rekurzivne vlastnosti P s K(P|n) = O(1), ktoré samostatne platia s pravdepodobnostou

— 1 pre n — oo, platia stcasne s pravdepodobnostou — 1 pre n — co.
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Algoritmicka pravdepodobnost = Vlastnosti s velkou pravdepodobnostou

Nech S C {0,1}"

ak P spliaja Vx € S's §(x|S) < 8(n), potom P plati aspon na (1 — 1/2%(")-tine prvkov S
# programov dizky < log d(S) —é(n) < le.fod(s)76(") 2f

n, S fixované, P vlastnost, kt. plati aspon na (1 — 1/29(")-tine prvkov S. Potom existuje
¢, ze kazda taka vlastnost P plati sicasne Vx € S's 6(x|S) < d6(n) — K(P|S) — ¢
Sporom:. .. nech existuje x € S : §(x|S) < 6(n) — K(P|S) — c a P neplati. Potom
rekonstrukcia x:

— popis P
d(s)
28(n)

— index j v mnozine M objektov, pre kt. P neplati |[M| <

Je, 2 K(x|S) <logj+ a1 <
5(n) — K(P|S) — ¢ > 6(X|S) = I(d(S)) — K(X|S)
c2 —c > K(P|S)
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Algoritmicka pravdepodobnost Kombinatorika

I' - mnozina turnajov na {1,2,...,n} zorientovany aplny graf
- E: T —{0,1}n—1)/2
— tranzitivny turnaj T(i,j), T(j, k) = T(i, k) T(i,j) e i<y

v(n) - max. Cislo také, ze VT € I': T obsahuje tranzitivny podturnaj o v(n) vrcholoch

Theorem
v(n) <1+ [2logn)|

Fixnime
-Terl: C(E(T)|n,p)>n(n—1)/2
- S tranzitivny podturnaj na v(n) vrcholoch

+ zoznam vrcholov S podla dominancie
- odstranime hrany patriace S z E(T)
< n(n—1)/2+ v(n) log n] — v(n)(v(n) — 1)/2
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Algoritmicka pravdepodobnost Kombinatorika

cou nting tranzitivny podturnaj-pbvodne

m [’ - turnaje, ktoré obsahuji tranzitivny podturnaj na v = 2 + 2|log n| vrcholoch
m AC{1,2,...,n} d(A)=v o je permutacia na A
n d(rA c,) = 2(2) (2)

d(r')y <> d(Ta,) = ( >v|2() () <20) = 4(n)

existuje T € I — ', ktory nema tranzitivny podturnaj na v vrcholoch

pravdepodobnostné metédy
T nidhodna premenna s hodnotamiz I, Pr(T=T)= 2, v=24 2|logn]

ZZ Pr(T|A generované podla o) = < >v|2 () <1

existuje takd hodnota T, ze T nema tranzitivny podturnaj na v vrcholoch
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Algoritmicka pravdepodobnost Kombinatorika

turnaj s k-dominatormi
vlatnost S(k)- VA C N, d(A) = k, existuje v N — A hraé x, ktory dominuje vietkym v A

s(k) - minimalny poéet hracov turnaja T s vlastnostou S(k)

s(k) < 2k*(In2 + o(1))

Zoberme
= 2Kk2(In2 + o(1)), pricom
turnaj T, v ktorom existuje A, d(A) = k, bez dominujicehov N — A

kratsi popis T

+ vrcholy A d(A)logn
- odstranime popis hran A x (N — A) k(n— k)
+ popiseme ich indexom j v mnozine moznosti Iog(2k — 1)(""‘)

< n(n—1)/2+ klogn — (n — k)k + log(2X — 1)("=k)

<0
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Algoritmicka pravdepodobnost Kombinatorika

vel'mi pravdepodobné vlastnosti

¢ konstanta, y fixné. Potom kazda koneéna mnozina A velkosti m ma aspon m(1 —27°)+1
prvkov s C(x|y) > logm — ¢

< aspon 2"("=1)/2(1 — 1/n) turnajov s C(E(T)|n,p) > n(n—1)/2 —logn

Désledok

Takmer vsetky n-vrcholové turnaje (aspori (1 — 1/n)tina) maji najvacsi tranzitivny podturnaj
vel'kosti nanajvys 1+ 2|2 log n| n— oo

C(E(T)|n, k,p) > n(n—1)/2 —logn

Désledok

Pre dostatocne velké k existuje n,n < 2Kk2(In2 + o(1)) tak, Ze aspoii (1 — 1/n)-tina turnajov
mé vlastnost S(k)
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Algoritmicka pravdepodobnost Kombinatorika

D={Dy,...,D;}, D; C N={1,...,n} rozlisuje N, ak YM, M’ C N, M # M’, existuje
i,1<i<jtak, ze d(D; N M) # d(D; 0 M’)
f(n) - minimalne d(D) (Viesa )f(n) = 2 + 0 (M>

log n log2 n

Theorem
f(n) > (2n/log n)[1 + O(log log n/ log n)]

M, M C N tak, ze C(E(M)|D) > n; d; = d(D;), m; = d(D; N M)

m s; je podpostupnost E(M) odpovedajica jednotkam v E(D;);
I(si) = di,  #1(si) = m;,

] d,'/27 O(\/d,' |Ogi) <m; < d,'/2+ O(\/d,' |ng)

C(x) > n—4(n), tak |#ones(x) — n/2| < g(é(n) + c)n/loge

A

ak vieme d;, m; uréime poradimv A ~»  C(m;|D;) < % log d; + O(log log i)

J
0 < CEM)ID) < C(ms.....mjD) < 3° (5 lown+ Olloglog n))
i=1
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Algoritmicka pravdepodobnost Kombinatorika

Kolmogorovsky nahodny graf - graf je §(n)-nahodny ak ma randomness deficiency < 6(n)

C(E(G)|n,é) > n(n—1)/2 —5(n)

Lemma

1. Aspoii (1 — 1/2%()-tina grafov je 6(n)-nahodna.
2. Ak G je §(n)-ndhodny, d stupen [ubovolného vrchola, potom

Id—(n—1)/2| =0 ( (5(n) + log n)n)

pocet programov

[ ]
m /jevrchols|d—(n—1)/2| > k
w Vi={jeV-{i}[(Jj)eE}
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Algoritmicka pravdepodobnost Kombinatorika

+ povodné kédovanie E(G)
+ identifikacia 7, k 2logn
— odstranime pdvodny bitovy vektor pre V; —n

+ namiesto bitového vektora pre V; index do mnoziny mnozin susedov mohutnosti m

log Z (n B 1) < log [2 . 2"_1e_2k2/3("_1)] =n—(2k?/3(n—1))loge
|d—(n—1)/2|>k

log m + 2log n + +0(1)
n—(2k?/3(n—1))loge > logm > n—2logn - 0(1)

k < \/g (3(n) + 2log n+ O(1)) (n—1)/loge = o( (5(n)+|0gn)n)
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Algoritmicka pravdepodobnost Kombinatorika

Lemma

Vietky o(n)-nahodné ocislované grafy maji medzi [ubovolnou dvojicou vrcholov n/4 + o(n)
réznych ciest dizky 2.

priemer 1 maja len Kp
i,j € V, spojené r cestami dizky 2; potom popis G

popis 0o(1)
i j,i<j 2logn
E(G) bez bitov popisujacich hrany (i, k), (j, k) (3) —2(n—-2)
najkratsi popis zoznamu odstranenych hran
O(logn) + n(n—1)/2 —2(n—2) + >n(n—1)/2 —o(n)
I(ei ;) —o(n) =

frekvencia 11 v e; ; podla |#y — 2Tny)‘ < apn, a= K(y|n) + logI(y) + é(n)

~» o(n)-nadhodné grafy st n/4 + o(n)-savislé.
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Algoritmicka pravdepodobnost Kombinatorika
Lemma

G = (E, V) ma random.def. §(n) = O(log n). Potom maximalna klika, ktord G
obsahuje, ma vel'kost nanajvys |2log n| + O(1).

—@ + klogn+ O(1)

Nech G je aspori clog n-ndhodny oéislovany, i € V. Vi # j alebo (i,j) € E alebo
existuje k spomedzi (c + 3) log n najmensich (i, k) € E, pricom (k,j) € E

A je mnozina (¢ + 3) log n najmens3ich spomedzi susedov i;
SPOROM: Nech k nie je spojeny so ziadnym z AU {i}; potom kratky popis G:

- popis hran incidentnych s i, k —(2n-2)
+ popis i log n
bitovy vektor o susedoch i (n—1)
popis k+ s nim incidentné hrany logn+(n—2)—(c+3)logn

n(n—1)/2+2logn+2n—3—(c+3)logn—2n+2>n(n—1)/2—clogn
clogn>(c+1)logn+1
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