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preliminaries

parovacia funkcia
(y)=y+(x+y+1)(x+y)/2
(x,y,2) = (x,{y,2))

B {¢,0,1,00,01,10,11,...}

retazce—prirodzené &isla, B* <+ N
{(€,0),(0,1,),(1,2),(00,3),(01,4),...}

//nerozlisujeme medzi retazcom 01 a &islom 4
//niekedy medzi retazcom 100 a Cislom 4

dizka retazca w, kardinalita mnoziny A:  /(w), d(A)

D:{0,1}* = N D(y) = x, y je kéd, x je vzor
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preliminaries kédovanie

L [ 170, i=0
prefixny kod Ei(x) = { E1(I()x, i>0
% = Ei(x) = Eo(I(x))x = 100x  ~ I(Ei(x)) = 2/(x) + 1
E1(100000001011) = 1120100000001011, /(x) = 25
Ey(x) = 11111000010  ~~ x = 00010

Ex(x) = I(x)x = 1'0CN0I(x)x  ~ I(E2(x)) = I(x) + 2/(I(x)) + 1
E>(100000001011) = £;(/(100000001011))100000001011 =
111101100100000001011, /(x) = 21

E>(x) = 11101111000001 ~~ x=1000001

Xy = 111011011 = x =110, y = 11
xyz = 1110110111001011 = x =110, y =010, z = 11

Ilviem, aké kédovanie pouzivam!!!
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Algoritmicka zlozitost

popis objektu // ma zmysel, ak z neho objekt vieme zrekonstruovat

m enumeracia objektu x z mnoziny S prirodzenym &islom n(x)

m p € N, potom /(p) oznaéuje dlzku binarneho zapisu p

Cr(x) = ming{I(p) | f(p) = n(x)}

zlozitost objektu x vzhladom k metéde f

p -~ program f ~ pocitac
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Algoritmicka zlozitost

m f (aditivne) minorizuje g ak 3c Vx : C¢(x) < Cg(x) +c
ak uvazujeme r metéd fq, ..., f,, na identifikiciu metody staci
povedat log r bitov

m metédy st ekvivalentné ak sa navzajom aditivne minorizuji

m C je trieda ¢iastoénych funkcii na Z*. Funkcia f je univerzalna
(aditivne optimalna) pre C ak

feC & [VgeCcrg: Ce(x) < Cg(x)+ crg

m univerzalne funkcie si "ekvivalentné:"

|Cr(x) — Ce(x)| < max{cr g g r}
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Algoritmicka zlozitost = Searching for a suitable method

Trieda F vsetkych Ciastoénych funkcii/popisnych metéd nema minimalny
prvok

Sporom - nech f je univerzalna pre F
® uvazujme postupnost retazcov S = xi,x,.... Ce(x;) > i
m definujme funkciu g : g(i) = x;
m Kolmogorovska zlozitost retazcov z S
Cg(xi) < 2logi+ O(1)
2logi+ O(1)<< i < Ce(x)

~+ f nie je univerzalna o

V triede Ciasto¢ne rekurzivnych/computable funkcii minimalny prvok existuje <

metédy — {® | ® je Ciastocne rekurzivna funkcia}
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Algoritmicka zlozitost = Searching for a suitable method

Theorem (invariance)

Existuje univerzalna ciastocne rekurzivna funkcia.

m usporiadanie TS ~~ usporiadanie PRF

m g, funkcia, kt. poéita UTS;
vstup: 1™ 0 np 1'™Mon — kéd TS T, p — program

m &o((n,p)) = Ta(p)
ak UTS = Ty, potom U(0p) = U(p)

Coo(x) < Co,(x) + co,, cCo,=2l(n)+1
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Algoritmicka zlozitost conditional Kolmogorov complexity

x,y,p € N: PRF & spolus p,y je popis x & < y,p >= x

podmienend Kolmogorovska zlozitost

[ min{l(p): ®((y,p)) =x} ak p existuje
Colxly) = { 00, ak p neexistuje

Theorem (conditional invariance)

Existuje univerzalna PRF ®q pre triedu PFR, ktoré pocitajii x z y, pricom

Co, (x]y) < Co(xly) + co

m o((y, (n, p))) = ®n({y, p))
m Coo(xly) < Co,(xly) + co,,  co, =2/(n)+1 O
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Algoritmicka zlozitost conditional Kolmogorov complexity

na volbe univerzalnej funkcie nezalezi

m V aditivne optimalne funkcie W, ¥’ Jay

Vx,y |Cu(xly) — G (x|y)| < cywr

| C(xly) = Coo(xly)| | C(x) = Coo(x]e)]

hl'adanie spravneho modelu
m T (samoodelujico) popisuje stroj; model, resp. regularita
p popisuje program; neregularita

| C(x) = min{I(T) +I(p) : T(p) = x} + O(1)]

m ming{I(T) + C(x|T) | T € {To, T1,...}}
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Algoritmicka zlozitost conditional Kolmogorov complexity
Theorem

de,Vx,y  C(x) < I(x)+c, C(xly) < C(x)+c

m Cr(x|y) = C(x) ked T so vstupom (z,y) vypocita x prave vtedy, ked
UTS vypocita x pri vstupe (z,¢€)

m C(x|y) < Cr(xly) +c=C(x)+c O

Example

m C(xx) = C(x) + O(1)

m ak ® je totalna injektivna rekurzivna, potom
de: |C(P(x)) — C(x)| <c

m C(x+ C(x)) <7
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Algoritmicka zlozitost some properties of C
Example

m C(x,y) < C(x) + C(y)+ 2log(min{C(x), C(y)})+1
m C(x,y[C(x)) < C(x) + C(y) + O(1)

x* je "prvy najkratsi" program, kt.generuje x. Vieme vypocitat x* , ked
pozname x, C(x)?
m ANO — systematicky simulujeme programy dizky C(x); x* je "prvy",
kt. zastane s x
m vypocet C(x) pri znalosti x sme zredukovali na vypocet x* pri znalosti

x, C(x)
C(x*lx) = C(Cx)IX) < C(CLx)) < loglx)  [CO0) = 10x7)
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Algoritmicka zlozitost some properties of C

Nech ACN XN je RE, y € N. Nech Y = {x: (x,y) € A} konecna.
Potom J3ca Vx € Y C(x|y) < I(d(Y))+ ca

m postupne vymenovavame (xi,y1),... a poCitame tie, ked y; =y
(Xilay)a(xizay)a s
m + poradové Cislo jj staci na urcenie x = x;, O

< Ak AC N, d(A=") < p(n), je RE, potom
m Vx, /(x) <n C(x|[n) < I(p(n)) + O(1)
8 C(x) < Clxln) +21(n) + O(1)< I(p(n)) +2/(n) + O(1)
m C(x) = O(logn)
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Algoritmicka zlozitost some properties of C

Definition

Nech ®1,®,, ... a Wy, W, ... st enumeracie PRF, pricom

Vi = Oy, ®; = V(). Ak f, g st Ciastocne rekurzivne, potom &,V si
rekurzivne izomorfné.

V rekurzivne izomorfné W, ® 3 cp y : Vx |Co(x) — Cy(x)| < co,w
ALE

Existuja enumeracie W, ® také, ze rozdiel |Co(x) — Cy(x)| je neohraniceny.
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Algoritmicka zlozitost some properties of C

V rekurzivne izomorfné W, ® 3 cp v : Vx |Co(x) — Cu(x)| < co,w

m f, g Ciastocne rekurzivne = 3n(f), m(g) tak, ze ®(f), ¥ (g) pocita
f, resp. g.

] C¢0(X) < Cq;(,-)(X) +c¢ < C\ug('.)(X) + Ci + Cm(g)
Cuo(x) < Cu(iy(x) + i < Copyy (X) + ci + Cr)

Co(x) =1(p), Po(p) =x <
Cu(x) =1(a), Vo(q) =x ¢
Cu(x) <1(q) +2(cg) +1 Co(x) < I(p)+2/(cr) + 1
Pre ¢ = max{2/(cg),2/(cr)} +1 |Co(x) — Cu(x)| < c
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Algoritmicka zlozitost some properties of C

Existuja enumeracie W, ® také, ze rozdiel |Co(x) — Cy(x)| je neohraniceny.
Definujeme W k ®:

Voi(1) = y, Colyi) > 12
Vyi(x) = ®i(x) prex>1

)
Vairi(x) = ®i(x)
Cu(yi) <Cyy (i) + Cuy = 1+ Cuyy, Cuy < 2log2i + O(1)

|Co(yi) = Culyi)|= ©*—cuy, — O(1) ~ 0
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Algoritmicka zlozitost incompressibility

Retazec x je c-nestlacitelny ak C(x) > I(x) — c

m pocet retazcov dlzky n je 2"
m pocet programov dlzky mensej ako n je Y7, loi—on_1
< Vn 3 aspon jeden nestlaatel’ny retazec

m # programov dlzky mensej ako n — c je Y75~ Lol —gn—c_1

27— (2" 1)

5 aspon (1-27)-tina retazcov dlzky n je c-nestlacitelna
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Algoritmicka zlozitost incompressibility

Theorem (incompressibility)

Nech c € N, y je fixované a A je konecna mnozina kardinality aspon m.
Potom aspoit m(1 —27°) + 1 prvkov x € A ma C(x|y) > logm — c.

m programov dlzky mensej ako log m — ¢ je

logm—c—1 5 __ slog m—c _ m
SolEeT ol = 2 —1=m_1

m v A existuje aspoi m — (2 — 1) > m(1 — %) prvkov s
C(x) > logm—c

Pritom x € A stadi identifikovat indexom a popisom A

C(x) < ca+I(d(A))>ca+ I(m)
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Algoritmicka zlozitost incompressibility

Sa podretazce nestlacitelnych retazcov nestlacitel né?

c-nestlacitelné x = uvw, |x| = n, mézme popisat programom g

program p, pre generovanie v
retazec uw q = l(pv)pvl(u)uw
separacia uw na u, w - nech |u| > |w]|

I(q) = C(v)+2/(C(v))+2/(u)+n—I(v)+2
n—c<C(x)<l(q) +0(1)
n—c<C(x)<C(v)+n—1I(v)+4logn+ O(1)

| C(v) > I(v) — O(logn) |

Mb6zme predpokladat, ze C(v) > /(v) — O(1)? NIE
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Algoritmicka zlozitost incompressibility

Nech C(x) = I(p). Potom p je c-nestlacitelné.

Sporom

m nech 3 program q: U(q) =p & I(q) < I(p) — c.
m vezmime V = T;: V(q) = U(U(q))
m potom U(1i0q) = x

Cx)<Ilg)+i+1<l(p)—c+i+1
pre c > i+ 1 SPOR o
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Algoritmicka zlozitost incompressibility

SEE
O vztahu C(x,y) k C(x), C(y) — C nie je subaditivna.

horny odhad C(x,y) < C(x) + C(y)+ 2min{log(C(x)).log(C(y))} +1

dolny odhad: Uvazujme A = {(x,y) | |xy| = n}.

m d(A)=(n+1)2"

m existuje (x,y) : C(x,y) >logd(A) —c=n+logn—c

m pritom C(x)+ C(y) <I(x)+I(y)+d=n+d
C(x,y)>n+log n-c> C(x)+C(y)-d+log n-c=C(x)+C(y)+log n-e
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Algoritmicka zlozitost incompressibility

Example

C nie je monoténna na prefixoch.

dn>mx=1", y =17, y vlastny prefix x ale C(y) > C(x)
n =2k~ C(1") < loglog n+ O(1)
m: A={1,11,...,1")

Incompressibility Thm: aspon n/2 + 1 prvkov ma C(z) > logn—1

Zvolime m: n/2 < m<n

C(1™) > logn—1 o
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Algoritmicka zlozitost = length conditional KZ

KZ pri znalosti dlzky — C(x|I(x)) ~ C(x|l(x)) < C(x)+ ¢

n-string je retazec n0"~/(") pricom |n0”_'(")| =n

m Ak x je n-string, tak C(x|n) < ¢

m ani C(x|/(x)) nie je na prefixoch monoténna
n nestlacitelné: C(n) > I(n); x =n0"""(" C(x|/(x)) < c
C(n|l(n)) =C(n) — C(I(n)) = logn — 2loglog n+ O(1)
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Algoritmicka zlozitost = randomness deficiency

Co ak vieme, ze x € A? /] C(x|A) < I(d(A))+ ca

Definition

Randomness deficiency x vzhladom k mnozine A je

d(x|A) = I(d(A)) — C(x|A)

m J(x|A) > —ca
m Co hovori velké 5(x|A)?
m Kolko je prvkov s 0(x|A) > k?
S(xIA) = I(d(A) — C(xIA) =k~  C(xIA) < (d(A)) — k

d(A))

x 1 C(x|A) < I(d(A)) — k| < 2/(d(A)—k+1 — %

d({x: d(x|A) > k}) < d(A)/2"*
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Algoritmicka zlozitost = randomness deficiency

randomness deficiency a nahodnost
Nech: ¢ = ¢, //® partial recursive, computable
R=A{(x,y): ®(i) = (x,y),i > 1} //R recursively enumerable

Nech A = {x: (x,y) € R} je konecna
— C(xly) <logd(A) + logr + 2loglogr+ O(1)
= d(x|y) = log d(A) — C(x]y)
x je nahodny v A ak d(x|y) = O(1)

Nech A= {x: I(x)=n}, R={(x,n): I(x) = n}
—d(x|n) = J —C(x|n) + O(1)
log d(A)
x je nahodny iff 6(x|n) = O(1)
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Algoritmicka zlozitost = C as an integer function
Theorem

Pre Kolmogorovski zlozZitost' plati

C je neohranicena

m(x) = min{C(y) : y > x} je neohranicena

YV PRF ® monotdnne rasticu donekonecna (od nejakého xo) plati
m(x) < ®(x) az na konecne vela x

I 2,3 pre C(x|/(x)) neplatia
// nekonelne vela razy skoci na konstantu (n-stringy)

1. vyplyva z 2.

2. Vi 3 min. x; také, ze Vx > x;: C(x) > i
~ o om(x) =1, xi < x < Xj1
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Algoritmicka zlozitost = C as an integer function

3. V PRF & monoténne rasticu donekoneéna (od nejakého xo) plati m(x) < ®(x) az na
konecne vela x
Nech ®=®, monoténne neklesajica,®(x) < m(x) pre nekonecne vela x;

B D(®) =A={x: ®(x) < oo} nekone¢na, RE, preto 3 nekonecna
B, B C A, s rekurzivnou g

[ o(x) xeB
= V) = { ®(y) y=max{z:ze B,z < x} inak
V(x) < d(x) < m(x)
m M(a) = max{x: C(x) < a} M(a) + 1 = min{x : m(x) > a}
max{x : ¥(x) < a+ 1} > min{x : m(x) > a} = M(a) +1 > M(a)
m F(a) = max{x: V(x) < a+ 1} je totalna rekurzivna
< F(a) > M(a) pre nekoneéne vela a — C(F(a)) > a
ALE C(F(a)) <Ce(F(a))+ O(1) <Il(a)+cr+ O(1) =l(a) + O(1)
a< C(F(a))<l(a)+c O
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Algoritmicka zlozitost = C as an integer function

intermezzo o rekurzivnych fcidch D(#) = A= {x: ®(x) < 0o} nekoneéna, RE,
preto ma nekoneéni podmnoziny B, B C A, s rekurzivnou xg:
B f RE s oborom hodnét A, g rekurzivna:
g(0) = £(0)
g(x +1) = f(y), y najmensie také, ze f(y) > g(x)
B je obor hodnét g

A nekonecnd, preto B nekonecna . .
B ) . ¢g je rekurzivna
g vymenovava B v rastlicom poradi
B nekoneéna A je rekurzivna <= ak je enumerovatel'na v rasticom poradi
= postupne pocitame charakteristick fciu
?
< y € A postupne pocitame, az kym x(x) € B pre x > y

A je RE A je obor hodnbét totalnej rekurzivnej fcie
AjeR xa je rekurzivna o
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Algoritmicka zlozitost = C as an integer function

Theorem (C nie je rekurzivna...)

Funkcia C(x) nie je rekurzivna. Navyse, neexistuje ¢iastocne rekurzivna fcia ®
definovana na nekonecnej mnozine, ktora je na celom svojom definicnom obore s
C(x) totozna.

SPORom

m & PRF definovana na nekonecnej mnozine, A nekonecna rekurzivna podmnozina

D(®)
m V(m) = min{x : C(x) > m,x € A} je totalna rekurzivna
//P(x) = C(x) na A
m C(V(m)) >m
n C(W(m) < Go(W(m) +cu,  Co(W(m)) < I(m)
J/V(m)=x:C(x)>m
m < C(VW(m)) < Cu(W(m)) + co< I(m) + cw
O
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Algoritmicka zlozitost = C as an integer function

Theorem (C sa da aproximovat..)
Existuje totalna rekurzivna fcia ®(t,x) monoténne klesajica v t taka, ze
lim;— o0 P(t, x) = C(x)

m C(x)<I(x)+c

m kazdy program p, /(p) < /(x)+ c nechame bezat t krokov a definujme

(t, x) = min{/(p) : p zastal a vygeneroval x}, ak existuje
)= I(x)+ ¢ inak

Pre dané x,t NEVIEME rozhodnat, ci ®(t,x) = C(x)
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Algoritmicka zlozitost = C as an integer function

Def. (limita ®(t, x))
Nech g = g1, &, . .. je postupnost funkcii. Funkcia f je limitou postupnosti

g ak f(x) = lim¢— o0 8e(X)

Limita je rekurzivne uniformna, ak 3 totalna rekurzivna fcia t(e)

[F(X) = ge(e (¥)] < € Vx
V=UY; Wy ... Wyx)=P(t x)
m C(x) JE limitou ¥
m C(x) NIE JE rekurzivnou limitou ¥

lebo z problému zastavenia
Ve, t existuje nekonecne vela x : |C(x) — W¢(x)| > €
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Algoritmicka zlozitost = C as an integer function

vlastnosti C

C je "spojita" dc: |C(x) — C(xx h)| <2I(h)+c
< ak mame program pre x, stai povedat +h

C je "logaritmicka"
— C(x) <I(x)+c
< Vk je pocet x dlzky n's C(x) < log x — k nanajvys 2"k
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Algoritmicka zlozitost = C as an integer function

"fluktuacia" C

Vx 3xi,x0 0 |x; — x| < /x, pri€om
1. C(x1) > I(x)/2 = ¢
2. C(x) <I(x)/2+c

2. nestlagitelné x = x"x'; I(x") = I(xX') =n/2 ~ xp=x"0"?
Clo) < (x)/2+ ¢ ~ C(x)/2
1. stlacitelné x; C(x) = o(/(x)) ~» spodné bity nahradi nestlacitelny

Y=Y1--Yn/2
xa=x"y C(y) = ly) +c=1(x)/2+c
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Algoritmicka zlozitost = C as an integer function

Co vieme o dlhych zlozitych behoch...

Vcad : neexistuje d po sebe idacich c-nestlacitelnych cisel

Vddc : existuje d po sebe iducich c-nestlacitelnych &isel
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Algoritmicka zlozitost = C as an integer function

Vcad : neexistuje d po sebe idicich c-nestlacitelnych cisel

Majme x ¢ — nestlacitelné  C(x) > I(x) — ¢

uvazujme x,x + 1, ..., x + A, X—i—A:IO..'.O:
J

Cx+A)<I()+1(j)+c

(i) + 1(j) + const < I(x) — ¢ } staci /(j) + const < ¢
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Algoritmicka zlozitost = C as an integer function

Vddc : existuje d po sebe idicich c-nestlacitelnych cisel

zoberme k-nestlacitelné x  C(x) > I(x) — k
zo spojitosti: V|x —y| < k: |C(x) — C(y)| <2/(k)+ 6

Clx)—2I(k) =6 < C(y) Vv C(y)—2I(k) -6 < C(x)
I(x) — (k + 21(k) + 8) < C(y)
—————

c
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N&hodné koneéné postupnosti ~ Test ndhodnosti

ked' nahodne zvolime objekt ocakavame, ze ma "typické" vlastnosti

S - priestor
P - pravdepodobnostné rozdelenie/distribacia

test - predpis, kt. na hladine vyznamnosti ¢ hovori, pre kt. x € S hypotézu "x je

typicky" zamietame

kritické regidny

e=2"""m=12,..., VCNxS
Vim={x: (mx) eV}
Vmgvm—l-l

2 {P(X[I(x) =n):x € Vm} <e

//ak x € Vi, tak x nepreslo testom na hladine vyznamnosti ¢

komplement V), je 1 — ¢ interval spolahlivosti
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N&hodné koneéné postupnosti ~ Test ndhodnosti

SEMIE

x = 0.x1...x, s nulami na zaciatku nie je ndhodny:

x=> x2""

TEST:Vp = (0,1))
Vs = (0,1/4)

x=0...0xms1---Xn € (0,27™)
neprejde testom na hladine vyznamnosti ¢ = 2= o

(2013/14) KZ 08.01.2014 37 / 185



N&hodné koneéné postupnosti ~ Test ndhodnosti

X = X1 ...Xp - v ndhodnom retazci je pocet 0 a 1 "podobny"

f“ = Zln:l Xj
g(n,m) = g, pricom g je najmensie také, aby # binarnych
retazcov, pre ktoré to plati, bol nanajvys 27"

TEST: Vm={xe{0,1}": |2f, —n| > g(n,m)}
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N&hodné koneéné postupnosti ~ Test ndhodnosti

Definition (Efektivny test ndhodnosti?)

Nech P je rekurzivne rozdelenie pravdepodobnosti na priestore N. Totalna
funkcia 0 : N — N je P-test(Martin-L&f), ak

V ={(m,x): 6(x) > m} je rekurzivne vycislitelna

S {P(II(x) = n), 3(x) > m} <2°m ¥

> kritické regiény Vim = {x : 6(x) > m} st vnorené a enumerovatelné

rovhomerné rozdelenie
L(X) _ 2—2|(x)—1

2" I(x)=n
Ln(x) = { 0 inak

2 o Yoy La(x) <27m s d({x:I(x) = n,x € Vip}) <27
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N&hodné koneéné postupnosti ~ Test ndhodnosti

SEMIE

X = 1xp1x31xg . . . nie je ndhodné vzhfadom k rovnomernému rozdeleniu

max{i :x1 =x3=x5 =... = x2j—1 =1}, x1 #0

07 x1=0

0 je TEST:
0 je rekurzivne vycislitelna
kriticky regién je maly (2=™)

aké(x)—m I(x) =n>2m—1, tak mame
moznosti (2m-1)dlhého prefixu
2” @m=1) " Zyyskov

d({x: 6(x) > m,I(x) = n}) = 2m~1 . on=(2m=1) _ pn—m

(2013/14) KZ 08.01.2014 40 / 185



N&hodné koneéné postupnosti univerzalny P-test

Definition
univerzalny P-test je test dg(-|P) taky, ze ku kazdému P-testu ¢ existuje
konstanta cp taka, ze Vx dp(x|P) > d(x) — cp

binarny retazec je nahodny vzhladom k univerzalnemu P-testu, ak je
(az na par vynimiek) nahodny vzhladom k lubovolnému testu

S0(:|P) Um = {(m,x) : do(x|P) > m}
{(m,x) : 6(x) > m}

Vm+c g Um

Ukazeme, ze univerzalny test existuje
P-testy vieme enumerovat

iterativna definicia univerzalneho P-testu
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N&hodné koneéné postupnosti univerzalny P-test

P-testy vieme enumerovat
zmena enumeracie @1, 2, ... PRF na enumeraciu 01, d2, ... P-testov
m & ~» W(indexy vynechané)

&, W maji rovnaké obory hodnét
ak je U, def ~ Wy, ... VU, ; tiez def

"dovetail" - postupné simulovanie ®(1), ®(2),...
®(1)
(1) *(2)
®(1) @(2) o(3)

V(1) = ®(ir), kde ®(i) je prvy vypocet, kt. zastal

V(j) = &(ij), kde d(i2) je j-ty vypocet, kt. zastal

m pomocou V definujeme test § aproximovanim zospodu
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N&hodné koneéné postupnosti univerzalny P-test

pomocou V definujeme test 6 aproximovanim zospodu
0[1..00] - pole aktualnych hodnét 5(1),0(2),. ..

| i[x] =0 Vx; i« 0;

i < i+ 1; vypocitaj W(i), nech V(i) = (m,x);

if (x) > m then goto 2 else d[x] < m;

if Ike{1,2,....m}  SAPW|I(y) =1(x)):d(y) > k} > 27k
then §[x] + 0; halt
else goto 2.
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N&hodné koneéné postupnosti univerzalny P-test

0x]=0 Vx; i« 0;

i+ i+ 1; vypoéitaj W(i), nech V(i) = (x, m);

if 6(x) > m then goto 2 else §[x] + m;

if S{P(y|l(y) = I(x)) : 6(y) > k} > 2% pre nejaké k =1,2,...,m
then 8[x] « 0; halt
else goto 2.

[~ ol -

m ak je oborom hodnét W test ~» neskoncime, ale zospodu ho
aproximujeme

m ak V¥ diverguje~ neskonéi a nemeni vypocitané (je to
enumerovatelnd mn.)

m ak oborom hodnét nie je test ~ podmienka v kroku 4. sa
niekedy splni a koncime

Ak zbehneme na V &1, ®,, ..., "dostaneme" P-testy 4,5, . ..
o
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N&hodné koneéné postupnosti univerzalny P-test

Theorem (univerzalny P-test)

Nech 61,62, ... je enumeracia P-testov. Potom
do(x|P) = max{dy(x) —y : y > 1} je univerzalny P-test

m Jo(x|P) je totalna
m V = {(m,x):d(x|P) > m} je enumerovatelna
m kritické regiény si dost malé

Y {P(xlI(x) = n) : do(x|P) = m}

I(x)=n

<30 30 PO = ) 6y (x) = m+ v}

y=1I(x)=n
S
y=1

m Jg majorizuje aditivne

0J
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N&hodné koneéné postupnosti univerzalny P-test

Theorem (konkrétny univerzalny test)

do(x|L) = I(x) — C(x|I(x)) — 1 je univerzélny L-test pre rovnomerné
rozdelenie L.

Ze je to test

m {(m,x) : do(x|L) > m} je enumerovatelna
m d({x: do(x|L) > m}) <2/)-m _1

Ze je univerzalny
m V9 Jc do(x|L) > (x) — ¢
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N&hodné koneéné postupnosti univerzalny P-test

ze 0p(x|L) = I(x) — C(x|I(x)) — 1 je univerzalny
A={z: 6(z) >(x)} x¢€A(fix); § =, v standardnom enumerovani

my. l(x),0(x) ~» vieme enumerovat prvky z A

m plus j-index x vA ~~» mame x /i < I(d(A)) < I(x) — §(x)
s=0...01j, |s|=1I(x)—d(x)

m /(x),/(s) ~ vieme §(x)

C(x|I(x)) < I(x) —o(x)+2I(y) +1 c=2l(y)+2 O
I(s) y
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N&hodné koneéné postupnosti univerzalny P-test

Definition
Vezmime dg(x|L) = I(x) — C(x|/(x)) — 1 ako referencny univerzalny test
vzhladom k uniformnej distribacii L. Retazec nazveme c-nahodny, ak
50(X|L) <c

C(x|/(x)) < C(x) < C(x|/(x)) +2C(I(x) — C(x]I(x))) + O(1)
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Nahodné kone&né postupnosti = Statistické vlastnosti koneénych retazcov

Definition
Nekonecna postupnost € {0,1}* je normalna, ak Vk je frekvencia vyskytu
bloku y dizky k v limite 2%

m normalna postupnost nie je nutne ndhodna — Champernow
12345678910111213. ..

m nahodna postupnost je normalna

v konecnom pripade — kazdy blok malej velkosti sa v hom vyskytuje
priblizne rovnako
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Nahodné kone&né postupnosti = Statistické vlastnosti koneénych retazcov

K() - prefixna KZ; nateraz

C(xly) < K(xly) < C(xy) + 2log(C(x|y)) + 1

Definition

Trieda deficiency funkcii 6 : N — N takych, ze

K(n,d(n)ln = 4(n)) < e

m n — &(n) vieme rozobrat na n,d(n) ale aj n, 6(n) vieme zakédovat do

n—4(n)

m fixneme c; tak, aby vyhovovalo pre bezné deficiency:
log n,loglog n,\/n, ...
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Nahodné kone&né postupnosti = Statistické vlastnosti koneénych retazcov

Bloky v retazcoch
Theorem 3 konstanta c taka, ze V deficiency funkciu 6, Vn a x € {0,1}"
ak  C(x) >n—4(n) tak |#1(x) _ g} < /3 6xen

2 loge

Theorem 3 konstanta c taka, ze Vn a x € {0,1}"
ak |#i(x) — 5| < 27%M=c /n tak  C(x) < n—d(n)

Theorem 3 konstanta c taka, ze Vn a x € {0,1}"
ak |#1(x) — 5| =j tak C(xJn) <n—1/2logn+ K(j|n) +c

Theorem  Nech /(y) = ¢, £ < log n. 3 konstanta c tak, ze VnV¥x € {0,1}"
ak  C(x) >n—4d(n) potom |#y(x) —pn| < /apn
kde oo = [K(y|n) + log ¢ + 6(n) + c]3¢/ log e
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Nahodné kone&né postupnosti = Statistické vlastnosti koneénych retazcov

3 konstanta c takd, ze V deficiency funkciu 6, Vn a x € {0,1}"
ak C(x)>n—4(n) tak |#1(x)—35|< %(6(n)+c)n

loge

Chernoff  Pr(|Sn — pn| > m) < 2e~™m"/3n //mince p=1/2
m A={x€{0,1}": |#i(x)—n/2| > m}, d(A) < 2"le=2m/3n
m zvolime m tak, aby 2"'23% =0(n)+c
m popis x
- selfdelimiting s n—d(n) ~ 6(n),n c1
-ijeindex x v A
I(i) < logd(A) < (n41) — (2m?loge)/3n=n+1—6(n) — ¢
0...0sif=n+1-d(n)—c+a
Cx)<Cr(x)+ecr<n+1-46(n)—c+c1+ecr
prec=c1+cr+2 C(x)<n—d(n)[Spor] |[#1(x) —n/2|<m O
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Nahodné kone&né postupnosti = Statistické vlastnosti koneénych retazcov

Theorem
3 konstanta c taks, ze Vn a x € {0,1}"

‘#1(x) - g‘ <27M=C/n tak  C(x) <n—d(n)

m Zvolime m=279M-¢/y

m A={xe{0,1}": |#1(X) — n/2\ < m}
d(A) <(m+1)(, /2) < cp¥m f Stirling n! = v/27n(n/e)"

mijeindex x v A
urCenie A: n,m,0(n) ~ n—4d(n),

Cr(x) = log(d(A))+c1 =n—46(n)—c1 + log e
Cx) < Cr(x)+cr <n—4(n)
U
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Nahodné kone&né postupnosti = Statistické vlastnosti koneénych retazcov

Existuje konstanta c takd, e Vn a x € {0,1}"

ak )#1(x)—g):j tak C(x|n) <n—1/2logn+ K(jn) + ¢

B A={xe€{0,1}": |#1(x) — n/2| =/}

m d(A) <2(,7,) <3

mijeindexxv A
—enumeracia A~ j,n, d(A)
Cr(x|n) < logd(A) +K(jln) < n—1/2logn+ log c3 + K(j|n)
C(x|n) < Cr(x|n) + cr <n—1/2logn+ K(j|n) + ¢
(]
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Nahodné kone&né postupnosti = Statistické vlastnosti koneénych retazcov

Theorem

Nech I(y) = £, £ < log n. Existuje konstanta c tak, ze VnVx € {0,1}"
ak C(x) >n—4d(n) potom |#y(x)—pn| < /apn
kde oo = [K(y|n) + log £ + d(n) + c]3¢/ log e
Nech dizka x, /(x) = n, je nasobkom dizky y, I(y) = ¢ n=N/
m x ako cyklicky kruh, ¢ réznych deleni  #,(x, i) neprekryvajice sa vyskyty
A= {X € {07 1}n : |#}’(X7 I) - pN‘>m}
m d(A) < 2mHtemm /3N
zvolime m tak aby ™3'°2¢ = K((y,i)|n) + 6(n) + ¢
m enumeracia A i,y,m ~ K((y,i,d(n),n)|n—4&(n)) < K({y,i)|n) + c1

m index / prvku x v A

log d(A) < |og(2"+1e*”’2/3””)=n+1- '";L‘,’fe < n+l—K({y,i)|n) —d(n) —c

C(X)SCT(X)+CT§n+176(n)7C+C1+CT
prec=c+cr+2 C(x)<n—4§(n) [#y(x,i) — pN| < m
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Nahodné kone&né postupnosti = Statistické vlastnosti koneénych retazcov

[y (1) = pN| < m 218 — K((y,i)[n) + d(n) + ¢

m [y (x, 1) — p| </ KUzlmilole 3y

m K({y,i)|n) < K(y|n) + K(i|n) + O(1);  K(i|n) <log¢+ O(1)

m [ (%) — prl = I [ty (x, 1) — pN| < £/ KLl tlosleilolie 350

[#y(x) — pnl| < /aph, o = [K(yln) + log £ + 5(n) + ]3¢/ loge O
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Nahodné kone&né postupnosti = Statistické vlastnosti koneénych retazcov

Bloky v retazcoch / /opakovanie
Theorem 3 konstanta c taka, ze V deficiency funkciu d, Vn a x € {0,1}"
ak C(x)>n—d(n) tak |#1(x) — 5] < /3 Cnkten

2 loge

Theorem 3 konstanta c taka, ze Vn a x € {0,1}"
ak |#i(x) — 5| < 27%M=c /n tak  C(x) < n—d(n)

Theorem 3 konstanta c taka, ze Vn a x € {0,1}"
ak |#1(x) — 5| =j tak C(xJn) <n—1/2logn+ K(j|n) +c

Theorem  Nech /(y) = ¢, £ < log n. 3 konstanta c tak, ze VnV¥x € {0,1}"
ak  C(x) >n—4d(n) potom |#y(x) —pn| < /apn
kde oo = [K(y|n) + log ¢ + 6(n) + c]3¢/ log e
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Nahodné kone&né postupnosti = Statistické vlastnosti koneénych retazcov

bloky v retazcoch

m Nech /(y) = ¢, ¢ <log n. Existuje konstanta c tak, ze VnVx € {0,1}"
ak  C(x) >n—4(n) potom [|#y(x) —pn| < /apn
kde oo = [K(y|n) + log £ + 6(n) + c]3¢/ log e

AK sa blok y, v i-tom rozdeleni objavuje s frekvenciou pN, p = 1/2% a n = N¢, potom

na uréenie x staci n,y,i a poradie v mnozine A takych retazcov dizky n
2Nl

d(4) = () @ =" =0 (m>

C(x|(n,y)) <n—1/2logn+1/2(¢{+ 3log¢)+ O(1)
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Nahodné kone&né postupnosti = Statistické vlastnosti koneénych retazcov

Theorem (Blok nal v nahodnych retazcoch)

Nech x dizky n splfia C(x) > n— &(n). Potom pre dostatocne vel'ké n plati, Ze v x sa
vyskytuje kazdy blok velkosti
¢ =logn — loglogn — log(d(n) + log(n)) — O(1)

m Ak §(n) = O(log n), tak sa kazdy blok dizky log n — 2loglogn — O(1) v x
vyskytuje aspon raz

m Ak 6(n) = O(loglog n), tak Ve > 0 a dost velké n kazdy retazec x dizky n

obsahuje y = 0°, pricom

K(y|n) = O(logn),£ = logn — (1 + €) loglog n+ O(1)
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Nahodné kone&né postupnosti = Statistické vlastnosti koneénych retazcov

//o kvalite odhadu bloku nal...
x = uvw také, ze C(x) > n— §(n), popiseme

m v (K(v) bitov), uw (n — I(v) bitov)
m popis /(u) logn+ loglogn+ 2logloglogn+ O(1)

C(x) < n—I(v)+K(v) + logn+ loglog n + 2logloglog n+0O(1)
——

uw (1+0(1)) loglog n
pre K(v) = o(loglog n)
n—0(n) < C(x) < n—I(v)+ o(loglog n) + log n+ (1 + o(1)) log log n + O(1)

I(v) <6(n) +logn+ (14 o(1)) loglog n

Zlozity retazec C(x) = n+ O(1)

m neobsahuje podretazec nil dizky logn + (1 + €) log logn pre dostatoéne dlhé a
pravidelné n.

m Musi obsahovat retazec nal dizky logn — (1 + €) loglogn + O(1)
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N&hodné koneéné postupnosti ~ Algoritmické vlastnosti C

Vieme, ze C

m neohraniCene rastie
m rastie pomalSie ako kazdd monoténne rastiica neohranicend RE

m nie je rekurzivna, ale da sa aproximovat

Theorem

O Kolmogorovskej zlozitosti C plati
A={(x,a): C(x) < a} je RE ale nie R
V Ciastoéne rekurzivna ®(x), kt. je dolnym odhadom C(x), je ohranicena

Nech f(x) je totdlne rekurzivna, g(x) < f(x) < I(x) Vx a nejakd neohrani¢eni
monoténnu funkciu g(x). Potom

B={x: C(x) <f(x)}

Jje jednoduché/simple (RE, BE nekonecna, kt. neobsahuje Ziadnu nekoneénii RE
podmnozinu)
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Kazda PRF ®(x), kt. je dolnym odhadom C(x), je ohranicena
Nech D = {x: ®(x) < C(x)}

m D konecna

m D nekonecna, ® = &, ®(x) neohranicena

T enumeruje jej definiény obor bez opakovania
g(n) = min{x : (D(X) > n} //totélna rekurzivna

n<d,(x)<C(x) < I(n) + I(k) + O(1)

n < I(n)+ I(k) + O(1) spor
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N&hodné koneéné postupnosti Algoritmické vlastnosti C

Nech f(x) je totalne rekurzivna, g(x) < f(x) < I(x) Vx a nejakd neohranicend
monoténnu funkciu g(x). Potom

B={x: C(x) <f(x)}
je jednoducha/simple (RE, B nekoneéna, kt. neobsahuje ziadnu nekonecnii RE
podmnozinu)

m B je RE:
f(x) rekurzivna: testom programov dizky < f(x) vymenovavame x € B
m BC je nekonecna (nestlacitelné retazce)
m BC neobsahuje nekoneénii RE podmnozinu
NECH D je nekonecna RE, D C B€
— zlzenie fp(x) je PRF
- pre x € D C B fp(x) = f(x) < C(x), preto je fp(x) ohranicena

— pritom f(x) je neohranicena ~ D je konecna
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N&hodné koneéné postupnosti Algoritmické vlastnosti C

Example (Nerozhodnutelnost nestlacitel nostou)

Nech T je formalny systém. Potom existuje konstanta ct tak, ze tvrdenie
typu C(x) > cr je nedokazatelné

m T axiomatizovatelnd ~  kt bitov na popis C(T) <kt

m T bezosporna
B S.(x) ~ x je lexikograficky najmensie x dizky c pre ktoré C(x) > ¢

C(S:(x)) <logc+ O(1) O(1)~s
m Ve Alx: Sc(x) = true

popis x T popis Sc
C(x)<2kr+1 + logc+s + O(1)

spor s tym, ze C(x) > cV c> cr
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N&hodné koneéné postupnosti Algoritmické vlastnosti C

Nerozhodnutelnost nestlacitel'nostou

Désl.
Nech B je simple (RE, B€ nekonetna bez nekoneznej RE podmnoziny). Potom
mnozina D = {n |da sa dokazat, ze n € B¢} je konecna.
m D je enumerovatelna
m ziadna nekonecna podmnozina B€ — ani D — nie je RE
Daosl.
m nekonecne vela nedokazatelnych formal "C(x) > cr"
m nemame efektivnu procediru na hladanie ct

Hoci vieme, ze nerozhodnutelnych prikladov je vela, nevieme ich hladat
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N&hodné koneéné postupnosti Algoritmické vlastnosti C

enumerovatelné vs. rekurzivne mnoziny

1, i€eA

charakteristickd postupnost mnoziny A, x = x1x2..., Xi = { 0, i¢A

A aj A€ RE, potom f(i) = xi rekurzivna a C(x1..n|n) < ca

Lemma (Barzdinova lema)

ak A je RE, x jej charakteristicka postupnost, tak
C(x1..nln) <logn+ca
existuje RE mnozina, pre ktorii C(x1..n) > logn
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N&hodné koneéné postupnosti Algoritmické vlastnosti C

ak A je RE, x jej charakteristicka postupnost, tak C(x1...n|n) <logn-+ ca
enumeracia A pomocou PR funkcie ® A={x|®(x) < oo}

ukonéenie pomocou poctu jednotiek m < n

existuje RE mnozina B, pre ktord C(x1...n) > logn

existencia B diagonalizaciou(pomocou aditivne optimalnej ®g)

{1, &(i,i))=0
Xi= 1 0, doi, i) # 0 alebo do(i, i) = 0o

Ak C(x1..n) < logn potom 3 program p: [(p) < logn
problém ®q(p, p) = xp
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N&hodné koneéné postupnosti Algoritmické vlastnosti C

Example (Diofantické rovnice)

A =NA1A>..., A; =1 ak i-ta rovnica ma riedenie, inak 0

C(A1..n|n) <logn+ O(1)

Example (nestlacitelné retazce cez zastavenie)

Ko = {<X7y>> : (bx(y) < OO}

d — pocet prvkov € Kp, ktoré si mensie ako 2"
AK pozname d, vieme najst V vypoéty ®x(y), |(x,y)| < 2", ktoré zastana
AK x je charakteristicka pre Ko, tak x1...2n vypoéitame z d: I(p)<I(d)+O(1)<n+c

ALE 3 enumerovatelnad mnozina s x, C(x1..m) > logm Vm

~ existuje konstanta ¢/, ze program p je c’-nestlacitelny
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N&hodné koneéné postupnosti Algoritmické vlastnosti C

Algoritmicka informacia o y obsiahnuta v x
le(x1y) = Cly) = Cly[x)
m C(x|x) =0 Ic(x:x)=C(x)
m 3 retazce C(x|n) > n, je vela C(n) > I(n)
m Ak x,/(x) = n a n je ndhodné cislo, tak
le(x : n) = C(n) — C(n|x) > I(n)
le(n:x)=C(x)—C(x|n) <n—n=0

Theorem
Vx,y € N C(x,y)=C(x) + C(y|x) + O(log C(x, y))

< log C(x,y) > max{log C(x),log C(y|x)} Vv
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N&hodné koneéné postupnosti Algoritmické vlastnosti C

prec >0, C(x,y) C )+ C(y|x) — clog C(x,y)

kvéli sporu: Veix,y @ C(y|x) > C(x,y) — C(x) + clog C(x,y)
B A={(u,z): C(u,z) < C(x,y)}

ak vieme C(x,y), tak A je enumerovatelna

m A

={z: C(x,z) < C(x,y)}
ak vieme C(x,y), tak Ax je enumerovatelna
m pre popis y staéi x a poradové &islo y v A, C(x,y)
Clylx) < I(d(Ax)) +2I(C(x,y)) + O(1)
~ d(Ay) > 2%, £ =C(x,y) — C(x) + (c — 2)I(C(x,y))
m kratky popis x

C(x,y)

¢ } u je kandidat na x ak A, = {z: C(u,z) < C(x,y)}&2" < d(A.)
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N&hodné koneéné postupnosti Algoritmické vlastnosti C

U mnozina kandidatov, x € U {{u,z): uelUzec A} CA

d(A) _ 2Ckx)+0(1)
<
2t — pL
x vieme zrekonstruovat z  C(x,y),f, poradia x v U

d(A) < 2€tem+0() o 4(U) <

C(x) < 2I(C(x,y)) +2/(€) + C(x,y) — £+ O(1)
C(x) < 2I(C(x,y)) + 2I1(£) + C(x,y)—C(x,y) + C(x) — (c + 2)I(C(x,y)) + O(1)

Pre velké ¢ dostaneme spor C(x) < C(x) O

Désledok

Az na aditivnych O(log C(x,y)) plati C(x) — C(x]y) = C(y) — C(y|x)
Preto |lc(x : y) — le(y : x)| = O(log(C(x,y)))
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Algoritmicka prefixova zlozitost

Algoritmicka prefixova zlozitost

Ciastocne rekurzivna prefixova funkcia ¢ : {0,1}* — N
AK d(p) <o & P(g) <o TAK p nie je vlastny prefix q

Enumeracia PR prefixovych fcii

m Ti1, T>,... enumeracia PR 1,5, ... koneény vstup
m T{,T},... enumeracia PRP W1, Wy, ... nekoneény vstup biby ...
= halting input T’ zastane po doéitani by ... bm, ale pred &itanim b1

modifikacia T na T’, vstup bibs ...

pe
dovetail T(pq) Vq € {0,1}"; nech ®(q) zastane prvé

ak g = ¢, na vystup ®(p) a stop
ak g # ¢, nacitaj dalsie b zo vstupu; p < pb; chod na 2
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Algoritmicka prefixova zlozitost  vlastnosti/priklady

existuje univerzalny T Wo

Cyo(x]y) < Cy(xly) + cyp

Univerzalny prefix stroj U({y, (n,p))) = T,(y,p)

K(x,y) < K(x) + K(y) + O(1)

C(x]y) < K(x]y) < C(x]y) + 2log C(x|y) + O(1)

K(xly) < C(xly) + C(C(x]y))) +---+0O(1) +r
< C(xly) + C(C(x|y)) + O(log C(C(xly))) + O(1)
< C(x]y) +1I"(C(xly)) + O(1)

K(x) <log"n+n+I(n) +I(I(n)) +---+0O(1)

K(x) < K(x|n) + K(n) + 0(1)
< K(x|n) +log® n+I(n) +1(I(n) + - - - + O(1))
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Algoritmicka prefixova zlozitost  vlastnosti/priklady
Theorem

Plati
Vn max{K(x) : I(x) =n} =n-+ K(n)+ O(1)
Vr je pocet slov x dizky n, pre ktoré K(x) < n+ K(n) — r, nanajvys 2"~ +°®)

Dékaz

K(n)x

2" retazcov dizky n, podla 2. n+ K(n) — r nestaci

Nech retazec x splha K(x) < n+K(n) —r
vyuzijeme nieCo, Co eSte nevieme ...

K(x) + K(n|x, K(x)) = K(n) + K(x|n, K(n)) + O(1)
Vezmeme K(n|x,K(x)) = O(1) a pre n=I(x) potom
K(x|n,K(n)) < n—r+ 0O(1)

Len 2"~ "+0() to méze splnat. O
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Algoritmicka prefixova zlozitost  zlozitost zlozitosti

C(x) = min{i : K(x[i) < i} + O(1) = K(x|C(x)) + O(1)

m x* najkratsi program pre x ma dizku C(x)
m K(x|C(x)) < C(x) + O(1)
m C(x)>min{i: K(x|i) <i}+ O(1)

<
C(x) < min{i: K(x|i) <i}+ O(1), resp. K(x|i) < i potom C(x) < i+ O(1)

i—1>1(p), 0...01p
———

i

i—1<1(p), 1p
C(X) < CT(X) +cr < i+ O(l)
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Algoritmicka prefixova zlozitost  zlozitost zlozitosti

K, C st nerekurzivne
ak f je rekurzivna, tak K(f(x)|x) = O(1) K(f(x)|x) hovori nieco o f
ak f(x) € {0,1}, tak K(f(x)|x) = O(1)

Def.
Zlozitost K(f) funkcie f je K(f(x)|x)

K(K(x)[x) //zlozitost zlozitosti

ak /(x) = n tak K(x) < n+ 2loglogn+ O(1) 1" nx

K(K()}x) < K(K(x)|n) + O(1) < logn + O(1)
ak viem n, |[n — K(x)| < n, preto staci povedat d = n — |n — K(x))|

log d + 2loglog d + O(1) < logn+ O(1)

Vn3x dizky n také, ze K(K(x)|x) > logn — loglogn + O(1)
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Algoritmicka prefixova zlozitost  zlozitost zlozitosti

Theorem
Vn3x dizky n také, ze K(K(x)|x) > logn — loglogn + O(1)

//analogicky pre C(C(x)|x)

Dékaz
= U je referencny stroj  U((y, (n,p))) = T4(y.p)

m fixneme dostatocne vel'ké n, vietky retazce s dizky n

m s = max;(x)=p min{/(p) | U(p,x) = K(x)}
// maximalna hodnota K(K(x)|x)

Chceme s > log n — loglog n + O(1) //K(K(x)|x) <s <logn+ O(1)
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Algoritmicka prefixova zlozitost  zlozitost zlozitosti

vhodny program p pre x - ak pre nejaké g

m/(p)<s urcite existuje
m U poéita /(q) z p, ak pozna x I(p) = K(K(x)|x) <s
m U pocita x z q I(q) = K(x)

M; je mnozina tych x, ze 3 aspon i vhodnych programov pre x

D=Mip1 CMC...C My=A{0,1}", M;#0

Ukazeme /(d(M,)) < /(d(M,+1)) +5 |og n, ¢o spolu sj < 25+1 dava

’sz Iogn—loglogn—i—O(l)‘
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Algoritmicka prefixova zlozitost  zlozitost zlozitosti

Chceme I(d(M;)) < I(d(M;+1)) + 5logn,
Ak vieme i,s,n,d(M;;1), 1(d(M;))

enumerujeme prvky z M1

vygenerujeme dostatoc¢ne vela prvkov z M; — M
Vz € M; — Mi;1 najdeme vsetkych i vhodnych programov
vhodny program p, pre kt. U(p, z) je minimalne, splha K(z) = U(p, z)
log d(M; — Mit1) > logd(M;) — 1 inak plati, ¢o chceme, trivialne
zoberieme Zmax : K(2Zmax) > I(d(M;)) — 1

nech x = Zmax. Potom pre popis x staci
diskusia ~» O(1)
popis d(Mi1) ~ 1*(n) + I(d(Mr:1))
popis I(d(M;)) ~ I*(n)
popis i,n,s ~» [*(n),I"(n), " (log n + 2loglog n)

I(d(M;)) — 1 < K(x) < 4I"(n) + O(I" (log n)) + I(d(Mi;1)) + O(1)
I(d(M:)) < 1(d(Mi.1)) + 5logn + O(1)
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Algoritmicka prefixova zlozitost  zlozitost zlozitosti

Vieme,
B C(C(x)) <logn+ O(1) Vx
m C(C(x)|x) > logn—loglogn-+ O(1) pre niektoré x — pre aké?

x,C(x) > n—k
m C(C(x)|x) < C(k)+ O(1), C(k) < logk + O(1)
m ak plati veta 42, tak

C(k) >C(C(x)|x) > logn — loglogn + O(1)

n

k:Q(Iogn

) ~ | C(x) <n—Q(%)| x nie je nadhodné

— log n

Nech c’ je konstanta.
C(C(x)|x) > logn — loglog n + O(1)

U
Vk < n:C(klx) <, C(x)¢[k—58k+5], 6= 0(n/logn)
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Algoritmicka pravdepodobnost = Semimiera

m g(<<y,z> k>)=<p/q> piseme ako g(y/z,k) = p/q

m (Ciastocna) funkcia f : Q — R je upper
semicomputable/co-enumerable ak existuje rekurzivna g(x, k)
nerastica v k tak, ze f(x) = limyx_o g(x, k)

f je enumerovatelna/lower semicomputable ak —f je upper
semicomputable; semicomputable ak je lower alebo upper
semicomputable

m funkcia f : Q — R je rekurzivna ak existuje rekurzivna g(x, k) tak, ze

f(x) —g(x k)| < 1/k

m enumerovatelna f je univerzalna, ak existuje enumeracia f1, , . ..
enumerovatelnych tak, ze

F(i,x) = fi(x) /70, x) = £({i, %))
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Algoritmicka pravdepodobnost = Semimiera
Lemma

Existuje univerzalna enumerovatelna funkcia. f(i,x) = fi(x)

enumeracia ®1,®,,... PRF ®((x,k)) = (p,q) «~ ®(x,k) =p/q

transformacia enumeracie ® na enumeraciu f:
supren{®Pi(x, k)}, ak existuje
) = e
0, ak neexistuje

univerzalna o (17, (x, k))=P;(x, k) pritom 3j Po(/, (x, k)) = ®;((i, x), k)

fi(<i,x>)=fi(x)
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Algoritmicka pravdepodobnost = Semimiera

Lemma

Nech f(x,y) je co-enumerovatelna. Potom

Vx,y Clxly) < f(x,y) + O(1) & d({x: f(x,y) < m}) = O(2")¥y, m

= AKVc3dy,m: d{x: f(x,y) < m})>c2™
TAK 3x: m> C(x,y) > m+logc

< g aproximuje f zhora; m:=f(x,y) a A:={x: f(x,y) < m}

popis x - znalost g,y, m aindexu do A~ C(x|]y,m) < m+ O(1)
pre h: C(x|ly,m)=m—h

C(xly) < C(x|y, m) + 2logh + O(1) < f(x,y) — h+ 2log h+ O(1)
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Algoritmicka pravdepodobnost = Semimiera

m diskrétna semimiera P: N - R > _. P(x)<1

//Ak rovnost, pravdepodobnost

xeEN

m M-trieda diskrétnych semimier. Py je univerzalna pre M ak
- PoeM
- VP € M 3cp Vx € N ¢, Po(x) > P(x)
Po multiplikativne dominuje

Existuje univerzalna enumerovatelna diskrétna semimiera m

enumerovatelné diskrétne semimiery sa daji vymenovavat  Pi, Pa, ...

Po(x) =3>2,51 a(n)Pn(x),  >Za(n) <1, a(n) >0 je enumerovatelna
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Algoritmicka pravdepodobnost = Semimiera

Lemma

Trieda rekurzivnych semimier nema univerzalny prvok.

m x; najmensie také, ze Pp(x;) < 271 /j

= Q(x) :{ g

X = Xj
inak

Y

YR =>27"=1 Q je semimiera
Vi Q(x;) = Q(x) =277 > iPy(x)

Theorem

m nie je rekurzivna a ), m(x) <1
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Algoritmicka pravdepodobnost Univerzalna zlozitost priemerného pripadu

Univerzalne pravdepodobnostné rozdelenie

spocitatelny priestor S; S =N U {u}
P:S—Rtaké ze 3 o P(x) <1 //zvy3ok priradime u ¢ N
P je enumerovateln4, ak {(x,y) | x e N,y € Q,y < P(x)} je RE
P je zdola aproximovatel'na
Levin:
— enumerovatelné rozdelenia vieme vymenavat: Py, P>, ...

— existuje univerzalne rozdelenie m
Vk € NJc € QVx € N [c- m(x) > (Px(x))]
m(x) =27 K&

c = 2K(Pk)+O(1) — 2K(k)+O(1) — O(k |og2 k)
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Algoritmicka pravdepodobnost Univerzalna zlozitost priemerného pripadu

Priemerna zlozitost
x € N, I(x)—- dlzka binarneho zapisu x, t(x)-cas algoritmu na vstupe x

T(n) = max{t(x) | I(x) = n} najhorsi pripad
T..(nlP) = % priemerny pripad

m rovnomerné rozdelenie L(x) = 2720061, L(x|I(x)=n)=2""

m univerzalne rozdelenie m(x)

Quicksort
m TL(n) =0O(nlogn)
n T7(n) =Q(n?)

Nech A je algoritmus, ktory na kazdom vstupe zastane, vstupy podla m.
Potom priemerna zlozZitost je radovo rovna najhorsej.
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Algoritmicka pravdepodobnost Univerzalna zlozitost priemerného pripadu

Nech A je algoritmus, ktory na kazdom vstupe zastane, vstupy podla m. Potom priemerna
zlozitost je radovo rovna najhorse;j.
m Definujme P(x)
Vn=12,... an=239=nm(x)
ak /(x) = n a x je lexikograficky najmensie také, ze t(x) = T(n),
tak P(x) = an, inak P(x) =0
B P je enummerovatelné
B dodefinujeme P(u) = m(u)
B kedZe )5 o P(x) =3 s m(x), tak cp - m(x) > P(x)

Tg’,(n) _ El(x):,, m(x)t(x) > 1 ZI(X):,, P(x)t(x)

2 i(x)=n M(x) = P Xx=nmX)
— 1 nT(n) _ 1 1 m
T e Z/(i):nnM(X) =g T(n) = Tan) o

P ~~ Py, potom cp < klog® k Tav(n) > an)
K log? k
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Kolmogorovska zlozitost s ohraniéenim

KZ s ohrani¢enim
model TS— read-only vstup, write-only vystup, viacpaskovy
&4, Py, ... enumeracia rekurzivnych fcii To - TS, kt. pocita ¢

Co*(xly) = min{l(p) : "*(p,y) = x} ak y = ¢, potom Cy*(x)
— TS podita v €ase t(n) a priestore s(n)

Theorem (invariance theorem)

Existuje univerzélna éiastoéne rekurzivna funkcia ®¢ taka, Ze V Ciastoéne rekurzivnu fciu
& existuje konstanta c,c = c(®), pricom Cdc,zl°gt’cs(x|y) < CoE(xly)

m T1, Ty,...; ®;- PRE fcia, kt. pocita T;, (y,p) = l’(”)pr
m &g — k UTS s dvomi paskami; U(y, (i, p)) = Ti(y, p)
& Tily,p) = x, t(n), s(n)

prechod na dve pasky c'tlogt,c’s
¢ &5 ENE((y, (i, p))) = D] (y, p)

tahanie kédu, c”’
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Kolmogorovska zlozitost s ohraniéenim

zlozitostné triedy

m C™*(x|y) = min{l(p) : U({y,p)) = x v Ease t(n) a priestore s(n)}
m predikat — fcia s hodnotami 0,1
Wi, Wy, ... PRF enumericia; Ty(x) € {0,1}; Ty~
m x,y,p € N; W PRF predikat; CD-zlozitost x vzhladom k Wy
CDL*(x|y) = min{l(p) : Yv¥**(v,p,y) = 1iff v = x}
m SCN, C"(x|S), CD**(x|S) TS s ordkulom S
m zloZitostné triedy

Colf(n), t(n),s(n)] = {x: Cg°(x) < f(n),n=1(x)}
CDo[f(n), t(n),s(n)] = {x: CD‘;’S(X) < f(n),n=1(x)}
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Kolmogorovska zlozitost s ohraniéenim

Theorem (vztah CP — CDY, KP — KD9)

Nech p, q sii polynémy, A € NPU.
(i) ¥p 3g CDY(x) < CP(x) + O(1)
(ii.) ¥p 3q C9(x|A) < CDP(x) + O(1)
Dékaz
(1i.) vygeneruj a porovnaj v’
(ii.) postupne generujeme bity X1, X2, ..., Xn, X = X1 ... Xp
TS T, T(v) = 1iff x = v v &ase p(n). K nemu skonstruujeme T

X1 Xi  ~ X1 ... XiXit1 7akceptuje T slovo s prefixom x ... x;07

{T,y,15,1": T axceptuje yz v €ase t pre z : I(yz) = n)} € NP

analogicky pre K, KD%*
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Kolmogorovska zlozitost s ohraniéenim

majorant KZ  co-enumerovatelna funkcia ® taka, ze C(x) < ®(x)+ ¢ Vx; ¢ =c(P)

Ak t je totalna rekurzivna, potom C*! je totalny rekurzivny majorant C.

m UTS bezi na programoch dizky nanajvys /(x) + c, pricom spravi nanajvys t(/(x))
krokov
C*(x) — dlzka najkratsieho, ktory vygeneruje x C*(x) > C(x) — O(1)

m je to totalne rekurzivne

C(x), C*(x) sa mbézu exponencialne lisit

Theorem (blow-up)

Existuje RE mnozina A s charakteristickou postupnostou x, Ze pre kazdi totalne
rekurzivnu t a¥n C*(x1:n|n) > cen; 0 < ¢ < 1.

//Barzdinova lema: Ak A je rekurzivne enumerovatelna, potom C(x1:n|n) < logn+ O(1)
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Kolmogorovska zlozitost s ohraniéenim

m Standardné Cislovanie Ty, To,... zmenime na M = My, My, ... tak, ze
M= Ty, i=2x14p2kvk>1j>0 k max.také, ze 2571 deli /
1 2 1 3 1 2 1 4 1 2 1 3 1 2 1 5
1 1 1 1 1 1 1 1 21
2 2 2 2 22

m konstrukcia A, resp. x diagonalizaciou
i=1x1=0
for all / > 1 do dovetail nasledujice vypocty
. k
n< 271 n’ « 22" n pre M; = T
if M;(n’) zastane s vystupom t(n’) then
UTS simuluje V programy p, /(p) < n — 1 pocas t(n’) krokov
zvolime Xn+1:2n tak, Ze nie je na vystupe ziadneho z tych programov
else xp+1.20n = 0"

Fakt (<)

ACN, x € A& xx = 1. Potom A je RE.

X je nestlaéitelna pre (wlog) monotdnne rastiicu totélnu rekurzivnu funkciu t

k
ct = 1/2%"+1 pre index stroja k, kt. pocita t
k
Ct(n)(Xl:n) > n/22 +1 O
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Kolmogorovska zlozitost s ohraniéenim

ACN, xe€ A& xx = 1. Potom A je RE.

Vx dovetail
monaidii: n+1<x<2n, n=2-1

B vypo&itaj Xn+1.2n simulaciou M;(n')

if M;(n') nezastane then 112, =0",x ¢ A & M;(n') = oo
else x € Aiff xyx =1

X je nestlaéitelna pre (wlog) monoténne rastacu totalnu rekurzivnu fciu t
Bt= T, Mg : ko = 2k=1 po prvykrat a potom stale dalej
I ={ko,ko+2K ko+2-25 ke +3-2%,...}, S={n n=2"1iel}
. N k . .
m pre dost velké n € S existuje m € S: n/2% << m < n/2, pricom ziaden z
- k
programov dizky m — 1 neda ako vystup x1.2m v Case t(m’) = t(22 m) > t(n)
C(xa2m) = m *)
k
= pre SPOR C"(x1.4|n) < n/22+1
ak pozname n, v €ase t(n) <« t(m’) vypocitame 1., z programu dizky max m/2
pridame log m bitov a vieme m, x1.2m v linedrnom €ase — spor s (*)

[
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Kolmogorovska zlozitost s ohraniéenim

Nech t, f sii neohranicené totalne rekurzivne fcie. Potom existuje rekurzivna postupnost
X takd, Ze C*(x1:n|n) > n — f(n) nekonecne vela krat.

//analogicky pre K
(wlog)f(n) < n, limy_oe f(n) = 00. x skonstruujeme diagonalizaciou

g(1) =1, g(n+1) =min{m: f(m) > g(n)}
g total. rekurzivna, neklesajica, neohranic¢ena
mx1=0

forall n=2,3,... do vypocitaj Xg(n—1)+1:¢(n) takto:

simuluj V programy dizky < g(n) — g(n — 1) pocas t(g(n)) krokov
Xeg(n—1)+1:g(n) ZVolime tak, Ze x1.4(n) sa nevyskytuje ako prefix ziadneho

z vystupov
CH(x1:¢(n)l&(N)) > g(n) — g(n - 1)
Ct(x1:n|n) > n— f(n)
f(g(n)) > g(n—1)
O
(2013/14)
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Kolmogorovska zlozitost s ohraniéenim

Nech x je rekurzivna, t(n) = Q(n) neohraniceny totalne rekurzivny ¢as.
Potom existuje neohranicens totalna f taka, ze C*(x1:n|n) < n— f(n)

m x rekurzivna — T : T(n) = xn
m kratky program g pre UTS U((q, n)) = x1:n

simuluje T so vstupom 0,1,... v celkovom Case n krokov;
nech dopodital T(0), T(1),..., T(m) ~ U pozna x1.m
povieme X m+1:n max n — m+ 1 bitov
m/(gg<n—-m+1+c ¢ je popis stroja (1-2)

m U pocita v linedrnom case

O
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Kolmogorovska zlozitost s ohranicenim Vztahy tried KZ

Theorem (hierarchia ohraniéenej KZ)

Nech f, g st neohrani¢ené totalne rekurzivne funkcie také, ze f(n) + g(n) < n a Vk
vieme vypocitat najmensie n také, Ze f(n) = k v priestore s(n) > log n a ¢éase t(n) — n.
Potom pre dostatocne velké n

C[f(n) + &(n), t(n), s(n)] — C[f(n), 00, 00] # O
Ukazeme, ze VUTS U Jc = c(U), C[f(n) + c, t(n),s(n)] — C[f(n), 00, c0] # @

A B

Vezmeme x, /(x) = f(n) + c/2, C(x) > I(x). Ukazeme, ze x0" ¥ ¢ A— B

(€ A) program p = gx poéita x0"~):
m najde najmensie n: f(n)+c > I(p) t(n) — n,s(n)
= vypise x0" /) cas n — I(x)
I(p) = 1(x) + O(1)< f(n) +c/2+ O(1)< f(n) + ¢

(¢ B) SPOROM - nech by x0"~'™) € C[f(n), o0, oc]. Potom rekonstrukcia x
m x0""'™) programom dlzky f(n)
m oddelenie x: /(x) = f(n) + c/2, f(n) pozname, program dizky d vypoéita n
I(programu) = f(n) +2logc+d+1 < f(n)+c/2
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Kolmogorovska zlozitost s ohranicenim Vztahy tried KZ
Theorem

s'(n) > 2n+ s(n) + ¢, s(n) neklesajiica, pocitatelna v priestore s'(n),
f(n) < n neohranicen4 neklesajiica pocitatelna v priestore s'(n) — log n. Pre velké n

C[f(n),o0,s"(n)] — C[n—1,00,s(n)] #

Budeme hladat prvy retazec, ktory nepatri do C[n — 1, 00, s(n)]

P
m p vypocita najmensie n: f(n) > I(p) priestor s'(n) = (s’(n) — log n)+ log n
m vyhradenie priestoru s(n) v s'(n) vypoéitame s(n)

m Vq dizky /(q) < n — 1 simuluje UTS(q); x je lexikograficky najmensi dizky n, kt.
Ziaden z nich nevygeneroval //2n + s(n) diagonalizacia

staci priestor s'(n) > 2n+s(n) 4+ c  program p ma dizku /(p) < f(n)
€ C[f(n),00,s'(n)] ale ¢ C[n—1,00,5s(n)]
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Kolmogorovska zlozitost s ohranicenim Vztahy tried KZ

Theorem (kompresia pasky)

K lubovolnej totalne rekurzivne g(n) > n existuje totalne rekurzivna s(n) taka, Ze
Vf(n) < n a dost velké n

C[f(n), 00,s(n)] = C[f(n), o0, g(s(n))]

m s(n) je minimalne i také, ze —3p, I(p) < n — 1, ktory pouzije priestor s :
i+1<s,<g(i) //vieme to pocitat

m x € C[f(n),o0,g(s(n))] ~ p vypiSe x v priestore g(s(n))

m f(n) < n, p nepouzije priestor s, : s(n) +1 < sp < g(s(n))
I

p spotrebuje priestor nanajvys s(n)

d
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Kolmogorovska zlozitost s ohranicenim Vztahy tried KZ

@ — mnozina podmnozin mnoziny {0,1}*. Mnozina A je Q-imanna, ak je nekonecna a
Ziadna jej nekonec¢na podmnozina nepatri do Q

Lemma

f(n) < n je neohranien3 totalna rekurzivna funkcia. Potom {0,1}" — C[f(n), 0o, o] je

X
RE-imdnna.

NECH 3 nekonecnd RE mnozina akceptovana TS T.
Uvazujme TS T’
m T’ simuluje T a vymenovava prvky mnoziny X;
hl'ada x aby f(/(x)) > I(T")
x €X, x € C[f(n),00,00] a sagasne X C (C[f(n), o0, 0])¢
SPOR
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Kolmogorovska zlozitost s ohranicenim Vztahy tried KZ
Theorem

Nech limp—, s(n)/s'(n) — 0, U je UTS, s'(n) > n neklesajica. Nech f(n) je
neohrani¢end neklesajiica pocitatelna v priestore s(n). Potom

{0,1}* — C[f(n), o0, s'(n)] je DSPACE(s(n))-imtnna

NECH
m nekonena A € DSPACE(s(n))({{0,1}* — C[f(n), 00, s'(n)]}
m Ta akceptuje A v priestore O(s(n))

Majme program p pre UTS, ktory

m najde najmensie i také, ze f(i) > I(p) v s(n)
m najde prvé x € A také, ze /(x) > i A nekonecna
x € A a sucasne x € C[f(n), c0,s'(n)] spor
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Kolmogorovska zlozitost s ohranicenim Kompresia jazykov

kompresia jazykov

m Y ={0,1}. f:X* — X* je kompresia jazyka L C X* ak je one-to-one
na L a az na koneéne vela x € L plati /(f(x)) < I(x)

m Funkcia f, f71: f(L) — L pricom Vx € L f71(f(x)) = x. Jazyk je
komprimovatelny v ¢ase T(n), ak existuje kompresia f pre L
pocitatelna v case T(n) ktorej inverzna f 1 je tiez pocitatelna v T(n)

m Kompresia f optimalne komprimuje L ak Vx € L dlzky n,

I(f(x)) < [log Y d(L™)]
i=0

m prirodzena kompresia — ranking

n:L—N VxeL:rn(x)= index xv L
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Kolmogorovska zlozitost s ohranicenim Kompresia jazykov

Nech A mnozina. Potom existuje konstanta ¢ a polyném p tak, ze
Vx € A" CDP(x|A™") < 2log d(A™") +2logn+c

A d = d(A™")

Nech S = {x1,...,xa} C{0,...,2" —1}. Potom Vx; € S existuje prvocislo p; < 2dn
tak, ze Vj # i xi # x; mod p;. —

m A=S, Vx € Amame px
m CD program p pre x
vstup y
if y ¢ A7" reject y else if y = x mod px then accept y else reject y
I(p) = I(px) + I(x mod py) + O(1)
p <2logd(A™") +2logn+ O(1) rovnako dlhé px,x mod px

akceptuje len x Thm.

Désledok

A € P. Potom existuje polyném p Vx € A="
CDP(x|n) < 2log d(A™") + 2log n + O(1)
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Kolmogorovska zlozitost s ohranicenim Kompresia jazykov

S={x1,...,xq} €{0,...,2"-1}. Vx; € S existuje prvocislo p; < 2dn tak, ze Vj # i
xj # xj mod p;.

m N=2"

m Vx; # x; € S existuje nanajvys log. N = log N/ log ¢ réznych prvocisel p takych, ze
c<p<2cax;=x; modp

(d—1)log N

m len d — 1 dvojic obsahuje x;, preto medzi oz c

Vj, i #j, xi #x; mod p;

+ 1 prvocislami 3p;, ze

m PrimesNumberThm: m(n) «

Inn'

resp. 7(n) = % + G T (|§|:)3 + |3|,, + O(mmp)

nn)?

— medzi ¢, 2c je aspon l— prvocisel

— ak ¢ > (d — 1) log N tak p; < 2dlog N = 2dn O
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Kolmogorovska zlozitost s ohranicenim Kompresia jazykov

Theorem
3 polyném p(n) taky, ze VA a dostatoéne velké n € N, ak x € A=", tak

CDP(x|A™",s) < logd(A™") + loglog d(A~") + O(1)

pricom A=" je dané ako orékulum, dizka s ~ nlog d(A=")

h:X" — X™ linedrna transformacia dana nahodnou binarnou maticou R = {r; ;}
Vx€X" Rx=y€eX™: yi=(3;r,x) mod2

H..mnozina kédovacich funkcii.
m Nech B,C C X" x € ¥". hseparuje x v B ak Vy € B,y # x, h(y) # h(x)
m h separuje C v B ak Vy € C h separuje y v B
m H separuje C v B ak Vx € C 3h € H tak, ze h separuje x v B.

Lemma (o kédovani)

B C X" d(B)=k,m=1+ [logk]|. Existuje mnozina H m nahodnych linearnych
transformacii ¥" — ¥ takych, Ze H separuje B v B.
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Kolmogorovska zlozitost s ohranicenim Kompresia jazykov

B Cx" d(B)=k,m=1+ [logk]. Existuje mnozina H m nahodnych linearnych
transformacii ¥ — X takych, ze H separuje B v B

fixneme nahodny retazec s dizky nm? : C(s|B, P, m, n) > I(s),

P program na popis s; //s reprezentuje H
H separuje B v B SPOROM: xy,
dx € B ze ziadne h € H neseparuje x v B: <...1j.’..)

Ay1,...,¥m € B hi(x) = hi(y;) = hi(x—y;)=0

kratky popis s

m index x v B log k \_¢
m indexy y1,...,Ym m[log k] Popiseme pomocou ostatnyeh
m hi,..., hm bez "redundantnych" stipcov

nm? — m?

C(s|B,P,m,n) <m*n— m* + m[log k] + [log k] < m*n—1
o
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Kolmogorovska zlozitost s ohranicenim Kompresia jazykov

3 polyném p(n) taky, ze VA a dostatoéne velké n € N, ak x € A=", tak

CDP(x|A=",s) < log d(A=") + loglog d(A=") + O(1)
pricom A=" je dané ako ordkulum, dlzka s ~ nlog d(A=")

— H z kédovacej lemy, s popisuje H; m =1+ [log d(A=")]
— Vz € A="3h; € H separujice z v A="
— program, kt. z ih;(z) akceptuje z A=" s pozname
m over, Ci x € A="
m ak x € A=", ihi(z) ~ i, hi(z), najde h;
m vypodita h;(x)
m akceptuje z < hi(x) = hi(2)

CDP(z|AT",s) < m+logm+ O(1) = log d(A™") + loglog d(A™") + O(1)
O
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Kolmogorovska zlozitost s ohranicenim Kompresia jazykov

Existuje polyném p, Ze VA a dostatocne velké n ak x € A=", tak
CP(x|A=", s, NP?) < log d(A=") + loglog d(A=") 4+ O(1)
CP(x|A=", 25" < log d(A™") + log log d(A=") + O(1)

ked A=", NP”-iGplnd mn., Zg’A-ap/né mn. st ordkula, s je retazec dlzky ~ nlog d(A=")

= NP
= NpPMP }: P
P, = NPT
1) CHIATS NP S D%+ 0()
' CDP(x|A™",s) < log d(A™") + loglog d(A™") + O(1)

(2.) pomocou orakula generujeme s
je s1...s;1 prefix H kt. separuje A=™" v A™" ?
O
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Kolmogorovska zlozitost s ohranicenim Kompresia jazykov

riedka mnozina A — d(A™") < n+ ¢

Existuje riedky jazyk L taky, ze ak L skomprimujeme pomocou pravdepodobnostného
polynomialneho stroja s ordkulom pre L, tak kompresna funkcia mapuje retazce dizky n
na retazce dizky n — O(log n).

- 2
m L obsahuje jediné nestlacitelné slovo dizky 22, I(x) < C(x)

m T pravdepodobnostny orakulovsky stroj, kt. rozpoznava L v Ease n*

m kvoli SPORu: existuje kompresia f : /(f(x)) < n—c1 — (k4 c1) log n. Ukazeme,
ze T nemdze zrekonstruovat x z f(x) s pravdep. aspon 1/2

Ak ano:

k
— R je mnozina rozhodnuti korektnej odpovede 1/2z2"
—reRsC(rlx) >1(r)—1 existuje!

- C(x) > 1I(x), C(r) < I(r) 4+ O(1), symetria KZ C(x|r) > n—calogn
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Kolmogorovska zlozitost s ohranicenim Kompresia jazykov

kratky popis x|r

informacia potrebna pre odpovede orakula ked T poéita pri vstupe f(x)
(k+2)logn+c
simulacia T so vstupom f(x) pri znalosti vysledkov hadzania r

m diskusia
m 2log n bitov pre slova dlizky < n

m T sapyta ?x € L? - klog n bitov na urcenie €asu, ked sa to pyta

C(x|r) < c +2logn+ klogn+ I(f(x))
pre ¢; > ¢ + 2 dostaneme spor  //I(f(x)) <n—c — (k+c1)logn
(]

(2013/14) KZ 08.01.2014 110 / 185



Kolmogorovska zlozitost s ohranicenim Kompresia jazykov

Ak L € 1DLOG, potom rp mézme vypocitat v P.

m T rozpoznava L
mL,={yel:y<x} zrejme ri(x) =d(Lx)

m x do vnatornej paméte a rozpoznavame L, jednosmerne v DLOG s
polynomialnym poctom stavov — Ty

m G, = (Vi, Ex) — graf konfiguracii pre Ty;
Vi = {[hlava, stav, paskal }
E,— zachytava mozné prechody

— ri(x) je pocet akceptujicich ciest v Gy

(2013/14) KZ 08.01.2014 111 / 185



Kolmogorovska zlozitost s ohranicenim konstrukcia orakuli

honest funkciaf — f: {0,1}* — {0,1}* ak 3k € N, ze ¥x € {0,1}*
I(F(x)) < 169"+ ko 100) < I(F(x)* + K

Nech f je honest, pocitatelna strojom T v polytime. ¥t > 1 a takmer Vn (aZ na
konecne vela)

log log n
8081 o0]

f(C[loglog n, n*, 00]) C Cllog n, n

Vx € Clloglog n, n*, 00] Jy dizky I/(y) < loglogn, ze T'(y) = x v polytime
f(x) pocitame
mnaziklade y T T’ C(f(x)) < I(y)+ O(1) < logn
m Cas
— vy ~ xvnt
— x ~» f(x) v polytime
(%
nt1 + nt2 — O(nloglogn)

O
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Kolmogorovska zlozitost s ohranicenim konstrukcia orakuli

Existuje rekurzivne orakulum A také, ze P* # NPA //Baker-Gill-Solovay

mf(l)=2
(k) = 2f(k-1)
m zoberme B C {170 . k > 1} a B € DTIME[n'e"]—-P
B e NPA B ¢ PA
m skonstruujeme A
—Vk: 1M eB

A « prvy retazec dizky f(k) € Cllogn, n'*&", o] — C[log n, n'°&'°e"

,OO]

< T7 sa pyta na slova mimo A alebo nie dlhsie ako log n
< membership pre /(y) < log n v case O(log n)'°&'°e" = O(n*)

BePA=BcP=sporsB¢P
O
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Kolmogorovska zlozitost s ohranicenim konstrukcia orakuli

Mnoziny st P-izomorfné, ak existuje polynomialne pocitatelna bijekcia medzi nimi
Bermann -Hartmanis predpoklad: ¥V NPU si P-izomorfné

Ak existuje L € P taky, ze L C SAT a

Cllog n, n'°8" 0] N SAT C L

Potom SAT — L € NPU, ale NIE JE P-izomorfny so SAT

m SAT — L € NPU ~ redukciou SAT ~ SAT — L
-Vxel x~weSAT —L
-Vx¢L x~x

m keby existoval P-izomorizmus h medzi SAT, SAT — L, bol by honest fcia v P
< h(SAT N Clloglog n, n®, o0]) C Cllog n, n'°8'°8 " 0]

m kedze SAT N Clloglog n, n®, 0] # B, h(SAT N Clloglog n, n*, 00]) € SAT — L
O
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Kolmogorovska zlozitost s ohranicenim konstrukcia orakuli

mnozina A je exponentially low ak EA = E, E = UcenDTIME(2¢M)

Theorem

Existuje exponentially low riedka A, ktora nie je v P.
Nech B = C[n/2,23", o], B = B¢
A = {x | x je lexikograficky prvé z B take, ze I(x) = 2 2 }m, m > 0}

B AcE

= A¢ PSPOROM
ak T, L(T) = A C B v polytime
— logn, popis T,
hladame x € {0,1}",n > 2(/(T) + log n), aby x € A < spor, x € B
m EA=FE nech TA podita v 2°"

?
Pre ¢! > 3c +3 TA sa neméze pytat na "y € A ak I(y) > c’n,y € A" -

A vieme simulovat BEZ orakula — dotaz na slovo
m dlhsie ako ¢’n — NIE

m kratSia ako ¢’n — prehladavanim zistime odpoved O
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Kolmogorovska zlozitost s ohranicenim konstrukcia orakuli

?
Pre ¢’ > 3c +3 T* sa neméze pytat na "y € A" ak I(y) > c’'n, y € A
SPORom — Nech y je prvy v A : I(y) > c’n, na ktory sa T* pyta //pri vstupe x, I(x) = n
jey€B: //B = C[n/2,23", 00|, B = BC

. ’
m zapis A< " v 2logc’n

m rekonstrukcia y, na ktoré sa pytame v ¢ase t < 2", simulaciou T#(x) po ¢as t

- diskusia + popis T4 0o(1)

- x n

- popis A<IY) = A<e'n 2logc’'n

- popis t cn
c’g >(c+1)n+2logc’'n+ O(1)

- Gas 2N <2¢n <2y e B=C[l(y)/2,23%), ]

yeB= y¢B, pricom ACB o
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Kolmogorovska zlozitost s ohranicenim P-printability

L je P-printable ak 3k € N také, ze V prvky z L=" vypiseme v Case nk + k

L C {0,1}*. Nasledujice podmienky st ekvivalentné
L je P-printable
L je riedka a ma P-time vypocitatelny ranking //r(x) =d{y;y < x})
L je P-izomorfny s nejakou tally mnozinou € P //tally  C {a}*
L€ Clklogn,nk,00] a L € P

1=2 V
2=3

m L polytime ranking ri, d(L<") < p(n)
m ry(x) = Ix — ri(x) je ranking pre L€
T ={0"PM+ 1 (171) < i < 1 (17))} je tally v P
m r3 ranking pre {0}* — T
_ 0P+ () x e L
= p mapuje x na { in()  xélL

p je P-izomorfizmus
— v P-time
— x € L ~ jednozna&na hodnota v T; 07P(M+r(x) ¢ T + jednoznaéne x € L
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Kolmogorovska zlozitost s ohranicenim P-printability

3=14 //L je P-izomorfny s nejakou tally mnozinou € P = L € C[klog n, n*, ]

m P izomorfizmus f, f a f~* poéitatelné v n®, L<stally T, T€P  ~ LeP
m f pocitatelnd v n, I(f(x)) < n°,n=1(x)

< binarna reprezentacia f(x) clogn
< namiesto x povieme f(x) Clklog n, n*, 0]
4=1 //L e P, Le Clklogn, n*, o] potom L je P-printable

pre vstup x, I(x) =n
m simuluj n* krokov V programu dizky k log n

m ak stihol vypisat y, over & y € L, I(y) = n; ak ano, vypis y /]y =x
m P-time v
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Kolmogorovska zlozitost s ohraniéenim Instance complexity

Ciastoény program p — 0,1, 1;
charakteristicka funkcia mnoziny A Ax) =1 X €A
funkcia p je konzistentna s A ak p(x) # L = p(x) = A(x)

timet(p, y)— €as stroja T, ked' podla programu p spracovava vstup y

(t-ohraniéend) instance zlozitost retazca x vzhladom k T, A

ick(x : A)=min{l(p) : T(p,x)# L a
VyT(p,y) # L = timeL-(p,y) < t(I(y)), T(p,y) = A(y)};
resp. 0o, ak p neexistuje

Fakt (invariance)

Existuje univerzalny TS U, ze VT Jc VA, t,x
icb/(x : A) <ick(x: A) + ¢ kde t'(n) = ct(n)log t(n) + ¢

- CD%(x) =ict(x: {x})

- t/(n)=ct(n)log(n) + ¢
ict’ (x : A) < Ct(x) + ¢
ict' (x : A) < CD¥(x) + ¢
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Kolmogorovska zlozitost s ohranicenim Hierarchia ohranicenej KZ

domnienka  Nech t(n) je vypocitatelna v t'(n) = ct(n) + ¢, A je rekurzivna mnozina.
Ak A ¢ DTIME(t(n)), potom Jc a nekonecne vela x, ze

ict(x 1 A) > C¥ (x) — ¢

Lemma

A€ P & Jpolyném t a konstanta c, Vx ict(x : A) < ¢

= A€ P =ic'(x:A) <cprepolynémt v
< B={p| I(p) < ¢, p je konzistentny s A, €as nanajvys t(n)}

?
x € A simulaciou Vp € B O

Def. (polynomialne jadro)

Nech A je rekurzivna. Nekonecnd mnozina C je polynomiélne jadro A ak kazdy totilny
program p, ktory rozhoduje A, a polyném t, timey(x) > t(/(x)) Vx € C az na konecne
vela.

//C nemusi byt podmnozina A!
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Kolmogorovska zlozitost s ohranicenim polynomiélne jadro
Lemma

C je polynomislne jadro A < Y polyném t a konstantu c
ict(x : A) > c az na konecne vela x € C

m nech by nekonecne vela x € C : ic’(x : A) < ¢; t polyném
m B- programy p konzistentné s A, /(p) < c, timep() < t(n)

— nekoneéne vela prvkov v C identifikovanych simulovanim koneénej mnoziny
programov SPOR

m ak C NIE JE poly.jadro A, tak 3 program

p, polyném t, ze pre nekonecne vela x € C timep(x) < t(/(x)) // p konzistentny
s A

m modifikacia p — po t(n) krokoch HALT

4 U
ic* (x : A) < c pre nekonecne vela x € C
]
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Kolmogorovska zlozitost s ohranicenim SAT

IC[log, poly] ~ mnoziny A, pre kt. ic*(x : A) < clog/(x) + ¢, kde t je polyném
SAT D(x1,...,xk) v KNF, [(®(x1,...,xk)) = n; k, n polynomialne ekv.

Theorem
SAT € IC[log, poly] = NP =P

m SAT € ICllog, poly] = ic*(® : SAT) < clog/(®) + ¢

m pre ® v KNF existuje po : [(pe) < clog(/(®)) + ¢, ze korekte rozhodne ¢ é SAT
a konzistentny so SAT

D(x1,...,xk), I(®)=n

A={p:l(p) <clogntct  d(A)< q(n)

?
Nech po korektne rozhoduje ® € SAT potom procedira SAT v polytime

— alebo korektne rozhodne ® é SAT
— alebo z A vyhodi p # po nekonzistentny so SAT
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Kolmogorovska zlozitost s ohranicenim procedura SAT

procedara SAT

krok 1 simuluj vietky p € A nanajvys t(n) krokov so vstupom ®(x,
ak ziaden program nezamieta, tak return(akceptuj)
ak ziaden program neakceptuje, tak return(zamietaj)

Sy Xk)

krok 2 //existujl aj akceptujlce aj zamietajiice programy
pre i =1,2 ..., k postupne:

nech uz mame by, .

..bj_1, p € A akceptuje ¢ = d)(bl, b1, X, 7Xk)
m simuluj g € A so vstupmi
b = ¢(b17 ) bfflvole'#»l: s »Xk) a
&1 = &(by,. .., b1, 1, X1, -5 Xk)
m ak ziaden z programov neakceptuje, tak
- (D(b]_, ey b,‘,l,X,', e 'Xk) ¢ SAT
— p # po nie je konzistentny so SAT A+ A—p
m ak jeden zo vstupov JE akceptovany, tak b; < x;
koniec po kroku 1 v
koniec s by, ..., by:
if ®(b1,...,bk) =1 then return(® € SAT)
else A« A—p -
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Kolmogorovska zlozitost s ohranicenim Kt zlozitost

age(x) = miny{2/(Pt : U(p) = x v priebehu t krokov}

Def. (Kt zlozitost)

UTS monotonne skenuje zaciatok p kym vypise x, t(p, x)je pocet krokov, kym vypisal x
Ktu(x) = ming{/(p) + log t(p, )}

T1, T2, ... enumeracia prefixnych TS, &1, ®,, ... prislusné Ciastocne rekurzivne funkcie.
® &iastocne rekurzivna a ®(y) = x potom y je svedok pre x
// h(®) - obor hodnét ®

Algoritmus A invertuje problém ® ak pre dané x € h(®) vypocita ® svedka y pre x a
overi, ze ®(y) = x. Pre x ¢ h(®) diverguje.

m splnite[na formula — chceme splhajiice priradenie
m k-zafarbitelny graf — chceme to zafarbenie
[ aaa
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Kolmogorovska zlozitost s ohranicenim Kt zlozitost
Lemma

Ak existuje algoritmus A, ktory invertuje ® v case t(n), potom existuje algoritmus, ktory
invertuje ® v case cat(n).

SIMPLE simuluje
m T; v kazdom druhom
m T> v kazdom druhom z toho, ¢o ostalo
m T3 v kazdom druhom z toho, ¢o ostalo

e
NN N C
e
wwlC[C
i
NN N C
i
S~ CCLC
H =R
NN N C
R R R
wwlCC
e
NN N C
e
I I I
i

Tk invertuje ® v Case t, potom SIMPLE to spravi v

2kt + 2/(71
k= 2k+1

O
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Kolmogorovska zlozitost s ohranicenim Kt zlozitost
Theorem

Ak existuje algoritmus A, ktory invertuje ® v ase t(n), potom metéda SEARCH
invertuje ® v ase cat(n).

Kt'(w|x, ®) = min{/(p) + log t(p, x)} — pre dané& x program p vypise w a otestuje,
¢i d(w) = x v ase t(p, x)

SEARCH —  univerzalny prefixovy U beZi postupne na programoch p dizky < i
pocas 2'27/(P) krokov a hlada ®(w) = x

Yw : Kt'(w|x, ®) < k sii testované v case 2<+1

— m = min{Kt'(w|x, ®) : w je D-svedok pre x, /(x) = n}.
< prefixny T invertuje ® v €ase t(n) m < Kt'(T|x, )
<+ SEARCH invertuje pogas 2™ krokov, Kt'(T|x,®) < K(T) + log t(n)
s 2K(M+1t(n) krokov

[
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Kolmogorovska zlozitost s ohranicenim Kt zlozitost

Vw : Kt'(w) < k st testované v Case 2K+1

u Kt/(W‘X,p) <i= /(p) + |0g t(p,X) <i—= t(p7x) < 2i—/(p)
m Kraft 327(P) <1

< Z Z 2i~I(p) < Z >—1(p) Z Di < pkt1

1<i<k 0<i—I(p) U(p)<oo 1<i<k

SEME

‘ D

Ty invertuje v Case t(n)

SIMPLE  2K*1t(n)
SEARCH 2K(M+0W¢(n) = O(k(log k)?)t(n)
ak K(Tx) = loglog k, c¢as pre SEARCH je len O((log k)t(n))
SEARCH ? SIMPLE
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Kolmogorovska zlozitost s ohranicenim Casovo ohranicené univerzalne rozdelenie

t(n) €asovo konstruovatelna v O(t(n))

m P*(x)= shcet pravdepodobnosti prvkov < x; pocitatelna v t(n) ak 3T : Vx, k
vypocita y v t(/(x) + k): |P*(x) —y| < 1/2k

B P(x)=P*(x)— P*(x—1)
B K'(x) = min{/(p) : U(p) = x v t(n) krokoch }
nmi(x) =275, mt(y) = 30 mt(x)

Theorem

Rozdelenie m* , kde t'(n) = O(nt(n)log(nt(n))), je univerzalne pre pravdepodobnostné
mass funkcie P v Ease t pocitatelného rozdelenia P*; mt multiplikativne dominuje P v
nasledujicom zmysle:

3¢, : com® (x) > P(x), pricom log c, = K (P*) + O(1) zavisi od P* ale nie t, x.

Tvrdenie Ak P* je poéitatelné v t(n), tak existuje cp
t/ 1
K" (x) <log = + logcp

P(x)
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Kolmogorovska zlozitost s ohranicenim Casovo ohranicené univerzalne rozdelenie

m [0,) rozdelime na podintervaly tak, ze kéd c(x) zabera I, = [P*(x — 1), P*(x))
m binarny interval uréeny retazcom r je I, = 0.r,0.r +27/("
m ak [, je najvacsi binarny interval obsiahnuty v I, tak c(x) < r

M| > B — J(c(x)) < log 1/P(x) + 2

dekédovanie
k+1
doubling
repeat k < 2k until [c(x) C [P*(k — 1), P*(k))
I+ k/2; u+k
binarySearch
m<«— (u+1)/2
if [ C[P"(m—1),P*(m))
then x + m
u<m, Ty nalavo od P*(x — 1);
else N
<= m, T napravo od P"(x)

>2ito O(t(7)) = O(nt(n))
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Kolmogorovska zlozitost s ohranicenim Casovo ohranicené univerzalne rozdelenie

rekonstrukcia x

m diskusia O(1)
m program g na vypocet P*(x) v t(n)

m c(x)
COa(snt“(n)) //univerzalny TS v t'(n) = O(nt(n) log(nt(n)))
KZ
= K (x) < I(e(x) + I(a) + O(1)
—_———

log cp
s K (x) < log1/P(x) + log cp
m qvi(n), g vt(n) I(q)<I(q), I(a) =K (P)
= logcp = I(q') + O(1) = K*(P) + 0(1) O
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Kolmogorovska zlozitost s ohranicenim Logicka hibka

Logicka hibka — pocet krokov na ceste od pévodu k objektu «~ &as algoritmu na
generovanie objektu z kratSieho popisu

x* najkratsi samoodelujici popis

1 pocet krokov na vypocet x z x* nie je stabilné

par bitov navyse, podstatné znizenie Casu

2 relaxujeme na minimum ~~ skoro minimalny program
x ma hibku d s toleranciou 27° ak x vypocitame v d krokoch z p, |p| < |x*| + b
o~ 1(p)

2-K(x) =

—b

stabilné, nevyhovujice
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Kolmogorovska zlozitost s ohranicenim Logicka hibka

x) = =1(p) 0g = log —— = K(x
Qu(x) = >y (p)=x 2 log Qu(x) log m(x) Kx)

hibka retazca x na hladine vyznamnosti ¢ = 27° je

d
depth.(x) = min {d : 85%3 > s}

Qi (x) = 2 ud (p)=x 2-1P) Uq4(p) = x U po nanajvys d krokoch zastane.

x je (d,b)-deep, ak d = depth.(x), e =27°

b-nestlacitelny retazec: K(x) > I(x) — b

Retazec x je (d,b)-deep(b s presnostou K(d) + O(1)) <= d je minimalny pocet krokov
potrebny na generovanie x b-nestlacite/nym programom
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Kolmogorovska zlozitost s ohranicenim Logicka hibka

1 Qi(x) 1

chceme 2b+K(d)+0(1) \S,./ Qu(x) ~~ 2b-0(1)
— BN

d - &as potrebny na generovanie x b-nestlagitelnym programom

//menej ako d krokov, b-stlacitelny program p

Vp 3p': U(p') =p, I(p') < I(p) — b
q: U(p’) ~ p, U(p) ~ x

I(q) = I(p) — b+ O(1)

a = Qu(x) — ZU(q):x 2-a) > o

Qi(x) _ 2 yd(p2-le)
Qu(x) S W)

Zud(p)zfl(P)
- ZU(q):x 2—1(q)

Zud(p)zfl(l’) < 1
ZU(q):x 2—(I(p)=b+0(1)) — 2b-0(1)

IN
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Kolmogorovska zlozitost s ohranicenim Logicka hibka

<— SPORom

1
/! FFrdroay > Qu(x)
m x*, d*
~~ vymenovavame A = samoodd. programy generujlce x v ¢ase max d
I(q) = K(x) + K(d) + O(1)
" Y pea2 P =Qf(x)

m plati Qu(x) = 2—K(x)+0(1)

Qu(x) _ 27KX+0Q) _ ,_ k(x)—b—K(d)—O(1
(*) Z 6A2 Qu(x)< 25+K&)+0(1)_2B+K(d)+o(1) =2 () () @

(**) B prefix-frees >° g 2-1(:)<2™™ " enumerovatelna programom s. Potom B
komprimovana o m — I(s) — O(1) bitov —

x B=As=q,m=K(x)+b+K(d)+0(1)  (*), (**)
Vp € A mdze byt komprimovany o K(x) + b+ K(d) + O(1) — I(q) — O(1) > b bitov
SPOR s x je (d, b)-deep
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Kolmogorovska zlozitost s ohranicenim Logicka hibka

B prefix-free s > g 27109<2™ " enumerovatelna programom s. B komprimovana o
m — I(s) — O(1) bitov

Sep2 /™2™ <1 ~s Shannon-Fano: [c(x)| < I(x) —m+2+ I(s)+ O(1)

retazec x je d-shallow ak nie je (d + 1, b)-deep. n+ O(1) shallow je shallow.
m nahodny retazec je shallow

m 17 je shallow
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Kolmogorovska zlozitost s ohranicenim derandomizacia
Theorem

Nech R = {x : C(x) > I(x) — log® I(x)}. Potom BPPR =PR

konstrukcia x € R, I(x)=m //induktivne
X=¢

repeat Vy, /(y) = logm
if xy € R then x < xy
until /(x) > m'

y existuje

x € R, C(y|x) > I(y), potom symetria informacie:
Clxy) C(x)+ C(y[x)-clog(C(xy))

C(x)+C(y[x)-clog I(xy)

I(x)-log? 1(x)+1(y)-clog I(xy)

> (xy)-log® I(xy)

n? krat BPP vypocet dizky n + vicsina

~ pravdepodobnost chyby < 2e0(n%)

VIV IV IV

< 2M2=0(") yetazcov s chybou
n? < M < n® je pocet "chybnych" postupnosti

~~ KZ chybnych postupnost< M-0O(n?)
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Pouzitie metédy nestlacitel nosti rozpoznavanie xR

Lemma

Na rozpoznanie xxR treba radovo n? krokov

m x dlzky n tak, ze C(x|T,n) > n
m |(T), I(pp) dizka popisu stroja a prechodove]j postupnosti

m vypocet na x0%"xR
ak Vi(pp(n+1)),...,(pp(2n)) = 577y ¥
ak dn < ip <2n: I(pp(lo)) < 2|(T) spravime kratsi popis x:
Vy € {0,1}" skasame y0?"
C(x|T,n) < I(pp(ip)) + O(1) < n/2+ O(1) ? pozicia ?
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Pouzitie metédy nestlacitel nosti izolované vrcholz v ndhodnom grafe

Nahodny graf s vysokou pravdepodobnostou nema izolované vrcholy

standardne

konkrétny vrchol je izolovany s pravdepodobnostou wiy

nejaky vrchol je izolovany s pravdep. nanajvys sitx

graf nema izolovany vrchol s pravdep. > 1 — 5%

nestlacitel nostou

X1-+-Xer €= (g) -charakteristickd postupnost mnoziny hran ~ grafu

graf G's C(G|n) > (5) — 6(n)

graf s izolovanym vrcholom i - nie susedia i, ano identifikacia 7
(5) = 6(n) <C(GIm)< (5) — (n— 1) +logn ~>|d(n) > n—logn—1

nanajvys 2~ ("=1%e"=1)_tina ma izolovany vrchol, preto s pravdep. aspoi 1 — ST

nahodny graf nema izolovany vrchol
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Pouzitie metédy nestlacitel nosti hodnost podmatice

SEME
n,r,s € N, 2logn < r,s < n/4, s parne; potom Vn existuje n X n matica
nad GF(2) taka, ze V podmatica rozmeru s riadkov a n — r stlpcov ma
hodnost > s/2.

nahodné x dlzky n? tvori stvorcovii maticu R; C(x) > n?
ak existuje podmatica s iba s/2 — 1 linearne nezavislymi riadkami, tak skratenie popisu x

- prvky odpovedajlce podmatici

charakteristicka postupnost s riadkov vzhladom k nezavislym
zoznam nezavislych riadkov

zavislé urcené koeficientami nezavislych

samoodelujaco n, r, s

+ + + + +

identifikacia podmatice
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Pouzitie metédy nestlacitel nosti hodnost podmatice

ak existuje podmatica s iba s/2 — 1 linearne nezavislymi riadkami, tak skratenie popisu x

+ + + + +

prvky odpovedajice podmatici (n—r)s
charakteristicka postupnost s riadkov vzhladom k nezavislym s
zoznam nezavislych riadkov (s/2—1)(n—r)
zavislé urcené koeficientami nezavislych (s/2—1) x (s/2+1)
samoodelujico n, r,s 3logn+ 6loglogn+ O(1) < 4logn
identifikacia podmatice 2n

n*—(n—r)s+s+(s/2—=1)(n—r)+(s/2—1)-(s/2+1) +4logn+2n
2logn < s,r < n/4 -pre velké n to klesne pod n?
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Pouzitie metédy nestlacitel'nosti Vlastnosti s velkou pravdepodobnostou

vlastnost s velkou pravdepodobnostou «~+ vlastnost objektov s malou deficiency

vietky objekty zahffaja aj objekty s malou (Kolmogorovskou) zlozitostou

objekt s malou deficiency je prvkom mnoziny, na ktorej je zaloZzena platnost
vlastnosti s velkou pravdepodobnostou

Ak P, Q platia s pravdepodobnostou aspon 1 —¢, tak PA Q s
pravdepodobnostou aspon 1 — 2¢

0

Ak P, Q platia na objektoch s §(n), tak P A Q platia na objektoch s d(n)

~» situacia s n réznymi vlastnostami

velka pravdepodobnost a nestlacitelnost nie st vo vieobecnosti totozné, ale za nejakych

predpokladov skoro ano
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Pouzitie metédy nestlacitel'nosti Vlastnosti s velkou pravdepodobnostou

Lemma

Nech S C {0,1}"
ak P spliaji ¥x € S s 8(x|S) < 8(n), potom P plati aspoii na (1 — 1/2%(M)-tine prvkov S

n, S fixované, P vlastnost, kt. plati aspon na (1 — 1/26(”))—tine prvkov S. Potom existuje
¢, Ze kazda taka vlastnost P plati sicasne Vx € S s §(x|S) < §(n) — K(P|S) — ¢

Désledok

Objekty s random deficiency < §(n) maji vsetky vlastnosti P, ktoré platia aspon s
n)—K(P|n)—0O(1)

pravdepodobnostou 1 — 2—4(

Désledok

Visetky rekurzivne vlastnosti P s K(P|n) = O(1), ktoré samostatne platia s pravdepodobnostou

— 1 pre n — oo, platia stcasne s pravdepodobnostou — 1 pre n — co.
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Pouzitie metédy nestlacitel'nosti Vlastnosti s velkou pravdepodobnostou

Nech S C {0,1}"

ak P spliaja Vx € S's 6(x|S) < 6(n), potom P plati aspon na (1 — 1/2%(")-tine prvkov S
# programov dizky < log d(S) — é(n) < Zliigod(S)fé(n) i

n, S fixované, P vlastnost, kt. plati aspoi na (1 — 1/2%(")-tine prvkov S. Potom existuje
¢, ze kazda taka vlastnost P plati sicasne Vx € S's §(x|S) < 6(n) — K(P|S) — ¢
Sporom:. .. nech existuje x € S : §(x|S) < 6(n) — K(P|S) — ¢ a P neplati. Potom
rekonstrukcia x:

— popis P

d(s)
28(n)

— index j v mnozine M objektov, pre kt. P neplati |[M| <

Ja, 2 K(x|S) <logj+ c1 <logd(S)—d(n)+
5(n) — K(PIS) — ¢ > 5(XIS) = I(d(S)) — K(XS)
c; — c > K(P|S)
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Pouzitie metédy nestlacitel nosti Kombinatorika

I" - mnozina turnajov na {1,2,...,n} zorientovany Gplny graf
- E: T —{0,1}n-1)/2
— tranzitivny turnaj T(i,j), T(j, k) = T(i, k) T(i,j) e i<y

v(n) - max. &islo také, ze VT € I': T obsahuje tranzitivny podturnaj o v(n) vrcholoch

v(n) <1+ [2logn]

Fixnime
-Tel: C(E(T)|n,p) > n(n—1)/2
- S tranzitivny podturnaj na v(n) vrcholoch

popis T
+ zoznam vrcholov S podla dominancie
- odstranime hrany patriace S z E(T)
n(n—1)/2 < C(E(T)|n,p)< n(n—1)/2+ v(n)|log n] — v(n)(v(n) —1)/2
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Pouzitie metédy nestlacitel nosti Kombinatorika

counting tranzitivny podturnaj-pévodne

m ' - turnaje, ktoré obsahuji tranzitivny podturnaj na v = 2 + 2|log n| vrcholoch
m AC{1,2,...,n} d(A)=v o je permutacia na A
m d(Ma,) =20G)-0)

d(r/) < Z d(rA,o) — (C) vl2(’27)7(;) < 2(’2’) = d(r)

existuje T € I — I, ktory nema tranzitivny podturnaj na v vrcholoch

pravdepodobnostné metdédy
T nahodna premenna s hodnotami z [, Pr(T =T) = 27(G), v=2+ 2|logn|

ZZ Pr(T|A generované podla o) = <:>v!2_(;) <1
A o

existuje takd hodnota T, ze T nema tranzitivny podturnaj na v vrcholoch
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Pouzitie metédy nestlacitel nosti Kombinatorika

turnaj s k-dominatormi
vlatnost S(k)- VA C N, d(A) = k, existuje v N — A hra¢ x, ktory dominuje vietkym v A

s(k) - minimalny poéet hracov turnaja T s vlastnostou S(k)

s(k) < 25k*(In2 + o(1))

Zoberme
n=2kk2(In2 + o(1)), pricom C(E(T)|n, k) > n(n—1)/2
turnaj T, v ktorom existuje A, d(A) = k, bez dominujicehov N — A

kratsi popis T

+ vrcholy A d(A)logn
- odstranime popis hran A x (N — A) k(n — k)
+ popiseme ich indexom j v mnozine moznosti log(2k — 1)(n=k)

n(n—1)/2 < C(E(T)|n k,p)< n(n—1)/2 + klog n — (n — k)k + log(2k — 1)("—%)

<0
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Pouzitie metédy nestlacitel nosti Kombinatorika

velmi pravdepodobné vlastnosti

¢ konstanta, y fixné. Potom kazda koneéna mnozina A velkosti m ma aspon m(1 —27°)+1
prvkov s C(x|y) > logm — ¢

< aspon 2Mn=1)/2(1 — 1/n) turnajovs C(E(T)|n,p) > n(n—1)/2 —logn

Désledok
Takmer vsetky n-vrcholové turnaje (aspon (1 — 1/n)tina) majd najvaési tranzitivny podturnaj
vel'kosti nanajvys 1+ 2|2 logn| n— oo

C(E(T)|n, k,p) > n(n—1)/2 —logn

Désledok

Pre dostatocne velké k existuje n,n < 2Kk?(In2 + o(1)) tak, Ze aspoii (1 — 1/n)-tina turnajov
ma vlastnost S(k)
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Pouzitie metédy nestlacitel nosti Kombinatorika

D={Dy,...,D;}, D; C N={1,...,n} rozlisuje N, ak YM, M’ C N, M # M’, existuje
i,1<i<jtak, ze d(D; N M) # d(D; 0 M)
f(n) - minimalne d(D) (Viesa )f(n) = 22 + 0 (M>

log n log2 n

f(n) > (2n/log n)[1 + O(loglog n/ log n)]

M, M C N tak, ze C(E(M)|D) > n; d; = d(Dj), m; = d(D; N M)

m s; je podpostupnost E(M) odpovedajica jednotkam v E(D;);
I(si) = d;, #1(si)) =mi, C(s|D) > d; — O(log )

] d,'/27 O(\/d,' |Ogi) <m; < d,'/2+ O(\/d,' |ng)

C(x) > n—4(n), tak |#ones(x) — n/2| < g(é(n) + c)n/loge

A

ak vieme d;, m; uréime poradimv A ~»  C(m;|D;) < % log d; + O(log log i)

J
0 < CEM)ID) < C(ms.....mjD) < 3 (5 logn+ Olloglog n))
i=1
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Pouzitie metédy nestlacitel'nosti Kolmogorovsky nahodné grafy

Kolmogorovsky nahodny graf - graf je §(n)-ndhodny ak ma randomness deficiency < 6(n)

C(E(G)|n,é) > n(n—1)/2 —(n)

Lemma

1. Aspoii (1 — 1/2%()-tina grafov je 6(n)-nahodna.
2. Ak G je §(n)-ndhodny, d stupen [ubovolného vrchola, potom

Id—(n—1)/2| =0 ( (5(n) + log n)n)

pocet programov
m C(E(G)|n,d) > n(

m / je vrchol s |d — (
m Vi={jeV-{i}

n—1)/2—4(n)
n—1)/2| > k
|

(i.j) € E}
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Pouzitie metédy nestlacitel'nosti Kolmogorovsky nahodné grafy

+ povodné kédovanie E(G) C(E(G)|n,d) > n(n—1)/2 —5(n)
+ identifikacia i, k 2logn
— odstranime pdvodny bitovy vektor pre V; —n

+ namiesto bitového vektora pre V; index do mnoziny mnozin susedov mohutnosti m

log Z (n B 1) < log [2 . 2"_1e_2k2/3("_1)] =n—(2k?/3(n—1))loge
|d—(n—1)/2|>k

m

logm+2logn+n(n—1)/2—n+ O(1) > n(n—1)/2 —d(n)

n—(2k*/3(n—1))loge > logm > n—2logn—d(n) — O(1)

k < \/g (3(n) + 2log n+ O(1)) (n— 1)/ loge = o( (5(n)+|ogn)n)

(2013/14) KZ 08.01.2014 150 / 185



Pouzitie metédy nestlacitel'nosti Kolmogorovsky nahodné grafy

Lemma

Vietky o(n)-nahodné ocislované grafy maji medzi lubovolnou dvojicou vrcholov n/4 + o(n)
réznych ciest dizky 2.

priemer 1 maja len Kp
i,j € V, spojené r cestami dizky 2; potom popis G

popis 0o(1)
i j,i<j 2logn
E(G) bez bitov popisujacich hrany (i, k), (j, k) (3) —2(n-2)
najkratsi popis zoznamu e; j odstranenych hran C(ei jln)

O(log n) + n(n—1)/2 —2(n —2) 4+ C(ej j|n) > n(n —1)/2 — o(n)
C(e,-‘j\n) zl(e,-,j) — o(n) = 2(n — 2) — O(n)
frekvencia 11 v ¢;; podla |[#y — 2Tny)‘ < apn, a= K(y|n) +log/(y) + é(n)

~» o(n)-nadhodné grafy st n/4 + o(n)-savislé.

(2013/14) KZ 08.01.2014 151 / 185



Pouzitie metédy nestlacitel'nosti Kolmogorovsky nahodné grafy

Lemma

G = (E, V) ma random.def. §(n) = O(log n). Potom maximalna klika, ktord G
obsahuje, ma velkost nanajvys |2logn| + O(1).

—@ + klogn+ O(1)

Lemma
Nech G je aspon clog n-ndhodny oéislovany, i € V. Vi # j alebo (i,j) € E alebo
existuje k spomedzi (c + 3) log n najmensich (i, k) € E, pricom (k,j) € E

A je mnozina (¢ + 3) log n najmensich spomedzi susedov i;
SPOROM: Nech k nie je spojeny so ziadnym z AU {i}; potom kratky popis G:

- popis hran incidentnych s i, k —(2n—2)
+ popis i logn
bitovy vektor o susedoch i (n—1)
popis k+ s nim incidentné hrany logn+(n—2)—(c+3)logn

n(n—1)/2+2logn+2n—3—(c+3)logn—2n+2> n(n—1)/2 — clogn
clogn> (c+1)logn+1
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Pouzitie metédy nestlacitel nosti Kolmogorovsky nadhodné grafy-ocislované

G=(V,E) H=(VH,En),Vu=A{1,...,k} G = (Vi Ex) podgraf G s k vrcholmi

Gk je vyskyt H, ak H dostaneme z Gi premenovanim vrcholov jj ~ j
//Vk:i1<i2<...<ik

m dvojvrcholové podgrafy - izolované vrcholy, hrana; pocet vyskytov v
d(n)-ndhodnom grafe

# + \/2(5(") +0(1))n(n—1)/log e

m #H(G) - pocet vyskytov H ako (usporiadaného pomenovaného) podgrafu G
(vratane prekryvov)

k(k+1)/2

mp=2" pravdepodobnost, ze H dostaneme hadzanim fair mince

G = (V,E), k deli n, H oéislovany graf na k < \/2log n vrcholoch. Potom
n n
#H(6) — ()p| < () Valk/np,

a= (K(H\n) + 6(n) + log (Z)/(n/k) 4= O(l)) 3/loge
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Pouzitie metédy nestlacitel nosti Kolmogorovsky nadhodné grafy-ocislované

G = (V,E), k deli n, H ocislovany graf na k < y/2log n vrcholoch. Potom
n n
#H(6) = (7)p| < () Valk/np,

a = (K(H|n)+ 6(n) +log (})/(n/k) + O(1)) 3/ log e
N
m pokrytie grafu G je mn. C = {Sy,...,Sn}, N = n/k disjunktnych mn. V = U Si
i=1
= (Baranayi)existuje rozklad () réznych k-vrcholovych mn. na h = (])/N réznych
pokryti G, kazdé pozostavajice z N = n/k podmnozin Co,Cyq,...,Ch1
mic€{0,...,h—1}, H k-vrcholovy graf #H(G,i) pocet (neprekryvajicich sa)
vyskytov podgrafu H grafu G v G;
m N pokusov ~ k-vrcholové podgrafy pokrytia
- retazec s; dizky N(%)
- rekonstrukcia G z i,si, n+ (5) — N(£) ~ C(si|n) > I(s;) — 3(n) — log h
— pocet vyskytov #H(G,i) = Np + /Npa

h—1
‘#H(G) p@ ' = ST [#H(G, i) - Np| < (z)wa(k/n)p O

i=0
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Pouzitie metédy nestlacitel nosti Kolmogorovsky ndhodné neoéislované grafy

automorfizmus - permutacia vrcholov 7 taka, ze (w(u),7(v)) € E < (u,v) € E

m grupa (skladanie, identita)
m G,7(G) maja rovnaké standardné kédovanie E(G) = E(7(G))

rigid/stabilny graf  «~ jedinym automorfizmom je identita

g(n) pocet neocislovanych n-vrcholovych grafov

Gn trieda neorientovanych grafov na {0,1,...,n—1}
Gn = g,? @] gﬁ ugn v G sa kazdym automorfizmom pohne m vrcholov

S(n) grupa permutéacii n-prvkovej mnoziny
G trieda grafov izomorfnych s G

Aut(G) grupa automorfizmov grafu G
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Pouzitie metédy nestlacitel nosti Kolmogorovsky ndhodné neoéislované grafy

Theorem

Pocet neocislovanych n-vrcholovych grafov g, ~

1 — d(Sn) nl
m gy, = — d(G)= =
Ggg:,, d(G) d(Aut(G)) d(Aut(G))

v )
coe Y d(Aut(G)) _ 2\3)

n! n!
GEGn

F1 VG € 6™, d(Aut(G)) < (")m! < n™ = 2mlogn

F2 Pr(G e GM) < 2-m(z =2 —2logn)

En =3 20—0 Pr(G € G Avgcegmd(Aut(G))< 1+ 307,

2—m(§—37"'—2|og n)

<14 27n+4log n+2

(n)<2()<1+ )

(2013/14) KZ

08.01.2014
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Pouzitie metédy nestlacitel nosti Kolmogorovsky ndhodné neoéislované grafy

F2 Pr(Gegm) <2 mE=3logn)

m 7, mvrcholov iy < ...in sa pohne 7(i1),...,7(im) mlogn
m 7 ~ k cyklov velkosti c1, ..., ck, v kazdom najmensi zvoleny
m nezvoleny
— netreba hrany do stabilnych —(n—m)
m—k

— netreba niektoré hrany do nezvolenych

k m—k
S(er = 1)(n—m+ ") = (m— k)

mlogn— (m—k)(n— mTJrk) = fr;(nf 3Tm — 2log n)
6(n,m)
(2013/14) KZ

m+ k
2 )

//k=mj2

08.01.2014 157 / 185



Pouzitie metédy nestlacitel nosti Kolmogorovsky ndhodné neoéislované grafy

efektivna enumeracia neocislovanych grafov

G+ 0
for all ocislované grafy G-binarne retazce do
if G nevieme ziskat premenovanim H € G then

G+~ GgugG

|} odhad g(n) + Stirling

C(E(G)|n) < (g) — nlogn+ O(n)

Theorem

Nech G je ocislovany n-vrcholovy, Gy jeho neocislovana verzia. Potom
existuji graf G' a permutacia 7 tak, ze G' = w(G) a (az na konstanty)

C(E(G")) = C(E(Go)) C(E(G)In) = C(E(Go), [n)

(2013/14) KZ 08.01.2014 158 / 185



Pouzitie metédy nestlacitel nosti Kolmogorovsky ndhodné neoéislované grafy

ROUTOVANIE po najkratsich cestiach v O(log n)-nahodnych grafoch/sietach sa da spravit s
lokélnou paméatou 6n, celkovou 6n? bitov.

® nanajvys dizka 2; u ~~ v cez log n najmensich susedov u O(nlog log n)

® Vj,...,Vm je O(logn) najmensich susedov u; Ag C V nesusedia u.

n A de:f{w € Ao — U:;ll As i (ve,w) € E}

m mo =d(Ag), myy1 = me — d(Aes1)
m Nech ¢ je min. také, ze my < n/loglogn

m konstrukcia lokalnej routovacej funkcie F(u)

m tabulka pre Ap:
el ;As  unarne v0: (u,v) € E,(v,w) € E

¢Us1As 0

m zvySok (0 v prvej tab) - nanajvys m; < n/ loglog n explicitne binarne

pre w

(2013/14) KZ 08.01.2014 159 / 185



Pouzitie metédy nestlacitel nosti Kolmogorovsky ndhodné neoéislované grafy

O(log n)-nahodny graf
Vi, ..., Vm je O(logn) najmensich susedov u;

Ao C V nesusedia u; At pd {we A — U;;ll As: (ve,w) € E}
mg =d(Ao), M1 = me — d(Aes1)

Nech ¢ je min. také, ze my < n/loglogn. Potom d(A:) > me—1/3 pre 1 <t < ¢

Sporom — AK 3t, |d(A¢) — me—1/2| > me_1/6 POTOM kratky popis G

+ u, v 2logn
+ charakteristické postupnosti Ao, ..., Ar—1 r=n—14---+n—(t—1)
+ samoodelujico A v Ag — U:;ll As Mme_1 — %(1/6)2mt_1 log e + O(log m:—1)
- netreba hrany {v:} x (Ao — Ui_] As) —me_1
- netreba hrany incidentné s u,vi,..., v —r

n(n—1)/2— O(logn) < C(E(G)) < n(n—1)/24 O(log n) + me_1 — %(1/6)2mt_1 loge—m;_1
me—1 < O(logn) /\ m¢_1 > n/loglogn

o
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Pouzitie metédy nestlacitel nosti Kolmogorovsky ndhodné neoéislované grafy

Ao C V nesusedia u; Ay = {w € Ap — U;;ll As i (ve,w) € E}
£ je min. také, ze my < n/loglogn, d(A¢) > me_1/3 prel <t <{

konstrukcia lokalnej routovacej fcie F(u)
m tabulka pre Ao:

{ €Ul ,As  unarne v0: (u,v) € E,(v,w) € E
pre w
¢ U:_l A57 O

N+ 3 (3) <+ X2 5 (3)7 s <an

m zvysok (0 v prvej tab) - nanajvys m; < n/ loglog n explicitne binarne

log log n + O(n) bitov na uréenie poradia (mimo vi,..., vm) 2n

|F(u)] < 6n
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Pouzitie metédy nestlacitel nosti Kolmogorovsky ndhodné neoéislované grafy

Theorem

Routovanie po najkratsich cestach v o(n)-nahodnych grafoch/sietach VYZADUJE
lokalnu pamat n/2 — o(n), celkovo n®/2 — o(n?) bitov.

Uvazujme nasledujici popis
+ u log n
+ samooddelujiaco F(u) (F(u)) + 2log(d(F(u)))
+ hrany medzi u a zvyskom
— odstranime (v,w) € E, ked F(u,w) =v

|d — @\ = 0(/(6(n) + log n)n) uetrime aspoh n/2 — o(n)

n(n—1)
2

+0(1)+Olog n) + 2log(d(F(w))) +a(F(u)~ -+o(n) > C(E(6) > "1 —o(n)

O(log n)

d(F(u) = 2 — o(n)
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Pouzitie metédy nestlacitel nosti priemerny heapsort

heapsort

A[l..n] ~» halda-otec vacsi ako synovia  ~> triedenie  ~» A[l] < ...A[n]
Heapify
for i = [n/2] downto 1 do

Sort
for i = n downto 2 do
vymeh k; = A[1] <+ A[i] = k a preusporiadaj A[1..i — 1] na haldu
Williams— porovanim oboch synov s vymenou cez vicsieho syna pada na svoje miesto
2d

(bez vymeny) na miesto j, ktoré treba vymenit s korenom (A[j] < k); vymena a posun
vietkych na ceste z j do korena o 1 hore
d+2§;6 =logn—d
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Pouzitie metédy nestlacitel nosti priemerny heapsort

Theorem

Heapsort robi v priemere
presunov: nlogn+ O(n)
porovnani: Wiliams 2nlogn— O(n)
Floyd nlogn+ O(n)

n klacov, n! listov /] n"e="\/2rn
existuje permutacia p: C(p|n) > nlogn —2n *)

Nech h je halda po Heapify pri vstupe p podla (*). Potom
C(h|n) > nlogn —6n

(SPOROM) Nech by C(h|n) < nlogn— 6n. Kratky popis p:

m popis Heapify, kt. z p vyrobi h - popis cesty na svoje miesto

log n

n|0g3z i/2'.+'. < 2nlog3

i=1

m C(p|n) < C(h|n)+2nlog3+ O(1)< nlogn—6n+2nlog3+ O(1) < nlogn—2no

(2013/14) KZ 08.01.2014 164 / 185



Pouzitie metédy nestlacitel nosti priemerny heapsort

H popis Cinnosti v Casti sort:
nova pozicia "korena" - cesta v strome: s; H zretazenie s;
— samooddelujico §; = logn — I(s;) a za to s; I(si) + 2 log é;

< h vieme zrekonstruovat z H
(reverznym postupom zrekonsStruujem alebo pri dostatku ¢asu najdem permutaciu p)

o
C(h|n) < I(H)+ O(1)
nlogn—6n< C(hln)< I(H) + O(1) = \ I(H) > nlogn—6n
I(H) = Z(/(s,-) +2logd;) = Z logn — 2(6; —2logdi) > nlogn—6n
i=1 i=1 i=1
>, 8i = O(n) = sacet priemernych ciest je nlogn — nc // # presunov v sort

= # porovnani Williams 2nlogn— O(n)
= # porovnani Floyd nlogn+ O(n)d
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Pouzitie metédy nestlacitel'nosti Najdlhsi spoloény podretazec

NajdIhsi spoloény podretazec
HS=5S5...S,t=ti...ty

s je podretazec t ak existuje i1 < ... < im: S = ti;

S-mnozina retazcov
m SCS(S) - najkratsi retazec s: Vs’ € S s’ je podretazec s

m LCS(S) - najdlhsi retazec, ktory je podretazcom kazdého z S
Y ={ai,...,ax}, lcs(S)-dlzka LCS(S), S C ¥*

Algoritmus Long-Run
najdi maximalne m také, ze (pre nejaké a € ) a™ je podretazec s Vs € S

return 3™

Theorem

Nech S je n-prvkova mnozina retazcov dizky n. Algoritmus Long-Run vypoéita spoloény
podretazec dlzky lcs(S) — O(les(S)/?t¢) pre aspon (1 — 1/n%)-tinu vstupov, a teda v
priemere.
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Pouzitie metédy nestlacitel'nosti Najdlhsi spoloény podretazec

Algoritmus Long-Run
najdi maximalne m také, ze (pre nejaké a € ) a™ je podretazec s Vs € S
return a™

Algoritmus Long-Run vypocita spoloény podretazec dizky lcs(S) — O(les(S)1/2+€) pre aspoit
(1 — 1/n?)-tinu vstupov

S={xt,...,xn} ~ x=x1...xn: C(x) > (n?—2logn)logk

Ak |#a(x;) — n/k| > n'/2t€, tak existuje § > O tak, Ze
C(xi|k) < (n— 6n?)log k

//ak C(x) > n— 5(n) tak [#y(x) — pnl < v/aBa, a = (K(yIn) +log/(y) +5(n) + )31/ loge
resp. index do mnoziny velkosti ([)(k —1)"~™

Fakt (<)
les(S) < g + nl/2te

les(S) < n/k + n*/?*< a

< kazdé a € T v kazdom x; aspon (n/k) — O(n*/?*<)

< a™ dlzky (n/k) — O(n*/?"¢) je spoloény podretazec

< Ies(S) — I(m) = O(n'/2*)  I(m) = les(S) — O(les(S))Y/ >+
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Pouzitie metédy nestlacitel'nosti Najdlhsi spoloény podretazec

S={xt,...,xn} ~ x=x1...%: C(x)>(n*—2logn)logk

s = lcs(S), kvdli sporu /(s) > 2 + n*/? //chceme lcs(S) < % + nt/2te
kratky popis x :

B S=5...5,S € X, fixujme x;

m vlozime s do x; tak, ze volime najlavejsi mozny vyskyt; x; = Q151282 ... QpSp Z

y
= Qj € (Z—Sj)*

m zamefme Vv y s; — a3 a vyskyt ax v o nahradime s;

y' = ajakabag ... ahak #a, (y') > (n/k) + nt/2te

n #ak(y') > (n/k) + n'/2*¢ preto C(y'|k) < (I(y') — 6n*) log k
m C(xi|k,s) < (n—&n*)log k + O(log n)
m C(x|k) <> C(xilk,s)+1(s)+ nlogn
N——"
oddelovaée

m C(x|k)/logk < n* —2logn spor ¢
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Pouzitie metédy nestlacitel'nosti Regularne jazyky a KZ

Nech L C X* je regularny, Ly = {y |xy € L}. Potom existuje konstanta c, ze Vx : ak y
je n-té slovo v Ly, tak C(y) g C(n)+

m stav DKA po doditani x
mn

m diskusia <

T ={y,y2... 5
pre LCY* x € ¥* je X = X1 Xz... charakteristicka postup. Ly: X; =1< xy; € L.

Nech L C ¥*. Existuje konstanta c,, Ze nasledujice podmienky si ekvivalentné

L je regularny
H VxeX'VneN: C(X1.nln)
E VxeX'Vne N: C(Xl_n)§CL+C(n)
Vx € TVneN: C(X1.,)
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Pouzitie metédy nestlacitel'nosti Regularne jazyky a KZ

Ak Vx € X*Vn € N: C(Xi..n) <logn+ ¢ tak L je regularny

Lemma

Ve existuje konecne vela postupnosti w € {0,1}* takych, Ze
Vn C(wi..n) <logn+c

< prava kongruencia koneéného indexu ~ x ~x' & X=X’
< konecny automat O

k dékazu lemy:

m Ap={x€{0,1}": C(x) < logn+ c};
A={w €{0,1}*° :Vn C(w1..n) <logn+c}

m ak d(An) < ¢’ pre nekoneéne vela n, tak d(A) < ¢’
m fixnime £ € N:ydizky 20 +c+1, C(y) >20+c+1

m vezmime i maximalne také, ze y = mn, I(m) =i, m < d(An)
nechy =sr, I(s)=i+1

m pomocou programov /(p) < log n vymenovavanie An; yo- m-ty v Ap;
rekonstrukcia y = mnz yo < n=1(ym),m: Yo = ym

I(n)+1I(m)=2+c+1<C(y) < C(y)+O(1) <logn+c+ O(1)
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Pouzitie metédy nestlacitel nosti Dolny odhad na ¢as on-line CF

on-line TS - pred pohybom hlavy na vstupe akcept/reject na prislusny prefix

L:{Y#Xl*xz*...xk: Hiy:uxiRV}

Viacpaskovy TS akceptuje L online v ¢ase Q(n?/ log n)

Lemma

Nech n = I(x), p program. Ak C(x|n,p) > n, potom Ziaden podretazec dizky > 2logn sa v x
nevyskytuje viac ako raz.

Ak sa v retazci neopakuje retazec dlzky m, tak je jednoznacne uréeny mnozinou svojich
podretazcov dizky m + 1.

— m=3logn I(x)=m

< prey, I(y) =n, C(y) > n vyrobime vstup taky, Ze Ziadne x; nie je reverzom podretazca v
y ale jeho spracovanie vyzaduje ne krokov;
pre k = Q(n/ log n) vynatime Q(n?/ log n) krokov
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Pouzitie metédy nestlacitel nosti Dolny odhad na ¢as on-line CF

Nech n = I(x), p program. Ak C(x|n,p) > n, potom ziaden podretazec dlzky > 2logn
sa v x nevyskytuje viac ako raz.
m x =uvw, I(v) >logn, vsav uv vyskytuje presne dvakrat
m povieme i, j— indexy zaciatku v v x 2logn
m povieme uw  //I(v) =n—I(uw)// I(uw)
C(x|p,n) < n—2logn+logn(n—1) <n

Ak sa v retazci neopakuje retazec dizky m, tak je jednoznaéne uréeny mnozinou Sy mi1
svojich podretazcov dizky m + 1.
a,be {0,1},u,v,w € {0,1}*

m prefix ua je jednoznaéne uréeny podmienkou Vb, bu ¢ Se mi1

m V prefix v, /(w) = m existuje prave jedno b € {0,1} : wb € Sy mi1 a vwb je
prefix x

— rekonstrukcia x zo znalosti Sk m41
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Pouzitie metédy nestlacitel nosti Dolny odhad na ¢as on-line CF

m=23logn I(x;) =m; prey, I(y)=n, C(y) > n vyrobime vstup taky, ze ziadne x,
nie je reverzom podretazca v y ale jeho spracovanie vyzaduje ne krokov
majme to po y#X1 * ... % Xj_1%

aki—1=k Vv

ak také x; neexistuje, vyrobime kratky popis na generovanie Sy m+1 //ateda y

m diskusia 0o(1)
m obsah pracovnych pasok do vzdialenosti ne od hlav v ¢ase to, ked T
ukonéil spracovanie prefixu y#xy % ... x_1% O(ne)
m polohy hlav v Case tg O(log ne)
m popis T,n,stav v Case ty O(1) + log n

C(y) < O(1) + O(ne) 4+ O(log ne) + logn< n
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Pouzitie metédy nestlacitel nosti Pre FA je (k+1) hlav viac ako k

Pre FA je (k + 1) hlav viac ako k
* k
Lp = {wit - #wpHHwp# - Fwi [ w; € {0,1}7}, b= <2> +1

1. Ly € (k+1)DFA
2. L, ¢ (k)NFA SPOROM:

— vezmeme nestlaéitelné w, C(w) > I(w), [(w) >> log I(w)
- w=wi...wp ~> korektny vstup /

— NKA kontroluje w; ak stéasne jedna hlava na lavej a jedna na pravej képii w;

M musi skontrolovat kazdé w;

m [q,p(h1),...,p(h«)] — postupnost hlavovych konfiguracii v okamihoch, ked' jedna
z hlav prvykrat prichadza na p O(klog(I(1)) + I(M)) = O(log I(w))
m r;, r-L a R pozicia pravej képie w;, p(r), p(rr) prislusné prechodové postupnosti
— rekonstrukcia w; z
— popis W — w;
— popis p(r), p(rr)
C(w) < I(w) — I(w;) + O(log I(w))< I(w)
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Pouzitie metédy nestlacitel'nosti Dolny odhad pre jednopaskovy 1TS

L:{Xl*Xz*'--*Xk#yl *yz**yg##O'lf, X,':yj}

rozpoznavanie L
m na 2-paskovom on-line v linedrnom case
® na 1-paskovom on-line vyzaduje ¢as Q(n*/?/ log n)

< Simulacia linearneho 2-paskového on-line na 1-paskovom on-line vyzaduje cas
Q(n*/?/log n)

1paskovy on-line T:

h1, ho — pozicia hlavy na vstupe, resp. pracovnej paske
S — shvisly segment vstupnej pasky
R — shvisly segment pracovnej pasky

T zobrazuje S DO R, ak hz neopusti R kym je hy v S
T zobrazuje S NA R, ak hy precita R kym je hy v S
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Pouzitie metédy nestlacitel'nosti Dolny odhad pre jednopaskovy 1TS

X;r.%:Xj_>|<X2>k"'>l<Xk2,élé7 Vi /(X,') = /(X)/k

R je taky segment na p.paske, ze T zobrazuje V segment z S = {x;;,...,x;,} do R

Obsah pracovnej pasky v case, ked hy dorazila na # vieme zrekonstruovat, ked' pozname
B S={x|1<i<k}-S

m vysledny obsah segmentu R

m prechodové postupnosti okolo R Ir, rr

m popis T +diskusia

miesta blokov z § nechame prazdne

— zrekonstruujeme pasku nalavo od r,

— zrekonstruujeme pasku napravo od rg
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Pouzitie metédy nestlacitel'nosti Dolny odhad pre jednopaskovy 1TS

NECH 1-paskovy T rozpoznava L v ¢ase T1i(n) < c’5n3/2/|ogn
m vezmime x € {0,1}", /(x) =n, C(x) > n, x =x1...xc, k =+/n, |xi| = /nVi
B uvazujme vstup xi k X2 * ... * Xk# hlava na # v Case ty

= ak sa viac ako k/2 z x; sa zobrazi NA segment velkosti aspoii n/c?, tak pre as T

Ty =Q(n/3 @) =Q (n3/2)

k/2
= teda S obsahuje k/2 blokov x;, ktoré sa zobrazia DO segmentu velkosti < n/c®
Xm - median pri usporiadani podla lavych okrajov segmentov, do kt. sa zobrazia
vela x; € S sa zobrazi do malého R //lema

neexistuje taky R a segmenty si rozlozené "rovnomerne"

//y; umiestnime d'aleko od x;
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Pouzitie metédy nestlacitel'nosti Dolny odhad pre jednopaskovy 1TS

1. existuje k/c blokov x; € S a segment R dizky n/c?, Ze sa vietky zobrazia do R ~+ S

[Ril = |R| = |R:|, R | R R

pi, pr pozicie PP v Ry, R,, kt. st najkratsie P \p

AK I(PP(p.)), I(PP(p;)) > +/n/(c?log n), potom &as aspoh /n/(clog n) - n/c?
PRETO /(PP(p.)), I(PP(p1)) < +/n/(c*logn) :

kratky program pre x

m diskusia + popis T1 0o(1)
m hodnoty n, k, ¢, p;, pr O(log n)
m zretazenie {x;,...,xx} — S n—njc
m stav T a pozicia ha v Case, ked hy sedi na # O(log n)
m 2 prechodové postupnosti na poziciach p;, pr v Case ty 24/n(I(T) + O(log n))
m obsah R/RR] v tu 3n/c? + O(log n)
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Pouzitie metédy nestlacitel'nosti Dolny odhad pre jednopaskovy 1TS

overime, ze kandidat y = x

m rekonstrukcia pamatovej pasky, ked hy prvykrat vstapila na #

Iy'f—) yix... %Y,
V0’1" zbehneme simulaciu Ty od ty
akceptuje len ak x = y

C(x) gn—g—i—%—FO(ﬁlogn)—i—O(logn)S”yn; 0<ry<l

spors C(x) > n
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Pouzitie metédy nestlacitel'nosti Dolny odhad pre jednopaskovy 1TS

2. pre V blok R velkosti /(R) = n/c? existuje nanajvys k/c blokov x; € S, kt. sa
zobrazia do neho

m do R, sa zobrazi median x,

®m aspoh k/6 napravo od Rm < S, = {xiy,..., % .}
analogicky S nalavo od Rm < S1 = {Xjy, ..., %)}
B Y1 = X, Y2 = Xjg,- - ’ Xjs = Y25, Xig = Y2s—1

B pre vstup | = xq % X2 % - - - % X FEY1 * - - - Vi /3F existuje dvojica yas—1 * yos, Ze s

i} . N _ 3/2
namapované do segmentu mensieho ako n/(4c®) //inak €as aspoh & . o = 255

B )2s_1,Y2s VO vzdialenosti aspon n/r:3 od x;, alebo x;,, w.l.o.g. od x;,

— Xig ...R“.yzsfl,
m suffix 012571

m /(R) = n/c3, p pozicia najkratsej prechodovej postupnosti v R, kt. dizka je

max /n/(c?log n)
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Pouzitie metédy nestlacitel'nosti Dolny odhad pre jednopaskovy 1TS

kratky popis x

m diskusia + popis T3 0o(1)
m n, k,c, pozicia p O(log n)
= S—{x) N
m index is O(log n)
m prechodova postupnost na pozicii p <+/n/c

// dlzka max \/n/(c? log n)

C(X)<n—+/n++/n/c+ O(logn) < n—~n
spors C(x) > n
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Pouzitie metédy nestlacitel nosti Dolny odhad pre PRAM

PRAM - concurrent read, priority write(minimalny uspeje)

Scitanie(nasobenie) n celych cisel dizky asponi n€ pre fixované e > 0, vyZaduje Q(log n)

paralelnych krokov.
P = n9, kvéli SPORu T < (¢/2) -logn / [stet

m nech n“/2d(log n)(loglog n) < n/2

m program poskytneme orakulu (i,£) < A < pdvodny Gsek programu dizky £ pre
procesor P(i)

m fixneme nestlacitelny retazec x, |x| = n'*<, C(x|A, T,P,n) > n'*e
X=X1...X%n, |X| =nc(i) + x

procesor je zivy v kroku t ak

— piSe vystup, alebo
— zapisal nie¢o v kroku t' > t, €o neskor t”/ > t’ preéita v tom case t” Zivy procesor

vstup je uzito€ny, ak je v t itany procesorom, ktory je v tom Case Zivy

< pocet uzito&nych vstupov, resp. zivych procesorov je nanajvys 27
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Pouzitie metédy nestlacitel nosti Dolny odhad pre PRAM

USEFUL - uzito¢né vstupy
ALIVE - {(P(i),t;) : pi je zivy az do &asu t; > 0}
T < (¢/2)logn = 27 < n = existuje kus vstupu x;,, ktory nie je uzitocny

rekonstrukcia x

m pomocou A, ALIVE, USEFUL zrekonstruujeme > x;
27 (log P)(log T) < n“/?(d log n)(log log n) < n®/2

m pomocou A, selfdelimiting indexu ip a zretazenia x;, i # ip zrekonstruujeme zo » . x;
prvok x;, n'*te —n 4+ 2logn+1

m v spravnom poradi zapiseme x;

C(x) < n"™ —n"+2logn+n°/2+ O(1)< n***

SPOR s C(x|A, T, P,n) > n'*e
O
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Pouzitie metédy nestlacitel nosti informacna vzdialenost a hranové farbenie grafov

Cag(x <> y)=min{|p| : A(p,y) = x, B(p,x) = y} informacna vzdialenost
m Cag(x <+ y) = max{C(x]y), C(y[x)} + O(logmax{C(xly), C(y[x)})

Dékaz pomocou online farbenia grafov (susediace hrany maja réznu farbu)

hra AaB

A generuje hrany pri zachovani d(G) < d

B urluje farby
greedy - najmensia mozna farba ~» 2d — 1 farieb staci
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Pouzitie metédy nestlacitel nosti informacna vzdialenost a hranové farbenie grafov

konstrukcia grafu Gy pre k = max{C(x|y), C(y|x)}

vrcholy binarne retazce dizky max k
hrany (x,y) € E < (C(x]y) < kA Cy|x) < k)

pocet hran, d(Gy) < 2K*1 — 1, pocet farieb < 2%+2 — 3

algoritmus T: wvstup k, vystup: postupnost hran grafu G a ich farieb

algoritmus A
® pozna y, vstup ki
m simulacia T(k), vystup x :< (x,y),i > vo vystupe T

(x < y)< Caa(x < y) < |ki|=2logk +1+ k
= O(logmax{C(xly), C(y[x)} + max{C(x]y), C(y[x)})
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