
PRAM

• globálnu pamä´ tvorí M buniek

• kaºdý pro
esor má lokálnu pamä´ malej/resp. kon²tantnej ve©kosti

• paralelné syn
hronizované kroky sú "trojkroky"� read z globálnej pamäte� lokálny výpo£et� zápis do globálnej pamäte

• rie²enie kon�iktov nepripú²´a sú£asný zápis - EREW, CREW

• polynomiálny po£et pro
esorov a polylog £as; NC a RNC

RNC existuje PRAM A taký, ºe ∀x ∈ Σ∗

• x ∈ L⇒ Pr[A(x) je ak
eptuj] ≥ 1/2
• x /∈ L⇒ Pr[A(x) je ak
eptuj] = 0
• polynomiálny po£et pro
esorov

• polylogaritmi
ký £as
ZNC

• algoritmus nerobí 
hybu
• polynomiálny po£et pro
esorov
• o£akávaný £as je polylogaritmi
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pravdepodobnostný PQSvstup: Pi je i-ty pro
esor

• náhodne pivot z {1, . . . , n}
• kaºdý Pi si ur£í vz´ah k pivotu

• j je rank pivota;ak j /∈ [n/4, 3n/4] � krok je 
hybný a treba ho opakova´inak pivot sa presunie do Pj //j ∈ [n/4, 3n/4]

• men²ie prvky sa presunú do Pi, i < j

• vä£²ie prvky sa presunú do Pi, i > j

• rekurzívne sa utriedi P1 . . . Pj−1 a Pj+1 . . . Pn

£as O((log n) · (log n))
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BoxSort� náhodne √n splitrov z mnoºiny n vstupov� triedenie splitrov v O(log n) kroko
h� vloºenie ostatný
h prvkov pomedzi splitre v O(log n) kroko
h� ak je po£et prvkov v jednom boxe > log n, rekurzia v boxeinak LogSort m prvkov pomo
ou m pro
esorov v O(m) kroko
h
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SEL(ℓ+1, u, S) //Pℓ+1 zvolí náhodne jeden z k©ú£ov Kℓ+1, . . . , Ku a uloºí do S1. náhodne zvolí 2⌈log(u− ℓ)⌉ bitov  £íslo N2. m← N mod (u− ℓ) = N − (u− ℓ)( N
⌊u−ℓ⌋)3. Sℓ+1← Kℓ+1+m

lema(SEL)Ne
h u− ℓ ≥ 2, Q ⊆ Kℓ+1, . . . , Ku. Pravdepodobnos´, ºe SEL(ℓ+1,u,S) zvolí prvokz Q je aspo¬

|Q|
(u− ℓ + 2)

x = 22⌈log(u−ℓ)⌉

# prvkov z N s indexom v Q je aspo¬ |Q| · ⌊x/(u− ℓ)⌋

|Q| · ⌊x/(u− ℓ)⌋
x

≥ |Q| ·
(

1

u− ℓ
− 1

x

)

≥ |Q| ·
(

1

u− ℓ
− 1

(u− ℓ)2

)

≥ |Q|
u− ℓ + 2//z ≥ 2 1/z − 1/z2 ≥ 1/(z + 2)paralelné algoritmy/k BoxSortu 4



ALLSUM(ℓ+1, u, C,D) //Pi po£íta ∑i
j=ℓ+1

Cj1. [Pi| ℓ + 1 ≥ i ≥ u] Fi ← Ci, Hi ← ℓ,Di ← 02. for k = 1, . . . , ⌊log(u− ℓ)⌋ do

[Pℓ+2k·i|1 ≤ i ≤ ⌊(u− ℓ)/2k⌋] Fℓ+2k·i ← Fℓ+2k·i + Fℓ+2k·i−2k−1!! ℓ + 1 ≤ j ≤ u : j = ℓ + 2k · i, i nepárne  Fj =

2k
∑

p=1

Cℓ+2k·(i−1)+p3. [Pi | ℓ + 1 ≤ i ≤ u]for k = ⌊log(u− ℓ)⌋, . . . , 0 doif Hi + 2k ≤ i then Hi← Hi + 2k; Di ← Di + FHis£ítanie binárnym stromom v logaritmi
kom £ase1 2 3 4 5 6 7 81 1+2 3 3+4 5 5+6 7 7+81 1+2 3 1+2+3+4 5 5+6 7 5+6+7+81 1+2 3 1+2+3+4 5 5+6 7 1+2+3+4+5+6+7+81 1+2 1+2+3 1+. . . +4 1+. . . +5 1+. . . +6 1+. . . +7 1+2+3+4+5+6+7+8paralelné algoritmy/k BoxSortu 5



PPSORT(ℓ+1,u)� triedi Box Kℓ+1, . . . ,Ku pomo
ou pro
esorov Pℓ+1, . . . , Pu� L, U sú globálne, udrºiavajú dolnú a hornú hrani
u príslu²ného boxu//PPSORT(1,n), L=1,U=n� dodato£né globálne polia S,C,D,Gj

1. ak je ve©kos´ boxu nanajvý² log n, utrie¤ lineárnym algoritmom a skon£i2. [Pi | ℓ + 1 ≤ i ≤ u] w ← ⌊
√

u− ℓ⌋, v ← ⌊u−ℓ
w ⌋, z ← 22⌊log w⌋+2

3. � náhodne Y ⊆ {Kℓ+1, . . . ,Ku}, |Y | = w (0 ≤ j < w : SEL(ℓ + jv + 1, ℓ + (j + 1)v, S))� utriedime(nastavíme 0/1 pre porovnanie splitrov a v kvadrati
kom po£te w2 pro
esorov pre 0 ≤ i < wpomo
ou ALLSUM(ℓ + iv + 1, ℓ + (i + 1)v, C, D)utriedime); v Dℓ+iv+1 je rank Sℓ+iv+1 v Y� utriedené presunieme na za£iatok Boxu //Sℓ+1,...,Sℓ+w

je utriedené Y£as O(log(u− ℓ))
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PPSORT(ℓ+1,u) 
ont. - do ktorého boxu Bj patria jednotlivé Kℓ+1, . . . ,Ku?
B0 = {Ki | ℓ + 1 ≤ i ≤ u, Ki < Sℓ+1}
Bj = {Ki | ℓ + 1 ≤ i ≤ u, Sℓ+j < Ki < Sℓ+j+1}
Bw = {Ki | ℓ + 1 ≤ i ≤ u, Sℓ+w < Ki}

4. paralelne binárnym vyh©adávaním//Ci obsahuje index boxu, do ktorého patrí prvok Ki
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zistenie ve©kostí boxov a relatívneho poradia prvkov v ni
h...5. [Pi | ℓ + 1 ≤ i ≤ u] Di ← zCi z ← 22⌊logw⌋+26. ALLSUM(ℓ + 1, u, D,E)ke¤ po£ítame v báze z, koe�
ient αj,s v Es =
∑s

i=ℓ+1 Di =
∑w

j=0 αj,sz
j udávapo£et prvkov z boxu Bj7. [Pℓ+1+j | 0 ≤ j ≤ w] G1

ℓ+1+j ← αj,s = ⌊Eu/z
j⌋ − z⌊Eu/z

j+1⌋
G2

ℓ+1+j =
∑j

k=0 G1
ℓ+1+kALLSUM(ℓ + 1, ℓ + 1 + w,G1, G2) //z G1, G2 vieme po£ty prvkov v jednotlivý
h boxo
h8. [Pi | ℓ ≤ i ≤ u] G3

i ← αCi,i = ⌊Di/z
Ci⌋ − ⌊Di/z

Ci+1⌋if Ci = 0 then G4
i ← G3

i else G4
i ← G2

ℓ+Ci
+ G3

i

Kℓ+G4
i
← Ki9. [Pi | ℓ + 1 ≤ i ≤ u]if Ci > 0 then Lℓ+G4

i
← ℓ + 1 + G2

ℓ+Ci

Uℓ+G4
i
← ℓ + G2

ℓ+1+Ci10. PPSORT(ℓ + 1, ℓ + G2
ℓ+1) a ∀0 < j ≤ wPPSORT(ℓ + 1 + G2

ℓ+j, ℓ + G2
ℓ+j+1)paralelné algoritmy/k BoxSortu 8



analýza £asu priebeh algoritmu strom:� vr
hol je box� synovia boxy, ktoré vznikli rozdelením pod©a náhodne vybratý
h splitrov� v listo
h sú boxy ve©kosti < log n� váha hrany = £as spotrebovaný na pre
hod od ot
a k synovi;� váha hrany = logaritmus ve©kosti ot
ovského boxu


h
eme sú£et logaritmov ve©kostí boxov na 
este z kore¬a do listu je s ve©kou pravde-podobnos´ou O(log n)

veta ∀n existuje pravdepodobnostný n-pro
esorový PRAM, ktorý triedi n k©ú£ov , pri-£om spraví nanajvý² α log n krokov s pravdepodobnos´ou aspo¬ 1−exp(−Ω((log n)4))

paralelné algoritmy/analyza BoxSort 9



fakt ∀x ≥ 1� ⌊√x⌋ ≤ ⌊x/⌊√x⌋⌋ ≤ ⌊√x⌋ + 2� 0 ≤ x− ⌊√x⌋ · ⌊x/⌊√x⌋⌋ < ⌊√x⌋Box B = Kℓ+1,...,u, w = ⌊
√

u− ℓ⌋, v = ⌊u−ℓ
w ⌋, B0, . . . , Bw,bj = |Bj| pre 0 ≤ j ≤ w.lema(pokles) Ak u− ℓ ≥ 16 potom ∀β ≥ 0

Pr[∃j : bj ≥ 2β] ≤ (u− ℓ)exp

(

1− β√
u− ℓ

)

krok 2 � splitre ako náhodné prvky v postupnostia
h Γ0, . . . , Γw−1 ve©kosti v, Γwve©kosti (u− ℓ)− vw ≤
√

u− ℓ, Γ sú splitre
2β - d¨ºka súvislej podpostupnosti ∆ utriedeného boxu
βi � |Γi ∩∆|; ∑w

i=0 βi = 2β, βw < w;
→֒ Pr[Γ ∩∆ = ∅] ≤ maxβ0,...,βw

∑w−1
i=0

(

1− βi
v+2

)lema(SEL) Ne
h u− ℓ ≥ 2, Q ⊆ Kℓ+1, . . . , Ku. Pravdepodobnos´, ºe SEL(ℓ+1,u,S)zvolí prvok z Q je aspo¬ |Q|
(u− ℓ + 2)paralelné algoritmy/analyza BoxSort 10



Pr[Γ ∩∆ = ∅] ≤ maxβ0,...,βw

∑w−1
i=0

(

1− βi
v+2

) //zlogaritmujme
maxβ0,...,βw

w−1
∑

i=0

ln

(

1− βi

v + 2

)

≤ max
β0,...,βw

w−1
∑

i=0

(

− βi

v + 2

)

≤ maxβ0,...,βw− 2β
v+2 + βw

v+2 ≤ −
2β√

u−ℓ+4
+ 1

≤ 1− β√
u−ℓpreto

Pr[∃j : bj > 2β]

≤ Pr[∃∆ : |∆| = 2β, ∆ ∩ Γ = ∅] ≤
∑

∆,|∆|=2β

Pr[∆ ∩ Γ = ∅]

≤ (u− ℓ) · exp
(

1− β√
u−ℓ

)

�

→֒ s ve©kou pravdepodobnos´ou sú v²etky synovské boxy podstatne men²ie ako ote
paralelné algoritmy/analyza BoxSort 11



Rekurzia za£ína s intervalom I = [1, n]

• γ : 1/2 < γ < 1
• d : 1 < d < 1/γ
• ∀k, 0 ≤ k < M := ⌈ log log n−log log log n

log(1/γ) ⌉ de�nujeme
τk = dk

ρk = nγk

Ik = [ρk+1, ρk]

log log n− log log log n

log(1/γ)
− 1 ≤M − 1 ≤ log log n− log log log n

log(1/γ)

→֒ τk−1 < τk, ρk−1 > ρk

→֒ 1
d

(

log n
log log n

)log d/ log(1/γ)

≤ τM−1 ≤
(

log n
log log n

)log d/ log(1/γ)

→֒ ρM−1 ≥ log n, I0 = (nγ, n), (1, log n) ⊂ IM−1

paralelné algoritmy/analyza BoxSort 12



box B  α(B) = k ak |B| ∈ Ik£as na split boxu B úmerný O(log(ρα(|B|))) s(B) je ten £as
esta ξ z kore¬a do listu, ξ = (B1, . . . , Bt) 
h
eme∑t
j=1 log ρα(Bj)

udalos´ Eξ platí, ak sa v α(B1), . . . , α(Bt) ºiadna hodnota k nevyskytuje via
 ako

τk-krát // 1 ≤ k ≤ c log log nudalos´ Eξ platí ⇒ £as na 
este ξ, je nanajvý²
O

(

log n +

∞
∑

k=1

τkγ
k log n

)

= O(log n)// τk=dk, γ · d < 1, log n
∑∞

k=1 τkγ
k=log n

∑∞
k=1(dγ)k=O(log n)

Aká je pravdepodobnos´, ºe udalos´ Eξ platí?
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lema Existuje β > 1 tak, ºe Eξ platí s pravdepodobnos´ou aspo¬ 1− exp(− logβ n)

• ohrani£íme pravdepodobnos´, ºe α(Bj+1) = α(Bj)

• spo£ítame pravdepodobnos´, ºe pre konkrétne k sa toto k vyskytuje v postupnosti

α(B1), . . . , α(Bt) aspo¬ τk krát

• spo£ítame pravdepodobnos´, ºe pre 1 ≤ k ≤ c log log n sa k vyskytuje v postup-nosti α(B1), . . . , α(Bt) aspo¬ τk krát
po£et 
iest ξ(resp. listov) ≤ nveta Existuje kon²tanta b > 0 tak, ºe s pravdepodobnos´ou aspo¬ 1 − exp(− logb n)skon£í algoritmus BoxSort v O(log n) kroko
h.

paralelné algoritmy/analyza BoxSort 14



z lemy(pokles)

Pr[α(Bj+1) = α(Bj) | α(Bj) = λ]

≤ |Bj| · exp

(

1− |Bj+1|
2

1√
|Bj |

)

≤ ρλexp
(

1− 1
2
ρλ+1√

ρλ

)

|Bj| ≤ ρλ, |Bj+1| ≥ ρλ+1

= exp

(

1 + ln(nγλ
)− 1

2
nγλ+1

nγλ/2

)

= exp

(

1 + γλ ln n− 1
2

nγλ+1

(nγλ+1
)1/2γ

)

≤ exp

(

−1
3

(

nγλ+1
)1−1/2γ

)

nγλ ≥ log n, 1/2γ < 1

Preto

Pr[α(Bj+τ) = α(Bj+τ−1) = · · · = α(Bj) | α(Bj) = λ]

=
∏j+τ

ℓ=j+1 Pr[α(Bℓ) = α(Bℓ−1) | α(Bℓ−1) = · · · = α(Bj) = λ]

≤ exp

(

−τ
3

(

nγλ+1
)1−1/2γ

)
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Pr[∃0 ≤ k ≤M : α(B1), . . . , α(Bt−1) obsahuje k > τk krát]
≤

M−1
∑

k=0

t−τk
∑

j=1

Pr[α(Bj+τk) = · · · = α(Bj) = k]

=
∑

k

∑

j

Pr[α(Bj+τk) = · · · = α(Bj) | α(Bj) = k] · Pr[α(Bj) = k]

≤
∑

k

n

log n
exp

(

−τk

3

(

nγk+1
)1−1/2γ

)

t ≤ n/ log n

k < M

(τk/3)(nγk+1
)(1−1/2γ)

(τk−1/3)(nγk)1−1/2γ
= d(nγk+1−γk

)(1−1/2γ) = d(nγk
)(γ−1)(1−1/2γ) ≤ d(log n)ǫ,

() je klesajú
a v k
∑

k
n

log n
exp

(

−τk
3
(nγk+1

)1−1/2γ
)

≤ n exp
(

−τM−1
3

(nγM−1
)γ−1/2

)

≤ n exp

(

− 1
3d

(

log n
log log n

)log d/ log(1/γ)

(log n)γ−1/2

)

≤ n exp
(

− 1
3d(log n)(log d/ log(1/γ))+γ−1/2(log log n)− log d/ log(1/γ)

)
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Máme menej ako n 
iest z kore¬a do listu, preto pravdepodobnos´, ºe Eξ neplatí, jenanajvý²

1− n2exp

(

− 1

3d
(log n)(log d/ log(1/γ))+γ−1/2(log log n)− log d/ log(1/γ)

)

pre γ = 5/6, d = 1.19 platí, ºe log d/ log(1/γ) + γ − 1/2 > 1.28

1− exp

(

2 ln n− 1

3d
(log n)1.28(log log n)−1

)

≤ 1− exp
(

−Ω((log n)4)
)
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