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Kapitola 1ÚvodPojem "náhoda/náhodný"(randomness) je ve©mi diskutovaný. Jednou zo základ-ný
h otázok je otázka, £i náhoda naozaj existuje alebo £i tento pojem pouºívamena modelovanie javov, ktoré sa vyskytujú nepravidelne/nepredvídate©ne (unknownlawfulness).Demokritos náhoda je neznámo, príroda je ur£ená zákonmi/zákonitos´ami.Epikuros náhoda objektívne existuje, je to prirodzená vlastnos´ objektovdo 20teho storo£ia sa svet vnímal deterministi
ky, náhoda sa spájala s 
haosoma neistotou, stra
hom; existen
ia náhodný
h udalostí sa nepripú²´ala. AjEinstein vinil náhodnos´ z nedostatku vedomostí, prepokladal, ºe kaºdý prav-depodobnostný model fyzikálnej reality by sa dal nahradi´, keby sme maliadekvátne vedomosti.dnes experimentálna fyzika potvrdila teóriu kvantovej me
haniky, evolu£ná bioló-gia po£íta s náhodnými mutá
iami ako hybnou silou evolú
ie,...Alfred Rényi náhoda a poriadok si neprotire£ia; via
menej m�ºu plati´ sú£asne.Náhoda kontroluje svet a v¤aka tomu panuje vo svete poriadok a zákony, ktorésa dajú vyjadri´ mnoºstvom/meraním náhodný
h udalostí, ktoré vyplývajú zozákonov teórie pravdepodobnosti.Zdá sa, ºe príroda vºdy pouºíva najefektívnej²í a najjednodu
h²í sp�sob na dosia-hnutie 
ie©a a ºe náhoda je prirodzeným kon
eptom jej stratégie. V praxi mámeve©a pravdepodobnostný
h algoritmov, ktoré sú efektívne a ktorý
h spo©ahlivos´ jevysoká, zatia©£o nepoznáme ºiadne deterministi
ké algoritmy, ktorý
h efektívnos´by bola zrovnate©ná. Existujú dokon
a prípady, ke¤ adekvátny deterministi
ký al-goritmus svojou zloºitos´ou presahuje moºnosti vesmíru. Do
hádza preto k posunupojmu zvládnute©ný
h/prakti
ky rie²eite©ný
h (tra
table) problémov od determi-nisti
kého polynomiálneho £asu k pravdepodobnostnému polynomiálnemu £asu.Treba rozli²ova´ neviem ↔ nedá sa� To, ºe neviem nejaký problém rie²i´ lep²ie znamená, ºe momentálne nemámelep²í algoritmus. Nehovorí to ni£ o tom, £i lep²í v prin
ípe m�ºe existova´.� Naproti tomu tvrdenie, ºe sa nie£o nedá lep²ie rie²i´ v sebe zah¯¬a existen
iud�kazu, ºe to lep²ie nejde.Formálne sú problémy v NPÚ1 také, ktoré nevieme rie²i´ deterministi
kými poly-nomiálnymi algoritmami. Napriek tomu to v praxi znamená, ºe k nim pristupujeme1NPU ozna£uje triedu NP-úplný
h problémov. Vieme, ºe ak P 6= NP , £o sa prijíma takmerako axioma, NPU ⊂ NP − P . 5



6 KAPITOLA 1. ÚVODtak, akoby sa rie²i´ lep²ie nedali.Randomizá
ia sa stala ²tandardným prístupom v návrhu algoritmov. Takéto al-goritmy sú zaujímavé hlavne kv�li svojej efektívnosti a jednodu
hosti; platíme zato stratou stoper
entnej spo©ahlivosti - rie²enie s malou pravdepodobnos´ou nie jekorektné, resp. ho nedostaneme.sto
hasti
ké ↔ pravdepodobnostnépravdepodobnostné sú silnej²ie; na kaºdom vstupe sú s ve©kou pravdepodobnos´ouspo©ahlivéK©ú£ovým pojmom pre tvorbu a po
hopenie pravdepodobnostný
h algoritmov jepojem náhody. Vä£²inou máme tenden
iu poveda´, ºe je to udalos´, ktorú/ktorejvýsledok nevieme predpoveda´. V tejto súvislosti je dobré si uvedomi´, ºe hádzanieko
kou ani to£enie ruletou vlastne náhodnými nie sú - platia tam fyzikálne zákony,takºe by sa prin
ipiálne dalo vypo£íta´, £o padne.1.1 Príklad � AB
?
= CUvaºujme tri ²tvor
ové mati
e A, B, C typu n× n. Zaujíma nás, £i platí rovnos´

AB
?
= CDeterministi
ký algoritmus zaloºený na Strassenovom násobení matí
 je zloºitos-ti O(nlog2 7). Ukáºeme, ºe pravdepodobnostný algoritmus m�ºe by´ efektívnej²í.Zaloºený je na uvedomení si jednodu
hého faktu: ak AB = C tak pre ©ubovo©nývektor x platí ABx = Cx. Alebo aj: ak existuje vektor x, pre ktorý ABx 6= Cx,tak AB 6= C.Algoritmus 1 � Test AB=C1: náhodne vyber x ∈ {0, 1}n2: if A(Bx) 6= Cx then return "ur£ite AB 6= C"3: else return "asi AB = C"�asová zloºitos´ � v¤aka aso
iativite násobenia (pri existen
ii dobrého generátoranáhodný
h £ísel) sme zloºitos´ zníºili na O(n2).Chyba � 
hyby sa dopustíme v tom prípade, ak AB 6= C a pritom pre náhodnezvolený vektor x platí ABx = Cx. Odhadnime pravdepodobnos´ toho, ºe sa takstane.Lema 1.1 Ne
h AB 6= C, x ∈ {0, 1}n. Potom Pr[ABx = Cx] ≤ 1/2D�kaz: Ak AB 6= C, potom AB − C 6= 0. Existujú teda indexy i, j tak, ºe

(AB−C)[i, j] 6= 0. Ne
h (a1, . . . , an) ozna£uje i−ty riadok mati
e AB−C. Potom
Pr[(AB − C)x = 0] ≤ Pr [

∑n
k=1 akxk = 0]

= Pr[xj = −1
aj

∑
k 6=j akxk] ≤ 1/2Vyuºili sme, ºe aj 6= 0 a Pr[xi = 0] = Pr[xi = 1] = 1/2Ak algoritmus skon£í s odpove¤ou "asi", m�ºme ho zopakova´. Pri k−násobnomzopakovaní sa £asová zloºitos´ zvý²i o multiplikatívny
h k. Pritom k− násobné



1.2. PRÍKLAD � PRAVDEPODOBNOSTNÝ KOMUNIKA�NÝ PROTOKOL7zopakovanie algoritmu � k−násobné získanie odpovede "asi" � znamená 
hybunanajvý² 1/2k.
2Uvedený algoritmus je rý
hly, jedným smerom � AB 6= C � hovorí korektne,
hyby sa m�ºe dopusti´ len pri odpovedi "asi AB = C". Takýto typ algoritmu savolá Monte Carlo.1.2 Príklad � Pravdepodobnostný komunika£ný pro-tokolMajme dva vzdialené po£íta£e RI a RII, kaºdý z ni
h udrºiava "databázu údajov", £oje pre nás binárny re´aze
(resp. v prípade potreby binárne £íslo) X = x1x2 . . . xn,resp. Y = y1y2 . . . yn. Ch
eme vedie´, £i sú tieto "databázy" totoºné, pri£om sasnaºíme o minimalizá
iu komuniká
ie medzi po£íta£mi.Ak 
h
eme problém rie²i´ deterministi
ky, lep²ie ako poslanie 
elej informá
ie jed-ného po£íta£a tomu druhému v prin
ípe nenájdeme. Dá sa to aj ( napr. pomo
ouKolmogorovskej alebo komunika£nej zloºitosti ) dokáza´.Jednodu
hý pravdepodobnostný algoritmus vyuºíva zvy²ky po delení prvo£íslom �ak sú dva £ísla X, Y rovnaké, potom sú rovnaké aj i
h zvy²ky po delení ©ubovo©ným(prvo)£íslom. Pre náhodne zvolené prvo£íslo p si po£íta£e RI a RII porovnajú zvy²ky

X mod p a Y mod p. Ak sú zvy²ky r�zne, £ísla X, Y ur£ite nie sú rovnaké. Ak súv²ak X, Y r�zne, m�ºe sa sta´, ºe sa napriek tomu zvy²ky rovnajú. Ukáºeme, ºepravdepodobnos´ takejto situá
ie je malá, nanajvý² 1/2.Algoritmus 2 � Test X=YRI:1: náhodne vyber prvo£íslo p z mnoºiny {2, . . . , n2};
⊲ ke¤ºe sa v tomto intervale na
hádza ∼ n2/ lnn2 prvo£ísel, sta£í na

⊲ reprezentá
iu náhodného prvo£ísla ⌈log2 n2⌉ ≤ 2 · ⌈log2 n⌉ bitov2: s← X mod p3: po²li s druhému po£íta£u RII
⊲ d¨ºka správy je nanajvý² 4 · ⌈log2 n⌉ bitovRII:1: s′ ← Y mod p2: if s = s′ then databázy prehlásime za rovnaké3: else databázy prehlásime za r�znePri n = 1016 je po£et prekomunikovaný
h bitov nanajvý² 4 · 16⌈log2 10⌉ = 256.Túto krátku správu zrejme dokáºeme bezpe£ne prekomunikova´.A teraz sa zamyslime nad korektnos´ou algoritmu. Je zrejmé, ºe negatívna odpo-ve¤ je vºdy pravdivá. Ostáva spo£íta´, s akou pravdepodobnos´ou sme sa dopustili
hyby v prípade pozitívnej odpovede.

x 6= y, databázy sme prehlásili za rovnaké Nesprávnu odpove¤ dostaneme vprípade, ak pre náhodne zvolené prvo£íslo p platí
z = X mod p = Y mod p

X = x · p + z, Y = y · p + z =⇒ ∆ = X − Y = (x− y) · p



8 KAPITOLA 1. ÚVODTakºe "zlé" je také prvo£íslo p, ktoré delí £íslo ∆ = X−Y < 2n. Po£et poten
iálne"zlý
h" prvo£ísel odhadneme pomo
ou faktorizá
ie £ísla ∆

∆ = pi1
1 . . . pik

kkde p1 < p2 < . . . < pk sú tie prvo£ísla, pre ktoré ij 6= 0. Platí
2n > ∆ = pi1

1 . . . pik

k ≥ p1p2 . . . pk > 1 · 2 · 3 · · · · · k = k!a preto pre po£et k zlý
h prvo£ísel máme k ≤ n−1. Ke¤ºe pravdepodobnos´ výberukonkrétneho prvo£ísla je pre v²etky prvo£ísla v sledovanom intervale rovnaká, jepravdepodobnos´ výberu "zlého" prvo£ísla, ktoré delí ∆, nanajvý²
n− 1

Prim(n2)
(1.1)kde Prim(n2) ozna£uje po£et prvo£ísel nanajvý² ve©kosti n2. Predstavu o hodnote

Prim(m) dáva Lema 1.2, ktorú uvádzame bez d�kazu.Prim(m) Lema 1.2 Ne
h Prim(m) ozna£uje po£et prvo£ísel v mnoºine {2, . . . , m}. Potom
lim

m→∞
Prim(m)

m/ lnm
= 1 Prim(m) >

m

lnm
, m > 67Spojením ( 1.1 ) a Lemy 1.2 dostávame, ºe pravdepodobnos´ 
hybnej odpovede je

n− 1

Prim(n2)
≤ n− 1

n2/ lnn2
≤ 2 lnn

n£o pre n = 1016 dáva hodnotu nanajvý² 0, 36892 · 10−14.Pravdepodobnos´ 
hybnej odpovede m�ºme zníºi´ jednodu
hým zásahom do algo-ritmu - algoritmus nieko©kokrát nezávisle zopakujeme. Namiesto jedného prvo£ísla
p zvolíme nezávisle nieko©ko prvo£ísel p1, . . . , pk. Potom nesprávnu odpove¤ získa-me len vtedy, ak pre kaºdé i bude pi deli´ rozdiel X − Y . O 
hybe potom zrejmeplatí

(
n− 1

Prim(n2)

)k

≤
(

lnn2

n

)k

=
2k · (lnn)k

nkPre n = 1016 a k = 10 máme pravdepodobnos´ 
hyby nanajvý² 0.4717 · 10−141.Pritom d¨ºka prekomunikovanej postupnosti sa zmenila o multiplikatívnu kon²tantu
k (v na²om prípade desa´násobne).Cvi£enie 1.1 Pravdepodobnos´ 
hyby ná²ho algoritmu by sme mohli zníºi´ aj inýmprístupom � zmeníme protokol tak, ºe nebudeme náhodne vybera´ prvo£íslo z in-tervalu [2, n2], ale z intervalu [2, nr]. Odvo¤te d¨ºku prekomunikovaného re´az
a apravdepodobnos´ 
hyby takto modi�kovaného algoritmu pre r ≥ 2.Cvi£enie 1.2 Ne
h δ > 1. Navrhnite pravdepodobnostný protokol na porovnaniedvo
h databáz ve©kosti n, ktorý pra
uje s pravdepodobnos´ou 
hyby nanajvý² 1/δ.Cvi£enie 1.3 Porovnajte prístupy z 
vi£enie 1.1 a 1.2. Ktorý je efektívnej²í z h©a-diska d¨ºky prekomunikovanej postupnosti? Je lep²ie zvoli´ via
ero krátky
h prvo£íselalebo jedno dlhé?



1.3. PRÍKLAD � EXISTUJE TAKÉ J, �E XJ = YJ? 91.3 Príklad � Existuje také j, ºe xj = yj?Tentokrát si na²e vzdialené po£íta£e udrºiavajú postupnos´, povedzme 10, re´az
ovRI x1, . . . , x10 xi ∈ {0, 1}nRII y1, . . . , y10 yi ∈ {0, 1}nZaujíma nás, £i existuje taký index j, aby xj = yj. Opä´ sa dá dokáza´, ºe de-terministi
ký protokol vyºaduje prekomunikovanie informá
ie ve©kosti 10n. Pritompravdepodobnostnému algoritmu, opä´ vyuºívajú
emu zvy²ky po delení prvo£íslom,sta£í prekomunikova´ menej.Ná²mu algoritmu dovolíme, aby v situá
ii, ke¤ si svojou odpove¤ou nie je istý,povedal "neviem". Vyºadujeme v²ak, aby to nerobil príli² £asto. Takému typualgoritmov hovoríme Las Vegas.Algoritmus 3 � Existuje j, xj = yj?RI:1: náhodne zvo© 10 prvo£ísel p1, . . . , p102: si ← xi mod pi3: po²li p1, . . . , p10, s1, . . . , s10 po£íta£u RIIRII:1: s′i ← yi mod pi2: if si 6= s′i pre v²etky i then return "nie"3: else ne
h j je minimálne také, ºe sj = s′j4: po²li po£íta£u RI j, yjRI:1: if xj = yj then odpove¤ je "áno"2: else odpove¤ je "neviem"�ahko vidno, ºe po£íta£e prekomunikovali 20(2⌈logn⌉) + log 10 + n bitov.Chyba � analýzu algoritmu rozdelíme na dva prípady pod©a toho, £i h©adaný in-dex j existuje alebo nie.
∀i xi 6= yi

Za£nime prípadom, ke¤ korektná odpove¤ algoritmu má by´ "nie". Uº vieme, ºenapriek tomu, ºe £ísla X, Y d¨ºky n sú r�zne, s pravdepodobnos´ou nanajvý² 2 ln n
nsa m�ºe sta´, ºe pre náhodne zvolené prvo£íslo p ≤ n2 platí X mod p = Y mod p.My volíme náhodne 10 prvo£ísel, preto s pravdepodobnos´ou (1− 2 lnn

n

)10 sa tonestane pre ºiadne z ni
h; vtedy RII bez ¤al²ej komuniká
ie s RI korektne odpovie"nie". Pre pravdepodobnos´ Pr korektnej odpovede (v prípade xi 6= yi ∀i) pretoplatí
Pr ≥

(
1− 2 ln n

n

)10
=

∑10
i=0−1i

(
10
i

) (
2 ln n

n

)i

= 1 +
∑5

i=1

(
10
2i

) (
2 ln n

n

)2i −∑4
i=0

(
10

2i+1

) (
2 lnn

n

)2i+1

= 1−
(
10
1

)
2 ln n

n +
(
10
10

) (
2 ln n

n

)10
+

+
∑4

i=1

[(
10

2i

)(
2 lnn

n

)2i

−
(

10

2i + 1

)(
2 lnn

n

)2i+1
]

︸ ︷︷ ︸
≥0

≥ 1− 20 ln n
n ≥ 1/2



10 KAPITOLA 1. ÚVOD
∃j xj = yj

Ne
h j je najmen²ie také, ºe xj = yj . Ozna£me Ej udalos´, ke¤ j je najmen²ietaké, ºe xj mod pj = yj mod pj; inými slovami, RII po²le RI index j a re´aze
 yj .
• ak j = 1, RI úspe²ne overí, ºe x1 = y1 a korektne odpovie
• ak j > 1, je nenulová pravdepodobnos´, ºe xj 6= yj . Pravdepodobnos´ korekt-nej odpovede je rovná pravdepodobnosti udalosti Ej , £o je aspo¬

(
1− 2 lnn

n

)j−1

≥ 1− 2(j − 1) lnn

n
≥ 1− 18 lnn

n
≥ 1/2, pre n ≥ 189Nezávisle od toho, £i h©adaný index existuje alebo nie, dá algoritmus s pravdepo-dobnos´ou aspo¬ 1/2 korektnú odpove¤, v ostatný
h prípado
h povie "neviem".



Kapitola 2Klasi�ká
ia náhodou riadený
halgoritmov2.1 Pod©a umiestnenia pravdepodobnostiJeden z moºný
h poh©adov na klasi�ká
iu pravdepodobnostný
h algoritmov je ten,ke¤ si v²ímame umiestnenie pravdepodobnosti v ni
h.I. modelom pravdepodobnostného algoritmu je pravdepodobnostné rozdelenienad mnoºinou deterministi
ký
h stratégiíII. pravdepodobnostný algoritmus modelujeme nedeterministi
kým algoritmoms pravdepodobnostným rozdelením nad nedeterministi
kými vo©bami2.1.1 I. modelPravdepodobnostný algoritmus vnímame ako pravdepodobnostné rozdelenie Probnad kone£nou mnoºinou deterministi
ký
h stratégií {A1, . . . , Am}.
• Pre vstup w náhodne zvolíme i a realizujeme výpo£et Ci = Ai(w), ktorého £a-sová zloºitos´ je T ime(Ci); náhodná vo©ba i odpovedá pravdepodobnostnémurozdeleniu Prob.
• Pravdepodobnostný priestor, v ktorom sa hýbeme, je (SA,v, P rob), kde

SA,w = {C1, . . . , Cm}.�as je vlastne náhodná premenná.
Z : SA,w → N

Z(Ci) = T ime(Ci)

ExpTimeA(w) =
∑m

i=1 Prob[Ci] · Z(Ci)=∑m
i=1 Prob[Ci] · T ime(Ci)

ExpTimeA(n) = max|w|=n{ExpT imeA(w)}

TimeA(n) = maxi,|w|=n{T ime(Ai(w))}

X(Ci) =

{
1, ak výpo£et Ci dáva korektnú odpove¤;
0, inakOproti deterministi
kým algoritmom pribúda pojem o£akávaná zloºitos´/o£akávanýprípad, ktorý v sebe zah¯¬a v²etky moºné výpo£ty na jednotlivý
h slová
h.11



12 KAPITOLA 2. KLASIFIKÁCIA NÁHODOU RIADENÝCH ALGORITMOVPravdepodobnos´ korektnosti
E[X] =

∑m
i=1 X(Ci) · Prob[Ci]

=
∑

X(Ci)=1 1 · Prob[Ci] +
∑

X(Ci)=0 0 · Prob[Ci]

= Prob[X = 1] = Prob[A po£íta korektný výstup]Pravdepodobnos´ 
hyby
ErrorA(w) = 1− E[X ]

ErrorA(n) = max|w|=n{ErrorA(w)}Príklad 2.1 Porovnanie "databáz"
• SR,(x,y) = {Cp | p ∈ Prim(n2)}
• rovnomerné rozdelenie
• X = Y ⇒ ºiadna 
hyba

X 6= Y ⇒ X(Cp) =

{
1, p je "dobré"
0, p je "zlé"

• Prob[Cp] = 1
Prim(n2)

• E[X ]=
∑

p∈Prim(n2) X(Cp) · Prob[Cp]

=
∑

p∈Prim(n2) X(Cp) · 1
Prim()n2 = 1

Prim(n2)

∑p je dobre X(Cp) ≥
≥ 1

Prim(n2) (Prim(n2)− (n− 1)) = 1− n−1
Prim(n2)

• ErrorR((x, y)) = 1− E[X ] ≤ n−1
Prim(n2) ≤ 2 ln n

nPríklad 2.2 (Max-Sat) Pre vstupnú formulu Φ(x1, . . . , xn) v KNF 
h
eme vy-po£íta´ také priradenie vstupn
h hodn�t α ∈ {0, 1}n, ktoré sp¨¬a maximálny po£etklauzúl.Ukáºeme, ºe náhodný vektor α sp¨¬a s ve©kou pravdepodobnos´ou "dos´" klauzúl.Preto nasledujú
i algoritmus RSAM má zmysel.Algoritmus 4 RSAMvstup: Φ = F1 ∧ F2 ∧ . . . ∧ Fm, Fi = (li,1 ∨ li,2 ∨ . . . ∨ li,k)1: náhodne α = (α1, . . . , αn) ∈ {0, 1}n
⊲ Pr(αj = 1) = Pr(αj = 0) = 1/22: return(α)Zaujíma nás kvalita uvedeného algoritmu. Zoberieme preto náhodnú premennú z,ktorá po£íta po£et splnený
h klauzúl, a vypo£ítame jej strednú hodnotu E[Z].

Zi(α) =

{
1, Fi(α) = 1
0, Fi(α) = 0

Z =

m∑

i=1

Zi

E[Z] = E

[
m∑

i=1

Zi

]
=

m∑

i=1

E[Zi]



2.1. POD�A UMIESTNENIA PRAVDEPODOBNOSTI 13K výpo£tu E[Z] odhadneme E[Zi]:
• Fi(α) = 0⇐⇒ ∀j li,j = 0

Pr[Fi(α) = 0] =
(

1
2

)k
= 1

2k

• E[Zi] = 1− 1
2k ; ke¤ºe formula má aspo¬ jeden literál, E[Zi] ≥ 1/2

• E[Z] =
∑m

i=1 E[Zi] ≥
∑m

i=1 1/2 = m
2Ke¤ºe vieme, ºe o£akávaný po£et klauzúl, ktoré náhodný vektor sp¨¬a, je aspo¬

m/2, m�ºme to vyuºi´ na jednodu
hé h©adanie vektora, ktorý sp¨¬a aspo¬ m/2klauzúl.Algoritmus 5 modif-RSAM1: náhodne α = (α1, . . . , αn) ∈ {0, 1}n2: r ← |{i | Fi(α) = 1}|3: if r ≥ m/2 then return(α)4: else goto 12.1.2 II. modelPri tomto type priradíme pravdepodobnos´ jednotlivým nedeterministi
kým vo©-bám. Príkladom je pravdepodobnostný Qui
ksort RQSAlgoritmus 6 RQS(A)vstup: A = {a1, . . . , an | ai ∈ (S, <)}1: if A = {a} then return a2: else b← random(A)3: A< = {a ∈ A | a < b}4: A> = {a ∈ A | a > b}5: return RQS(A<), b, RQS(A>)£as je po£et porovnaní
• vºdy extrém, potom O(n2)

• vºdy medián, potom O(n log n)

• rie²enie T (n) ≤ T (n/8)+T (7n/8)+n− 1 je tieº O(n log n); takéto rozdelenieje dos´ pravdepodobnéNe
h výstupom je s1 < s2 < . . . < sn. Pre i < j ozna£me
Xi,j(C) =

{
1, si sa v priebehu C porovnávalo s sj

0, si, sj sa v priebehu C neporovnávajú
T (C) =

∑n
i=1

∑
j>i Xi,j(C)

E[T ] = E
[∑n

i=1

∑
j>i Xi,j

]
=
∑n

i=1

∑
j>i E[Xi,j ]Ohrani£íme E[Xi,j ]

pi,j�pravdepodobnos´, ºe sa si, sj porovnávajú E[Xi,j = pi,j ]

s1 . . . si−1︸ ︷︷ ︸L si . . .︸ ︷︷ ︸M sj sj+1 . . . sn︸ ︷︷ ︸
R



14 KAPITOLA 2. KLASIFIKÁCIA NÁHODOU RIADENÝCH ALGORITMOV
si sa porovnáva s sj v taký
h výpo£to
h, ke¤ jeden z xi, xj je ako pivot zvolenýsk�r, ako ktorýko©vek z prvkov v M

pi,j =
|{si, sj}|
|M ∪ {si, sj}|

=
2

j − i− 1 + 2
=

2

j − i + 1

E[T] =

n∑

i=1

∑

j>i

pi,j =

n∑

i=1

∑

j>i

2

j − i + 1

=

n∑

i=1

n−i+1∑

k=2

2

k

= 2

n∑

i=1

n−i+1∑

k=1

1

k

≤ 2

n∑

i=1

H(n) = O(n lnn)

H(n) =
1

1︸︷︷︸
<1

+
1

2
+

1

3︸ ︷︷ ︸
<1

+
1

4
+

1

5
+

1

6
+

1

7︸ ︷︷ ︸
<1

+ · · ·+ 1
n lnn skupín so sú£tom < 12.2 Pod©a typu a ve©kosti 
hyby2.2.1 Las VegasOzna£me A(x) odpove¤ algoritmu A a F (x) korektnú odpove¤ na vstupe w.D1 De�ní
ia 2.1 Pravdepodobnostný algoritmus A je typu Las Vegas (LV) ke¤

Pr[A(x) = F (x)] = 1Pri tejto de�ní
ii nás zaujíma o£akávaná zloºitos´ ExpTime.D2 De�ní
ia 2.2 Pravdepodobnostný algoritmus A je typu Las Vegas (LV) ke¤ ∀x
• Pr[A(x) = F (x)] ≥ 1/2

• Pr[A(x) = ”?”] = 1− Pr[A(x) = F (x)] ≤ 1/2Kon²tanta 1/2 nie je podstatná, vyhovuje ©ubovo©né O < ε < 1. Zamyslime sa, akýje vz´ah medzi týmito dvomi de�ní
iami. Ukáºeme, ºe sú ekvivalentné.Lema 2.1 Ku kaºdému LV algoritmu A? v zmysle de�ní
ie 2.2 existuje ekvivalent-ný algoritmus A, ktorý je LV v zmysle de�ní
ie 2.1. Navy²e, ExpT imeA(n) =
O(ExpT imeA?

(n))



2.2. POD�A TYPU A VE�KOSTI CHYBY 15D�kaz: Samotná kon²truk
ia ekvivalentného A je priamo£iara�budeme opakova´výpo£et A? dovtedy, kým nedostaneme korektnú odpove¤.pravdepodobnos´ korektnej odpovede�o vieme poveda´ o pravdepodobnosti získaniakorektnej odpovede A, resp. dosiahnutia odpovede"?" algoritmu A?? Ne
h p je pravdepodobnos´korektnej odpovede algoritmu A?, p ≥ 1/2. Potompravdepodobnos´ toho, ºe po k opakovania
h behualgoritmu A? e²te stále nemáme korektnú odpove¤,je nanajvý² 1/2k. Preto Prob[A1(x) = F (x)] = 1£asJe zrejmé, ºe A m�ºe realizova´ nekone£né výpo£ty.Ukáºeme, ºe v o£akávanom prípade je situá
iaove©a lep²ia. Uspokojíme sa s horným odhadomna o£akávaný prípad, preto budeme bez ujmyna v²eobe
nosti predpoklada´, ºe kaºdý výpo£etalgoritmu A?, ktorý kon£í odpove¤ou ?, dosahujezloºitos´ najhor²ieho prípadu.V²imnime si výpo£ty, ktoré skon£ia v i-tom kole.
• Ne
h Seti = {C ∈ SA,w | (i− 1)T imeA?

< TimeA(C) ≤ iT imeA?
(w)}Zrejme SA,w = ∪S∞

i=0Seti, ∀i 6= j Seti ∩ Setj = ∅
• Aby výpo£et C mohol skon£i´ v i-tom kole, musí (i−1) k�l skon£i´ odpove¤ou"?". Pravdepodobnos´ odpovede "?" je nanajvý² 1/2, preto pravdepodobnos´,ºe výpo£et neskon£í po i− 1 kolá
h je nanajvý² ( 1

2

)i−1. Z toho dostávame
∑

C∈Seti

Prob[C] ≤ 1

2i−1

ExpT imeA(w) =
∑

C∈SA,w

T imeA(C) · Prob[C]

=

∞∑

i=1

∑

C∈Seti

T imeA(C) · Prob[C]

≤
∞∑

i=1

∑

C∈Seti

iT imeA?(w) · Prob[C]

=

∞∑

i=1

iT imeA?
(w) ·

∑

C∈Seti

Prob[C]

≤
∞∑

i=1

iT imeA?
(w)· 1

2i−1

= T imeA?
(w) ·

∞∑

i=1

i

2i−1

= T imeA?
(w) · 2 ·

∞∑

i=1

i

2i
= 4 · T imeA?

(w)

2Lema 2.2 Ku kaºdému LV algoritmu A v zmysle de�ní
ie 2.1 existuje ekvivalentnýalgoritmus A?, ktorý je LV v zmysle de�ní
ie 2.2.



16 KAPITOLA 2. KLASIFIKÁCIA NÁHODOU RIADENÝCH ALGORITMOVD�kaz:Ak do korektného algoritmu ideme vnies´ nejed-nozna£nos´/odpove¤ neviem, tak je prirodzenévyºadova´, aby ten nový algoritmus bol aspo¬rý
hly. Takto budeme kon²truova´ poºadovanýalgoritmus A?. Zvolíme rozumnú hrani
u a v²etkyvýpo£ty, ktoré dovtedy neskon£ili, "ustrihneme" sodpove¤ou "?".Pri vo©be hrani
e pre odpove¤ "?" treba ma´ na pa-mäti, ºe pod©a de�ní
ie sa pod touto hrani
ou m�ºeo
itnú´ nanajvý² polovi
a v²etký
h výpo£tov. Ke¤ºenajvia
 polovi
a £ísel má hodnotu vä£²iu ako dvojná-sobok priemeru, bude rozumným ohrani£ením
T = 2ExpT imeA(w)Kv�li sporu predpokladajme, ºe Prob[A?(w) = ”?”] > 1/2. Ozna£me

• SA,w(?) mnoºinu výpo£tov s odpove¤ou "?"
SA,w(?) = {C ∈ SA,w | T ime(C) > 2ExpT imeA(w)}

• SA,w(F (w)) mnoºinu výpo£tov s korektnou odpove¤ou F (w)
SA,w(F (w)) = SA,w − SA,w(?)Platí:
• Prob[A?(w) = ”?”] =

∑

C∈SA,w(?)

Prob[C] >
1

2

• V²etky výpo£ty z SA,w(?) sú dlhé: T ime(C) ≥ 2ExpT imeA(w) + 1.Preto
ExpTimeA(w) =

∑

C∈SA,w

∗︷ ︸︸ ︷
T imeA(C)Prob[C]

=
∑

C∈SA,w(?)

∗+
∑

C∈SA,w(F (w))

∗

≥
∑

C∈SA,w(?)

(2ExpT imeA(w) + 1) · Prob[C] + 0

= (2ExpT imeA(w) + 1)
∑

C∈SA,w(?)

Prob[C]

︸ ︷︷ ︸
>1/2

>
(2ExpT imeA(w) + 1)

2
= ExpTimeA(w) + 1/2

2trieda LV ∗ Trieda LV algoritmov, pre ktoré Prob[A(x) = F (x)] = 1, sa niekedy ozna£uje LasVegas∗, resp. LV ∗; hviezdi£ka zrejme nazna£uje moºnos´ nekone£ný
h výpo£tov.



2.2. POD�A TYPU A VE�KOSTI CHYBY 172.2.2 Monte Carlo s jednosmernou 
hybouO tejto triede algoritmov 1 hovoríme v súvislosti s rozhodova
ími problémami2.Neformálne ide o také algoritmy, ktoré majú povolené sa mýli´/klama´ len jednýmsmerom. 1MCDe�ní
ia 2.3 Pravdepodobnostný algoritmus A pre rozhodova
í problém (Σ, L) jeMonte Carlo s jednosmernou 
hybou/jednosmerný Monte Carlo(1MC, one-sidedMC), ak(a) ∀x ∈ L Prob[A(x) = 1] ≥ 1/2(b) ∀x /∈ L Prob[A(x) = 0] = 1 1MC∗Ke¤ podmienku (a) nahradíme podmienkou(a*) ∀x ∈ L Prob[A(x) = 1]→ 1 s rastú
ou d¨ºkou |x|dostaneme tzv. 1MC∗ algoritmyPríkladom 1MC pravdepodobnostného algoritmu je algoritmus 2 na porovnaniedatabáz, resp. algoritmus 1 na pravdepodobnostné porovnanie matí
 ?AB = C?. zniºovanie 
hybyAko sme videli, pravdepodobnos´ 
hyby klesá exponen
iálne s po£tom nezávislý
hopakovaní. Ak je teda 1MC algoritmus efektívny, ©ahko z neho získame algoritmusrádovo rovnakej zloºitosti s exponen
iálne men²ou 
hybou.
• ne
h α1, . . . , αk ∈ {0, 1}k je k výsledkov nezávislý
h behov 1MC algoritmu A
• ak ∃k : αk = 1, m�ºme so 100% istotou ak
eptova´
• ak α1 = . . . = αk = 0, tak pre x ∈ L je Prob[A(x) = 0] ≤ 1/2 a teda

(Prob[A(x) = 0])k ≤ 2−k.2.2.3 Monte Carlo s ohrani£enou 
hybouV prípade takého problému, ktorý nie je rozhodova
í, ale je to problém po£ítaniafunk
ie F (x), pod korektnou odpove¤ou prirodzene rozumieme, ºe algoritmus vy-po£ítal presne hodnotu F (x); nekorektnou odpove¤ou je nepresný výsledok. PriMonte Carlo algorito
h s ohrani£enou 
hybou3 pripustíme, aby algoritmus dávalnesprávnu odpove¤, budeme ale vyºadova´, aby bol "dostato£ný" rozdiel medziodpove¤ou korektnou a nekorektnou. Formálne: 2MCDe�ní
ia 2.4 Pravdepodobnostný algoritmus A je Monte Carlo s ohrani£enou 
hy-bou(2MC, bounded-error MC), ak
∃0 < ε ≤ 1/2 ∀x Prob[A(x) = F (x)] ≥ 1/2 + ε zniºovanie 
hybyV prípade 1MC algoritmov sme pravdepodobnos´ 
hyby jednodu
ho zníºili nezávis-lým opakovaním algoritmu. Ako nám pom�ºe nezávislé opakované spú²´anie 2MCalgoritmu?Uvaºujme t nezávislý
h opakovaní 2MC algoritmu A a odpovedzme len vtedy,ak sa na odpovedi zhodne aspo¬ t/2 behov (algoritmus 7). Zaujíma nás, aká jepravdepodobnos´ toho, ºe nedostaneme korektnú odpove¤.Ke¤ºe A je 2MC, existuje 0 < ε ≤ 1/2 Prob[A(x) = F (x)] ≥ 1/2 + ε. Ne
h x jevstup. Ozna£me

• p = p(x) = Prob[A(x) = F (x)] = 1/2 + εx, εx ≥ ε1One-sided Monte Carlo2Rozhodova
í problém je dvoji
a (Σ, L), pri£om sa pre x ∈ Σ∗ pýtame, £i ?x ∈ L?3Bounded-Error Monte Carlo



18 KAPITOLA 2. KLASIFIKÁCIA NÁHODOU RIADENÝCH ALGORITMOVAlgoritmus 7 At1: ne
h α1, . . . , αt je výsledok t nezávislý
h behov 2MC algoritmu A2: ak existuje taký výsledok α, ktorý sa vyskytol aspo¬ t/2 krát, výsledkom je"α", inak je výsledkom "?"
• pri(x) pravdepodobnos´ toho, ºe spomedzi k opakovaní A(x) je presne i od-povedí korektný
h; je presne (ki) moºností taký
hto výpo£tovPre ur£enie 
hyby algoritmu 7 vyuºijeme odhad na pri(x); algoritmusAk neodpoveiekorektne, ak menej ako k/2 jednotlivý
h behov odpovie korektne.

pri(x) =
(
k
i

)
pi(1− p)k−i =

(
k
i

)
[p(1− p)]i(1− p)k−2i

=
(
k
i

) [(
1
2 + εx

) (
1
2 − εx

)]i ( 1
2 − εx

)k−2i

=
(
k
i

) (
1
4 − ε2

x

)i [( 1
2 − εx

)2]k/2−i

<
(
k
i

) (
1
4 − ε2

x

)i [( 1
2 + εx

) (
1
2 − εx

)]k/2−i

=
(
k
i

) (
1
4 − ε2

x

)i ( 1
4 − ε2

x

)k/2−i
=
(
k
i

) (
1
4 − ε2

x

)k/2

≤
(
k
i

) (
1
4 − ε2

)k/2

Ak odpovie korektne, ak aspo¬ ⌈k/2⌉ jednotlivý
h behov odpovie korektne.
Prob[Ak(x) = F (x)] =

k∑

i=⌈k/2⌉
pri(x) = 1−

⌊k/2⌋∑

i=0

pri(x)

> 1−
⌊k/2⌋∑

i=0

(
k

i

)(
1

4
− ε2

x

)k/2

= 1−
(

1

4
− ε2

x

)k/2 ⌊k/2⌋∑

i=0

(
k

i

)

> 1−
(

1

4
− ε2

x

)k/2

· 2k

≥ 1− (1 − 4ε2
x)k/2≥ 1− (1− 4ε2)k/2 [∗∗]Ak 
h
eme, aby Prob[Ak(x) = F (x)] ≥ 1− δ, sta£í zvoli´

k =
2 ln δ

ln(1 − 4ε2)Uvedomme si, ºe ke¤ºe ε aj δ sú kon²tanty, je kon²tantou aj k. Preto za zníºeniepravdepodobnosti 
hyby na δ "platíme" len kon²tantným nárastom zloºitosti
TAk

(n) = O(kTA(n)) = O(TA(n))

22.2.4 Monte Carlo s neohrani£enou 
hybouKon²tanta ε v 2MC algoritmo
h vytvárala akúsi "bariéru", ktorá umoº¬ovala efek-tívne odlí²i´, s ve©kou pravdepodobnos´ou, korektné odpovede od nekorektný
h. Akupustíme od tejto poºiadavky, dostaneme triedu MC, pri ktorej to so zniºovanímpravdepodobnosti 
hyby nebude také optimisti
ké.MC De�ní
ia 2.5 Pravdepodobnostný algoritmus A je typu Monte Carlo s neohrani£e-nou 
hybou (MC, unbounded-error MC), ak
Prob[A(x) = F (x)] > 1/2



2.2. POD�A TYPU A VE�KOSTI CHYBY 19Príklad 2.3 Predstavme si, ºe máme taký pravdepodobnostný algoritmus A, ktorýmá pre vstupné slovo x aº 2|x| moºný
h behov, pri£om korektný
h je 2|x|−1 +1, teda"tesná vä£²ina". Takýto algoritmus je zrejme MC
Prob[A(x) = F (x)] =

2|x|−1 + 1

2|x|
=

1

2
+

1

2|x|
>

1

2Pritom hodnota 1

2|x|
tu hrá úlohu εx z 2MC algoritmov. zniºovanie 
hybyZaujíma nás, ko©ko opakovaní tohto algoritmu potrebujeme, aby sme pri hlasovaninadpolovi£nou vä£²inou dosiahli pravdepodobnos´ 
hyby nanajvý² δ.Vyuºijeme, £o uº vieme�ak 
h
eme Prob[Ak(x) = F (x)] ≥ 1− (1− 4ε2)k/2 > 1− δ,sta£í zvoli´

k = k(x) ≥ 2 ln δ

ln(1− 4ε2
x)

=
2 ln δ

ln
(
1− 4 · 2−2|x|)

≥ 2 ln δ

−2−2|x| //0 < y < 1 ⇒ ln(1− y) ≤ −y

= (−2 ln δ)22|x|To ale znamená, ºe T imeAk
(x) = (−2 ln δ)22|x| · T imeA(x)Uvedený príklad je z akéhosi poh©adu "worst-
ase". Ak by sme mali εx = 1

log |x| ,nebolo by to s £asom T imeAk
(x) také zlé.Na záver tejto £asti e²te jeden konkrétny príklad MC algoritmu.Príklad 2.4 Uvaºujme opä´ porovnávanie databáz. Tentokrát budeme vstup ak
ep-tova´ vtedy, ak sú databázy r�zne. Náhodný výber vyuºijeme na "uhádnutie" miesta,kde sa databázy lí²ia. Výsledkom je Algoritmus UMC.Algoritmus 8 UMCvstup: RI: X = x1 . . . xnRII:Y = y1 . . . ynvýstup: 1 ak X 6= YRI1: náhodne zvo© j ∈ {1, . . . , n}2: po²li j, xj do RIIRII1: if xj 6= yj then "a

ept" ⊲ 100% istota2: else3: "a

ept" s pravdepodobnos´ou 1/2− 1

2n4: "reje
t" s pravdepodobnos´ou 1/2 + 1
2n po£et bitovCelá komuniká
ia spo£íva v prenesení j, xj , preto prená²ame ⌈log(n+1)⌉+1 bitov. UMC je MCAnalýzu 
hyby rozdelíme na dve £asti pod©a korektnej odpovede. Najprv ozna£enia.

Cj,lOzna£me Cj,l takú udalos´, ºe RI zvolilo (v prvej fáze) index j a RII v druhej fázepovedalo l (1 je a

ept, 0 reje
t).
Prob[Cj,0] =

1

n

(
1

2
+

1

2n

)
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Prob[Cj,1] =

1

n

(
1

2
− 1

2n

)

Al
Ozna£me Al mnoºinu tý
h behov, ktoré dajú odpove¤ l

X = Y Ak X = Y , tak neexistuje moºnos´, aby xj 6= yj . V tejto situá
ii RII rozhodujepravdepodobnostne. Zaujíma nás pravdepodobnos´ korektnej odpovede:
Prob[A0] =

n∑

i−1

Prob[Ci,0] =
n∑

i=1

1

n
(
1

2
+

1

2n
) =

1

2
+

1

2n
> 1/2

X 6= Y Ak X 6= Y , potom existuje taký index j, ºe xj 6= yj . Budeme predpoklada´, ºe jejediný(£o nezvý²i pravdepodobnos´ korektnej odpovede).Zaujíma nás pravdepodobnos´ A1 = Cj ∪ {Ci,1 | 1 ≤ i ≤ n, i 6= j}, pri£om Cjozna£uje udalos´, ke¤ RI zvolilo jediný index, na ktorom sa X, Y lí²ia.
Prob[A1] = Prob[Cj ] +

∑

i6=j

Prob[Ci,1]

=
1

n
+
∑

i6=j

1

n
(
1

2
− 1

2n
)

=
1

2n
+

1

2n
+
∑

i6=j

(
1

2n
− 1

2n2
)

=
1

2n
+

n∑

i=1

1

2n
−
∑

i6=j

1

2n2

=
1

2n
+

1

2
− n− 1

2n2
=

1

2
+

1

2n2
>

1

2
22.2.5 Pravdepodobnostné algoritmy pre optimaliza£né úlohyV prípade optimaliza£ný
h úloh zrejme nezávislé opakovanie behu algoritmu pou-ºijeme na získanie rie²enia lep²ej kvality.optimaliza£nýproblém De�ní
ia 2.6 Optimaliza£ný problém je U = (ΣI , ΣO, L, LI, Sol, cena, ciel), kde

ΣI je vstupná abe
eda
ΣO je výstupná abe
eda
L ⊆ Σ∗

I je jazyk prípustný
h vstupov
LI ⊆ L je jazyk aktuálny
h vstupov
Sol Sol : L→ Pot(Σ∗

O)∀x ∈ L je Sol(x) mnoºina prípustný
h rie²ení
cena je ú£elová fun
ia;

cena(x, Sol(x)) ∈ R
iel ciel ∈ {min, max}optimálne rie²e-nie Prípustné rie²enie y ∈ Sol(x) nazveme optimálnym rie²ením pre x, ak pre ú£elovúfunk
iu platí cena(x, y) = ciel{(x, z), z ∈ Sol(x)}. Ak y je opimálne rie²enie pre xa U , tak ozna£íme
cena(x, y) = OPTU (x)konzistentný al-goritmus Hovoríme, ºe algoritmus A je konzistentný pre U , ak ∀x ∈ LIA(x) ∈ Sol(x). Hovo-ríme, ºe algoritmus B rie²i optimaliza£ný problém U , ak� B je konzistentný pre U� ∀x ∈ LI B(x) = OPTU (x)Poznámka Uvedená de�ní
ia za
hytáva v²etky aspekty súvisia
e s de�ní
iou opti-maliza£nej úlohy: vstup je re´aze
 nad abe
edou ΣI , ale korektný vstup je z jazy-ka LI . Analogi
ky pre výstup. �asto budeme pouºíva´ zjednodu²enú formulá
iu,



2.2. POD�A TYPU A VE�KOSTI CHYBY 21ke¤ problém identi�kujeme mnoºinou vstupov I, zobrazením Sol, ktoré vstupuprira¤uje mnoºinu prípustný
h rie²ení, ohodno
ova
ou funk
iou (m, cena,..) a 
ie-©om (max, min).Kvalita rie²enia sa posudzuje prostrední
tvom 
hyby. Zaujíma nás aproxima£nýpomer RatioA(x) = max{OPT (x)
A(x) , A(x)

OPT (x)}. Moºné sú dva prístupy � zaujímame sao o£akávanú hodnotu RatioA(x), alebo nás zaujíma pravdepodobnos´ toho, ºe budetento pomer v rozumný
h hrani
ia
h.
E[δ]-aproximá
iaDe�ní
ia 2.7 Algoritmus A je pravdepodobnostný E[δ]-aproxima£ný, ak

• Prob[A(x) ∈ Sol(x)] = 1

• E[RatioA(x)] ≤ δ ∀x ∈ L

δ-aproximá
iaDe�ní
ia 2.8 Algoritmus A je pravdepodobnostný δ-aproxima£ný, ak
• Prob[A(x) ∈ Sol(x)] = 1

• Prob[RatioA(x) ≤ δ] ≥ 1/2 ∀x ∈ LPríkladom pravdepodobnostného algoritmu pre optimaliza£ný problém bol Algo-ritmus 4 pre problém Max-Sat: algoritmus vrátil náhodný vektor. Ukázali sme,ºe ak vstupná formula má m klauzúl, tak náhodný vektor sp¨¬a m/2 klauzúl, £oznamená, ºe uvedený algoritmus je E[2]-aproxima£ný.Ho
i uvedené de�ní
ie 2.7 a 2.8 sú podobné, nie sú, ako vidno na niºie uvedený
hpríklado
h, totoºné.
RatioA,x(Ci) = 2 pre i = 1, . . . , 10
RatioA,x(Ci) = 50 pre i = 11, 12

E[RatioA(x)] = 10

Prob[RatioA(x) ≤ 2] = 5/6 ≥ 1/2Ve©a "dobrý
h", málo "zlý
h" sp�sobí, ºe ho
i je pravdepodobnos´ dobrej odpovedeslu²ná, stredná hodnota je zlá.
RatioA(x) = 11 pre 1000 behov
RatioA(x) = 1 pre 999 behov

E[RatioA(x)] =
11999

1999
= 6.0025

Prob[RatioA(x) ≤ 10] =
999

1999
= 0.499.. < 1/2Ke¤ je "dobrý
h" aj "zlý
h" skoro rovnako, pravdepodobnos´ dobrej odpovede m�ºeby´ < 1/2, ale stredná hodnota je aj tak dobrá.De�ní
ie sú r�zne, napriek tomu nie£o o i
h vz´ahu poveda´ m�ºme. Vy
hádzajú
z faktu 2.3 dostávame ako d�sledok Lemu 2.4.



22 KAPITOLA 2. KLASIFIKÁCIA NÁHODOU RIADENÝCH ALGORITMOVFakt 2.3 Pravdepodobnos´ udalosti, ºe náhodná premenná x má hodnotu ≤ 2E[x],je aspo¬ 1/2.Lema 2.4 Ne
h δ > 0, U optimaliza£ný problém a B algoritmus, ktorý ho rie²i. Akalgoritmus B je pravdepodobnostný E[δ]−aproxima£ný, potom B je 2δ−aproxima£ný.Príklad 2.5 Uvaºujme problém Max-EkSAT, kde vstupom je formula F v konjunk-tívnej normálnej forme, pri£om kaºdá klauzula má presne k literálov; ozna£me taký-to "normálny tvar" k-KNF . Opä´ 
h
eme vypo£íta´ vektor, ktorý sp¨¬a £o najvia
klauzúl.Algoritmus RSAM vráti náhodne zvolený vektor x. Ak bude vstupom formula v tvare
k-KNF , tak pre Zi(α) = 1⇔ Fi(α) = 1 máme E[Zi] = (1 − 1/2k), z £oho zas pre
ZF =

∑m
i=1 Zi máme E[ZF ] =

∑
E[Zi] = m(1− 1

2k ). Ke¤ºe OPT ≤ m,
E[Ratio(F )] =

OPT (F )

E[ZF ]
≤ m

m(1− 1
2k )

=
2k

2k − 1a teda Algoritmus RSAM je E[2k/(2k − 1)]-aproxima£ný.Ukáºeme, ºe tento algoritmus je tieº 2k−1

2k−1−1 -aproxima£ný. K tomu potrebujemevyargumentova´, ºe aspo¬ polovi
a náhodný
h vektorov sp¨¬a aspo¬ m(1 − 1
2k−1 )klauzúl.

• E[ZF ] = m(1− 1
2k ) znamená, ºe priemerný po£et splnený
h klauzúl je m(1− 1

2k )

• m(1− 1
2k ) =

m+m(1− 1

2k−1 )
2

• Ukáºeme, ºe keby via
 ako 1/2 vektorov sp¨¬ala menej ako m
(
1− 1

2k−1

) klau-zúl, nemohli by sme dosta´ priemer m(1− 1
2k ).Ne
h ℓ je po£et tý
h vektorov, ktoré sp¨¬ajú menej ako m

(
1− 1

2k−1

) klauzúl;
u = 2n − ℓ. Potom

m ·
(

1− 1

2k

)
= E[ZF ] ≤ 1

2n

(
ℓ ·
[
m

(
1− 1

2k−1

)
−1

]
+ u ·m

)

2nm ·
(

1− 1

2k

)
<

(
ℓm

[
1− 1

2k−1

]
+ u ·m

)z £oho ℓ < 1
22n

• Preto aspo¬ polovi
a behov musí sp¨¬a´ aspo¬ m(1− 1
2k−1 ) klauzúl.

⋄MaxCut Príklad 2.6vstup: neohodnotený graf G = (V, E)výstup: rozklad (V1, V2) mnoºiny vr
holov V
ena: cost((V1, V2)) = |E ∩ (V1 × V2)|
ie©: maxUkáºeme, ºe náhodná vo©ba je E[2℄-aproxima£ný algoritmus. Indika£ná premennábude po£íta´ po£et hrán rezu. Ne
h e = (u, v)

Xe =

{
0, vr
holy u, v nepatria do rezu, ale sú spolo£ne v jednej z mnoºín V1, V2

1, hrana (u, v) patrí do rezu
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V1 = V2 = ∅
∀v ∈ V náhodne zvo© i a Vi ← Vi ∪ vreturn (V1, V2)

E[Xe] = Prob[xe = 1]
Prob[xe = 1] = Prob[u ∈ V1, v ∈ V2] + Prob[u ∈ V2, v ∈ V1]

=
1

2
· 1
2

+
1

2
· 1
2

=
1

2Takºe
E[xe] = 1/2

X =
∑

e∈E

xe, E[X ] = |E|/2

E[Ratio] =
OPT

E[X ]
≤ |E|

E[X ]
= 2

⋄
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Kapitola 3Pravdepodobnostné zloºitostnétriedy1 Zamyslime sa nad formálnym výpo£tovým modelom, ktorý by bol adekvátnympre de�novanie pravdepodobnostný
h zloºitostný
h tried. Celkom prirodzeným sajaví obohatenie in²truk£nej sady TS o "hádzanie min
ou"�pri programovaní 
el-kom beºne vyuºívame RND-generovanie náhodný
h objektov z danej (kone£nej)usporiadanej mnoºiny dopredu ur£enej ve©kosti. Ukáºeme, ºe to nie je potrebné�vysta£íme s klasi
kým nedeterministi
kým Turingovým strojom, ktorému ale upra-víme podmienku ak
eptá
ie.Pre zjednodu²enie budeme uvaºova´ tzv. ²tandardizovaný TS ²tandardizovanýTuringov strojDe�ní
ia 3.1 (�tandardizovaný TS) �tandardizovaný Turingov stroj je nede-terministi
ký TS M, ktorý ma nasledujú
e vlastnosti1. v kaºdom kroku výpo£tu má M moºnos´ výberu z presne dvo
h moºností2. £asová zloºitos´ t(n) stroja M je kon²truovate©ná3. kaºdý výpo£et stroja M na vstupe w je presne d¨ºky f(|w|)Je zrejmé, ºe k ©ubovo©nému NTS M, ktorého £asová zloºitos´ je kon²truovate©ná,existuje ekvivalentný ²tandardizovaný TS M′:
• deterministi
ký krok nahradíme dvomi ekvivalentnými krokmi
• výber z k moºný
h krokov nahradíme postupnos´ou ⌊log k⌋ + 1 krokov, zktorý
h kaºdý vyberá presne z dvo
h moºností
• pridáme po£ítanie krokov

Zaujímajú nás efektívne výpo£ty, obmedzíme sa preto len na polynomiálne algorit-my. 25



26 KAPITOLA 3. PRAVDEPODOBNOSTNÉ ZLO�ITOSTNÉ TRIEDY PTSPravdepodobnostný TS(PTS) dostaneme zo ²tandardizovaného, ke¤� kaºdý výpo£et je d¨ºky p(|x|)� v kaºdom kroku robíme výber nasledujú
eho kroku pomo
ou fair-min
e. Pri�xovanom PTS je teda konkrétny výpo£et ur£ený vstupom x a postupnos-´ou náhodný
h bitov y ∈ {0, 1}p(|x|)Klasi�ká
iu pravdepodobnostný
h tried dostaneme na základe podmienky ak
epto-vania. Ke¤ºe predpokladáme, ºe kaºdý výpo£et na danom vstupe je rovnako dlhý,pravdepodobnos´, resp. po£etnos´ ak
eptovania/zamietania ©ahko ur£íme spo£íta-ním ak
eptujú
i
h/zamietajú
i
h výpo£tov.NP Z nejakého poh©adu je aj nedeterministi
ký TS pravdepodobnostný; len s prav-depodobnos´ou to nie je najlep²ie... Slovo sa ak
eptuje, ke¤ existuje aspo¬ jedenak
eptujú
i výpo£et. To moºno de�nova´ pomo
ou PTS M takto:
x ∈ L ⇐⇒ Prob(M(x) = 1) > 03.1 Trieda RPDe�ní
ia 3.2 (Trieda RP) Monte Carlo TS M je ²tandardizovaný TS polyno-miálnej £asovej zloºitosti p(n), pre ktorý platí1. w ∈ L ⇒ Pr[M(w) = accept] ≥ 1/22. w /∈ L ⇒ M(w) = rejecttrieda RP Triedu jazykov rozhodovaný
h Monte Carlo TS ozna£ujeme RP(Randomized Poly-nomial time)trieda 
o-RP Ak stroju dovolíme robi´ 
hyby len v prípade, ke¤ zamieta, dostaneme triedu 
o-RP.Uvedomme si, ºe RP sú také problémy, ke¤ vieme rý
hly algoritmus, ktorý sa m�ºemýli´ iba v prípade, ak má vstupné slovo ak
eptova´. Ke¤ºe v prípade slova, ktorédo jazyka nepatrí, je kaºdý výpo£et zamietajú
i, kaºdý ak
eptujú
i výpo£et je 100%ak
eptovaním.Pravdepodobnos´ 
hyby ε je v tomto modeli nanajvý² 1/2. Je hodnota 1/2 pod-statná? �ahko vidno, ºe nie.Nahra¤me podmienku 1. v de�ní
ii 3.2 podmienkou 1':1'. w ∈ L ⇒ Pr[M(w) = accept] ≥ ε, 0 < ε < 1Potom platí:1Papadimitriou: Computational Complexity



3.1. TRIEDA RP 27Fakt 3.1 Ku kaºdému Monte Carlo TS N spodmienkou ak
eptovania 1' existuje ekviva-lentný Monte Carlo M s podmienkou ak
ep-tovania 1.D�kaz: Kon²truk
ia poºadovaného stroja jejednodu
há. Stroj M si zapamätá vstup a
k-krát po sebe zopakuje výpo£et p�vodnéhostroja N. M ak
eptuje len vtedy, ak niektorý z
k £iastkový
h výpo£tov ak
eptoval.Pri slová
h, ktoré nie sú z jazyka, sa M ne-mýli. Aby 
hybne odpovedal v prípade slovaz jazyka, musí v²etký
h k výpo£tov nespráv-ne skon£i´ s odpove¤ou reje
t. Preto je 
hybastroja M nanajvý² (1− ε)k.Ak 
h
eme dosiahnu´, aby (1− ε)k ≤ 1

2 , sta£ízvoli´ k ≤ ⌈− 1
log(1−ε)⌉.

2Pravdepodobnos´ 
hyby, ktorú 
h
eme získa´, m�ºme ohrani£i´ aj pomo
ou poly-nómu. Dostávame alternatívnu 
harakterizá
iu triedy RP.Veta 3.2 L ∈ RP⇐⇒ ∃ polynóm q a PTM M
x ∈ L =⇒ Prob[M(x) = 1] > 1

q(|x|) x /∈ L =⇒ Prob[M(x) = 1] = 0D�kaz:
=⇒Ak L ∈ RP, potom sta£í zobra´ q(n) = 2

⇐=Majme M z predpokladu vety. Vhodným opakovaním výpo£tu M a vo©bou kritériaak
eptovania dostaneme, £o 
h
eme.
Mt

• t simulá
ií algoritmu M

• Mt ak
eptuje ak aspo¬ jeden z výpo£tov M(x) ak
eptoval
x /∈ Lak x /∈ L, tak M(x) nem�ºe ak
eptova´ a Prob[Mt(x) = 0] = 1

x ∈ LPo¤me odhadnú´ pravdepodobnos´ 
hyby
Prob[Mt(x) = 0] = (Prob[M(x) = 0])

t ≤
(

1− 1

q(|x|)

)tPre dos´ ve©ké t sa pravdepodobnos´ 
hyby dostaneme pod 1/2. Potrebujeme alevyargumentova´, ºe sta£í, aby t bolo polynomiálne od |x|. Vyplýva to z jednodu-
hého faktu
lim

k→∞

(
1− 1

k

)k

= e−1

2



28 KAPITOLA 3. PRAVDEPODOBNOSTNÉ ZLO�ITOSTNÉ TRIEDYMonte Carlo TS je ²pe
iálnym prípadom polynomiálne ohrani£eného nedeterminis-ti
kého TS. Deterministi
ký polytime TS ©ahko prerobíme na ²tandardizovaný TS,ktorý je ²pe
iálnym prípadom Monte Carlo stroja.Veta 3.3 P⊆ RP ⊆ NP3.2 Trieda ZPPProblémy z triedy RP sa mýlia na vstupo
h z jazyka, problémy z triedy 
o-RP zasna vstupo
h, ktoré z jazyka nie sú. �iaden po£et opakovaní negarantuje, ºe máme100% správnu odpove¤.Inak je tomu v prípade problémov z triedy RP ∩ 
o-RP. Majme dva algoritmy A a
o-A, A typu RP a 
o-A typu 
o-RP. Pre algoritmus A je vºdy korektná pozitívnaodpove¤, pre 
o-A zas negatívna. Ak budeme striedavo spú²´a´ algoritmy A a 
o-A,po k opakovania
h obo
h je pravdepodobnos´ toho, ºe nemáme korektnú odpove¤men²ia ako 2−k. Máme v²ak garantované, ºe v kone£nom £ase korektnú odpove¤dostaneme.
Sme v inej situá
ii ako doteraz�nevieme sí
e dopredu, ko©ko pokusov bude treba,vieme v²ak identi�kova´, ke¤ i
h je dos´. Algoritmy s uvedenými vlastnos´ami sútzv. Las Vegas algoritmy a príslu²nú triedu problémov ozna£ujeme ZPP.ZPP De�ní
ia 3.3 (Trieda ZPP) ZPP =RP ∩ 
o-RPVeta 3.4 Pre ©ubovo©ný jazyk L sú nasledovné dve podmienky ekvivalentné1. L ∈ ZPP2. existuje ²tandardizovaný TS M polynomiálnej £asovej zloºitosti, ktorého kaºdývýpo£et kon£í v stave qaccept, qreject alebo qstop. Pritom� ak w ∈ L tak ∀ výpo£et kon£í v stave qaccept alebo qstop� ak w /∈ L tak ∀ výpo£et kon£í v stave qreject alebo qstop� pravdepodobnos´, ºe výpo£et skon£í v stave qstop, je nanajvý² 1/2D�kaz:

1⇒ 2 Poºadovaný stroj M získame napr. takto: M simuluje RP stroj; ak RP stroj ak-
eptuje, je to korektná odpove¤, preto aj M ak
eptuje. Ak RP stroj zamieta, Modsimuluje 
o-RP stroj; ak tento zamieta, odpove¤ je korektná a preto aj M zamie-ta; v opa£nom prípade zastane v stave qstop. Algoritmus nedá korektnú odpove¤ lenv tom prípade, ak ani jeden z RP a 
o-RP algoritmov nedal de�nitívnu�korektnú�odpove¤. Preto Pr[M(w) = qstop] ≤ 1/4.
2⇒ 1 �ahko vidno, ºe stav qstop je "zá
hytným" v situá
ii, ke¤ si stroj nie je istý. M�ºmeho teda bez následkov zameni´ za stav, ktorým stroj "klame".



3.3. TRIEDA PP 29Ak 
h
eme získa´ RP stroj, ktorý sa m�ºe mýli´ ke¤ hovorí nie, sta£í v stroji Mnahradi´ stav qstop stavom qreject. Analogi
ky pre 
o-RP stroj, ktorý sa m�ºe mýli´pri odpovedi áno; sta£í nahradi´ stav qstop v M stavom qaccept. 2Polynomiálne Las Vegas algoritmy dávajú korektnú odpove¤, ktorú s ve©kou prav-depodobnos´ou získame v polynomiálnom £ase. Sú teda ve©mi uºito£né v situá
iá
h,ke¤ potrebujeme naozaj korektnú odpove¤.P ⊆ ZPP ⊆ NP ∩ 
o-NP3.3 Trieda PPAk ne
háme TS "rozhodova´ vä£²inou", a to aj ve©mi tesnou vä£²inou, dostanemetriedu PP. trieda PPDe�ní
ia 3.4 (Trieda PP) Jazyk L patrí do triedy PP práve vtedy, ak existujepolynomiálne £asovo ohrani£ený ²tandardizovaný TS M, pri£om
w ∈ L⇔ Pr[M(w) = accept] > 1/2Príkladom jazyka, ktorý patrí do triedy PP, je MAJ-CNF, de�novaný nasledovne:MAJ-CNF = {F (x1, . . . , xn) | ∃ aspo¬ 2n−1 (x1, . . . , xn) ∈ {0, 1}n : F (x1, . . . , xn) = 1}Ako PP stroj sta£í zobra´ nedeterministi
ký stroj, ktorý háda priradenia (x1, . . . , xn) ∈

{0, 1}n a ak
eptuje, ak F (x1, . . . , xn) = 1. Je zrejmé, ºe F ∈ MAJ − CNF právevtedy, ak via
 ako polovi
a výpo£tov ak
eptuje.Lema 3.5 NP ⊆ PP ⊆ PSPACED�kaz: PP ⊆ PSPACEPolynomiálne ohrani£ený TS vieme simulova´ v PSPACE. Ak do simulá
ie pridámepo£ítanie ak
eptujú
i
h kon�gurá
ií, priestorová zloºitos´ sa nezvý²i (d¨ºka binár-neho zápisu # listov stromu h¨bky h je h) NP ⊆ PPNe
h N je NTS polynomiálnej zloºitosti p(n). Aby sme N "prerobili" na PP strojM,musíme, pre prípad ak
eptovania, zabezpe£i´ dostato£né mnoºstvo ak
eptujú
i
hkon�gurá
ií. Idea je ve©mi jednodu
há�pridáme podstrom rovnakej h¨bky p(n),ktorého v²etky listy ak
eptujú.
Stroj M1. v po£iato£nom stave si nedeterministi
ky vyberie z dvo
h moºností q0N , qM2. zo stavu q0N za£ne simulova´ N3. zo stavu qM vytvára výpo£ty d¨ºky p(n), ktoré v²etky ak
eptujú.



30 KAPITOLA 3. PRAVDEPODOBNOSTNÉ ZLO�ITOSTNÉ TRIEDYAk w ∈ L(N), tak # ak
eptujú
i
h výpo£tov M je aspo¬ 1 + 2p(n). To znamená, ºe
Pr[M(w) = qaccept] > 1/2 a stroj M korektne ak
eptuje. Naopak, ak w /∈ L(N), tak# ak
eptujú
i
h výpo£tov M je presne 2p(n), preto Pr[M(w) = qaccept] = 1/2, £o kak
eptovaniu nesta£í a stroj M korektne zamieta. 2Vzh©adom na to, ºe k ak
eptovaniu PP stroja sta£í, aby po£et ak
eptujú
i
h vý-po£tov bol o 2 vä£²í ako po£et zamietajú
i
h výpo£tov, je pravdepodobnos´ 
hyby,ktorej sa m�ºme v tomto najhor²om prípade dopusti´, 1

2 − 1
2p(n) , kde p(n) je poly-nóm, ohrani£ujú
i £asovú zloºitos´ PP stroja. V praxi sa teda dos´ ´aºko rozli²uje,aká vlastne je správna odpove¤.Sme akoby v situá
ii, ke¤ máme takú min
u, ktorej jedna strana padá s pravdpo-dobnos´ou 1/2 + ε a druhá s pravdepodobnos´ou 1/2− ε a my potrebujeme zisti´,ktorá strana je ktorá. Ko©kokrát treba min
ou hodi´, aby sme si odpove¤ou bolidostato£ne istí? Vyuºijeme nasledujú
i fakt.Cherno� Fakt 3.6 Ne
h x1, . . . , xN sú nezávislé náhodné premenné, ktoré nadobúdajú hod-notu 1 resp. 0 s pravdepodobnos´ou p, resp. 1 − p. Ne
h X =
∑N

i=1 xi. Potom pre
0 ≤ Θ < 1

Pr[X ≥ (1 + Θ)pN ] ≤ e
1
3 Θ2pN (3.1)Ak vo vz´ahu (3.1) dosadíme p = 1/2− ε a Θ =

ε
1
2 − ε

, m�ºme pravdepodobnos´toho, ºe X =
∑N

i=1 xi ≥ N/2 odhadnú´ hodnotou e−
1
6 ε2N . To teda znamená, ºeak 
h
eme ur£i´, ktorá strana min
e padá s pravdepodobnos´ou 1

2 + ε, sta£í spravi´
N = 1

ε2 pokusov a zobra´ tú, ktorá padla £astej²ie. Pravdepodobnos´ 
hyby v tomtoprípade bude e−
1
6 .�o to hovorí o PP stroji? Predpokladajme, ºe sme PP ²tandardizovaný stroj spustiliopakovane N -krát. Ne
h xi = 1 práve vtedy, ak odpove¤ i-teho behu bola zamie-tavá. Ke¤ºe v najhor²om prípade m�ºe nasta´2 ε = 2−p(n), potrebovali by sme

N = 1
ε2 = 22p(n), £o je exponen
iálny po£et opakovaní. To nie je príli² realisti
ké...3.4 Trieda BPPNamiesto rozhodovania vä£²inou zavedieme rozhodovanie jasnou vä£²inou�aspo¬tri ²tvrtiny výpo£tov sa musia zhodnú´ na výsledku.De�ní
ia 3.5 (Trieda BPP) Jazyk L patrí do triedy BPP práve vtedy, ak existujepolytime ²tandardizovaný TS N taký, ºe pre kaºdý vstup w1. ak w ∈ L tak aspo¬ 3/4 výpo£tov stroja N sú ak
eptujú
e2. ak w /∈ L tak aspo¬ 3/4 výpo£tov stroja N sú zamietajú
eTrieda BPP zostane nezmenená, ak namiesto 3/4 vezmeme ©ubovo©nú kon²tantu

p, 1/2 < p ≤ 1.Existujú d�vody sa priklá¬a´ k názoru, ºe BPP = P. Pre£o?� problém testovania prvo£íselnosti, ktorý bol dlho kandidátom na separá
iuvia
erý
h tried, a ktorý bol ukáºkovým príkladom problému z BPP, sa ukázalby´ z P� pravdepodobnos´ 
hyby vieme rozumne zmen²ova´ (Veta 3.8)2p je polynom ohrani£ujú
i £as PP stroja



3.4. TRIEDA BPP 31� problémy z BPP majú polynomiálne obvody (Veta 3.8), preto je nepravdepo-dobné, aby NP ⊆ BPP.Veta 3.7 L ∈ BPP vtedy a len vtedy, ak pre kaºdý polynóm p existuje ²tandardizo-vaný TS rozhodujú
i L s polynomiálnou £asovou zloºitos´ou a s pravdepodobnos´ou
hyby nanajvý² (1
2 )p(n)

⇐D�kaz: Ak ²tandardizovaný TS má pravdepodobnos´ 
hyby ≤ ( 1
2

)p(n), tak sp¨¬ade�ní
iu BPP stroja.
⇒Predpokladajme, ºe L ∈ BPP a M je ten ²tandardizovaný stroj, ktorý ak
eptuje L spravdepodobnos´ou 
hyby ε < 1/2. Kon²truk
ia poºadovaného stroja N je zaloºenána vhodnom po£te nezávislý
h opakovaní výpo£tov stroja M.Ozna£me δ = (1 − ε) pravdepodobnos´ toho, ºe výpo£et je správny. K danémupolynómu p(n) vezmime polynóm q(n) tak, aby

1

2
(2q(n) + 1) > c · p(n), (4εδ)c <

1

2Vhodnos´ takejto vo©by bude zrejmá nesk�r... popis NStroj N1. vypo£íta m← 2q(n) + 1 a nastaví si po£ítadlo ak
eptujú
i
h výpo£tov
caccept ← 02. 2q(n) + 1 krát simuluje výpo£et M (w), pri£om si v caccept udrºiava aktuálnypo£et ak
eptujú
i
h výpo£tov3. ak po skon£ení je caccept > q(n), N ak
eptuje, inak M zamietaJe zrejmé, ºe £asová zloºitos´ popísaného stroja N je polynomiálna. Ostáva ukáza´,ako je to s pravdepodobnos´ou 
hyby.Pravdepodobnos´ toho, ºe práve j výpo£tov dá správnu odpove¤, je (mj )δjεm−j .Pravdepodobnos´ toho, ºe stroj nedá správnu odpove¤, je rovná pravdepodobnosti,ºe ju dá nanajvý² q(n) výpo£tov. Preto

Pr[
hyba] =

q(n)∑

j=0

(
m

j

)
δjεm−j

≤ δm/2 · εm/2 ·
q(n)∑

j=0

(
m

j

)
//δ > ε ⇒ δjεm−j ≤ δm/2 · εm/2

≤ δm/2 · εm/2 · 2m

= (4 · ε · δ)m/2Vzh©adom k vo©be c, q(n) dostávame
Pr[chyba] ≤ (4εδ)m/2 ≤

(
1

2

)m/2c

≤
(

1

2

)p(n)

⋄D�kaz m�ºme spravi´ vyuºitím toho, £o uº vieme. V £asti 2.2.3 sme pre algoritmy sohrani£enou 
hybou ukázali, ºe ak opakujeme BPP algoritmus t krát a rozhodnemevä£²inou (Algoritmus At),
Pr[At(x) = F (x)] ≥ 1− (1− 4ε2)t/2



32 KAPITOLA 3. PRAVDEPODOBNOSTNÉ ZLO�ITOSTNÉ TRIEDYPritom pre p�vodný algoritmus A platilo, ºe Pr[A(x) = F (x)] ≥ 1/2+ε. V prípadeBPP je ε = 1/4. Ch
eme teda ur£i´ t tak, aby
(

1

2

)p(n)

≥ (1− 4ε2)t/2 =

(
3

4

)t/2

t ≥ 2p(n)

log 4/3

2A teraz ukáºeme vz´ah BPP a polynomiálny
h obvodov3.BPP → obvod Veta 3.8 Ak L ∈ BPP, tak L má polynomiálny obvod.D�kaz: Sk�r, ako prejdeme k d�kazu, si uvedomme, ºe keby ten polynomiálny obvodbol uniformný, tak vzh©adom na vz´ah4 uniformný
h polynomiálny
h obvodov atriedy P by sme mali, ºe BPP = P; obvod nebude uniformný, jeho kon²truk
ia nieje efektívna.
L ∈ BPP znamená, ºe existuje PTS M rozhodujú
i jasnou vä£²inou�aspo¬ 3/4 vý-po£tov hovoria korektne. Ne
h p(n) je £asová zloºitos´M. Ak by sme PTS M pridalipostupnos´ α náhodný
h bitov popisujú
u výsledok hádzania min
ou pri výpo£tena slove x, popí²eme konkrétny�deterministi
ký�výpo£et M(x, α) tohto stroja.Ak nás tento výpo£et dovedie k správnej odpovedi, bola vo©ba α "vhodná". D�kazspo£íva v argumentá
ii o existen
ii takej malej mnoºiny taký
hto postupností, ktoráje "vhodná" pre v²etky vstupy rovnakej d¨ºky.Uvaºujme
• postupnos´ náhodný
h bitovAn = (a1, . . . , am), m = 12(n+1), ai ∈ {0, 1}p(n)

• vstup x d¨ºky n

• obvod C, ktorý paralelne simuluje M(x, a1), . . . , M(x, am) a potom rozhodnevä£²inou.Lema 3.9 poskytuje korektnos´ na²ejkon²truk
ie.Polynomialita C vyplýva zo simulá
ieTS na obvodo
h; pre T (n)-£asovo ohra-ni£ný TS je simulujú
i obvod ve©kosti
O(T (n)).Lema 3.9 ∀n > 0 ∃An, mnoºina m = 12(n + 1) p(n)−bitový
h re´az
ov taký
h, ºe
∀x ∈ {0, 1}n menej ako 1/2 ai vedie k nekorektnej odpovedi M(x, ai).D�kaz: Potrebujeme ohrani£i´ pravdepodobnos´ toho, ºe ∀x ∈ {0, 1}n je via
 akopolovi
a ai v An "dobrá". Vzh©adom k tomu, ºe stroj M je BPP, ∀x ∈ {0, 1}n je3Kapitolka o obvodo
h sa na
hádza v appendixe4L ∈ P ⇔ L má uniformný obvod polynomiálnej ve©kosti.



3.5. ZDROJE NÁHODNÝCH POSTUPNOSTÍ/BITOV 33nanajvý² 1/4 z ai "zlá". Volili sme nezávisle, preto o£akávaný po£et zlý
h volieb je
m/4. Vyuºitím Cherno�ovho odhadu dostávame (pre v²etky x)

Pr[# zlý
h ≥ m/2] ≤ e−
m
12 <

1

2n+1Pravdepodobnos´ toho, ºe existuje vstup x, ktorý nemá v An ak
eptujú
e ai, jenanajvý² 2n · 1

2n+1
= 1/2. Preto má náhodne zvolené An s pravdepodobnos´ouaspo¬ 1/2 poºadované vlastnosti. 2

• Sx je mnoºina tý
h, ktoré nedajú pre xkorektnú odpove¤ pod©a vä£²iny;
• |Sx| ≤ 212(n+1)p(n)

2n+1

•
∑

x

|Sx| ≤ 2n · 2
12p(n)(n+1)

2n+1
<212p(n)(n+1)Máme teda moºnos´ pre "dobré" An, aj ke¤ ho efektívne (v polynomiálnom £ase)nevieme h©ada´.

2Zrejme RP ⊆ BPP ⊆ PPPreh©ad vz´ahu medzi jednotlivými triedami poskytuje nasledujú
a s
héma; znakom
→ je znázornená inklúzia.

3.5 Zdroje náhodný
h postupností/bitovTriedy RP a BPP sú zaujímavé triedy problémov, ktoré v²ak vyºadujú existen
iudobrého zdroja náhodný
h £ísel. �o ale povaºujeme za dobrý zdroj náhodný
h£ísel? perfe
t randomsour
eDe�ní
ia 3.6 Perfektný zdroj náhodný
h bitov je náhodná premenná, ktorej hod-notami sú nekone£né postupnosti x1, x2, . . . ∈ {0, 1}∗ bitov také, ºe
∀(y1, . . . , yn) ∈ {0, 1}n Pr[xi = yi, i = 1, . . . , n] = 2−nInými slovami je to taká nekone£ná postupnos´, kde kaºdý prvok xi moºno pova-ºova´ za výsledok nezávislého pokusu, pri£om Pr[xi = 1] = Pr[xi] = 0 = 1/2.Vyºadujeme teda
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• nezávislos´�pravdepodobnos´ xi = 1 nezávisí od x1, . . . , xi−1; výsledok i-tehohodu min
ou nezávisí od výsledkov pred
hádzajú
i
h hodov
• "fairness"�min
a musí by´ korektna; pravdepodobnos´ xi = 1 musí by´ pres-ne 1/2Podstatná je nezávislos´ pokusov, pretoºe korektnos´ vieme obís´. Uvaºujme po-stupnos´ X = x1, . . . bitov, ktorá je výsledkom hádzania nekorektnou min
ou. Po-mo
ou tejto postupnosti vieme vyrobi´ náhodnú postupnos´, v ktorej Pr[xi = 0] =

Pr[xi = 1] = 1/2, takto:
• rozdelíme postupnos´X = x1x2x3x4 . . . na bloky d¨ºky 2; X = (x1, x2), (x3, x4), . . .

• vypustíme bloky 00, 11

• vo vzniknutej postupnosti nahradíme 01 0, 10 1Nepotrebujeme vedie´ pravdepodobnos´ p, sta£í, aby 0 < p < 1 bola nemenná.Ko©ko pokusov nekorektnou min
ou sta£í, aby sme dostali "korektnú" postupnos´d¨ºky n? O£akávaná d¨ºka je 2

1− c
, kde c = p2 + (1 − p)2 je tzv. 
oin
iden
eprobability.Zdá sa, ºe fyzikálne zdroje majú problém s nezávislos´ou. �o sa stane, ak od nejupustíme?

δ-random sour
e De�ní
ia 3.7 Ne
h 0 < δ ≤ 1/2 a funk
ia p : {0, 1}∗ → (δ, 1−δ). δ-náhodný zdroj
Sp je náhodná premenná-nekone£ná postupnos´ náhodný
h bitov, pri£om pravdepo-dobnos´, ºe prvý
h n bitov má ²pe
i�
ké hodnoty y1, . . . , yn, je

n∏

i=1

(yip(y1, . . . , yi−1) + (1− yi)(1 − p(y1, . . . , yi−1)))Pravdepodobnos´, ºe i-ty bit=1 je p(y1, . . . , yi−1), £o je £íslo medzi δ a 1− δ, ©ubo-vo©ne závislé od prvý
h (i− 1) hodn�t.
1
2−náhodný zdroj je perfektný zdroj, pre δ < 1/2 hovoríme o slightly random zdroji.Takéto slightly random fyzikálne zdroje existujú, zdá sa v²ak, ºe pre pravdepodob-nostné algoritmy nie sú(priamo) vhodné. Ak máme MC algoritmus a δ ≪ 1/2,potom algoritmus m�ºe príli² £asto klama´.2SAT-randomwalk Príklad 3.1 Uvaºujme splnite©nos´ 2SAT�pre vstupnú formulu F (x1, . . . , xn) v2SAT(kaºdá klauzula má presne 2 £leny) sa pýtame, £i je splnite©ná. Algoritmusje jednodu
hý�rie²enie h©adáme náhodnou pre
hádzkou po priestore poten
iálny
hrie²ení.Algoritmus 10 2SAT-random walk1: zvo© priradenie α náhodne2: if F (α) = 1 then return("splnite©ná")3: else if ani jedna klauzula v F (α) nie je splnená then return("asi nesplnite©ná")4: else5: v nesplnenej klauzule náhodne zme¬ priradenie jedného z literálov 0↔ 16: opakuj nanajvý² r krát7: ak ani po r "zmená
h" priradenie nie je sp¨¬ajú
e, return("asi nesplnite©ná")Pri analýze algoritmu vyuºijeme nasledujú
u lemu:Lema 3.10 Ne
h X je náhodná premenná s hodnotami z N, potom ∀k > 0

Pr[X ≥ kE[X ]] ≤ 1/k



3.5. ZDROJE NÁHODNÝCH POSTUPNOSTÍ/BITOV 35D�kaz:Ne
h pi ozna£uje pravdepodobnos´, ºe x = i. potom
E[X ] =

∑

i

ipi =
∑

i<kE[X]

ipi +
∑

i≥kE[X]

ipi ≥ kE[X ]Pr[x ≥ kE[x]]

1

k
≥ Pr[X ≥ kE[X ]]

2Lema 3.11 Ak vstupná formula F je splnite©ná, potom pre r = 2n2 je pravdepo-dobnos´, ºe Algoritmom 3.1 nájdeme sp¨¬ajú
e priradenie, aspo¬ 1/2.D�kaz: Ukáºeme, ºe stredná hodnota o£akávaného po£tu výmen/preklopení, ke¤ sapo£iato£né priradenie α lí²i od sp¨¬ajú
eho v i bito
h, je n2. Na základe lemy 3.10 topotom znamená, ºe ak je formula splnite©ná, 2n2 opakovaní sta£í, aby sme sp¨¬ajú
epriradenie na²li s pravdepodobnos´ou aspo¬ 1/2.Predpokladajme, ºe formula je splnite©ná a kv�li jendodu
hosti �xnime jednosp¨¬ajú
e priradenie T̂ . Ozna£me t(i)�o£akávaný po£et výmen/preklopení v prí-pade, ke¤ za£iato£né priradenie α sa od T̂ lí²i v i bito
h.
• t(0) = 0; uvedomme si, ºe 0 m�ºme dosta´ aj vtedy, ak na za£iatku sa α lí²iod T̂�formula m�ºe ma´ via
ero sp¨¬ajú
i
h priradení
• zmena priradenia hodnoty literálu v klauzule x∨ y sp�sobila, ºe v T̂ je aspo¬jeden z literálov x, y true;

t(i) ≤ 1

2
(t(i− 1) + t(i + 1)) + 1

t(n) ≤ t(n− 1) + 1

• nahradíme nerovnosti rovnos´ami, £o odpovedá tomu, ºe zabudneme, ºe súaj iné sp¨¬ajú
e priradenia a ºe sa T a T̂ m�ºu lí²i´ v obo
h literálo
h�niejeden, ale oba literály v x ∨ y majú by´ true5
x(0) = 0
x(i) = 1

2 (x(i− 1) + x(i + 1)) + 1
x(n) = x(n− 1) + 1



x(i) ≥ t(i)

∑n
i=0 x(i) = 1

2 (x(0) + x(2)) + 1
+ 1

2 (x(1) + x(3)) + 1
+ 1

2 (x(2) + x(4)) + 1...
+ 1

2


x(n− 2) + x(n)︸︷︷︸

x(n−1)+1


+ 1

+ x(n)

= 1
2x(1) +

∑n−1
i=2 x(i) + (n− 1) + 1/2

x(0) + x(1) + x(n) = 1
2x(1) + (n− 1) + 1/2





x(1) = 2n− 1
x(2) = 4n− 4...
x(i) = 2in− i2

x(n) = n2

• t(i) ≤ x(i) ≤ x(n) = n2, preto o£akávaný po£et krokov je ≤ n25uvedomme si, ºe to len zvý²i t(i)



36 KAPITOLA 3. PRAVDEPODOBNOSTNÉ ZLO�ITOSTNÉ TRIEDYKe¤ºe o£akávaný po£et výmen/preklopení pre nájdenie T̂ je nanajvý² n2, tak
Pr[i ≥ 2n2] ≤ 1/2Ak F je splnite©ná, tak s pravdepodobnos´ou vä£²ou ako 1/2 nájdeme T̂ po£as 2n2krokov. 2Ne
h by 2SAT malo jediné sp¨¬ajú
e priradenie T̂ . De�nujme p tak, ºe Sp sp�sobí,ºe prekopíme vºdy ten literál, ktorý súhlasí s T̂ , s pravdepodobnos´ou 1− δ

• zoberme δ-náhodný zdroj Sp s δ ≤ 1/2, potom (moºno) potrebujeme expo-nen
iálne ve©a krokov, aby sme na²li T̂

• keby p′ = 1/2, bolo by to fajn
• slabo náhodný zdroj Sp je akoby protivník, ktorý minimalizuje ná² úspe
hvýznam

δ-random sour
e Napriek tomu, ºe δ−náhodný zdroj nem�ºme pouºi´ ako zdroj náhodný
h bitov,m�ºme ho pouºi´ na simulá
iu pravdepodobnostného algoritmu s iba polynomiál-nym spomalením.De�ní
ia 3.8 Ne
h N je ²tandardizovaný TS, jednotlivé vo©by sú 0-syn, 1-syn. Vý-po£et je úplný binárny strom N (x) h¨bky n := p(|x|).
• Ne
h 0 < δ < 1/2. δ−priradenie F je zobrazenie z mnoºiny hrán N (x) dointervalu (δ, 1− δ) také, ºe pre kaºdý vr
hol je F (0-syn) + F (1-syn) = 1(randomizovaný algoritmus s δ−náhodným zdrojom )
• ℓ je list; Pr[ℓ] = Πa∈P (ℓ)F (a), kde P (ℓ) ozna£uje 
estu z kore¬a do listu ℓ

• Pr[M(x) = ” + ”|F ] =
∑

ℓ je lists odpove¤ou +Pr[ℓ]]

δ-RP Jazyk L ∈ δ−RP, ak existuje vy²²ie popísaný pravdepodobnostný stroj M s δ-náhodným zdrojom tak, ºe ∀δ − priradenie F

x ∈ L⇒ Pr[M(x) = ” + ”|F ] ≥ 1/2

x /∈ L⇒ Pr[M(x) = ” + ”|F ] = 0

δ-BPP Jazyk L ∈ δ−BPP, ak existuje vy²²ie popísaný pravdepodobnostný stroj M s δ-náhodným zdrojom tak, ºe ∀δ − priradenie F

x ∈ L⇒ Pr[M(x) = ” + ”|F ] ≥ 3/4

x /∈ L⇒ Pr[M(x) = ”− ”|F ] ≥ 3/4Zrejme
• 0− RP = 0− BPP = Ppravdepodobnos´ listu m�ºe by´ 1, preto v²etky listy musia hovori´ rovnako
• 1/2-RP =RP 1/2-BPP =BPPkaºdá hrana má pravdepodobnos´ 1/2



3.5. ZDROJE NÁHODNÝCH POSTUPNOSTÍ/BITOV 37�o ak 0 < δ < 1/2? Ukáºeme, ºe δ − BPP = BPP.
δ − BPP ⊆ BPP Zrejme δ − BPP ⊆ BPP.BPP ⊆ δ − BPP Budeme predpoklada´ (pre£o m�ºme?), ºe pravdepodobnos´ 
hyby BPP stroja N jenanajvý² 1/32. Ne
h x je vstup a p(|x|) je h¨bka N(x).

• n = p(|x|) k =

⌈
3 logn + 5

2δ − 2δ2

⌉

• blok je postupnos´ k bitov, ktoré vnímame ako zápis binárneho £ísla
• inner produ
tne
h κ = (κ1, . . . , κk), λ = (λ1, . . . , λk), κ · λ =

∑k
i=1 κiλi mod 2

• β, resp.βi bude ozna£ova´ k-bitový re´aze
, ktorý je výstupom δ-náhodnéhozdroja Sp. Nem�ºme to pouºíva´ priamo ako perfektne náhodný re´aze
, alevyuºijeme ho na "oklamanie nepriate©a".
• Idea simulá
ie je nasledovná: Budemesimulova´ 2k výpo£tov N(x), pri£om roz-hodovanie budeme robi´ deterministi
-ky, pod©a predvypo£ítaný
h "pseudoná-hodný
h" re´az
ov. Na záver rozhodne-me vä£²inou.
• Ne
h βj je k-bitový výstup δ-náhodnéhozdroja Sp, j ne
h je binárne zapísané re-´az
om d¨ºky k. Potom i-ty krok j-tehovýpo£tu sa rozhoduje pod©a βi · j

• £as O(n · 2k) = O(h(|x|)), kde h je po-lynóm.Po¤me odhadnú´ pravdepodobnos´ 
hybnej odpovede popísaného stroja Nδ. Po- odhad 
hybystupnos´ bitov, ktorá vedie ku korektnej odpovedi, je "dobrá"; ke¤ vedie k ne-správnej odpovedi, je "zlá". Ozna£me mnoºinu "zlý
h" postupností B. Aby smeohrani£ili pravdepodobnos´ 
hyby, potrebujeme odhadnú´, ko©ko z nami pouºitý
h
2k postupností vedie k nesprávnej odpovedi.

BPod©a ná²ho predpokladu o 
hybe BPP je |B| ≤ 1
322kVo výpo£te pouºívame postupnosti bitov

T = {β1 · Z, . . . , βn · Z, Z = 0, 1, . . . , 2k − 1}Pravdepodobnos´ 
hyby Nδ je Pr[|T ∩ B| ≥ 1|T |/2].Veta 3.12 Pr[|T ∩ B| ≥ 1|T |/2] < 1/4D�kaz: De�nujme
bias(βi · Z) = (Pr[βi · Z = 1]− Pr[βi · Z = 0])2potrebujeme, aby dostato£ne ve©a bitov ostalo nevy
hýlený
h. Ohrani£íme prie-merný bias



38 KAPITOLA 3. PRAVDEPODOBNOSTNÉ ZLO�ITOSTNÉ TRIEDY� najsk�r ukáºeme súvis medzi bias a 
oin
iden
e probability def.
=

2k−1∑

β=0

p[β]2,kde p[β] je pravdepodobnos´, ºe δ-náhodný zdroj Sp vygeneruje práve β.� potom ohrani£íme tú pravdepodobnos´Lema 3.13 1

2k

2k−1∑

Z=0

(Pr[βi · Z = 1]− Pr[βi · Z = 0])
2

=

2k−1∑

β=0

p[β]2D�kaz: Vyuºijeme, ºe Pr[β · Z = 0]− Pr[β · Z = 1] =
∑2k−1

β=0 (−1)β·Zp[β]. Preto
2k−1∑

Z=0

(Pr[βi · Z = 1]− Pr[βi · Z = 0])2 =
2k−1∑

Z=0




2k−1∑

β=0

(−1)β·Zp[β]




2

=

2k−1∑

Z=0

2k−1∑

β=0

p[β]2 + 2
2k−1∑

Z=0

2k−1∑

β1,β2=0

(−1)(β1+β2)·Zp[β1]p[β2] =

2k−1∑

Z=0

2k−1∑

β=0

p[β]2 + 2
2k−1∑

β1,β2=0

p[β1]p[β2]
2k−1∑

Z=0

(−1)(β1+β2)·Z

︸ ︷︷ ︸
0

= 2k

2k−1∑

β=0

p[β]2

⋄Ohrani£enie 
oin
iden
e probability bloku:Lema 3.14 Ak β je blok (d¨ºky k), ktorý je výstupom δ-náhodného zdroja Sp, potom
2k−1∑

β=0

p[β]2 ≤ (δ2 − (1− δ)2)kD�kaz: Majme blok β = (x1, . . . , xk) s pravdepodobnos´ou pi vygenerovania xi =
1. Uvaºujme taký blok β′, ktorý sa od β lí²i len v tom, ºe xi = 1 ale x′

i = 0. Ke¤rozdelíme sumu na dve £asti pod©a xi, dostaneme výraz tvaru
Ap2

i + A(1 − pi)
2Tento výraz dosahuje maximum, ak sa pi a (1 − pi) lí²ia £o najvia
; poloºme teda

pi = δ.
2k−1∑

β=0

p[β]2 ≤
k∑

i=0

(
k

i

)
δ2i(1− δ)2(k−i) = (δ2 + (1 − δ)2)k

⋄biased/unbiasedbity Na základe liem 3.13 a 3.14
• maximálne vy
hýlenie(bias) bitov j-teho pos
hodia je 2k(δ2 + (1− δ)2)k. Bit

βj ·Z nazveme biased(vy
hýlený), ak bias(βj ·Z) ≥ 1/n2; inak je bit nevy
hý-lený(unbiased).
• ©ahko vidno, ºe nevy
hýlený bit má pravdepodobnos´ toho, ºe je 1, medzi

1
2 − 1

2n a 1
2 + 1

2n .
• po£et vy
hýlený
h bitov j-teho pos
hodia je nanajvý² n22k(δ2 + (1− δ)2)k
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• 
elkov po£et vy
hýlený
h bitov je nanjvý² n32k(δ2 + (1 − δ)2)k;

n32k(δ2 + (1 − δ)2)k = 2kn3(1− 2δ + 2δ2)
3 log n+5

2δ−2δ2 =

2kn32
log(1−2δ+2δ2) 3 log n+5

2δ−2δ2 ≤ 62kn32−3logn−5 = 2kn−5 = 2k · 1

32 vy
hýlená po-stupnos´ (biaso-vaná)• Uvaºujme postupnos´ β1 · Z, . . . , βn · Z ∈ T . Nazveme ju vy
hýlenou, akobsahuje aspo¬ jeden vy
hýlený bit. Mnoºina T sa rozpadne na dve T =
B ∪ U , pri£om B obsahuje vy
hýlené(biasované) postupnosti a U nevy
hýle-né(unbiased). B ≤ n32k(δ2 + (1− δ)2)k ≤ 2k/32

E[|B ∩ T |] =
∑

t1...tn∈T

∑

b1...bn∈B

n∏

i=1

Pr[bi = ti]

≤ 2k/32 +
∑

t1...tn∈U

∑

b1...bn∈B

n∏

i=1

Pr[bi = t + i]

≤ 2k/32 +
∑

t1...tn∈U

∑

b1...bn∈B

(
1

2
+

1

2n

)2

︸ ︷︷ ︸
e/2n

≤ 2k/32 + 2n · 2k/32e2−n = 2k

32 (1 + e) < 1
82k = |T |/8Máme teda E[|B∩T |] ≤ 1/8, preto pod©a lemy 3.10 Pr[|T ∩B| ≥ 4 · |T |

8 ] ≤ 1/4

2D�sledok 3.15 ∀δ > 0 RP = δ − RP

6pre 0 < ε < 1 je log(1 − ε) ≤ −ε
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Kapitola 4Metódy tvorbypravdepodobnostný
halgoritmovAnalýzou existujú
i
h pravdepodobnostný
h algoritmov moºno "vytiahnu´" nieko©-ko metód, ktoré sa pri i
h návrhu vyuºívajú. �asto ide o kombiná
iu, niekedy moº-no algoritmus vníma´ optikou via
erý
h metód. Za£neme krátkym súhrnom metód,ktoré potom podrobnej²ie rozvinieme a odilustrujeme na príklado
h v nasledujú
i
hpodkapitolá
h. Eliminá
ia pro-tihrá£aEliminá
ia protihrá£a je v podstate metódou vyhýbania sa najhor²ím prípadom.Ke¤ máme deterministi
ký algoritmus, vstup pre najhor²í prípad pre ten-to konkrétny algoritmus sa vä£²inou kon²truuje pomerne jednojednodu
ho.Pravdepodobnostný algoritmus je vlastne mnoºinou deterministý
h algorit-mov(ke¤ k vstupu pridáme postupnos´ náhodný
h bitov). Ke¤ teda 
h
emzlý vstup, mal by by´ zlým pre dostato£ne ve©a tý
hto algoritmov. Dá sao£akáva´, ºe toto nie je vºdy moºné.S takýmto prístupom sme sa uº stretli.
RI , RII x

?
= y

V prípade zis´ovania rovnosti dvo
h vzdialený
h databáz (reprezentovaný
h binár-nymi re´az
ami) bola mnoºina deterministi
ký
h algoritmov ur£ená mnoºinou pr-vo£ísel: porovnanie x
?
= y sme nahradili porovnanímj x mod p

?
= y mod p, kde

p ∈ Prim(n2). Vieme, ºe aspo¬ Prim(n2)− (n− 1)

Prim(n2)
= 1− 2 lnn

n
-tina odpovedí jekorektná.

 náhodná vo©ba prvo£ísla vedie k ve©kej pravdepodobnosti korektnej odpovede;algoritmus je korektný na takmer kaºdom vstupe QUICKSORTAlgoritmus QUICKSORT je príkladom, ke¤ via
eré deterministi
ké stratégie sa lí²iavo©bou pivota, pri£om� kaºdá dáva korektnú odpove¤� kaºdá je efektívna na vä£²ine vstupov
T (1) = 0, T (n) = n− 1 + T (A<) + T (A>)Videli sme, ºe náhodná vo©ba pivota viedla v o£akávanom prípade k zloºitosti rádovorovnej dolnému odhadu�O(n log n) Metóda svedkovMetóda svedkov je vhodná pre také rozhodova
ie problémy, ke¤ nás zaujíma, £idaný vstup má alebo nemá nejakú vlastnos´ V (napr. £i to je prvo£íslo).41



42KAPITOLA 4. METÓDY TVORBY PRAVDEPODOBNOSTNÝCH ALGORITMOVK pouºitiu metódy je d�leºité, aby sme mali
• vhodnú de�ní
iu toho, £o je to svedok. Je to nejaká dodato£ná informá
ia W ,ktorá pomáha ur£i´, £i skúmaná vlastnos´ platí alebo nie

V  prvo£íselnos´ W  delitele
• dostato£ne ve©kú efektívne kon²truovate©nú mnoºinu kandidátov, medzi kto-rými je�v prípade existen
ie�dostato£ne ve©a svedkovPri prvo£íselnosti sú kandidátmi p ∈ Prim(n2); je i
h aspo¬ Prim(n2)-(n − 1).Pravdepodobnos´, ºe náhodne zvolený kandidát je svedok je

n2

lnn2 − (n− 1)
n2

ln n2

≥ 1− lnn2

nNemáme algoritmus, ktorý efektívne h©adá svedkov. Zoberme preh©adávanie odnajmen²ieho prvo£ísla. Ke¤ºe "zlý
h" prvo£ísel je nanjavý² n − 1, po n pokuso
hur£ite skon£íme. Zloºitos´ takéhoto prístupu je v²ak 4n logn, £o je ve©a. Pre£onevieme garantova´ ni£ lep²ie? Lebo kv�li istote potrebujeme k + 1 pokusov prevstup (x, y) taký, ºe Num(x)−Num(y) = p1 · p2 · . . . · pkPre pouºitie metódy svedkov sú teda vhodné také typy úloh, ktoré sp¨¬ajú nasle-dujú
e podmienky
• existen
ia svedkov
• efektívna kon²truk
ia kandidáta+test, £i je alebo nie je svedkom
• mnoºina kandidátov bohatá na svedkovFreivaldsovametóda Metóda odtla£kov je vlastne ²pe
iálnym prípadom metódy svedkov. Pouºíva sa,ke¤ nás zaujíma rovnos´/ekvivalen
ia nejaký
h komplexný
h objektov.1. Vezmeme mnoºinu M vhodný
h zobrazení úplný
h reprezentá
ií do £ias-to£ný
h reprezentá
ií (napr. N → Prim(n2))

h← random(M)2. vypo£ítame redukované reprezentá
ie h(O1), h(O2); tomu sa hovorí od-tla£ok/stopa/�ngerprint3. porovnáme skrátené reprezentá
ieif h(O1) = h(O2) then return("ekvivalentné")else return ("nie sú ekvivalentné")K úspe²nému pouºitiu potrebujeme
• h(O) efektívne po£ítate©né
• porovnanie h(O1)

?
= h(O2) efektívne vypo£itate©né

• existen
iu kandidátov/svedkov v M , ktoré potvrdzujú, ºe O1 6= O2Neprekvapí, ºe máme tradeo� medzi d¨ºkou h(O) a pravdepodpobnos´ou ko-rektnej odpovede.náhodná vzorka Náhodná vzorka/Random sampling vyuºívame v situá
ii, ke¤ nevieme h©ada´objekty daný
h vlastností ale vieme, ºe i
h je ve©a. Potom náhodne vybranámnoºina kandidátov by s ve©kou pravdepodobnos´ou mala h©adaný objektobsahova´.Táto pravdepodobnostná metóda je zaloºená na dvo
h jednodu
hý
h fakto
h:Fakt 4.1 Ku kaºdej náhodnej premennej X existuje hodnota, ktorá nie je men-²ia (vä£²ia) ako E[X ]



4.1. ELIMINÁCIA PROTIHRÁ�A 43Fakt 4.2 Ak pre náhodný objekt je pravdepodobnos´, ºe má nejakú vlastnos´, nenu-lová, potom existuje objekt, ktorý túto vlastnos´ má.Zvy²ovanie úspe²nosti opakovaním je realizované zniºovaním pravdepodobnos- opakovanieti 
hyby nezávislým opakovaním behov, resp. len i
h £astí, na tom istomvstupe zaokrúh©ovanieOptimizá
ia a náhodné zaokrúh©ovanie Niekedy je optimaliza£ný problém ´aº-ký na mnoºine diskrétny
h vstupov, ale jeho rie²enie na R je efektívne (napr.lineárne programovanie). V tejto situá
ii problém £asto rie²ime tak, ºe rela-xujeme od diskrétny
h hodn�t, vyrie²ime problém v reálny
h £ísla
h a získanérie²enie vhodne zaokrúhlime. (V aprox alg�primal-dual metóda pre ..)Kapitolou samou o sebe je derandomizá
ia�preh©adný a efektívny pravdepodob-nostný algoritmus "derandomizujeme" na determnisti
ký; vä£²inou simulovanímv²etký
h moºný
h behov pravdepodobnostného algoritmu.4.1 Eliminá
ia protihrá£aV tejto £asti sa budeme venova´ metóde eliminá
ie protihrá£a. Sústredíme sa nakon²truk
iu triedy deterministi
ký
h algoritmov pre ktoré platí, ºe pre kaºdý vstupje vä£²ina z ni
h efektívna. Náhodná vo©ba jedného z ni
h je potom s ve©kou prav-depodobnos´ou pre konkrétny vstup efektívna. Aplikujeme na dva príklady. ha²ovaniePre problém ha²ovanie ukáºeme, ºe
• ku kaºdej ha²ova
ej funk
ii existuje zlý vstup
• existuje trieda ha²ova
í
h funk
ií H taká, ºe pre kaºdý vstup S a náhodnúha²ova
iu funk
iu h ∈ H , je h(S) "dobre" rozloºené on line plánova-niePre problém plánovania ukáºeme, ºe pravdepodobnostný algoritmus dáva kvalita-tívne lep²ie rie²enie ako ©ubovo©ný determinsti
ký algoritmus.4.1.1 Ha²ovanieUvaºujme problém data managementu, ke¤ pod©a k©ú£a k h©adáme v ²truktúre

T . Operá
ie, ktoré potrebujueme realizova´, sú�Sear
h(T,k), Insert(T,k), Dele-te(T,k). Ide o implemntá
iu tzv. slovníka, ke¤ na implementá
iu mnoºiny objektovpouºijeme tabu©ku spolu s vhodným ha²ovaním.
• tabu©ka T s priamym prístupom, T = {0, 1, . . . , m− 1}

• univerzum U = {0, 1, . . . , d}; |U |≫ |T |

• zaujíma nás taká ha²ova
ia funk
ia/zobrazenie h : U → T , pre ktorú je
S ⊆ U, |S| = n, a pritom vyºadujeme, aby S bola "dobre rozloºená v T":v priemere |S|

|T | = n
m prvkov zaha²ovaný
h do jednej bunky/hodnoty

• ne
h b-ta bunka má zoznam ℓ prvkov zaha²ovaný
h na hodnotu b; potom prezloºitos´ realizá
ie jednotlivý
h in²truk
ií platí � najhor²í prípad ℓ, expe
ted
ℓ/2



44KAPITOLA 4. METÓDY TVORBY PRAVDEPODOBNOSTNÝCH ALGORITMOV�oo vyºadujeme od zobrazenia h?� dá sa efektívne vypo£íta´� pre vä£²inu S ⊆ U prvky "rovnomerne rozhadzuje"; inými slovami
T (i) = {a ∈ S | h(a) = i} ⇒ |Ti| = O

(
|S|
|T |

)Uvedomme si, ºe ni£ lep²ie ako "pre vä£²inu S" ºiada´ nem�ºeme, nako©kopre S = Uh,i = {a ∈ U | h(a) = i} sa 
elá mnoºina S zobrazí do jednejbunky...Lema 4.3 Ne
h U = N, T = {0, 1, . . . , m − 1}, n ∈ N
+, h : U → T sp¨¬a:

Pr[h(x) = i] = 1
m . Potom

• o£akávaný po£et prvkov v jednej bunke je n
m + 1

• ak n = m, potom Pr[via
 ako jeden prvok h(x) = i] < 1/2D�kaz: Vezmime S = {s1, . . . , sn} náhodne z U

X l
i,j(S) =

{
1, ak h(si) = h(sj) = l
0, inak

E[X l
i,j ] = Pr[h(si) = l]Pr[h(sj) = l] =

1

m2Ohrani£íme po£et kolízií v l-tej bunke
E[X l] =

∑

1≤i<j≤n

E[X l
i,j ] =

∑

1≤i<j≤n

1

m2
=

n(n− 1)

2m2
<

n2

2m2

n = m ⇒ E[X l] < 1/2Ne
h k prvkov z S ide do l-tej bunky; potom máme (k2) kolízií
n2

2m2
> E[X l] =

k(k − 1)

2
>

(k − 1)2

2
z £oho úpravou n

m
+ 1 > k

2Ak je teda n ∼ m, tak o£akávaná zloºitos´ je O(1). Reálne data ale nie sú ve©mirovnomerne rozloºené...K jednej ha²ova
ej fuk
ii sa zlý vstup kon²truuje ©ahko. Budeme preto pouºíva´rozumnú mnoºinu ha²ova
í
h funk
ií a náhodný výber; to kon²truk
iu zlého vstupuskomplikuje...univerzálna trie-da ha²ova
í
hfunk
ií De�ní
ia 4.1 Ne
h H je kone£ná mnoºina ha²ova
í
h funk
ií z U do T = {0, 1, , . . . , m− 1}.Hovoríme, ºe H je univerzálna trieda funk
ií, ak ∀x, y ∈ U, x 6= y, platí
|{h ∈ H | h(x) = h(y)}| ≤ |H |

mO tom, ºe univerzálna trieda ha²ova
í
h funk
ií je de�novaná rozumne, hovorí na-sledujú
a veta.Veta 4.4 Ne
h S ⊆ U, |S| = n, T = {0, 1, , . . . , m − 1}, H je univerzálna triedaha²ova
í
h funk
ií. Potom pre kaºdé x ∈ S a náhodnú ha²ova
iu funk
iu h ∈ H preo£akávanú ve©kos´ mnoºiny Sx(h) = {a ∈ S | a 6= x, h(a) = h(x)} platí
E[|Sx(h)|] ≤ |S||T | =

n

m



4.1. ELIMINÁCIA PROTIHRÁ�A 45D�kaz: Uvaºujme náhodnú premennú Zx,y(h), ktorá pre ha²ova
iu fun
iu h iden-ti�kuje kolíziu medzi x, y a premennú Zx(h), ktorá spo£íta po£et kolízií s prvkom
x. Stredná hodnota Zx(h) ur£uje o£akávaný po£et kolízií.

Zx,y(h) =

{
1, h(x) = h(y)
0, h(x) 6= h(y)

E[Zx,y(h)] = Pr[h(x) = h(y)]≤ 1/m

Zx(h) =
∑

y∈S,x 6=y

Zx,y(h) E[Zx(h)] =
∑

y∈S,x 6=y

E[Zx,y(h)]≤|S| − 1

m
<

n

m

2Univerzálna trieda ha²ova
í
h funk
ií existuje, sta£í zobra´ v²etky funk
ie U → T .Lema 4.5 Trieda HU,T = {h | h : U → T } je univerzálna trieda ha²ova
í
h funk
ií.D�kaz: Ne
h |T | = m

• |HU,T | = m|U|

• |H(x, y, i)| = |{h | h(x) = h(y) = i}| = m|U|−2

• |H(x, y)| = {h | h(x) = h(y)} =
∑m−1

i=0 |H(x, y, i)| = m|U|−1 =
|HU,T |

m

2Ho
i je trieda HU,T univerzálna, pre na²e ú£ely nie je vhodná. D�vod?� je príli² ve©ká� vä£²ina funk
ií nemá efektívnu reprezentá
iuExistujú aj univerzálne triedy ha²ova
í
h funk
ií, ktoré sú prakti
ké. Zoberme ako
Hp

linuniverzum U = {0, 1, . . . , p− 1}, ha²ova
ia tabu©ka T je ve©kosti m, pri£om p, m súprvo£ísla. Ukáºeme, ºe vhodnou univerzálnou triedou ha²ova
í
h funk
ií je napr.niº²ie de�novaná trieda ha²ova
í
h funk
ií Hp
lin:

ha,b(x) = ((ax + b) mod p) mod m

Hp
lin = {ha,b | a ∈ {1, 2, . . . , p− 1}; b ∈ {0, 1, . . . , p− 1}}Veta 4.6 Pre kaºdé prvo£íslo p (a £íslo m) je trieda Hp

lin univerzálnou triedouha²ova
í
h funk
ií z U = {0, 1, . . . , p− 1} do T = {0, 1, . . . , m− 1}D�kaz: Ozna£me
Hp

lin(x, y) = {ha,b ∈ Hp
lin, ha,b(x) = ha,b(y)}

M(x, y) = {(r, s) ∈ U × U | r 6= s a r ≡ s mod m}Zrejme |Hp
lin(x, y)| = |M(x, y)|. Potrebujeme ukáza´, ºe ∀x, y : |Hp

lin(x, y)| ≤ |Hp
lin|
m .Uvaºujme najprv zjednodu²enú verziu h′

a,b(x) = (ax + b) mod p.1. Ukáºeme, ºe fx,y(a, b) = (h′
a,b(x), h′

a,b(y)) je bijek
ia; a, b
h′

a,b
! r, s2. Spo£ítame, ko©ko je k danému r taký
h s, ºe r 6= s mod p ale r = s mod m



46KAPITOLA 4. METÓDY TVORBY PRAVDEPODOBNOSTNÝCH ALGORITMOV1. Po¤me argumentova´, ºe fx,y je bijek
ia. Ne
h r = h′
a,b(x) = (ax+b) mod p, s =

h′
a,b(x) = (ay + b) mod p.

x 6= y ⇒ r 6= sKv�li sporu predpokladajme, ºe x 6= y a r = s. Potom
0 = r − s ≡ a(x− y) mod pKe¤ºe p je prvo£íslo, znamenalo by to a ≡ 0 mod p alebo x ≡ y mod p, £o vzh©a-dom k vo©be a, x, y nie je moºné. Preto x 6= y ⇒ r 6= s. To ale znamená, ºe fx,y jezobrazenie z U × {U − {0}}︸ ︷︷ ︸

ls

→ {(r, s)|r, s ∈ U, r 6= s}︸ ︷︷ ︸
rs

. Ke¤ºe |ls| = p(p− 1) = |rs|,sta£í ukáza´, ºe jedna z fx,y, f
−1
x,y je injektívna.

r 6= s⇒ a 6= b Ne
h r 6= s. Ke¤ºe p je prvo£íslo, pre x 6= y, 0 ≤ x, y ≤ p − 1 inverzný prvok k
(x− y) existuje :

r − s = a(x− y) mod p ⇒ a = (r − s)(x− y)−1 mod p
⇒ b = (r − ax) mod p2. Pre x, y vo©ba náhodne zvolenej ha,b jednozna£ne ur£uje dvoji
u (r, s) takú, ºe

(r, s) = (h′
a,b(x), h′

a,b(y)), preto |Hp
lin(x, y)| = |M(x, y)|. K výpo£tu |Hp

lin(x, y)|preto sta£í spo£íta´, ko©ko je taký
h r 6= s, ºe r ≡ s mod m.K jednému r je ⌈ p
m

⌉
≤ p+m−1

m = p−1
m + 1 taký
h s, ºe r ≡ s mod m. Preto

|Hp
lin(x, y)| = |M(x, y)| ≤ p(p− 1)

m
=
|Hp

lin|
m

2Ve
 �al²ím príkladom je trieda ha²ova
í
h funk
ií, ktorú kon²truujeme k univerzu U(r, m),kde m je prvo£íslo, r ∈ N

U(m, r) = {x = (x0, . . . , xr); 0 ≤ xi ≤ m− 1, i = 0, . . . , r} = T r+1Ne
h α = (α0, . . . , αr) ∈ T r+1; de�nujmeVe
 = {hα; α ∈ T r+1}, kde hα(x0, . . . , xr) =

(
r∑

i=0

αixi

) mod mLema 4.7 Ve
 je univerzálna mnoºina ha²ova
í
h funk
iíD�kaz: Ukáºeme, ºe ∀x 6= y je |Hα(x, y)|=|{hα∈Ve
 | hα(x)=hα(y)}| ≤ |Ve
|
m =mrAk x 6= y, tak sa tieto vektory lí²ia aspo¬ v jednej zloºke; pre jednodu
hos´ ne
h

x0 6= y0.
hα(x) = hα(y) ⇔ ∑r

i=0 αixi ≡ ∑r
i=0 αiyi mod m

α0(x0 − y0) ≡ ∑r
i=0 αi(yi − xi) mod mKe¤ m je prvo£íslo, existuje pre x0 6= y0 inverzný prvok (x0 − y0)

−1. Preto
α0 ≡

r∑

i=1

αi(yi − xi)(x0 − y0)
−1 mod mHodnota α0 je teda jednozna£ne ur£ená hodnotami x, y, α1, . . . , αr, £o znamená, ºe

|Hα(x, y)| ≤ mr. 2Pozitívne na mnoºine Ve
 je to, ºe� vieme efektívne generova´ náhodné hα� hα sa efektívne po£íta.



4.1. ELIMINÁCIA PROTIHRÁ�A 474.1.2 On line algoritmyOn line problém je taký, ke¤ postupnos´ vstupov pri
hádza postupne a rozhodnutiatreba robi´ priebeºne. Otázka je, nako©ko dobrý m�ºe by´ algoritmus, ktorý nepozná kvalita on-linealgoritmovdopredu budú
nos´ v porovnaní s tým, ktorý 
elú budú
nos´ pozná dopredu. �opovaºujeme za kvalitu?� kvalita rie²enia� zloºitos´ motiva£né prí-kladydispe£ing obmedzený po£et sanitiek/taxíkov/... obsluhuje poºiadavky na¬. Dis-pe£ér priebeºne rozhoduje, koho kam po²le. Kritéria optimalizá
ie
• 
elkový po£et najazdený
h km
• £as £akania pa
ientov/pasaºierov -
elkový resp. maximalizovaný na jednéhorozvrhovanie/s
heduling analogi
ky - máme nieko©ko strojov r�nej kvality apoºiadavky na ne. Pride©ujeme úlohy strojom, pri£om optimalizujeme
• 
elkový £as
• priemerné za´aºenie
• £as £akania on-line algorit-musMajme optimaliza£ný problém U = (I, Sol, m, ciel). Algoritmus A je online pre U ,ak pre kaºdý vstup x = x1, . . . , xn ∈ I

• x1, . . . , xi je prípustný vstup ∀1 ≤ i ≤ n

• A(x) ∈ Sol(x)

• A(x1, . . . , xi) je £as´ A(x) ∀1 ≤ i ≤ nvstup x1, . . . , xn  výstup y1, . . . , yn, yi = fi(x1, . . . , xi)

CompA(x)Kvalitu algoritmu A meriame vzh©adom k optimálnemu o�-line algoritmu, resp.jeho 
ene.
CompA(x) = max

{
OPTU (x)

mA(x)
,

mA(x)

OPTU (x)

}V prípade aproxima£ný
h algoritmov de�nujeme 
hybu a aproxima£ný prah akohrani
u "najlep²ej" kvality, v prípade on-line algoritmov máme analogi
ké pojmy.
δ-´aºký problémNe
h δ ≥ 1 je kon²tanta. Hovoríme, ºe on-line algoritmus A je δ-
ompetitive, ak

∀x CompA(x) ≤ δ. On-line problém je δ-´aºký, ak neexistuje d-
ompetitive algorit-mus na jeho rie²enie pre ºiadne d < δ. stránkovaniePríklad 4.1 Majme 
ash/bu�er ve©kosti k, ostatné stránky ne
h sú v pomalej pa-mäti. Zo vstupu pri
hádzajú poºiadavky na stránky. Ak poºadovaná stránka s nieje v bu�ri, musíme niektorú zo stránok v bu�ri vyhodi´ a presunú´ tam poºadovanústránku s; v takomto prípade máme presun. Ch
eme minimalizova´ po£et presunovmedzi 
ash a hlavnou pamä´ou.za£iatok: s1, . . . , sk v Cash
sk+1, . . . , sn v Main; n≫ kin²tan
ia: postupnos´ indexov i1, i2, . . . , im; 1 ≤ ij ≤ n
ie©: minimalizova´ po£et presunov medzi Cash a MainUkáºeme, ºe problém Stránkovanie je k-´aºký. Spravíme to popisom stratégie pro- protihrá£tihrá£a, ktorý k ©ubovo©nému algoritmu A skon²truuje "zlý" vstup xA1. pri poºiadavke (k + 1) na stránku sk+1 musí algoritmus A vyhodi´ niektorústránku z bu�ra-povedzme stránku s indexom j1



48KAPITOLA 4. METÓDY TVORBY PRAVDEPODOBNOSTNÝCH ALGORITMOV2. po vyhodení stránky sj1 pri
hádza od protihrá£a poºiadavka j1; algoritmus Avyhadzuje j2...Je zrejmé, ºe ne
h by sme mali akýko©vek algoritmus, takto kon²truovaný vstup
k + 1, j1, . . . , jk−1 vyºaduje k presunov. Pritom optimálne�o�ine�rie²enie v pr-vom kroku vyhodí i ∈ {1, . . . , k}− {j1, . . . , jk−1}, preto mu na spra
ovanie rovnakejpostupnosti sta£í len jeden presun.

CompA(xA) =
costA(xA)

OPT (xA)
=

k

1
= k

⋄De�ní
ia 4.2 Pravdepodobnostný algoritmus A je pravdepodobnostný online algo-ritmus pre problém U ak ∀x1 . . . xn ∈ L a ∀1 ≤ i ≤ n− 1

• výstup kaºdého behu A(x1, . . . , xi) je prípustné rie²enie
• pre kaºdý vstup C(x1, . . . , xi), xi+1, kde C(x1, . . . , xi) ∈ Sol(x1, . . . , xi), v²etkybehy A dopo£ítajú prípustné rie²enie pre x1, . . . , xi+1vstup x1 . . . xixi+1  výstup y1, . . . , yi+1

yi+1 = fi+1(x1, . . . , xi+1) = gi+1(fi(x1, . . . , xi), xi+1)Pre in²tan
iu vstupu X máme
SA,X je mnoºina výpo£tov A na X
ProbA,X je odpovedajú
e pravdepodobnostné rozdelenie na SA,X

ZX(C) = CompC(X) je náhodná premenná v (SA,X , P robA,X)Kvalitu meriame o£akávanou hodnotou
Exp−CompA(X) = E[Zx]Ne
h δ ∈ R. Hovoríme, ºe algoritmus A je E[δ]-
ompetitive, ak

Exp− CompA(X) = E[ZX ] ≤ δNe
h h : N→ R≥1. Hovoríme, ºe algoritmus A je Exp[h]-
ompetitive, ak
Exp− CompA(X) = E[ZX ] ≤ h(|x|)Cie©om tejto £asti je na probléme rozvrhovania ukáza´, ºe existujú problémy, prektoré pravdepodobnostný algoritmus dosahuje lep²iu kvalitu ako najlep²í moºnýdeterministi
ký algoritmus.Problém Rozvrhovanie predpokladáproblém

• máme m r�zny
h (typov) strojov M1, . . . , Mm, pri£om z kaºdého typu strojaje len jeden kus
• job je m úloh A1, . . . , Am reprezentovaný
h permutá
iou indexov i1, . . . , im;job (i1, . . . , im) znamená, ºe� úlohy treba po£íta´ v poradí A1, . . . , Am; najsk�r jednu úlohu dokon£i´,potom druhú za£a´� Aj sa musí rie²i´ na stroji Mij� idealizovane predpokladáme, ºe výpo£et na kaºdom stroji trvá presnejednotku £asu



4.1. ELIMINÁCIA PROTIHRÁ�A 49Unit(m,d), resp. skrátene U(m, d)vstup: m typov strojov, d jobov(m-tí
 úloh)výstup: pridelenie úloh jednotlivým strojom v diskrétnom £ase tak, aby kaºdý robilvºdy len na jednej úlohe a aby príslu²ná úloha mala k dispozí
ii v²etkypotrebné výsledky (za
hovanie poradia)Budeme uvaºova´ najjednodu
h²iu verziu úlohy U(m, 2). Vstupom sú dva vek-tory α = (i1, . . . , im) a β = (j1, . . . , jm). Predstavme si i
h ako m × m mrieºku
G(α, β)[j, k], pri£om riadky odpovedajú β, st¨p
e α. Kolízia nastáva, ak G[k, ℓ] =
jk = iℓ�ahko vidno, ºe ak úlohy j1, . . . , jk−1 a i1, . . . , jℓ−1 skon£ili naraz a jk 6= iℓ, potommoºno úlohy jk a iℓ po£íta´ paralelne; inak jedna z ni
h musí po£ka´.Do mrieºky na miesta kolízií dáme zna£ku.Hýba´ sa moºno smerom doprava a dole a topo riadko
h, st¨p
o
h a diagonála
h, ak tamnie je zna£ka. Priradenie je 
esta z ©avého hor-ného do pravého spodného rohu.Pohyb po horizontálnej ²ípke aj pohyb po ver-tikálnej ²ípke odpovedajú tomu, ºe jedna úlo-ha stojí. Ke¤ºe máme ²tvor
ovú mrieºku, jepo£et vertikálny
h a horizontálny
h ²ípok nakaºdej 
este rovnaký.Majme teda 
estu S
delα(S), po£et vertikálny
h hrán na 
este S
delβ(S), po£et horizontálny
h hrán na 
este S

}
delay(S) = delα(S) = delβ(S)

cost(S) = m + delay(S) = m +
delα(S) + delβ(S)

2Fakt 4.8 Pre m ∈ N má kaºdá in²tan
ia (α, β) pre U(m, 2) presne m kon�iktov,pri£om v kaºdom riadku a kaºdom st¨p
i je práve jeden kon�ikt.Najprv ukáºeme, ºe vieme kon²truova´ zlé vstupy.Lema 4.9 Ne
h m = 0 mod 8. Pre kaºdý online algoritmus A rie²ia
i U(m, 2)existuje taká in²tan
ia I = ((1, 2, . . . , m), β), ºe
cost(A(I)) ≥ m +

m

8D�kaz: Popí²eme stratégiu protivníka, ktorý bude uklada´ kon�ikty tak, ºe £as´
esty, ktorá prejde za m/2 ty riadok a m/2-ty st¨pe
, pouºije aspo¬ polovi
u hrán,ktoré nie sú diagonálne. To bude znamena´, ºe nabrala zdrºanie aspo¬ polovi
u z
1
2

m
2 , £o je poºadovaný
h m/8.Kon²truujeme β = j1, . . . , jm

• j1 = 1 sp�sobí, ºe máme kon�ikt. Algoritmus m�ºe zna£ku obís´ po vertikálnejalebo horizontálnej hrane, oboje sp�sobí prírastok 1 do príslu²nej delα(S)alebo delβ(S)

• Ak algoritmus obi²iel zna£ku po horizontálnej hrane, α má rie²i´ úlohu 2, βúlohu 1�toto sa rie²i paralelne. Sme v pozí
ii, ke¤ α ide rie²i´ úlohu 3 a my
h
eme, aby aj β rie²ila úlohu 3�dáme teda j2 = 3
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• Ak algoritmus obi²iel zna£ku po vertikálnej hrane, α má rie²i´ úlohu 1, β novúúlohu j2. Aby sa to dalo rie²i´ paralelne, poloºíme j2 = m a potom vo©ba

j3 = 2 sp�sobí opä´ kon�ikt.

Takto postupujeme ¤alej. Ak algoritmus ob
hádza prekáºku po horizontálnej hrane,doplníme na príslu²né miesto v β prvok z mnoºiny {1, 2, . . . , m/2}. Ak ju obíde povertikálnej hrane, budeme vklada´ prvok z mnoºiny {m/2 + 1, . . . , m} 2Teraz odhadneme zloºitos´ najlep²ieho o�ine deterministi
kého algoritmu. Vezme-me mnoºinu konkrétny
h deterministi
ký
h stratégií, spo£ítame strednú hodnotupri i
h pouºití. Potom optimálny algoritmus nem�ºe by´ hor²í ako táto strednáhodnota.Lema 4.10 Ne
h m ∈ N. Pre kaºdý vstup I do U(m, 2) platí
Opt(I) ≤ m +

√
mD�kaz: Kv�li zjednodu²eniu uvaºujme m = k2.Pre i = 0, 1, . . . , k ozna£me

Di diagonálu, ktorá ide z (0, i) do ((m− i, m))
D−i diagonálu, ktorá ide z (i, 0) do ((m, m−i))Stratégia A(j), j ∈ {−√m, . . . , 0, . . . ,

√
m}príde po obvode k diagonále Di, potom sasnaºí ís´ po diagonále Di a následne po ob-vode najkrat²ou 
estou do pravého spodnéhorohu. Ak sú na diagonále prekáºky, ob
hádzai
h jednou horizontálnou a jednou vertikálnouhranou.Analogi
ky stratégia A(−i) (pozri obr.)Pre 
enu stratégie A(i) potom platí

cost(A(i)) = |i|+ (m− |i|) + |i|+ po£et prekáºok = m + |i|+ po£et prekáºok︸ ︷︷ ︸zdrºanieKe¤ºe je po£et v²etký
h prekáºok m, pre sú£et diagonálny
h stratégií dostávame
m +

√
m∑

i=−√
m

|i| = m + 2

√
m∑

i=1

|i| = m + 2

√
m(
√

m + 1)

2
= 2m +

√
mPriemerný po£et zdrºaní je potom

2m +
√

m

2
√

m + 1
<

2m +
√

m

2
√

m
=
√

m + 1/2



4.1. ELIMINÁCIA PROTIHRÁ�A 51Existuje teda algoritmus so zdrºaním nanajvý² √m a optimálny od neho nem�ºeby´ hor²í. Preto Opt(I) ≤ m +
√

m. 2Na základe lemy 4.9 a lemy 4.10 máme nasledujú
e tvrdenie.Veta 4.11 Problém U(m, 2) je (9/8− ε)-´aºký.D�kaz: Z lemy 4.9 vieme, ºe ku kaºdému algoritmu A existuje in²tan
ia I, na ktorejje costA(I) ≥ m+ m
8 . Lema 4.10 zas ohrani£uje 
enu optimálneho algoritmu. Preto

CompA(I) =
costA(I)

Opt(I)
≥

9
8m

m +
√

m
=

9

8


1− 1√

m + 1︸ ︷︷ ︸
ε




2A teraz kone£ne ten pravdepodobnostný algoritmusAlgoritmus 11 DIAG1: náhodne zvo© i ∈ {−√m, . . . ,
√

m}2: rie² stratégiou A(i)Veta 4.12 Algoritmus DIAG je pravdepodobnostný online, pri£om pre kaºdú in-²tan
iu vstupu I do U(m, 2) platí
ExpCompDIAG(I) ≤ 1 +

1√
m

+
1

2mD�kaz: Na základe pred
hádzajú
i
h úvah
• o£akávaný po£et zdrºaní pre stratégiu A(i) je nanajvý² ⌈√m⌉+ 1/2.
• o£akávaný £as je nanajvý² m + ⌈√m⌉+ 1/2

• Opt ≥ m

ExpCompDIAG(i) =
o£akávaná 
ena

Opt(I)
≤ m + ⌈√m⌉+ 1/2

m
= 1 +

1√
m

+
1

2m

2 záveromO probléme U(m, 2) sme ukázali� je (9/8− ε)-´aºký� existuje pravdepodobnostný algoritmus s ExpComp nanajvý² 1 + 1√
m

+ 1
2m



52KAPITOLA 4. METÓDY TVORBY PRAVDEPODOBNOSTNÝCH ALGORITMOV4.2 Metóda odtla£kovAko sme uº povedali, metóda odtla£kov sa pouºíva, ke¤ nás zaujíma rovnos´/ekvivalen
ianejaký
h komplexný
h objektov.1. Vezmeme mnoºinu M vhodný
h zobrazení úplný
h reprezentá
ií do £iasto£-ný
h reprezentá
ií (napr. N → Prim(n2))
h← random(M)2. vypo£ítame redukované reprezentá
ie h(O1), h(O2); tomu sa hovorí odtla-£ok/stopa/�ngerprint3. porovnáme skrátené reprezentá
ieif h(O1) = h(O2) then return ("ekvivalentné")else return ("nie sú ekvivalentné")K úspe²nému pouºitiu potrebujeme
• h(O) efektívne po£ítate©né
• porovnanie h(O1)

?
= h(O2) efektívne vypo£itate©né

• existen
iu dostato£ne ve©kej mnoºiny kandidátov/svedkov v M , ktorí v prí-pade O1 6= O2 potvrdzujú, ºe O1 6= O2D�raz je na kon²truk
ii tej mnoºiny M . Jej kardinalita je ur£ená d¨ºkou popisujednotlivý
h objektov a tak proti sebe idú snaha o dostato£né mnoºstvo kandidátova snaha o krátky popis.4.2.1 Porovnávanie databázApliká
iou metódy odtla£kov je Algoritmus 2 na porovnanie dvo
h vzdialený
hdatabáz; odtla£kom je mod p pre zvolené prvo£íslo p. Analogi
kým sp�sobomm�ºme rie²i´ via
eré podobné príkladyPríklad 4.2 Majme vzdialené databázy. X, Ui, Vj ozna£ujú pod©a kontextu re´aze
ale aj £íslo s binárnym zápisom X, resp. Ui, VjRI : X = x1 . . . xnRII : U = {U1, . . . , Uk}; Ui ∈ {0, 1}nZaujíma nás, £i X ∈ U .Mnoºina zobrazení/vytváraní odtla£kov vzniká vyuºitím prvo£ísel � pre prvo£íslo pozna£uje hp funk
iu, ktorá ako odtla£ok berie mod p

M = {hp | p ∈ Prim(n2)}Algoritmus je jasný
hyba Je zrejmé, ºe ke¤ X ∈ U , ©ubovo©ná vo©ba hp (výpo£et C(p)) vedie ku korektnejodpovedi. Chyby sa m�ºme dopusti´ len vtedy, ak X /∈ U ale existuje Ui tak, ºe
X ≡ Ui mod p. Vieme, ºe pre konkrétne i je po£et taký
hto "zlý
h" prvo£íselnanajvý² n− 1, pri£om n je d¨ºka zápisu X. Ak teda ozna£íme

Ai = {p | p ∈ Prim(n2) & s = qiv behu C(p)}
A =

k⋃

i=1

Ai



4.2. METÓDA ODTLA�KOV 53Algoritmus 12 � Test X ∈URI:1: náhodne vyber hp ∈M2: s← X mod p3: po²li s, p druhému po£íta£u RIIRII:1: vypo£ítaj qi ← Ui mod p2: if s ∈ {q1, . . . , qk} then return "X ∈ U"3: else return "X/∈ U"tak
Error(X, U) = Prob(A) =

k∑

i=1

Prob(Ai) ≤
k∑

i=1

2 lnn

n
= k · 2 lnn

nPre k ≤ n
4 ln n je pravdepodobnos´ 
hyby nanajvý² 1/2. Inými slovami, ak mohut-nos´ mnoºiny U je nanajvý² n

4 ln n , je Algoritmus 4.2 Monte Carlo algoritmus sjednosmernou 
hybou.Analogi
ky rie²ime problém neprázdneho prieniku dvo
h databáz.Príklad 4.3 Majme vzdialené databázyRI : V = {V1 . . . Vℓ}; Vi ∈ {0, 1}nRII : U = {U1, . . . , Uk}; Ui ∈ {0, 1}nZaujíma nás V
⋂

U
?
= ∅.Algoritmus 13 � Test V∩URI:1: náhodne vyber hp ∈M2: si ← Vi mod p3: po²li s1, . . . , sℓ, p druhému po£íta£u RIIRII:1: vypo£ítaj qi ← Ui mod p2: if {s1, . . . , sℓ} ∩ {q1, . . . , qk} = ∅ then return "V ∩ U = ∅"3: else return "V ∩ U 6= ∅" komuniká
iaAlgoritmus prekomunikuje (ℓ + 1)2⌈log n⌉ bitov. 
hybaJe zrejmé, ºe ke¤ V ∩ U = ∅, ©ubovo©ná vo©ba hp (výpo£et C(p)) vedie ku korektnejodpovedi. Chyby sa m�ºme dopusti´ len vtedy, ak V ∩U 6= ∅, ale existujú Ui, Vj tak,ºe Ui ≡ Vj mod p. Ak teda ozna£íme Bi udalos´, ke¤ si ∈ {q1, . . . , qk}, tak

Error(V, U) = Prob(
ℓ⋃

i=1

Bi) ≤
ℓ∑

i=1

k · 2 lnn

n
= ℓk · 2 lnn

nPre ℓk = o( n
lnn ) máme Monte Carlo algoritmus s jednosmernou 
hybou.Uvedomme si, ºe ak zvä£²íme mnoºinu M tak, ºe budeme uvaºova´ prvo£ísla p ∈

Prim(nd), po£et "zlý
h" prvo£ísel sa nezmení, ale zmen²í sa pravdepodobnos´ 
hy-by. Pre X = x1 . . . xn, Y = y1 . . . yn totiº
Pr[X ≡ Y mod p | X 6= Y ] ≤ n− 1

Prim(nd)
≤ d lnn

nd−1Vo v²etký
h uvedený
h príklado
h sme objekty porovnávali na základe "odtla£kov",ktorými boli zvy²ky po delení prvo£íslom. Iným prístupom je Freivaldsova metóda,ktorá ako odtla£ky pouºíva hodnotu polynómu/mati
e/funk
ie v bodo
h.



54KAPITOLA 4. METÓDY TVORBY PRAVDEPODOBNOSTNÝCH ALGORITMOV4.2.2 Freivaldsova metóda - ekvivalen
ia polynómovZákladom Freivaldsovej metódy je porovnanie objektov na základe odtla£ku, ktorýmje hodnota polynómu/mati
e/funk
ie ... Rozumnú pravdepodobnos´ 
hyby potomdosahujem po£ítaním nad vhodným okruhom...Príkladom vyuºitia Freivaldsovej metódy bol Algoritmus 1 na porovnanie AB = Cpre mati
e A,B,C. Zvolili sme náhodný vektor α a odpove¤ na otázku AB
?
= Csme spravili na základe výsledku porovnania ABα

?
= Cα. Analogi
ký postup m�º-me vyuºi´ pre porovnávanie polynómov (a iný
h ²truktúr, ktoré sa na porovnaniepolynómov dajú transformova´).Vstupom sú polynómy P1(X), P2(X) stup¬a nanajvý² n. Zaujíma nás, £i P1(X) =

P2(X). Ak 
h
eme deterministi
ký algoritmus na porovnanie polynómov, vyuºijemei
h "normálny tvar"
P (X) =

n∑

i=0

ciX
iresp.

Q(x1, . . . , xn) =

d∑

i1=0

. . .

d∑

in=0

ci1 · · · cinx
i1···xin

n
1pre polynóm Q(x1, . . . , xn) n premenný
h, z ktorý
h kaºdá m�ºe by´ stup¬a na-najvý² d. Toto deterministi
ké porovnanie má tú nevýhodu, ºe "normálny" tvarm�ºe by´ aº exponen
iálne dlhý vzh©adom k zadanému tvaru polynómu; napr.

(x1 + x2)(x1 + x3) · · · (x1 + xn)Uvaºujme teda jednodu
hý algoritmus, ktorý porovná polynómy na základe i
hhodnoty v náhodnom bode, prípadne náhodný
h bodo
h.Algoritmus 14 � Test P1(X) = P2(X)Ne
h polynómy P1, P2 stup¬a n majú premenné z po©a F , ne
h S ⊆ F , |S| ≥ n + 11: náhodne vyber r ∈ S2: p1 ← P1(r), p2 ← P2(r)3: if p1 = p2 then return "P1(X) = P2(X)"4: else return "P1(X) 6= P2(X)"
hyba Potrebujeme odhadnú´ pravdepodobnos´ 
hybnej odpovede. Ak sú polynómy rov-naké, 
hyby sa evidentne nedopustíme. Chyba nastane vtedy, ak pre polynóm
Q(X) = P1(X)−P2(X), ktorý nie je identi
ky rovný 0, zvolíme r tak, ºe Q(r) = 0.Fakt 4.13 Polynóm stup¬a d má nanajvý² d r�zny
h kore¬ov.Na základe faktu 4.13 je pravdepodobnos´ 
hyby Algoritmu 14 nanajvý² n

|S| . Ak
h
eme 
hybu zmen²i´, m�ºme zvä£²i´ mnoºinu S, resp. opakova´ nieko©ko behovalgoritmu. Uvedomme si, ºe ak Q(X) 6= 0, potom n+1 behov s r�znymi hodnotami
r to musí potvrdi´."ponau£enie" Zhrnutím dostávame, ºe test na rovnos´ polynómov P1(X)

?
= P2(X) je rozumnétransformova´ na test P1(X)− P2(X)

?
= 0Pri pre
hode k polynómom via
erý
h premenný
h vyuºijeme nasledujú
u vetu.
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hwartz-Zippel) Ne
h Q(x1, . . . , xn) ∈ F [x1, . . . , xn] je polynómvia
erý
h premenný
h 
elkového stup¬a d. Ne
h S ⊆ F a r1, . . . , rn sú náhodnevybraté z S. Potom
Pr[Q(r1, . . . , rn) = 0 | Q(x1, . . . , xn) 6= 0] ≤ d

|S|D�kaz: Postupujeme induk
iou vzh©adom na po£et premenný
h n. n=1Polynóm stup¬a d má nanajvý² d r�zny
h kore¬ov. X n>1Ne
h k ≤ d je maximálny stupe¬ exponentu premennej, povedzme ºe je to x1.Potom
Q(x1, . . . , xn) =

k∑

i=0

xi
1Qi(x2, . . . , xn)Vzh©adom na výber vieme, ºe� koe�
ient Qk(x2, . . . , xn) pri xk

1 nie je nula� stupe¬ polynómu Qk(x2, . . . , xn) je nanajvý² d− k� pravdepodobnos´, ºe Qk(r2, . . . , rn) = 0 je nanajvý² d−k
|S|Ne
h teda Qk(r2, . . . , rn) 6= 0. Uvaºujme polynóm

q(x1) = Q(x1, r2, . . . , rn) =

k∑

i=0

xi
1Qi(r2, . . . , rn)Stupe¬ polynómu q(x1) je nanajvý² k, nie je identi
ky rovný 0, preto

Pr[q(r1) = 0 |q(x1) 6≡ 0] ≤ k

|S|Vyuºijú
 Pr[A] ≤ Pr[A|B] + Pr[B] dostávame
Pr[Q(r1, . . . , rn) = 0 | Q(x1, . . . , xn) 6= 0] ≤ d− k

|S| +
k

|S| =
d

|S|
2Ak po£ítame mod p, kde p je prvo£íslo, 
hybu m�ºme odhadnú´ pomo
ou nasle-dujú
ej lemy.Lema 4.15 Ne
h p je prvo£íslo, Q(x1, . . . , xn) 6= 0 polynóm nad Zp, d ∈ N jemaximálny stupe¬ premený
h 
Potom Q má nanajvý² n · d · pn−1 kore¬ov.D�kaz: Analogi
ky ako v pred
hádzajú
om d�kaze-induk
ia 
ez po£et premenný
h. n=1Po£et kore¬ov je nanajvý² d = ndpn−1 n>1Q(x1, . . . , xn) =

∑d
i=0 xi

1Qi(x2, . . . , xn). Ak Q(α1, . . . , αn) ≡ 0 mod p, tak alebo(a) Qi(α2, . . . , αn) ≡ 0 mod p pre kaºdé i, alebo(b) Qj(α2, . . . , αn) 6= 0 mod p, pri£om α1 je kore¬om polynómu
q(x1) = Q0(α2, . . . , αn) + x1Q1(α2, . . . , αn) + · · ·+ xd

1Qd(α2, . . . , αn)Spo£ítame obe moºnosti zvlá²´. Ke¤ºe Q(x1, . . . , xn) 6≡ 0, musí existova´ taký in- (a)dex k, ºe polynóm Qk(x2, . . . , xn) 6≡ 0. Ten má pod©a IP nanajvý² (n − 1)dpn−2kore¬ov taký
h, ºe Qi(α2, . . . , αn) ≡ 0 mod p. Ke¤ dovolíme α1 ©ubovo©ne, je



56KAPITOLA 4. METÓDY TVORBY PRAVDEPODOBNOSTNÝCH ALGORITMOVpo£et kore¬ov (α1, . . . , αn) v prípade (a) nanajvý² (n− 1)dpn−1. (b)Polynóm q(x1) je polynóm jednej premennej stup¬a d, preto má nanajvý² d kore-¬ov. V tomto prípade máme teda nanajvý² dpn−1 kore¬ov.Celkovo teda je kore¬ov nanajvý²
(n− 1)dpn−1 + dpn−1 = ndpn−1

2Algoritmus 14 ©ahko upravíme na Monte Carlo algoritmus s jednosmernou 
hybou,ktorý rie²i porovnanie polynómov via
erý
h premenný
h.Algoritmus 15 AQPPolynómy P1, P2 n premenný
h nad Zp, maximálny stupe¬ jednotlivý
h premen-ný
h d, prvo£íslo p1: náhodne vyber α ∈ {0, 1}n2: hα(P1)← P1(α) mod p3: hα(P2)← P2(α) mod p4: if hα(P1) = hα(P2) then return "P1 ≡ P2"5: else return "P1 6≡ P2"Pravdepodobnos´, ºe v prípade Q() = P1() − P2() 6≡ 0 zvolíme náhodne α tak, ºe
Q(α) 6≡ 0, je aspo¬ (1− nd

p pn
).Uvedený algoritmus m�ºme vyuºi´ na pravdepodobnostné zodpovedanie otázky, £imá daný bipartitný grafG(U, V, E), E ⊆ U×V úplné párovanie (perfe
t mat
hing)1.úplné párovanie Úplné párovanie je zrejme moºné len vtedy, ke¤ |U | = |V |. Predpokladáme teda,ºe U = {u1, . . . , un}, V = {v1, . . . , vn}. Úplné párovanie je vtedy dané permutá
iou

π, ktorá hovorí, ºe v párovaní sú hrany (ui, vπ(i)). Vyuºijeme Edmondsonovu vetuVeta 4.16 (Edmondson) Ne
h A je mati
a typu n×n, ktorú k bipartitnému grafu
G(U, V, E) skon²truujeme nasledovne

A[i, j] =

{
xij , (ui, vj) ∈ E
0, (ui, vj) /∈ EDe�nujme polynóm2 Q(x11, . . . , xnn) = det(A).Potom G má úplné párovanie právevtedy ak Q 6≡ 0.D�kaz: det(A) =

∑
π∈S(n)−1sgn(π)A[1, π(1)]A[2, π(2)] . . . A[n, π(n)]; tu S(n) je sy-metri
ká grupa permutá
ií a sgn(π) je parita po£tu výmen, ktorými z identi
kejpermutá
ie dostaneme permutá
iu π. Ke¤ºe kaºdé xij je v mati
i nanajvý² raz,sumá
iou sa nem�ºu "vynulova´". Preto determinant nie je identi
ky rovný 0 prá-ve vtedy, ke¤ existuje permutá
ia, pre ktorú je príslu²ný £len nenulový. To je aleekvivalentné tomu, ºe1Párovanie je taká mnoºina hrán, v ktorej je kaºdý vr
hol obsiahnutý nanajvý² raz. Párovanieje úplné, ak je v ¬om kaºdý vr
hol obsiahnutý práve raz.2det(A) ozna£uje determinant mati
e A.
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A[1, π(1)] 6= 0⇒ (1, π(1)) ∈ E
A[2, π(2)] 6= 0⇒ (2, π(2)) ∈ E

. . .
A[n, π(n)] 6= 0⇒ (n, π(n)) ∈ E





úplné párovanie
2Determinant je polynóm, preto testovanie determinantu je testom polynómu na nulua na to máme pravdepodobnostný test. Vyuºitie tohto prístupu�súvis párovaniaa determinantu mati
e/polynómu�je sk�r v kon²truk
ii paralelného algoritmu nah©adanie úplného párovania.4.2.3 Perfe
t mat
hingV tejto £asti sa budeme venova´ h©adaniu nezávislej mnoºiny hrán:

• maximálne párovanie � nedá sa zvä£²i´ pridaním hrany; sekven£ne sa ©ahkoh©adá greedy metódou
• kardinalitou maximálne párovanie; existujú polynomiálne sekven£né rie²enia.Zdá sa, ºe v²etky rozumné paralelizá
ie obsahujú pravdepodobnostný prístup.
• perfe
t mat
hing� obsahuje v²etky vr
holy grafuBudeme sa venova´ problému úplného párovania v grafe, o ktorom vieme, ºe toto pá-rovanie obsahuje. M�ºme si to dovoli´, pretoºe rozhodova
ia verzia tohto problémuje z RNC. RNC, ZNCDe�ní
ia 4.3 Trieda RNC je trieda jazykov , pre ktoré existuje PRAM A taký, ºe

∀x ∈ Σ∗

• x ∈ L⇒ Pr[A(x) je ak
eptuj] ≥ 1/2

• x /∈ L⇒ Pr[A(x) je ak
eptuj] = 0

• plynomiálny po£et pro
esorov
• polylogaritmi
ký £asPravdepodobnostný algoritmus je zaloºený na nasledujú
ej vete:Veta 4.17 (Tutte) Ne
h A je mati
a, ktorá vznikla z grafu G = (V, E):
• kaºdej hrane (vi, vj) ∈ E priradíme premennú xi,j , i < j

• hodnota mati
e na mieste i, j je ur£ená pod©a hrán
A[i, j] =





xi,j , (vi, vj) ∈ E, i < j
−xi,j , (vi, vj) ∈ E, j < i
0, (vi, vj) /∈ E, i < jPotom G obsahuje úplné párovanie práve vtedy, ke¤ determinant mati
e A, det(A)nie je identi
ky rovný 0.Ke¤ºe existuje NC algoritmus na výpo£et determinantu mati
e, poskytuje veta 5.9návod na RNC rie²eie rozhodova
ej verzie existen
ie úplného párovania v grafe:

• kon²truk
ia mati
e A

• pravdepodobnostný test na det(A) 6≡ 0 de�ní
ie, faktyZopakujme(pripome¬me) si niektoré pojmy a tvrdenia súvisia
e s mati
ami



58KAPITOLA 4. METÓDY TVORBY PRAVDEPODOBNOSTNÝCH ALGORITMOV(i,j) minor U i,j je mati
a, ktorá z mati
e U vznikne odstránením i-teho riadku a
j-teho st¨p
aadjoint adj(U) je mati
a, ktorá má na mieste (i, j) hodnotu v absolútnej hodnoterovnú determinantu (i, j)-minora;
adj(U)(i, j) = (−1)i+jdet(U i,j)Platí U · adj(U) = det(U)Veta 4.18 Ne
h U je n × n mati
a, ktorej prvky sú k-bitové £ísla. Potom deter-minant, adjoint, U−1 sú z NC. Presnej²ie, ak M(n) = O(n2.376) je po£et operá
iíspotrebovaný
h pri násobení 2 matí
 typu n× n, potom� determinant po£ítame v £ase O(log2 n) pomo
ou O(n2M(n)) pro
esorov� existuje RNC pre výpo£et inverznej mati
e, adjoint v £ase O(log2 n) pomo
ou

O(n3.5k) pro
esorov.Problémom pri získavaní paralelného algoritmu na h©adanie úplného párovania vgrafe, o ktorom vieme, ºe úplné párovanie má, je to, ºe tý
hto úplný
h párovaním�ºe by´ ve©a. Potrebujeme nejakým sp�sobom "izolova´" jedno, ktoré bude via
eropro
esorov h©ada´ spolo£ne. Túto izolá
iu spravíme vhodným ohodnotením hrán anásledne h©adaním úplného párovania minimálnej váhy. Ukáºeme, ºe pri rozumnenáhodnom váhovaní je ve©ká ²an
a, ºe sa izolá
ia podarí.systém podmno-ºín De�ní
ia 4.4 Systém podmnoºín je dvoji
a (X,F), kde X = {x1, . . . , xm} je ko-ne£ná mnoºina prvkov, tzv. univerzum a F = {S1, . . . , Sk, Si ⊆ X} je trieda pod-mnoºín. Hovoríme, ºe rozmer tohto systému je m-ve©kos´ univerza.Ne
h w : X → Z+ je váhová funk
ia. De�nujme
w(S) =

∑

xj∈S

w(xj)Platí nasledujú
a izola£ná lema:Lema 4.19 (izola£ná) Ne
h (X,F) je systém podmnoºín rozmeru m,
w : X → {1, . . . , 2m} je kladná 
elo£íselná váhova
ia funk
ia, ktorá kaºdému pvkuz X priradí náhodnú váhu z mnoºiny {1, . . . , 2m}. Potom

Pr[∃ jediná mnoºina minimálnej váhy v F ] ≥ 1/2D�kaz: Predpokladáme, ºe kaºdý prvok z X sa vyskytuje aspo¬ v jednej z podmno-ºín systému F . Predstavme si, ºe váhy jednotlivým prvkom prira¤ujeme postupne.Ne
h v²etky prvky z X aº na xi uº majú priradenú váhu. Ozna£me
Wi minimálnu váhu mnoºiny, ktorá obsahuje xi, pri£om váha w(xi) = 0, ke¤ºe junepoznáme
Wi minimálnu váhu mnoºiny, ktorá neobsahuje xi

α(i) = Wi −Wi (v²imnime si, ºe α(i) m�ºe by´ aj < 0)Ako sa prejaví priradenie váhy prvku xi?
• Ak by sme priradili xi nekone£ne malú váhu (resp. −2m2), potom by kaºdámnoºina minimálnej váhy musela obsahova´ prvok xi. Analogi
ky, nekone£-ne ve©ká váha (resp. 2m2) by sp�sobila, ºe ºiadna minimálna mnoºina xineobsahuje.
• w(xi) < α(i) sp�sobí, ºe kaºdá mnoºina minimálnej váhy musí obsahova´

xi, pri£om kaºdá mnoºina, ktorá xi neobsahuje, má váhu aspo¬ Wi +w(xi) <
Wi + (Wi −Wi) = Wi
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• w(xi) > α(i) sp�sobí, ºe ºiadna mnoºina minimálnej váhy neobsahuje xi,pri£om kaºdá mnoºina, ktorá xi obsahuje, má váhu aspo¬ Wi + w(xi) > Wi

w(xi) = α(i)
Ak w(xi) = α(i), nevieme jednozna£ne poveda´, £i xi bude alebo nebude prvkomminimálnej mnoºiny. V tomto prípade hovoríme, ºe je xi neisté.

w(xi) 6= α(i)
Ak v²ak w(xi)neα(i), potom je prítomnos´/neprítomnos´ xi v minimálnej mnoºinejednozna£ne ur£ená.Uvedomme si, ºe náhodná premenná α(i) je nezávislá od w(xi), preto

Pr[xi je neisté ] ≤ 1/2mNeistoty jednotlivý
h prvkov korelujú, preto
Pr[existuje neistý prvok v X ] ≤ m · 1

2m
=

1

2Znamená to, ºe popísané náhodné priradenie váh je s pravdepodobnos´ou aspo¬1/2 také, ºe ºiaden prvok nie je neistý, £o znamená, ºe existuje jediná mnoºinaminimálnej váhy. (Existen
ia dvo
h mnoºín Si, Sj minimálnej váhy by znamenala,ºe existuje prvok y ∈ Si, y /∈ Sj , £o by znamenalo, ºe y je neistý.)
2Apliká
ia izola£nej lemy na problém úplného párovania je priamo£iara� X je mnoºina hrán� F je mnoºina úplný
h párovaní� náhodné priradenie váh jednotlivým hranám ur£í jednozna£ne úplné párova-nie minimálnej váhy. paralelizá
iaM�ºme teda predpoklada´, ºe máme graf s náhodne priradenými váhami, ktorý ob-sahuje jediné úplné párovanie minimálnej váhy (ke¤ºe nejednozna£né je to s prav-depodobnos´ou ≤ 1/2, nieko©konásobné opakovanie 
hybu redukuje; resp. mámeLas Vegas algoritmus, ktorý to ováhovanie nakonie
 predsalen nájde.)Ne
h A je Tutte mati
a. Vytvorme z nej mati
u B tak, ºe namiesto xi,j pí²eme

2w(i,j). Potom platia nasledujú
e tvrdenia:Lema 4.20 Ne
h existuje jediné minimálne úplné párovanie váhy W . Potom det(B) 6=
0 a sú£asne maximálna mo
nina dvojky, ktorá delí det(B), je 22W .Lema 4.21 Ne
h M je jediné minimálne úplné párovanie v G váhy W . Potom

(i, j) ∈M ⇔ det(Bi,j)2w(i,j)

22W
je nepárneZhrnutím pred
hádzajú
i
h úvah a tvrdení je MC algoritmus P-Mat
h, pre ktorýplatí:Veta 4.22 Ak G má úplné párovanie, potom Algoritmu P-Mat
h ho nájde s prav-depodobnos´ou aspo¬ 1/2. Pritom £as je O(log2 n) a po£et pro
esorov O(n3.5m)4.2.4 Porovnávanie re´az
ovVenujme sa teraz problému porovnávania/vyh©adávania textov (pattern mat
hing).vstup: X = x1 . . . xn xi ∈ Σ

Y = y1 . . . ym yj ∈ Σvýstup k pozí
ia výskytu Y v X : xk . . . xk+m−1 = Y
k = n−m + 2 znamená, ºe Y sa v X nevyskytuje



60KAPITOLA 4. METÓDY TVORBY PRAVDEPODOBNOSTNÝCH ALGORITMOVAlgoritmus 16 P-Mat
h
⊲ vstupom je graf s aspo¬ jedným úplným párovaním1: for all (i, j)(paralelne) do2: prira¤ hrane (i, j) náhodnú váhu w(i, j) ∈ {1, . . . , 2m}3: vypo£ítaj (deterministi
ky) Tutte mati
u B4: vypo£ítaj det(B)5: vypo£ítaj W také, ºe 22W je maximálna mo
nina dvojky, ktorá delí det(B)6: vypo£ítaj adj(B) = det(B) ·B−17: for all (i, j)(paralelne) do8: vypo£ítaj ri,j = det(Bi,j) · 2w(i,j)/22W9: if (i, j) je nepárne then pridaj ri,j do M"Klasi
ké" deterministi
ké prístupy sú dva1. O(n·m) algoritmus "hrubej sily" zaloºený na prikladaní Y postupne na pozí
ie

1, 2 aº n−m + 12. O(n + m) algoritmus vyuºívajú
i predspra
ovanie Yvzorka pomo
ouodtla£kov Metódu odtla£kov vieme vyuºi´ v (asymptoti
ky) neefektívnej²ej verzii determinis-ti
kého algoritmu� vzorku Y budeme postupne priklada´ na jednotlivé pozí
ie v X ,porovnanie príslu²ný
h podre´az
ov v²ak spravíme 
ez i
h odtla£ky získané funk
iou
Op. Opä´ vyuºijeme po£ítanie modulo prvo£íslo p.
Pre jednodu
hos´ predpokladáme, ºe Σ = {0, 1}. Potom re´aze
 d¨ºky m m�ºmevníma´ ako binárny zápis £ísla a jeho odtla£kom bude zvy²ok po delení prvo£íslom
p. Ne
h X(j) ozna£uje £íslo, ktorého binárny zápis je podre´aze
 d¨ºky m re´az
a
X , ktorý za£ína na pozí
ii j; analogi
ky Y .Vezmime prvo£íslo p ≤ τ náhodne, Op(X) = X mod p. Ak by sme rovnos´odtla£kov povaºovali za de�nitívne ur£enie pozí
ie, na ktorej sa Y v X na
hádza,
hyba algoritmu by bola

n−m+1∑

j=1

Pr[Op(Y ) = Op(X(j))Ke¤ºe pre binárne £íslo d¨ºky m máme nanajvý² m − 1 "zlý
h" prvo£ísel, m�ºmepísa´
n−m+1∑

j=1

Pr[Op(Y ) = Op(X(j)) | Y 6= X(j)] <
nm

Prim(τ)
= O

(
nm log τ

τ

)To pri vo©be τ = f(n, m) = n2m log n2m dáva pravdepodobnos´ 
hyby MC algorit-mu s jednosmernou 
hybou
nm log(n2m log n2m)

n2m log n2m
≤ log(n2m)2

log n2mn
=

2 log n2m

n log n2m
=

2

nresp. O(1/n).Ak v²ak rovnos´ odtla£kov pouºijeme len ako indiká
iu poten
iálneho výskytu Y v Xa skuto£nos´ overíme "priloºením" Y na príslu²nú pozí
iu, dostaneme algoritmus



4.2. METÓDA ODTLA�KOV 61Algoritmus 17 String(f(n,m))
⊲ f ur£uje ve©kos´ pouºitý
h prvo£ísel1: náhodne vyber p ∈ Prim(f(n, m))2: Op(Y )← Y mod p3: Op(X(0))← Num(x1 . . . xm−1) mod p4: k ← 15: while k<n-m+1 do6: Op(X(k))← (2[Op(X(k − 1))− xk−12
m−1 mod p] + xk+m−1) mod p

⊲ Op(X)← X(k) mod p; x0 = 07: if Op(Y ) = Op(X(k)) then8: if Y = X(k) then return "Y sa vyskytuje od pozí
ie k"
⊲ z pravdepodobnostného algoritmu robíme deterministi
ký9: else k ← k + 110: return "Y sa v X nevyskytuje"Las Vegas, ktorého kaºdá odpove¤ je korektná. V tomto prípade má zmysel sapýta´, aká je jeho o£akávaná £asová zloºitos´.Pri realizá
ii algoritmu vyuºívame efektívne po£ítanie X(j) mod p, ktoré vy
hádzaz rovnosti
X(j + 1) = 2[X(j)− 2m−1xj ] + xj+m £asAnalyzujme Las Vegas verziu (Algoritmus 17). O£akávaná zloºitos´ je

O


 (n + m)

(
1− 1

n

)

︸ ︷︷ ︸ºiaden poten
iálny výskyt + mn

(
1

n

)

︸ ︷︷ ︸overovanie na kaºdej pozí
ii = O(n + m) modi�ká
ia LasVegasUpravme algoritmus tak, ºe po falo²nej zhode vygenerujeme prvo£íslo p náhodne.Potom pravdepodobnos´ toho, ºe spravíme via
 ako t re²tartov, je nanajvý² 1

nt
.4.2.5 Interaktívne d�kazyPoslednou (na²ou) apliká
iou metódy odtla£kov sú tzv. interaktívne d�kazy. Pred-pokladajme, ºe niekto tvrdí, ºe pozná d�kaz. Na²ou úlohou je sa presve£i´, ºe hopozná bez toho, aby nám ho 
elý ukázal. M�ºme vidie´ iba "odtla£ok" tohto d�kazu,pri£om odtla£kom sú odpovede na otázky, ktoré budeme klás´. Kvalita d�kazov, kto-ré takýmto sp�sobom dokáºeme overi´, zrejme závisí od kvantity odpovedí a kvalityotázok. Ukáºeme jeden "vzorový" príklad�problém izomor�zmu a neizomor�zmugrafov.3Problém izomor�zmu grafov(GI): dvoji
u vstupný
h grafov (G1, G2) ak
eptu-jeme, ak sú izomorfné. �ahko vidno, ºe tento problém patrí do NP: uhádnemeizomor�zmus τ a overíme rovnos´ τ(G1) = G2.Problém neizomor�zmu grafov(GNI) dvoji
u vstupný
h grafov (G1, G2) ak-
eptujeme, ak nie sú izomorfné. Tento problém je z co−NP. Nemáme krátked�kazy, asi je to ´aº²ie....Na dokazovanie pouºijeme systém dvo
h hrá£ov/algoritmov.3Grafy G1 = (V, E1), G2 = (V, E2) sú izomorfné, ak existuje permutá
ia π taká, ºe (i, j) ∈

E1 ⇔ (π(i), π(j)) ∈ E2



62KAPITOLA 4. METÓDY TVORBY PRAVDEPODOBNOSTNÝCH ALGORITMOVV-veri�er je pravdepodobnostný polynomiálny algoritmus, ktorý sa snaºí overi´,ºe grafy G1, G2 nie sú izomorfné. M�ºe pritom klás´ otázky d�kazu PP-proover je algoritmus, ktorému neohrani£ujeme výpo£tovú silu. Zakáºeme mujediné a to prístup k náhodným bitom algoritmu Vvýpo£et je komuniká
ia medzi nimi, pri£om posledné slovo má V. Vyºadujeme� ak G1, G2 sú neizomorfné, potom P má ²an
u presved£i´ V� ak G1, G2 sú izomorfné, potom akáko©vek snaha P vedie k ak
eptovaniu spravdepodobnos´ou nanajvý² 1/2Takémuto algoritmu hovoríme interaktívny d�kaz. Komunika£ný protokol (IP) preV a P pre problém GNI je jednodu
hý.V pra
uje takto� uhádne i ∈ {1, 2} a permutá
iu τ� vypo£íta H = τ(Gi)� po²le H do P a spýta sa na index iP po²le V index jV porovná si indexy i, j. Ak i = j, ak
eptuje, ºe G1, G2 sú neizomorfné; inakzamietaVeta 4.23 Ak G1, G2 nie sú izomorfné, £estný P presved£í V. Inak je pravdepodob-nos´ toho, ºe (ho
i aj ne£estný) P presved£í V, nanajvý² 1/2.D�kaz: Analyzujeme pod©a reálnej situá
ie
G1 ≁ G2 Ak grafy nie sú izomorfné, výpo£tovo neohrani£ene silný P dokáºe nájs´ aj korektnýindex i aj permutá
iu τ , ktorou vzniklo H = τ(Gi). V tomto prípade V odpovedákorektne.
G1 ∼ G2 Ak sú grafy izomorfné, potom G1 ∼ H ∼ G2. Akoko©vek silný P bez prístupu knáhodným bitom V nedokáºe zisti´ index, ktorý po ¬om V 
h
e. P si preto tipne,£o vedie k pravdepodobnosti 
hyby nanajvý² 1/2. 2Len pre zaujímavos´. Ozna£me IP vy²²ie popísaný systém (V, P). Dá sa (nie 
elkomjednodu
ho) ukáza´, ºe IP=PSPACE.



4.3. ZVY�OVANIE ÚSPE�NOSTI OPAKOVANÍM A NÁHODNÁ VZORKA 634.3 Zvy²ovanie úspe²nosti opakovaním a náhodnávzorkaTieto dve metódy � zvy²ovanie úspe²nosti opakovaním a náhodný vzorka � sú na-to©ko podobné, ºe niekedy ´aºko rozlí²i´, o ktorú z ni
h ide. Navy²e, i
h vhodnákombiná
ia dáva dobré výsledky. opakovanieDoteraz sme nezávislé opakovanie 
elý
h výpo£tov vyuºívali k zniºovaniu 
hyby podºelanú hrani
u. Metódu teraz potiahneme ¤alej� opakovanie nie 
elý
h výpo£tov, ale len vybraný
h £astí� opakovanie r�zny
h £astí výpo£tu r�zny po£et krát: £astej²ie zopakujeme tie£asti, v ktorý
h je pravdepodobnos´ výskytu 
hyby vy²²ia náhodná vzorkaTáto metóda poskytuje "rozumné" rie²enie pre via
eré problémy, pre ktoré rozum-né/efektívne deterministi
ké algoritmy nepoznáme4.3.1 Zlep²ovanie úspe²nosti opakovaním kriti
ký
h £astíTeraz sa budeme venova´ problému Min-Cut (hranový rez minimálnej 
eny). Zopa-kujme si de�ní
iu problému: problém Min-Cutvstup: multigraf G = (V, E, c) c : E → N− {0} ur£uje násobnos´ hránprípustné rie²enia: M(G) = {(V1, V2) | V1 ∪ V2 = V, V1 ∩ V2 = ∅}je to mnoºina hranový
h rezov
ena: cost((V1, V2), G) =
∑

ℓ∈S(V1,V2)
c(ℓ)

S(V1, V2) = {(x, y) ∈ E | x ∈ V1, y ∈ V2}
ie©: minimalizá
ia 
enyNajlep²í známy deterministi
ký algoritmus je zloºitosti O(|V | · |E| · log |V |2
|E| ), £o jev najhor²om prípade O(n3). Pravdepodobnostný algoritmus je vlastne náhodnýmgenerovaním hranového rezu, o ktorom ukáºeme, ºe je s ve©kou pravdepodobnos´ouminimálnym. Samotný algoritmus je zaloºený na kontrak
ii hrán. Ne
h (x, y) jehrana; jej kontrak
iou rozumieme
ontra
t(G,(x,y)):

• zlú£enie vr
holov x, y do jedného vr
hola x ∪ y
• odstránenie vr
holov x, y a hrán (x, y)
• presmerovanie hrán idú
i
h do/z x alebo y do/z vr
hola x ∪ yTakto vzniknutý graf ozna£íme G/(x, y). Ne
h F = {(x1, y1), . . . , (xk, yk)} ⊆ E+.Graf, ktorý vznikne postupným kontrahovaním hrán (x1, y1), . . . , (xk, yk) ozna£íme

G/F . V²imnime si, ºe na poradí kontrak
ie hrán nezáleºí.
Algoritmus na výpo£et minimálneho rezu je jednodu
hý - náhodne zvolíme hranu,spravíme konntrak
iu a opakujeme, kým graf neobsahuje dva vr
holy. Ako výsledokvezmeme mnoºinu hrán medzi týmito vr
holmi (Algoritmus 18)
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tion1: label(v)← v2: while G má via
 ako 2 vr
holy do3: náhodne vyber hranu e = (x, y) ∈ E(G)4: G← contract(G, e)5: label(z)← label(x) ∪ label(y), kde z je kontrak
iou novovzniknutý vr
hol6: ne
h G = ({u, v}, E(G)): return((label(u), label(v)), |E(G)|)Veta 4.24 Algoritmus 18 je polytime pravdepodobnostný algoritmus, ktorý optimál-ne rie²i problém Min-Cut s pravdepodobnos´ou aspo¬ 2
n(n−1) , kde n je po£et vr
holovvstupného grafu G.D�kaz: Za£neme analýzou £asovej zloºitosti£as • jedna kontrak
ia je úmerná prezretiu hrán prislú
hajú
i
h k dvom vr
holom;ke¤ºe násobné hrany reprezentujeme pomo
ou funk
ie c =⇒ O(n)

• po£et opakovaní je daný po£tom vr
holov p�vodného grafu - skon£íme, ke¤kontrahovaný graf má 2 vr
holy =⇒ n− 2

︸ ︷︷ ︸
O(n2)korektnos´ Analýzu úspe²nosti/
hyby spravíme spo£ítaním pravdepodobnosti, ºe hrany z �xo-vaného minimálneho rezu Cmin ostanú neskontrahované. Ne
h cost(Cmin) = k. Priargumentá
ii vyuºijeme nasledujú
e �zjavné� fakty

• Ak k je 
ena minimálneho hranového rezu, tak G má aspo¬ nk
2 hrán (kaºdývr
hol má stupe¬ aspo¬ k, hrana má dva kon
e)

• Algoritmus 18 po£íta Cmin ⇐⇒ ºiadna hrana z E(Cmin) nebola kontrahovanáOzna£me
Ei = {výpo£ty, ktoré v i-tej iterá
ii nevybrali na kontrak
iu hranu z E(Cmin)}Zaujíma nás pravdepodobnos´ udalosti ⋂n−2

i=1 Ei

Pr

[
n−2⋂

i=1

Ei

]
= Pr [E1] · Pr [E2 | E1] · Pr [E3 | E1 ∩E2] · · ·Pr

[
En−2 |

n−3⋂

i=1

Ei

]Postupne:
Pr [E1] =

|E| − |E(Cmin)|
|E| = 1− k

|E| ≥ 1− k
kn
2

= 1− 2

nPo i − 1 iterá
iá
h�náhodný
h kontrak
iá
h�máme (n− i + 1) vr
holov, pri£omkaºdý z ni
h stále musí ma´ stupe¬ aspo¬ k. Ostal nám graf G/Fi−1, v ktorom jeaspo¬ k(n−i+1)
2 hrán. Z ni
h vyberáme jednu, pri£om |E(Cmin)| z ni
h je "zlý
h"

Pr


Ei|

i−1⋂

j=1

Ej


 ≥ |E(G/Fi−1)− E(Cmin)|

|E(G/Fi−1))|
≥ 1− k

|E(G/Fi−1)|
≥ 1− k

k(n−i+1)
2

= 1− 2

n− i + 1

Pr




n−2⋂

j=1

Ej


 ≥

n−2∏

i=1

(
1− 2

n− i + 1

)
=

3∏

ℓ=n

ℓ− 2

ℓ
=

=
n− 2

n
· n− 3

n− 1
· n− 4

n− 2
· · · 3

5
· 2
4
· 1
3

=
2

n(n− 1)
=

1(
n
2

)
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2Máme teda v O(n2) garantovanú úspe²nos´ 2

n(n−1) > 2
n2 . To znamená, ºe ak zopa-kujeme n2/2 nezávislý
h behov tohto algoritmu a ako výsledok vezmeme najlep²iez rie²ení, 
hyba bude s pravdepodobnos´ou nanajvý²

(
1− 2

n2

)n2/2

<
1

eLenºe £as je O(n4)....Uvedený prístup je "naivný" v tom, ºe sme opakovali 
elé výpo£ty. Zamyslime sanad tým, dokedy má zmysel robi´ kontrak
iu a kedy je uº graf dostato£ne malý nato, aby sme minimálny rez � pre tento kontrahovaný graf � mohli deterministi
-ky dopo£íta´. Uvaºujme funk
iu ℓ(n), ktorá ur£uje £as ukon£enia kontrak
ií/po£et parameter ℓ(n)realizovaný
h kontrak
ií �po£et vr
holov grafu, pri ktorom zvy²ok dopo£ítame de-termnisti
ky. Vyºadujeme, aby 1 < ℓ(n) < n, ℓ monotónnaAlgoritmus 19 DetRan(ℓ)1: aplikuj Algoritmus 18 na G dovtedy, kým nemá ℓ(n) vr
holov; výsledkom jegraf G/F2: aplikuj na G/F s ℓ(n) vr
holmi najlep²í deterministi
ký algoritmus D3: return (D(G/F )) £asAnalyzujme £asovú zloºitos´ Algoritmu 19.
O((n − ℓ(n)) · n), príspevok Algoritmu 18
O((ℓ(n))3), príspevok algoritmu D }

O(n2 + (ℓ(n))3) úspe²nos´Chyba Algoritmu 19 závisí len od prvej £asti, potom uº je algoritmus determinis-ti
ký.
Pr
[⋃n−ℓ(n)

i=1 Ei

]
≥ ∏n−ℓ(n)

i=1

(
1− 2

n−i+1

)
=

=

n−2∏

i=1

(
1− 2

n− i + 1

)

n−2∏

j=n−ℓ(n)+1

(
1− 2

n− j + 1

) =

1

(n
2)
1

(ℓ(n)
2 )

=

(
ℓ(n)
2

)
(
n
2

)Ukázali sme nasledujú
e tvrdenieLema 4.25 Ak 1 < ℓ(n) < n je monotónna funk
ia, tak Algoritmus 19 je poly-nomiálny pravdepodobnostný algoritmus, ktorý nájde minimálny rez s pravdepodob-nos´ou aspo¬ (ℓ(n)
2

)
(
n
2

)Teraz po¤me vhodne zvoli´ ℓ(n). Pod©a pred
hádzajú
ej lemy 4.25 je pravdepo-dobnos´ úspe
hu algoritmu DetRan aspo¬
(
ℓ(n)
2

)
(
n
2

) ≤ ℓ2(n)

n2Ak teda spravíme n2

ℓ2(n) nezávislý
h opakovaní algoritmu DetRan(ℓ), dosiahneme v £as£ase
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O

(
(n2 + ℓ3(n)) · n2

ℓ2(n)

)
= O

(
n4

ℓ2(n)
+ n2ℓ(n)

)pravdepodobnos´ úspe
hu aspo¬ úspe²nos´
1−

(
1−

(
ℓ(n)
2

)
(
n
2

)
) n2

ℓ2(n)

≥ 1−
(

1− ℓ2(n)

n2

) n2

ℓ2(n)

= 1− 1

eZ h©adiska £asovej zloºitosti je najlep²ia vo©ba pre funk
iu ℓ(n) taká, ke¤
n4

ℓ2(n)
= n2ℓ(n) =⇒ ℓ(n) =

⌊
n2/3

⌋Zhrnutím tý
hto úvah mámeVeta 4.26 Algoritmus Detran(n2/3) opakovaný n2

ℓ2(n) = n4/3 krát vypo£íta v £ase
O
(

n4

ℓ2(n)

)
= O(n8/3) minimálny rez s pravdepodobnos´ou úspe
hu aspo¬ 1− 1

e .Získaný algoritmus4 je lep²í ako najlep²í známy deterministi
ký. Skúsme vytvori´e²te lep²í algoritmus.Vrá´me sa k základnému algoritmu 18 a v²imnime si, ako sa pri postupnosti kon-trak
ií pravdepodobnos´ 
hyby mení.
2

n
,

2

n− 1
,

2

n− 2
, . . . ,

2

3Pravdepodobnos´ 
hyby v priebehu opakovania kontrak
ií rastie, preto budeme al-goritmus £astej²ie opakova´ ku kon
u. Predstavme si, ºe jednotlivé opakované behyAlgoritmu 18 robíme paralelne (obr. 4.1 v©avo). Vtedy si £as moºno predstavi´ akoplo
hu. Ak by sme behy vytvárali postupne (obr. 4.1 vpravo)�za£neme s dvomi, ponejakom £ase výpo£tu kaºdý pro
es pri náhodnej vo©be rozdelíme na dva,..., bude£as odpoveda´ sú£tu d¨ºok 
iest z kore¬a do listov. Aj "opti
ky" to vyzerá lep²ie.Ukáºeme, ºe pri vhodnej vo©be delia
i
h bodov tomu tak naozaj je.Po£et behov zdvojnásobíme, ke¤ sa po£et vr
holov kontrak
iami zredukoval na
1/
√

2-tinu. Ke¤ºe po£et kontrak
ií je n − 2, je po£et behov, ktoré realizujeme,
2log√

2 n−2 = O(n2).Algoritmus 20 RepTree(G)1: ak n ≤ 6 vypo£ítaj minimálny rez deterministi
ky2: h←
⌈
1 + n√

2

⌉3: realizuj paralelne výpo£et na dvo
h beho
h dovtedy, kým kontrak
iami nevznik-nú grafy G/F1, G/F2 ve©kosti h4: RepTree(G/F1)5: RepTree(G/F2)6: return lep²í minimálny rezVeta 4.27 �asová zloºitos´ Algoritmu RepTree je O(n2 log n), pravdepodobnos´ úspe-
hu aspo¬ 1
Ω(log n) .D�kaz: Za£nime analýzou £asu.£as 4Kde je random sampling?
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Obrázok 4.1: Opakovania Algoritmu Contra
t: v©avo n2 kompletný
h behov, vpravo
O(n2) behov, ktoré vznikajú postupným "delením"
• Ve©kos´ multigrafu klesá o (multiplikatívny) faktor 1/

√
2, preto je h¨bka vno-renia rekurzie nanajvý² log√2 n = O(log n).

• �asová zloºitos´ Algoritmu Contra
t, ke¤ ²tartoval na n vr
holo
h, je O(n2).Pre
hod od m vr
holov k ⌈1 + m√
2

⌉ teda m�ºme zhora ohrani£i´ O(m2).
• �asovú zloºitos´ moºno vyjadri´ rekurentnou nerovni
ou

T (n) ≤
{

O(1), n ≤ 6

2T
(⌈

1 + n√
2

⌉)
+ O(n2) inakVyuºitím Master theorem dostaneme, ºe rie²ením je O(n2 log n)Master theorem:

T (n) ≤
{

Θ(1), n = 1
aT
(

n
b

)
+ f(n) inakPotom pre rie²enie platí

f(n) = O(nlogb a−ǫ) ⇒ T (n) = Θ(nlogb a)
f(n) = Θ(nlogb a) ⇒ T (n) = Θ(nlogb a · log n)

f(n) = Ω(nlogb a+ǫ) ⇒ T (n) = Θ(f(n))Máme ⌈1 + n√
2

⌉
≤ 2 + n√

2
≈ n

b , z £oho b ≈
√

2. Ke¤ºe a = 2, tak n2 = nlogb a. úspe²nos´Pripome¬me si, ºe máme �xovaný minimálny rez Cmin s 
enou |E(Cmin)| = k

• ozna£me pℓ pravdepodobnos´ toho, ºe graf G/Fi ve©kosti ⌈1 + ℓ√
2

⌉ obsahuje
Cmin, ak ho obsahoval graf G ve©kosti ℓ pred rozdelením na G/F1, G/F2.

pℓ ≥
(⌈1+ ℓ√

2

⌉

2

)
(

ℓ
2

) =

⌈
1 + ℓ√

2

⌉(⌈
1 + ℓ√

2

⌉
− 1
)

ℓ(ℓ− 1)
≥ (
√

2 + ℓ)ℓ

2ℓ(ℓ− 1)
≥ 1

2
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• ozna£me Pr(n) pravdepodobnos´ toho, ºe algoritmus RepTree nájde minimál-ny rez Cmin.
• Predpokladajme, ºe na nejakej úrovni volania rekurzie máme graf H ve©kosti

ℓ, ktorý obsahuje minimálny rez ve©kosti k. Ne
h H1, H2 sú tí potom
i gra-fu H , v ktorý
h sa opä´ aplikuje rekurzívne volanie (ve©kos´ grafu klesla z
ℓ na 1 + ℓ√

2
). Aká je pravdepodobnos´, ºe algoritmus nájde minimálny rez,ktorý bol obsiahnutý v H? Minimálny rez sa (s pravdepodobnos´ou pℓ) za-
hová pri pre
hode po "hrane" (H, H1) (alebo(H, H2); predpokladáme H, H1)a následne rekurzívne volanie v H1 s pravdepodobnos´ou Pr

(⌈
1 + ℓ√

2

⌉) do-po£íta minimálny rez korektne. Preto pℓPr

(⌈
1 +

ℓ√
2

⌉) je dolným odhadomna pravdepodobnos´ toho, ºe z G/F vypo£ítame Cmin reduk
iou na G/Fi, ak
G/F ho obsahovalo
• pravdepodobnos´ toho, ºe rekurziou nevypo£ítame Cmin je nanajvý²

(
1− pℓPr

(⌈
1 +

ℓ√
2

⌉))2

• Pr(2) = 1

Pr(ℓ) ≥ 1−
(
1− pℓPr

(⌈
1 + ℓ√

2

⌉))2

≥ 1−
(
1− 1

2Pr
(⌈

1 + ℓ√
2

⌉))2= Pr
(⌈

1 + ℓ√
2

⌉)
− 1

4

(⌈
1 + ℓ√

2

⌉)2Ukáºeme, ºe rie²ením je Θ( 1
log ℓ). Pom�ºeme si tým, ºe sa rie²enie Pr pozriemeoptikou h¨bky rekurzie. Ne
h teda k = Θ(log ℓ) je h¨bka rekurzie. Potom dolnýodhad na pravdepodobnos´ úspe
hu p(k) získame rie²ením rekurentnej rovni
e

p(k) =





1, k=0
p(k − 1)− p(k−1)2

4 , k > 0Ozna£me q(k) = 4/p(k)− 1. Potom p(k) = 4
q(k)+1

4
q(k+1)+1 = 4

q(k)+1 −
(

4
q(k)+1

)2

/4

1
q(k+1)+1 = q(k)

(q(k)+1)2Úpravou dostávame q(k + 1) = q(k) + 1 + 1
q(k) a následne:

q(k) = q(k − 1) + 1 + 1
q(k−1)

= q(k − 2) + 1 + 1
q(k−2) + 1 + 1

q(k−1)

= q(0) + k +
∑k−1

i=0
1

q(i) = 53 + k +
∑k−1

i=0
1

q(i)

k < q(k) < k + 3 +
k−1∑

i=0

1

i
= k + 3 + Hk−1Teda q(k) = k + Θlog k, p(k) = 4

q(k)+1 = 4
k+Θlog k = Θ( 1

k ) a teda p(l) = Θ( 1
log l )

2Na základe analýzy algoritmu RepTree je jasné, ºe log n nezávislý
h opakovaní tohtoalgoritmu sta£í, aby sme s kon²tantnou pravdepodobnos´ou dosiahli optimálne rie-²enie problémuMin-Cut. Pri O log2 n opakovania
h ide pravdepodobnos´ neúspe
hurý
hlo k nule. Pritom £as v tomto prípade je O(n2 log3 n).



4.3. ZVY�OVANIE ÚSPE�NOSTI OPAKOVANÍM A NÁHODNÁ VZORKA 694.3.2 Opakovaná náhodná vzorka a 3-splnite©nos´V tejto £asti ukáºeme, ako vhodné skombinovanie via
erý
h metód� opakovanie� náhodná vzorka� lokálne preh©adávanievedie k "rozumnému" rie²eniu NPÚ problému 3SAT. Doteraz nie je známy polytimepravdepodobnostný algoritmus na rie²enie NPÚ problému s ohrani£enou 
hybou,sk�r sa predpokladá, ºe NP-´aºké sú ´aºké aj pre polytime pravdepodobnostné. �oale m�ºme dosiahnu´ je rozumný exponen
iálny £as.f(n) 10 50 100 300n! ≈ 3.6 · 106 65 digits 158 digits 625 digits
2n 1024 16 digits 31 digits 91 digits

2n/2 32 ≈ 33 · 106 16 digits 46 digits
(1.2)n ≈6.19 9100 ≈ 8.2 · 107 24 digits

10 · 2
√

n ≈30 ≈1345 10240 ≈ 1.64 · 106

n2 · 2
√

n 895 ≈ 336158 1.024 · 107 ≈ 1.48 · 1011

n6 106 1.54 · 1010 1012 ≈ 7.29 · 1014Smerujeme k 1MC algoritmu pre 3KNF-splnite©nos´, ktorého £asová zloºitos´ bude
O
(
|F | · n3/2 · (4

3 )n
). Základná idea spo£íva v nieko©konásobnom preh©adaní vhod-ného okolia náhodne vybraného vektora: 
ie©om je nájs´ vektor, ktorý sp¨¬a vstupnúformulu.Algoritmus 21 S
höning1: N ← 0 ⊲ po£et prezeraný
h vzoriek2: S ← ⌈20 ·

√
3πn

(
4
3

)n⌉ ⊲ odhad po£tu v tejto iterá
ii prezretý
h vzoriek3: ⊲ vo©ba nesk�r vyplynie z analýzy pravdepodobnosti 
hyby4: Found← False5: while N < S and not Found do6: N ← N + 17: náhodne zvo© α ∈ {0, 1}n8: if F (α) = 1 then Found← True9: M ← 010: while M < 3n and not Found do11: M ←M + 112: nájdi v F (α) nesplnenú klauzulu C a náhodne zme¬ niektorý z bitov13: v tejto klauzule, £ím vznikne nová hodnota α14: if F (α) = 1 then Found← True15: if Found = True then return (splnite©ná, α)16: else return (nesplnite©ná)Veta 4.28 Algoritmus S
höning je 1MC pre problém splnite©nosti 3KNF formuly.Jeho £asová zloºitos´ je O
(
|F | · n3/2 · (4/3)n

)D�kaz: Za£neme £asom. £as• pri pouºití opakovaného umo
¬ovania vypo£ítame hodnotu S na riadku 2 v£ase O(n2 log n)

• 
elkovo robíme S krát náhodnú vzorku s lokálnym vyh©adávaním
O(|F | · n1/2 · (4/3)n

︸ ︷︷ ︸
S

· n︸︷︷︸
M

) = O(|F | · n3/2 · (4/3)n)



70KAPITOLA 4. METÓDY TVORBY PRAVDEPODOBNOSTNÝCH ALGORITMOVkorektnos´Ak vstupná formula nie je splnite©ná, algoritmus korektne odpovie, ºe je nesplnite©-ná. Chybu m�ºe algoritmus spravi´ len vtedy, ak sa mu nepodarí nájs´ sp¨¬ajú
epriradenie, ho
i formula splnite©ná je. Spo£ítame, aká je pravdepodobnos´, ºe vprípade splnite©nej formuly nájdeme jedno �xované priradenie α∗.Ozna£me
• p pravdepodobnos´ toho, ºe jednou vzorkou a lokálnym preh©adávaním totopriradenie α∗ nájdeme( riadky 7-14).
• Dist(α, β) - po£et bitov, v ktorý
h sa vektory α, β lí²ia
• Class(j) = {β ∈ {0, 1}n | Dist(α∗, β) = j}; zrejme

Class(0) = {α∗}
|Class(j)| =

(
n
j

)Pozrime sa na lokálne preh©adávanie ako na putovanie medzi jednotlivými trieda-mi (obr.4.2)
Obrázok 4.2: Pro
es lokálneho preh©adávania moºno vníma´ ako putovanie po grafe.Cie©om je sa z náhodného vr
hola dosta´ do vr
hola 0.
• Pravdepodobnos´ toho, ºe sa z j posunieme v jednom lokálnom kroku/jedným�ipom do (j − 1) je aspo¬ 1/3. Analogi
ky, presun z j do (j + 1) je s pravde-podobnos´ou nanajvý² 2/3.
• Ozna£me qj,i pravdepodobnos´, ºe ke¤ za£neme v triede Class(j), skon£ímev α∗, pri£om prejdeme presne (j + i) krokov smerom ku α∗ a i smerom od α∗.Zrejme i, j ≤ n

• Popis lokálneho preh©adávania moºno znázorni´ re´az
om {+,−}j+2i, pri£om
j + 2i ≤ 3n, + znázor¬uje posun smerom ku α∗, znak - zas posun od α∗. Niekaºdý takýto re´aze
 je korektným popisom lokálneho preh©adávania. Tenkorektný má v kaºdom su�xe aspo¬ to©ko znakov + ako -. Dá sa ukáza´, ºetaký
hto re´az
ov je

(
j + 2i− 1

i

)
−
(

j + 2i− 1

i− 1

)
=

(
j + 2i

i

)
1

j + 2i
(4.1)Ozna£me mnoºinu tý
hto re´az
ov B.

• kaºdé w ∈ B de�nuje mnoºinu výpo£tov Event(w)

Pr[Event(w)] ≥
(

1

3

)j+i (
2

3

)iPreto
qj,i ≥

1

j + 2i

(
j + 2i

i

)

︸ ︷︷ ︸
#w

(
1

3

)j+i (
2

3

)i

︸ ︷︷ ︸ºe je to pod©a w
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• qj ozna£uje pravdepodobnos´, ºe sa z Class(j) dostaneme v rám
i 3n krokovlokálneho preh©adávania do α∗

qj ≥
j∑

i=0

qj,i 0 ≤ i ≤ j ≤ n, j + 2i ≤ 3n

qo = 1

qj ≥ ∑j
i=0

[
1

j+2i

(
j+2i

i

) (
1
3

)j+i ( 2
3

)i]

> j · 1
3j

(
3j
j

) (
1
3

)j+i ( 2
3

)i
= 1

3

(
3j
j

) (
1
3

)j+i ( 2
3

)i
//i = j je dolný odhad

= 1
3 ·

(3j)!
j!(2j)! ·

(
1
3

)2j ( 2
3

)j ≈ 1
3

√
2π3j(3j/e)3j

√
2πj(j/e)j

√
2π2j(2j/e)2j

(
1
3

)2j ( 2
3

)j
//r! ≈

√
2πr

(
r
e

)r

= 1
2
√

3πj
·
(

1
2

)jNa za£iatku sme zvolili vektor náhodne, preto pravdepodobnos´ pj , ºe za£neme v
Class(j), je

p(j) =

(
n
j

)

2nA teraz uº p = Pr[S
höning nájde po max 3n kroko
h] ≥∑n
j=0 pjqj

p >

n∑

j=0

[(
1

2

)n

·
(

n

j

)
· 1

2
√

3πj
·
(

1

2

)j
]
· 1n−j =

n∑

j=0

1

2
√

3πj

(
1

2

)n(
1 +

1

2

)n

≥

≥ 1

2
√

3πn

(
1

2

)n(
1 +

1

2

)n

=
1

2
√

3πn

(
3

4

)n

= p̃Preto pravdepodobnos´ 
hyby po t opakovania
h je nanajvý²
(1 − p̃)t ≤ e−p̃tAk teda vezmeme

t = S = 20
√

3πn

(
4

3

)ndostaneme
Erorr(F ) ≤ (1 − p̃)t ≤ e−p̃t = e−10 < 5 · 10−5Ostáva e²te ukáza´ platnos´ (4.1). Ne
h W (i, j) ozna£uje po£et "korektný
h" re- pár slov k (4.1)´az
ov d¨ºky i + 2j, v ktorý
h je i núl a j + i jednotiek. Induk
iou argumentujeme,ºe W (i, j) =

(
j+2i

i

)
j

j+2i
n ≤ 3Pre i = 0 je W (0, j) = 1, pre n = 1, 2 je i = 0 a pre n = 3 je alebo i = j = 0 alebo

i = 0, j = 3. X
n > 3Pre r + 2l < n IP platí. Pre i + 2j = n rozlí²ime situá
iu pod©a prvého symboluprvý symbol je  1, W (i, j − 1) =

(
j−1+2i

i

)
j−1

j−1+2i

0, W (i− 1, j + 1) =
(
j−1+2i

i−1

)
j+1

j−1+2ia dopo£ítame zvlá²´ pre j = 1, j > 1

2



72KAPITOLA 4. METÓDY TVORBY PRAVDEPODOBNOSTNÝCH ALGORITMOV4.3.3 Náhodná vzorka (random sampling) a generovanie kvad-rati
ký
h nezvy²kovProblém faktorizá
ie je ´aºký. Máme polynomiálny algoritmus na testovanie pr-vo£íselnosti, nemáme v²ak polynomiálnu faktorizá
iu. Ak za prakti
ký algoritmuspovaºujeme pravdepodobnostný polynomiálny s ohrani£enou 
hybou, potom sa zdá,ºe £o je ´aºké, je ´aºké aj pre polynomiálne pravdepodobnostné algoritmy s ohra-ni£enou 
hybou. Napriek tomu nejaké rozumné polynomiálne pravdepodobnostnéalgoritmy máme. Ukáºeme Las Vegas pre kvadrati
ké nezvy²ky.De�ní
ia 4.5 Majme pole Zp, kde p je prvo£íslo. Hovoríme, ºe a ∈ Zp je kvad-rati
ký zvy²ok modulo p, ak a ≡ x2 mod p. b je kvadrati
ký nezvy²ok modulo p, ak
∀d ∈ Zp d2 6≡ b mod p.Zatia© £o kvadrati
ké zvy²ky sa generujú ©ahko, s nezvy²kami to nie je také jed-nodu
hé; nemáme £as skú²a´ postupne v²etko, kým ho nájdeme. Preto vyuºijemenáhodnú vzorku. K aplikovaniu metódy potrebujeme existen
iu
• efektívneho testu, ktorým overíme, £i je dané £íslo kvadrati
kým zvy²komalebo nie
• dostato£ne ve©a nezvy²kov; ukáºeme, ºe spomedzi £ísel 1, 2, . . . , p−1 je presnepolovi
a zvy²kov a polovi
a nezvy²kovEulerovo krité-rium Veta 4.29 (Eulerovo kritérium) Ne
h p > 2 je prvo£íslo. ∀a ∈ {1, 2, . . . , p− 1}1. ak a je kvadrati
ký zvy²ok modulo p, potom a(p−1)/2 ≡ 1 mod p2. ak a je kvadrati
ký nezvy²ok modulo p, potom a(p−1)/2 ≡ p− 1 mod pD�kaz: Vyuºijeme Malú Fermátovú vetu:
∀ prvo£íslo p, a ∈ Z∗

p = {d ∈ Zp | gcd(d, p) = 1} platí ap−1 ≡ 1 mod p

• p nepárne, vä£²ie ako 2, preto ∃p′ : p = 2p′ + 1

a(p−1) − 1 = a(2p′+1−1) − 1 = (ap′ − 1)(ap′
+ 1) ≡ 0 mod pPreto

a(p−1)/2 − 1 ≡ 0 mod p alebo (a(p−1)/2 + 1) ≡ 0 mod p︸ ︷︷ ︸
a(p−1)/2∈{1,p−1} mod pzvy²ok • Ne
h a je kvadrati
ký zvy²ok modulo p. Potom

a ≡ x2 mod p a a(p−1)/2 ≡ (x2)(p−1)/2 ≡ x(p−1) ≡ 1 mod pnezvy²ok • Ne
h a je kvadrati
ký nezvy²ok. Ke¤ºe (Z∗
p , · mod p) je 
ykli
ká grupa, mágenerátor a a musí by´ jeho nepárna mo
nina; a = g(2l+1) mod p

a(p−1)/2 ≡
(
g(2l+1)

)(p−1)/2

≡ g(p−1) · g(p−1)/2 mod pKe¤ºe gp−1 ≡ 1 mod p, je
gl(p−1) ≡ gl(p−1) ≡ 1l ≡ 1 mod p

a(p−1)/2 ≡ 1 · g(p−1)/2 mod pKe¤ºe g je generátor, je g(p−1)/2 6= 1 mod p a vzh©adom k tomu, ºe platí
a(p−1)/2 ∈ {1, p− 1} mod p, je a(p−1)/2 ≡ p− 1 mod p
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2Test na zistenie, £i a je alebo nie je kvadrati
ký zvy²ok modulo p, je teda jedno-du
hý - výpo£et a(p−1)/2. Teraz sa zamyslime nad hustotou výskytu kvadrati
ký
hnezvy²kov.Veta 4.30 Ku kaºdému prvo£íslu p ≥ 3 existuje presne (p−1)/2 nenulový
h prvkovv Zp, ktoré sú kvadrati
ký nezvy²ok modulo p.D�kaz: Uvaºujme mnoºinu Quad(p) = {12 mod p, 22 mod p, . . . , (p− 1)2 mod p}.Rovnos´ |Quad(p)| = (p− 1)/2 ukáºeme dvomi nerovnos´ami:
≤Pre x ∈ {1, 2, . . . , p− 1} platí

(p− x)2 = p2 − 2px + x2 = p(p− 2x) + x2≡ x2 mod p

≥Sta£í ukáza´, ºe rovni
a x2 = y2 mod p má nanajvý² jedno rie²enie. Wlog y > x,teda y = x + i, i = 1, 2, . . . , p− 2
y2 = x2 + 2xi + i2 2xi + i2 ≡ 1 mod p
i 6= 0 ⇒ 2x + i ≡ 0 mod p a teda i = −2x je jediné rie²enie 2Na základe vy²²ie povedaného je teda zrejmé, ºe opakovanie náhodného h©adaniadovtedy, kým nejaký nezvy²ok nenájdeme, je vlastne Las Vegas algoritmus, ktorýnikdy nepovie "neviem" a pre ktorý je pravdepodobnos´ nekone£ný
h výpo£tovnulová.4.4 Metóda svedkovPre pouºitie metódy svedkov je k©ú£ovým momentom dostatok svedkov. To úzkosúvisí aj s odpove¤ou na otázku, £i pravdepodobnostné algoritmy m�ºu by´ efek-tívnej²ie ako deterministi
ké. Ak máme efektívny pravdepodobnostný algoritmuszaloºený na metóde svedkov a svedkov vieme efektívne generova´, máme vlastne ajefektívny deterministi
ký algoritmus. Ak sú v²ak svedkovia rozmiestnení náhod-ne,...Pár slov na úvod
• Pre pouºitie metódy svedkov potrebujeme dostatok svedkov, £ím vä£²inou roz-umieme to, ºe pomer kandidátov a svedkov je kon²tanta.
• Samotné aplikovanie metódy potom spo£íva v náhodnom výbere kandidáta aoverení, £i je alebo nie je tento kandidát svedkom. Ak je v mnoºine kandidátovdostato£ne ve©a svedkov, je pravdepodobnos´ toho, ºe vybratý kandidát jesvedok, dostato£ná.V tejto súvislosti sa budeme venova´ prvo£íselnosti, a to konkrétne� testovaniu prvo£íselnosti� generovaniu náhodný
h prvo£íselZa£neme opakovaním znenia 6 niektorý
h známy
h viet, ktoré budeme v argumen-tá
ii vyuºíva´.Veta 4.31 (Malá Fermátová) p ∈ PRIM , a ∈ Z∗

p = {d ∈ Zp|gcd(a, p) = 1}.Potom
a(p−1) mod p ≡ 16V tejto predná²ke sú vety nástrojom, d�kazy preto vyne
hávame.



74KAPITOLA 4. METÓDY TVORBY PRAVDEPODOBNOSTNÝCH ALGORITMOVVeta 4.32 (O £ínsky
h zvy²ko
h, II. verzia) Ne
h n = p × q, gcd(p, q) = 1.Ne
h ⊙p,q,⊕p,q sú operá
ie nad Zp × Zq.
(a1, a2)⊕p,q (b1, b2) = ((a1 ⊕p,q b1) mod p, (a2 ⊕p,q b2) mod q)
(a1, a2)⊙p,q (b1, b2) = ((a1 ⊙p,q b1) mod p, (a2 ⊙p,q b2) mod q)Potom (Zn,⊕ mod p,⊙ mod q) a (Zp × Zq,⊕p,q,⊙p,q) sú izomorfné.Veta 4.33 (O £ínsky
h zvy²ko
h, I. verzia) Ne
h m = m1 × m2 × . . . × mk,kde k ∈ N − {0}, gcd(mi, mj) = 1 pre i 6= j. Potom pre kaºdú postupnos´ r1 ∈

Zm1 , . . . , rk ∈ Zmk
existuje jediné £íslo r ∈ Zm : r ≡ ri( mod m1)Veta 4.34 (Lagrange) Pre kaºdú podgrupu (H, ◦) kone£nej grupy (A, ◦) platí

|A| = IndexH(A) · |H |Tu - H ◦ b = {h ◦ b|h ∈ H}- IndexH(A) = |{H ◦ b|b ∈ H}|4.4.1 H©adanie svedkov pre test prvo£íselnostiV tejto £asti sa budeme venova´ testu prvo£íselnosti: pre vstupné n 
h
eme vedie´,£i je to prvo£íslo alebo zloºené £íslo. Zaujíma nás pravdepodobnostný algoritmus,ktorého £asová zloºitos´ je O((log n)c) pre nízku kon²tantu c. Ve©kos´ kon²tanty cje d�leºitá, kedºe pre potreby kódovania sú prvo£ísla dlhé stovky 
i�er.Jednotlivé algoritmy vy
hádzajú z vhodnej de�ní
ie svedka.naivný prístup Za naivný prístup moºno povaºova´ test, ktorý vy
hádza zo základnej de�ní
ieprvo£ísla ako £ísla, ktoré je delite©né iba jednotkou a samým sebou. Algoritmus jejednodu
hý�testujeme postupne delite©nos´ n kandidátom a od 1 po n − 1, resp.√
n. Zloºitos´ je O(2(log n/2), £o je vzh©adom na ve©kos´ vstupu log n exponen
iálne.poºiadavky nasvedka i. prvok a je svedkom pre zloºené £íslo, ak poskytuje efektívne overenie tohtofaktuii. ©ahko rozlí²ime, £i kandidát je svedok elebo nieiii. mnoºina kandidátov obsahuje dostato£ne ve©a svedkovdelite© Pre identi�ká
iu zloºeného £ísla vieme triviálne vyuºi´ delite©nos´: prvok a je sve-dok, ºe n /∈ PRIM7 ⇔ a delí nTakáto de�ní
ia sp¨¬a vlastnosti (i,ii), problém v²ak m�ºe by´ s vlastnos´ou (iii),ktorá nie je vºdy splnená�v prípade n = pq, kde p, q sú prvo£ísla, je pravdepodob-nos´, ºe náhodne zvolené £íslo a je svedkom pre n iba 2/(n− 2).Fermátova veta Na základe malej Fermátovej vety máme nasledujú
e kritérium� £íslo a je svedok8 pre n /∈PRIM⇔ a

n−1
2 mod n 6= 1.(ii) Efektívny výpo£et ap−1 mod p je zaloºený na iterovanom umo
¬ovaní

• a2 mod p = a · a mod p

a2k

mod p = [(a2k−1

mod p) · (a2k−1

mod p)] mod p

• ne
h b =
∑k

i=1 bi2
i−1; potom

ab = ab12
0 · ab22

1 · . . . · abk−1
k7PRIM ozna£uje mnoºinu prvo£ísel



4.4. METÓDA SVEDKOV 75
ab mod p vypo£ítame:� ai = a2i−1

mod p� ∏k
i=1,bi=1 ai mod pVýpo£et realizujemeO(log n) násobeniami nad Zp, £o znamená O((log n)3) bitový
hoperá
ií. Takýto výpo£et je teda efektívny, existuje v²ak nekone£ná mnoºina tzv.Carmi
haelový
h £ísel, pre ktoré je tento test nevhodný. Carmi
hael £íslo je také,ºe ∀a ∈ {1, . . . , n− 1} platí a(n−1) mod n = 1, ale n NIE JE prvo£íslo.�al²í test vy
hádza z novej "de�ní
ie" prvo£ísla alternatívna de-�ní
iaVeta 4.35 Ne
h p > 2 je nepárne. Potom
p je prvo£íslo ⇔ a

(p−1)
2 mod p ∈ {1, p− 1} ∀a ∈ Zp − {0}

⇒D�kaz: Ne
h p je nepárne prvo£íslo, p = 2p′+1. Z Malej Fermatovej vety dostávame
ap−1 ≡ 1( mod p)∀a ∈ Zp − {0}
ap−1 = a2p′

= (ap′ − 1)(ap′
+ 1) + 1

}
(ap′ − 1)(ap′

+ 1) ≡ 0( mod p)Preto a
(p−1)

2 mod p ∈ {1, p− 1}
⇐Ne
h a

(p−1)
2 ∈ {1, p− 1}∀a ∈ Zp − {0}. Kv�li sporu predpokladajme, ºe p = ab.

a
p−1
2 mod p ∈ {1, p− 1}

a
p−1
2 mod p ∈ {1, p− 1}

}
(ab)

p−1
2 mod p = a

p−1
2 · b p−1

2 mod p ∈ {1,−1}Ke¤ºe ab = p,
0 = p mod p = p

p−1
2 mod p = (ab)

p−1
2 mod p ∈ {1,−1} SPOR 2

MV FNa základe tejto vety m�ºme de�nova´ nasledujú
e kritérium pre svedka. Ne
h n ≥
3 je nepárne. �íslo a ∈ {1, . . . , n− 1} je svedok, ºe n /∈ PRIM ⇔ a

n−1
2 /∈ {1, n− 1}.Kritérium je vhodné pre nepárne n také, ºe n ≡ 3( mod 4)Veta 4.36 Pre kaºdé n, n ≡ 3( mod 4), platí(a.) ak n je prvo£íslo, potom a(n−1)/2 mod n ∈ {1, n− 1} ∀a ∈ {1, . . . , n− 1}(b.) ak n je zloºené, potom a(n−1)/2 mod n /∈ {1, n− 1} pre aspo¬ polovi
u prvkovz {1, . . . , n− 1}︸ ︷︷ ︸

A(n−1)D�kaz: Potrebujeme argumentova´ (b). Vezmime teda zloºené n, n ≡ 3( mod 4).Rozde©me A(n− 1) na mnoºinu svedkov a nesvedkov:
Witn = {a ∈ A(n− 1) | a(n−1)/2 mod n /∈ {1, n− 1}}
Euler = {a ∈ A(n− 1) | a(n−1)/2 mod n ∈ {1, n− 1}}Ukáºeme, ºe existuje injektívne zobrazenie z Euler do Wit n, £o implikuje |Euler| ≤

|Witn|. de�ní
ia hbPredpokladajme, ºe máme b ∈Witn, pri£om b−1 existuje (ur£íme nesk�r). Pomo
ou
b de�nujme spomínané zobrazenie

hb(a) = ab mod nUkáºeme, ºe hb je zobrazenie Euler −→Witn, je injektívne a napokon ur£íme b a b−1.
hb(a) ∈WitnNe
h a ∈ Euler, hb(a) = ab mod n. Potom
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(a · b)(n−1)/2 mod n = (a(n−1)/2 mod n) · (a(n−1)/2 mod n) = ±b(n−1)/2 mod nKe¤ºe b ∈Witn, b(n−1)/2 mod n /∈ {1, n− 1} a teda hb(a) ∈Witn. injek
iaNe
h a1, a2 ∈ Euler, a1 6= a2 a ne
h hb(a1) = hb(a2), resp. a1b ≡ a2b ( mod n).Potom

a1 ≡ a1bb
−1 mod n ≡ a2bb

−1( mod n) = a2existen
ia b, b−1 Vyuºime, ºe n je zloºené9, n = pq, gcd(p, q) = 1. Potom (a mod p, a mod q)jednozna£ne reprezentuje a ∈ {1, . . . , n − 1}. �íslo a ur£íme jeho reprezentá
iou.Kv�li tomu si v²imnime, £o platí o reprezentá
ii £ísel z Euler. Pod©a de�ní
ie pre
a ∈ Euler je a(n−1)/2 mod pq ∈ {1, n− 1}� ak a(n−1)/2 = kpx+ 1, potom a(n−1)/2 mod p ≡ a(n−1)/2 mod q ≡ 1; repre-zentá
ia a(n−1)/2 je v tomto prípade (1, 1)� ak a(n−1)/2 = kpx + n− 1, potom

a(n−1)/2 mod p = (n− 1) mod p = (pq − 1) mod p = p− 1
a(n−1)/2 mod q = (n− 1) mod q = (pq − 1) mod q = q − 1V tomto prípade je a(n−1)/2 reprezentované (p− 1, q − 1)

b ∈Witn Hodnotu b ur£íme reprezentá
iou (1, q − 1). Overme, ºe b ∈ Witn:
(b(n−1)/2 mod p, b(n−1)/2 mod q) = (1(n−1)/2 mod p, (−1)(n−1)/2 mod q) = (1,−1).�íslo b /∈ Euler, preto b ∈Witn.

b−1 = b Inverzný prvok k b je b:
b · b = (1, q − 1)⊙ (1, q − 1) = (1 mod p, (q − 1)(q − 1) mod q) = (1, 1) 2Algoritmus 22 SSSA - zjednodu²ený Solovay-Strassen1: zvo© náhodne a ∈ {1, . . . , n− 1}2: A← a(n−1)/2 mod n3: if A ∈ {1,−1} then return(n ∈ PRIM)4: else return(n /∈ PRIM)Na základe pred
hádzajú
i
h úvah dostávame, ºe pre zloºené n je pravdepodobnos´toho, ºe výstupom algoritmu SSSA je korektná odpove¤ n /∈ PRIM, aspo¬ polovi
a.Veta 4.37 Pre n = 4k + 3 je algoritmus SSSA polytime 1MC pre zloºené £ísla.4.4.2 Algoritmus Solovay-Strassen pre testovanie prvo£ísel-nostiV tejto £asti sa zemeriame na odstránenie podmienky n ≡ 3( mod 4). Pridáme¤al²ie kritérium, ktoré pomáha identi�kova´ zloºené £ísla � gcd 6= 1.De�ní
ia 4.6 a ∈ {1, . . . , n− 1} je svedok, ºe nepárne n /∈ PRIM, ak� gcd(a, n) > 1 alebo� gcd(a, n) = 1 a a(n−1)/2 mod n /∈ {1,−1}Kritérium vieme efektívne overi´, ke¤ºe gcd(a, n) vieme efektívne po£íta´ pomo
ouEu
lidovho algoritmu.Rekurzívne volanie zniºuje aspo¬ jeden z parametrov na polovi
u, preto je h¨bkarekurzie O(log b), pri "²kolskom" algoritme delenia je 
elková zloºitos´ O((log a +
b)3).Ho
i je podmienka z de�ní
ie 4.6 vhodná pre n 6= 3( mod 4), pre Carmi
haelove£ísla vhodná nie je. Platí ale9Dorie²te pre n = pi
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lid(a,b)1: if b = 0 then return(a)2: else return(Eu
lid(b, a mod b))Fakt 4.38 Ne
h n je zloºené, nie Carmi
haelovo. Potom aspo¬ polovi
a zo Zn−{0}potvrdzuje n /∈ PRIM pod©a podmienky z de�ní
ie 4.6Pokra£ujeme vo vylep²ovaní de�ní
ie svedka.De�ní
ia 4.7 Ne
h p > 2 je prvo£íslo, a kladné, gcd(a, p) = 1. Legendrov symbolpre a a p je
Leg

[
a

p

]{
1, a je kvadrati
ký zvy²ok modulo p
−1, a je kvadrati
ký nezvy²ok modulo pPre prvo£íslo p a a s gcd(a, p) = 1 platí
Leg

[
a

p

]
= a(p−1)/2 mod pNa základe tohto faktu vieme Leg

[
a
p

] efektívne po£íta´.De�ní
ia 4.8 Ne
h n = pk1
1 pk2

2 . . . pkℓ

ℓ je faktorizá
ia nepárneho n ≥ 3, pri£om kjsú kladné. Ak gcd(a, n) = 1, potom Ja
obiho symbol pre a, n je
Jac

[a

n

]
=

ℓ∏

i=1

(
Leg

[
a

pi

])ki

=

ℓ∏

i−1

(
a(pi−1)/2 mod pi

)kiFakt 4.39 Pre kaºdé a, n sp¨¬ajú
e podmienku de�ní
ie Ja
obiána
Jac

[a

n

]
∈ {−1, 1}Ja
obián 
h
eme vyuºi´ na de�ní
iu svedka, faktorizá
iu ale nemáme. Na základevlastností z nasledujú
ej lemy 4.40 ho budeme vedie´ efektívne vypo£íta´.Lema 4.40 Majme nepárne n ≥ 3, a, b : gcd(a, n) = gcd(b, n) = 1. Platí1. Jac

[
ab
n

]
= Jac

[
a
n

]
· Jac

[
b
n

]2. Jac
[

a
n

]
= Jac

[
b
n

] pre a ≡ b( mod n)3. Jac
[

a
n

]
= −1

(a−1)
2

(n−1)
2 Jac

[
n
a

] pre n nepárne4. Jac
[

1
n

]
= 1, Jac

[
n−1

n

]
= (−1)(n−1)/25. Jac

[
2
n

]
=

{
−1, pre n mod 8 ∈ {3, 5}

1, pre n mod n ∈ {1, 7}D�kaz: Ukáºeme prvé dve vlastnostnosti, ostatné ako 
vi£enie. 1
Jac

[
ab
n

]
=

∏ℓ
i=1

(
(ab)(pi−1)/2 mod pi

)ki
=

=
∏ℓ

i=1

(
a(pi−1)/2 mod pi

)ki
(
b(pi−1)/2 mod pi

)ki
=

=
∏ℓ

i=1

(
a(pi−1)/2 mod pi

)ki ∏ℓ
i=1

(
b(pi−1)/2 mod pi

)ki

= Jac
[

a
n

]
Jac

[
b
n

]



78KAPITOLA 4. METÓDY TVORBY PRAVDEPODOBNOSTNÝCH ALGORITMOV2Sta£í, ak ukáºeme, ºe
(a ≡ b( mod p))&(gcd(a, b) = 1) ⇒ Leg

[
a
p

]
= Leg

[
b
p

]

a ≡ b mod p ⇒ a = pr + z
b = ps + z

Leg
[

a
p

]
= a(p−1)/2 mod p = (pr + z)(p−1)/2 mod p =

=
∑(p−1)/2

i=0

(
(p−1)/2

i

)
(pr)

p−1
2 −izi mod p = z(p−1)/2 mod pAnalogi
ky Leg

[
b
p

]
= z(p−1)/2 mod p 2A teraz uº spomínaný algoritmus na výpo£et Ja
obiána. Kaºdé rekurzívne volanieAlgoritmus 24 Ja
obian(a,n)

⊲ vstupom sú nepárne n ≥ 3 a a, pri£om gcd(a, n) = 1
ase
a = 1 : Jac

[
1
n

]
← 1

a = 2&n mod 8 ∈ {1, 7} : Jac
[

2
n

]
← 1

a = 2&n mod 8 ∈ {3, 5} : Jac
[

2
n

]
← −1

a nepárne : Jac
[

a
n

]
← Jac

[
2
n

]
Jac

[
a/2
n

]

a > n : Jac
[

a
n

]
← Jac

[
a mod n

n

]inak : Jac
[

a
n

]
← (−1)

a−1
2

n−1
2 Jac

[
n mod a

a

]zníºi aspo¬ jeden z parametrov aspo¬ na polovi
u, Preto je h¨bka rekurzie O(log n).Manipulá
ia s parametrami je O(1) aritmeti
ký
h, resp. O((log a + n)2) bitový
hoperá
ií. �as výpo£tu Jac
[

a
n

] je O((log(a + n))3) binárny
h operá
ií.A teraz sme uº pripravení de�nova´ novú 
harakterizá
iu svedka.Ja
-svedok De�ní
ia 4.9 Ne
h n ≥ 3 je nepárne. Hovoríme, ºe a ∈ {1, . . . , n − 1} je Ja
-svedok pre n /∈ PRIM, ak� gcd(a, n) 6= 1, alebo� gcd(a, n) = 1 a Jac
[

a
n

]
6= a(n−1)/2 mod nO korektnosti pravdepodobnostného algoritmu zaloºeného na Ja
-svedko
h hovorínasledujú
a veta.Veta 4.41 Pre kaºdé nepárne n ≥ 3 platí1. ak n je prvo£íslo, potom Jac

[
a
n

]
= Leg

[
a
n

]
= a(n−1)/2 mod n pre v²etky

a ∈ {1, 2, . . . , n− 1}2. ak n je zloºené £íslo, potom Jac
[

a
n

]
6= a(n−1)/2 mod n pre aspo¬ polovi
u ztý
h a ∈ {1, 2, . . . , n− 1}, pre ktoré gcd(a, n) = 1D�kaz: Dokazova´ potrebujeme vlastnos´ 2. Majme teda n ≥ 3 nepárne. Mnoºinakandidátov je Zn − {0}. Opä´ uvaºujme dve mnoºinyWitn = {a ∈ Z∗

n | Jac
[

a
n

]
= a(n−1)/2 mod n}Witn = Z∗

n −WitnUkáºeme, ºe |Witn| ≤ |Z∗
n|/2, z £oho potom dostaneme |{1, 2, . . . , n− 1} −Witn| ≥

|Witn|. Pri argumentá
ii si pom�ºe vlastnos´ami grúp a podgrúp. Za£neme tým,
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) je vlastná podgrupa (Z∗
n,⊙modn)�Witn je grupa aexistuje prvok zo Zn −Witn.grupa Ne
h a, b ∈Witn. Potom

Jac
[

ab
n

]
= Jac

[
a
n

]
Jac

[
b
n

]
=
(
a

n−1
2 mod n

)(
b

n−1
2 mod n

)

= (ab)
n−1

2 mod n

}
⇒ ab ∈Witn vlastná podgrupaPotrebujeme ukáza´ existen
iu prvku a zo Zn−Witn. Ne
h n = pi1

1︸︷︷︸
q

pi2
2 . . . pik

k︸ ︷︷ ︸
m

, ≥ 1,je faktorizá
ia n. Prvok a nebudme h©ada´ priamo v Z∗
n, ale v Zq × Zm. Ne
h g jegenerátor 
ykli
kej grupy (Z∗

q ,⊙modq). Prvok a zvolíme tak, ºe
a ≡ g(mod q)
a ≡ 1(mod m)

}
a

def
= (g, 1) ∈ Zq × ZmAk m = 1, ako a vezmeme g.

a ∈ Z∗
n

Fakt, ºe gcd(a, n) = 1⇔ ºiadne z prvo£ísel p1, . . . , pk nedelí a.Ak by p1 delilo a, tak a = 0 mod p1 sú£asne s g ≡ a( mod p1) je v spore s tým,ºe g je generátor.Ak pr delí a, potom
a = prb)

a = mx + 1

}
prb = mx + 1 = pr

(
m

pr

)
x + 1Dostali sme, ºe pr delí 1, pri£om pr > 1.

a /∈WitnD�kaz tejto £asti rozdelíme na dve £asti pod©a hodnoty i1 (1,≥ 2). Vypo£ítame
Jac

[
a
n

], a(n−1)/2 mod n a porovnáme.
i1 = 1,n = p1m,gcd(p1,m) = 1

Jac
[

a
n

]
= Jac

[
a
p1

]∏k
j=2

(
Jac

[
a
pj

])ij

a≡1 mod m
= Jac

[
a
p1

]∏k
j=2


Jac

[
1

pj

]

︸ ︷︷ ︸
=1




ij

= Jac
[

a
p1

]
= Jac

[
g
p1

]
= Leg

[
g
p1

]

= −1 //generátor nem�ºe by´ kvadrati
ký zvy²okTeraz hodnota a(n−1)/2 mod n, n = p1m

a(n−1)/2 mod m = (a mod m)(n−1)/2 mod m = 1(n−1)/2 mod m = 1Preto a(n−1)/2 mod n = 1 a −1 = Jac
[

a
n

]
6= a(n−1)/2 mod n pre i1 = 1

i1 ≥ 2Ne
h by a ∈ Witn, £o by znamenalo a(n−1)/2 mod n = Jac
[

a
n

]
∈ {1,−1}. Preto

a(n−1) ≡ 1( mod n). Ke¤ºe g ≡ a( mod q), n = pi1
1 m = qm

1 = an−1 mod n = an−1 mod q = (a mod q)n−1 mod q = gn−1 mod q

g je generátor 
ykli
kej grupy, jeho rád je |Z∗
q |, preto |Z∗

q | delí n− 1
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Z∗

q = {x ∈ Zq|p1 nedelí x}.
|Z∗

q | = |Zq| −
|Zq|
p1︸︷︷︸delite©né p1

= p1(p
i1−1
1 − pi2−1

1 )Máme teda
p1 delí |Z∗

q |, |Z∗
q | delí n− 1

p1 delí n = pi1
1 m

}
=⇒ p1 delí n, n− 1 2Algoritmus 25 SSA- Solovay-Strassen

⊲ vstupom je nepárne n ≥ 31: vygeneruj náhodne a ∈ {1, 2, . . . , n− 1}2: vypo£ítaj gcd(a, n) ⊲ O((log n)3)3: if gcd(a, n) 6= 1 then return(n /∈ PRIM)4: J ← Jac
[

a
n

]
; A← a(n−1)/2 mod n ⊲ O((log n)3)5: if J = A then return(n ∈ PRIM)6: elsereturn(n /∈ PRIM)Veta 4.42 Algoritmus Solovay-Strassen je polytime 1MC algoritmus pre rozpozná-vanie zloºený
h £ísel.D�kaz: Korektnos´ d�kazu vyplýva z pred
hádzajú
i
h úvah.£as Máme a < n, teda na reprezentá
iu a, n sta£í ⌊log n⌋+ 1 bitov.2 na výpo£et gcd pouºijeme Eu
lidov algoritmus, ktorý zbehne v £aseO((log n)3)(bitové operá
ie)4 na výpo£et hodn�t J, A sta£í O((log n)3) bitový
h operá
ií5 porovnanie realizujeme v O(log n)úspe
h

n ∈ PRIM nenájdeme svedka, ktorý by potvrdil, ºe n je zloºené
n /∈ PRIM pravdepodobnos´, ºe svedka nájdeme, je pod©a vety 4.41 aspo¬ 1/2.

24.4.3 Generovanie náhodný
h prvo£íselV tejto £asti sa budeme zaobera´ generovaním prvo£ísel; na²ou úlohu je pre danúd¨ºkuℓ vygenerova´ náhodné prvo£íslo d¨ºky ℓ. Stratégia je zrejmá � vygenerujemenáhodné £íslo n príslu²nej d¨ºky a overíme, £i je prvo£íslo. Pre zvý²enie pravde-podobnosti úspe
hu spravíme nieko©ko (2ℓ2) generovaní n a nieko©ko (k) testovprvo£íselnosti pre príslu²né n. Na testovanie prvo£íselnosti pouºívame algoritmusSolovay-Strassen.Veta 4.43 Algoritmus PrimGen je algoritmus s ohrani£enou 
hybou, ktorý v £asepolynomiálnom od d¨ºky (výstupu) ℓ vygeneruje prvo£íslo.



4.4. METÓDA SVEDKOV 81Algoritmus 26 PrimGen(ℓ, k)
⊲ vstupom je d¨ºka prvo£ísla ell a po£et opakovaní testov k1: Founde← False, I ← 02: while notFound and I < 2ℓ2 do3: vygeneruj náhodnú postupnos´ a1, a2, . . . , aℓ−2bitov4: n← 2ℓ−1 +

∑ℓ−2
i=1 ai2

i + 15: sprav k nezávislý
h testov Solovay-Strassenovým algoritmom6: if niektorý dokázal n /∈ PRIM then I ← I + 17: elseFound← True, return(n)8: if I = 2ℓ2 then return(nena²iel)D�kaz: Ke¤ºe v prípade úspe
hu je d¨ºka výstupu exponen
iálna od d¨ºky vstupu,meriame zloºitos´ algoritmu vzh©adom na ve©kos´ výstupu.£as 2ℓ2 opakovaní while-
yklu, k opakovaní SSA testu, ktorý trvá O(ℓ3) dáva 
elkovúzloºitos´ bitový
h operá
ií O(ℓ5k), resp. pre k = ℓ O(ℓ6).úspe²nos´ Algoritmus je neúspe²ný z dvo
h d�vodovI ak sa mu nepodarilo vygenerova´ prvo£íslo (resp. £íslo, o ktorom by dokázal,ºe je zloºené)II na výstup dal ako prvo£íslo £íslo, ktoré je v skuto£nosti zloºené IAby sme na výstup nedali ºiadne £íslo, musel kaºdý test, ktorý sme robili, dopadnú´"zle": n /∈ PRIM
• pravdepodobnos´, ºe náhodne zvolené £íslo n d¨ºky ℓJE prvo£íslo, je aspo¬ 1

ln n > 1
2ℓNIE JE prvo£íslo je nanajvý² (1− 1

2ℓ )

• pravdepodobnos´, ºe ℓ behov Solovay-Strassenovho algoritmu uspeje v d�kaze,ºe zloºené n /∈ PRIM je wℓ ≥ 1− 1/2ℓ

• Prob[PrimGen(ℓ, ℓ) = "nena²iel"] <
((

1− 1
2ℓ

)
wℓ

)2ℓ2

<
(
1− 1

2ℓ

)2ℓ2

< e−ℓPre ℓ ≥ 100 je e−ℓ ≪ 10−40 IIOzna£me pi pravdepodobnos´ toho, ºe v i-tom behu, i ∈ 1, . . . , 2ℓ2, dáme na výstupako prvo£íslo £íslo, ktoré je v skuto£nosti zloºené. To znamená, ºe (i− 1) pred
há-dzajú
i
h behov vygenerovalo zloºené £íslo a úspe²ne to aj overilo, ale v poslednombehu vygenerované £íslo sa nepodarilo dokáza´.
• p1 <

(
1− 1

2ℓ

)
· 1

2ℓ

• pi ≤
[(

1− 1
2ℓ

)
wℓ

]i−1 (
1− 1

2ℓ

)
· 1

2ℓ= (1− 1
2ℓ

)i
wℓ

1
2ℓ
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Pr[chyba(ℓ, ℓ)] ≤ p1 +

2ℓ2∑

j=2

pj ≤
(

1− 1

2ℓ

)
· 1

2ℓ
+

2ℓ2∑

j=2

(
1− 1

2ℓ

)i

wℓ
1

2ℓ
≤

≤
(

1− 1

2ℓ

)
· 1

2ℓ




2ℓ2−1∑

j=1

(
1− 1

2ℓ

)j

wℓ + 1




≤
(

1− 1

2ℓ

)
· 1

2ℓ




2ℓ2−1∑

j=1

(
1− 1

2ℓ

)j

+ 1

︸ ︷︷ ︸
<2




<

(
1− 1

2ℓ

)
· 1

2ℓ
2ℓ2 ≤ ℓ2

2ℓ−1Pre ℓ ≥ 100 je ℓ2

2ℓ−1 ≤ 1.58 · 10−26

24.5 Optimaliza£né úlohy a náhodné zaokrúh©ovanieUºito£ným nástrojom pri rie²ení optimaliza£ný
h úloh je lineárne programovanie(LP).Problém lineárneho programovania je de�novaný nasledovne:LP De�ní
ia 4.10vstup mati
a A = [aij ], i = 1, . . . , m; j = 1, . . . , nvektor b ∈ R
m

c ∈ R
nohrani£enia M(A, b, c) = {X ∈ (R0,+)n | AX = b}
ena cost(X, (A, b, c)) = cT X =

∑n
i=1 cixi
ie© minimalizá
iaResp. ohrani£enia s rovnos´ou nahradíme ohrani£eniami s nerovnos´ami:ohrani£enia ∑n

i=1 ajixi = bj , j ∈ I1∑n
i=1 ajixi ≥ bs, s ∈ I2∑n
i=1 ajixi ≤ br, r ∈ {1, . . . , m} − (I1 ∪ I2)O úlohe lineárneho programovania vieme, ºe efektívnos´ jej rie²enia závisí od oboruhodn�t rie²enia X .

• pre X ∈ R existuje algoritmus plynomiálnej zloºitosti
• pri X ∈ Z, tzv. ILP, resp. X ∈ {0, 1}n, tzv. 0-1LP algoritmus polynomiálnejzloºitosti nepoznámeVzh©adom k tejto r�znej zloºitosti vyuºívame LP pri návrhu aproxima£ný
h algo-ritmov. Základná s
héma vyuºitia je nasledovná:1. formulá
ia p�vodného problému ako úlohy ILP, resp. 0-1LP; ILP (I)2. relaxá
ia na úlohu lineárneho programovania LP; Rel− LP (I)3. transformá
ia optimálneho rie²enia relaxovaného problému na prípustné rie²e-nie p�vodného problému. Výsledná kvalita získaného algoritmu zrejme záleºíod tejto transformá
ie. Jednou z vhodný
h metód je metóda náhodného za-okrúh©ovania.



4.5. OPTIMALIZA�NÉ ÚLOHY A NÁHODNÉ ZAOKRÚH�OVANIE 83Spravme relaxá
iu ILP (I)  Rel− LP (I). Ne
h
α je optimálne rie²enie pre Rel − LP (I)
OptU (I) je optimálne rie²enie ILP (I).Potom (pre£o?)
cost(α) = Opt(Rel − LP (I))

{
≤ OptU (I), pre minimaliza£ný problém
≥ OptU (I), pre maximaliza£ný problémPri návrate od optimálneho α k prípustnému β sa snaºíme pokazi´ kvalitu α £onajmenej. Toto je tá £as´, ktorá súvisí s NP-´aºkos´ou p�vodného problému ILP.Na príklade Min-VC ukáºeme formulá
iu optimaliza£ný
h úloh ako úloh LP. Min-VCPríklad 4.4 Uvaºujme problém minimálneho vr
holového pokrytia, v ktorom h©a-dáme minimálnu mnoºinu vr
holov U , ktorá pokrýva v²etky hrany. Prípustným rie-²ením je teda vektor (x1, . . . , xn) ∈ {0, 1}n taký, ºe xi = 1 ⇔ vi ∈ U . Formulujmeako úlohu LP:minimalizova´ ∑n

i=1 xipodmienky xi + xj ≥ 1 ∀(vi, vj) ∈ E
xi ∈ {0, 1}relaxá
ia podmienku xi ∈ {0, 1} nahrádzame dvomi podmienkami xi ≥ 0 a xi ≤ 1Majme optimálne rie²enie α = (α1, . . . , αn) ∈ [0, 1]n relaxovaného problému. Knemu zostrojíme prípustné rie²enie β p�vodného problému zaokrúhlením takto

βi = 1⇔ αi ≥ 1/2Ukáºeme, ºe sme získali 2-aproxima£ný algoritmus. prípustné rie²e-nie• V optimálnom rie²ení relaxovanej úlohy α platí αi + αj ≥ 1 pre kaºdú hranu
(vi, vj) ∈ E. To ale znamená, ºe aspo¬ pre jedno αt, t ∈ {i, j} platí αt ≥ 1/2.Následne do vr
holového pokrytia zaradíme vr
hol vt. Kaºdá hrana je tedapokrytá. kvalita• Ke¤ºe βi ≤ 2αi pre kaºdé i, o 
ene získaného prípustného rie²enia β platí

cost(β) =

n∑

i=1

βi ≤ 2

n∑

i=1

αi = 2cost(α)Aproxima£ný pomer je cost(β)

cost(α)
≤ 2cost(α)

cost(α)
= 2

⋄4.5.1 Náhodné zaokrúh©ovanie a problém MaxSATVrá´me sa opä´ k rie²eniu problémuMaxSat. V £asti 2.1 sme ukázali, ºe náhodne vy-generované pripradenie hodn�t premenným vedie v o£akávanom prípade k splneniupolovi
e klauzúl. V tejto £asti ukáºeme efektívny pravdepodobnostný algoritmus,ktorý je výsledkom kombiná
ie metódy relaxá
ie k LP a náhodného zaokrúh©ovania.Majme teda
F (x1, . . . , xn) = F1 ∧ F2 ∧ . . . ∧ Fm, kde Fi je elementárna disjunk
iaOzna£me
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Set+(Fi) mnoºina premenný
h zo Set(Fi), ktoré sa v Fi vyskytujú bez negá
ie
Set−(Fi) mnoºina premenný
h zo Set(Fi), ktoré sa v Fi vyskytujú s negá
iou
In+(Fi) indexy premenný
h z Set+(Fi)
In−(Fi) indexy premenný
h z Set−(Fi)Rie²ime úlohuformulá
ia maximalizova´ ∑m

j=1 Zjlineárne ohrani£enia ∑i∈IN+(Fj)
yi +

∑
i∈IN−(Fj)

(1− yi) ≥ Zj, j = 1, . . . , mn+m nelineárny
h ohrani£ení
yi ∈ {0, 1} i = 1, . . . , n
Zj ∈ {0, 1} j = 1, . . . , mrelaxá
ia
1 ≥ yi, yi ≥ 0
1 ≥ Zj, Zj ≥ 0Ozna£me α(u), u ∈ {y1, . . . , yn, Z1, . . . , Zm} hodnotu u v optimálnom rie²ení rela-xovaného problému. �ahko vidno, ºe∑m

j=1 α(Zj) je horný odhad na po£et klauzúl,ktoré m�ºu by´ splnené (pre£o?). K©ú£ovým pre kvalitné prípustné rie²enie je za-okrúh©ovanie; spravíme ho náhodne:Algoritmus 27 RRR - random rounding1: vstupom je úloha 0/1 LP(F)2: relaxá
ia 0/1-LP(F)  Rel-LP(F)3: ne
h (α(y1), . . . , α(yn), α(Z1), . . . , α(Zm)) je optimálne rie²enie Rel-LP(F)4: vygeneruj náhodne γ1, . . . , γn ∈ [0, 1]n5: if γi ∈ [0, α(yi)] then βi ← 16: else βi ← 07: return (β1, . . . , βn)Uvedomme si, ºe takto de�novaná α(yi) je vlastne pravdepodobnos´ toho, ºe βi =
110Lema 4.44 Ne
h k ∈ N, Fj je klauzula s k literálmi, (α(y1), . . . , α(yn), α(Z1), . . . , α(Zm))je optimálne rie²enie Rel-LP(F). Potom pravdepodobnos´, ºe β = RRR(F ) sp¨¬a
Fj , je aspo¬ (

1−
(

1− 1

k

)k
)

α(Zj)D�kaz: Ke¤ºe sa na ostatné klauzuly formuly nepozeráme, m�ºme predpoklada´,ºe Fj = x1 ∨ . . . ∨ xk. Z podmienok LP vyplýva, ºe
x1 + x2 + . . . + xk ≥ ZjKlauzula Fj bude nesplnená práve vtedy ak kaºdé βi ← 0, i = 1, . . . , k. To nastanes pravdepodobnos´ou ∏k

i=1(1− α(yi)). Fj bude splnená s pravdepodobnos´ou
1−

k∏

i=1

(1 − α(yi))10na rozdiel od 1/2 v prípade náhodného generovania pravdivostný
h hodn�t
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α(Zj)

k . Dostávame teda
Pr[Fj(β) = 1] ≥ 1−

k∏

i=1

(
1− α(Zj)

k

)£o je vlastne funk
ia jednej premennej�α(Zj). Vyuºijeme nasledujú
i fakt, ktoréhoplatnos´ ukon£uje d�kaz.Fakt 4.45 Ne
h k ∈ N . Potom
fk(Z) = 1−

(
1− r

k

)k

≥
(

1−
(

1− 1

k

)k
)

r = gk(r) ∀r ∈ [0, 1]K d�kazu faktu 4.45 si sta£í uvedomi´, ºe
• funk
ia gr je lineárna
• funk
ia fk je konkávna
• fk(0) = 0 = gk(0)

• fk(1) = 1−
(
1− 1

k

)k
= gk(1)

2Teraz uº ©ahko zanalyzujeme Algoritmus 27.Veta 4.46 Algoritmus RRR je polynomiálny1. pravdepodobnostný E
[

e
e−1

]-aproxima£ný pre problém MaxSAT2. pravdepodobnostný E
[

kk

kk−(k−1)k

]-aproxima£ný pre problém Max-EkSAT11D�kaz: Za£nime s analýzou £asu. Reduk
ia 0/1-LP na Rel-LP je v lineárnom £ase, £asoptimálne rie²enie Rel-LP vypo£ítame v polynomiálnom £ase a získanie prípustnéhorie²enia pre 0/1-LP z optimálneho pre Rel-LP spravíme v lineárnom £ase. 
hybaZopakuje si � algoritmus A je E[∆]-aproxima£ný, ak E
[

Opt(U)
A()

]
≤ ∆, resp. ekviva-lentne E[A] ≥ Opt/∆. Sta£í teda ukáza´, ºe o£akávaný po£et splnený
h klauzúl jeaspo¬ e−1

e

∑m
j=1 α(Zj), resp. kk−(k−1)k

kk

∑m
j=1 α(Zj).Ne
h δ ∈ {0, 1}n je poten
iálne rie²enie. Potom

Prob[δ = (δ1, . . . , δn)] =

n∏

i=1

qi, qi =

{
α(yi), ak δi = 1
(1− α(yi)), ak δi = 0Uvaºujme indika£nú premennú Zj

Zj(δ) =

{
1, ak δ sp¨¬a Fj

0, ak δ Fj nesp¨¬aPotom E[Zj ] je pravdepodobnos´ toho, ºe RRR(F) sp¨¬a Fj .
E[Zj ] ≥

(
1−

(
1− 1

k

)k
)

α(Zj)11Problém Max-EkSAT je MaxSAT obmedzený na vstupy, v ktorý
h kaºdá klauzula má presne
k literálov.
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∑m

j=1 Zj

E[Z] =

m∑

j=1

E[Zj] ≥
m∑

j=1

(
1−

(
1− 1

k

)k
)

α(Zj) =

(
1−

(
1− 1

k

)k
)

m∑

j=1

α(Zj)EkSAT
E[Ratio− EkSAT ] ≤ OptEkSAT (F )

E[Z]
≤

∑m
j=1 α(Zj)(

1−
(
1− 1

k

)k)∑m
j=1 α(Zj)

=
1(

1− (k−1)k

kk

) =
kk

kk − (k − 1)kSAT Ke¤ºe (1− 1
k

)k ≤ e−1, je 1−
(
1− 1

k

)k ≥ 1− e−1 =
(
1− 1

e

). Preto
E[Z] ≥

(
1− 1

e

) m∑

j=1

α(Zj)

E[Ratio− SAT ] =
OptMaxSAT (F )

E[Z]
≤ 1

(1− 1
e )

=
e

e− 1Pri vylep²ovaní opakovaním opakujeme len £as´ od vygenerovania náhodného vek-tora γ. 24.5.2 Náhodná vzorka s náhodným zaokrúh©ovanímPrezentovali sme dva algoritmy pre rie²enie problému MaxSAT � RSAM s pome-rom 2 a RRR s pmerom e
e−1 . Ho
i 2 > e

e−1 , 2k

2k−1
< kk

kk−(k−1)k a teda pre dlhéklauzuly je naivný RSAM lep²í. V skuto£nosti sa dá ukáza´ (zamyslite sa), ºeexistujú také vstupy I, I ′, I ′′ ºe
• E[RSAM(I)] > E[RRR(I)] //MAxSAT
• E[RRR(I ′)] > E[RSAM(I ′)] //MAxSAT
• E[Ratio−RRR(I ′′)] < E[Ratio−RSAM(I ′′)] //MAx-EkSATKe¤ºe majú r�zne správanie, je rozumné pokúsi´ sa i
h skombinova´. Spustíme obaalgoritmy nezávisle a výsledkom bude lep²í zo získaný
h výsledkov: Po¤me analy-Algoritmus 28 COMB-MAxSAT1: β ← RSAM(F )2: γ ← RRR(F )3: if β sp¨¬a via
 klauzúl ako γ then return β4: else return γzova´ tento algoritmus. Ke¤ºe oba algoritmy su polynomiálne, je polynomiálny aj£as COMB-MaxSAT.aproxima£ný po-mer Na vstupe máme formulu F (x1, . . . , xn) = F1 ∧ . . . ∧ Fm.

(SRSAM , P robS) 2n moºný
h výpo£tov
(SRRR, P robR) priestor ur£uje optimálne rie²enie α pre Rel-LP(F)
(SRSAM × SRRR, P rob) pri£om Prob[C, D]

def.
= ProbS [C]× ProbR[D]



4.6. SEMIDEFINITNÉ PROGRAMOVANIE A PROBLÉM MAXCUT 87Majme beh algoritmu COMB-MaxSAT, ktorý vypo£ítal optimálne priradenia β, γ.Ozna£me
Y [β, γ] po£et splnený
h klauzúl v F (β)
Z[β, γ] po£et splnený
h klauzúl v F (γ)
U [β, γ] = max{Y [β, γ], Z[β, γ]}. Ke¤ºe maximum nie je men²ie ako aritmeti
-ký priemer

E[U ] ≥ E[Y ] + E[Z]

2Kv�li podrobnej²ej analýze si klauzuly rozdelíme do triedy pod©a po£tu literálov;
Ck budú tie klazuly, ktoré majú presne k literálov.Algoritmus RRR vypo£íta priradenie, ktoré sp¨¬a nanajvý²∑m

j=1 α(Zj) klauzúl.
E[Z] ≥

∑

k≥1

∑

Fj∈C(k)

(
1−

(
1− 1

k

)k
)

α(Zj)

E[Y ] =
∑

k≥1

∑

Fj∈C(k)

(
1− 1

2k

)
≥
∑

k≥1

∑

Fj∈C(k)

(
1− 1

2k

)
α(Zj)

E[U ] ≥ E[Z] + E[Y ]

2
≥ 1

2

∑

k≥1

∑

Fj∈C(k)

[(
1− 1

2k

)
+

(
1−

(
1− 1

k

)k
)]

α(Zj)

≥ 1

2
· 3
2

∑

k≥1

∑

Fj∈C(k)

α(Zj) =
3

4

m∑

j=1

α(Zj)Dokázali sme teda nasledovnú vetu:Veta 4.47 Algoritmus COMB-MAxSAT je polynomiálny pravdepodobnostný E[4/3]-aproxima£ný algoritmus pre problém MaxSAT.4.6 Semide�nitné programovanie a problémMaxCutV tejto £asti vyuºijeme náhodné zaokrúh©ovanie pri h©adaní maximálneho hrano-vého rezu. Na rozdiel od pred
hádzajú
ej £asti bude problém naformulovaný akoproblém semide�nitného programovania. MaxCutMáme neorientovaný graf G = (E, V ) a váhova
iu funk
iu w, ktorá kaºdej hranepriradí ra
ionálnu váhu; w : E → Q+. H©adáme hranový rez (S, S) maximálnejváhy
max

∑

e∈S×S

w(e)Vyuºijeme existen
iu polynomiálneho algoritmu na rie²enie tzv. semide�nitnéhoprogramovania:
• Y je n× n mati
a s reálnymi hodnotami
• 
h
eme maximalizova´ lineárnu funk
iu jednotlivý
h yi,j+ lineárne podmienky na yi,j+ Y je symetri
ká, pozitívne semide�nitná  ∀X ∈ R

n XT Y X ≥ 0(má vlastné £ísla a n lineárne nezávislý
h vlastný
h vektorov)Ne
h A ∈ R
n×n

• trace(A) = tr(A) =sú£et ²tvor
ov diagonálny
h prvkov
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• A ◦B = tr(AT B) =

n∑

i=1

n∑

j=1

ai,jbi,j semide�nitnýprogramNe
h C, D1, . . . , Dk ∈Mn sú symetri
ké reálne mati
e typu n× n a d1, . . . , dk ∈ RProblém S semide�nitného programovania je formulovaný nasledovne
S: max C ◦ Yohrani£enia Di ◦ Y = di 1 ≤ i ≤ k

Y ≥ 0 (Y pozitívne semide�nitná)
Y ∈MnAk C, D1, . . . , Dk sú diagonálne, máme lineárne programovanie.Prípustným rie²ením je taká mati
a A, ktorá sp¨¬a v²etky podmienky S. Ak A nieje prípustné rie²enie, potom C ∈ R

n×n : C ◦ Y ≤ b je separujú
a nadrovina pre A.Semide�nitný program vieme v rám
i aditívnej 
hyby ε rie²i´ v £ase poly(n, log(1/ε))Veta 4.48 Ne
h S je semide�nitný program, A ∈ R
n×n. V polynomiálnom £asevieme overi´, £i A je prípustným rie²ením pre S. Ak nie je, nájdeme v tomto £aseseparujú
u nadrovinu.D�kaz: Ak A nie je prípustné- A nie je symetri
ká ai,j > aj,i, potom yi,j ≤ yj,i je tá nadrovina- A nie je pozitívne semide�nitná, potom má záporné vlastné £íslo λ a príslu²nývlastný vektor v. Potom (v · vT ) ◦ Y = vT · Y · v ≥ 0 je tá hyperrovina- A nesp¨¬a niektorú z ohrani£ujú
i
h podmienok. Vtedy kaºdá taká nesplnenápodmienka je tou h©adanou hyperrovinou

2kvadrati
kýprogram Optimalizá
ia kvadrati
kej funk
ie s 
elo£íselnými hodnotami pri kvadrati
ký
hohrani£enia
hvektorový prog-ram Majme n vektorový
h premenný
h ṽ1, . . . , ṽn ∈ R
n. Vektorovým programom na-zveme optimalizá
iu lineárnej funk
ie skalárny
h sú£inov ṽi · ṽj pri lineárny
h ohra-ni£enia
h vzh©adom k ṽi · ṽjJednou metódou rie²enia je transformá
ia striktne kvadrati
kého programu na vek-torový. Aplikujeme na problém MaxCut.
elo£íselná premenná  vektor

x · y  príslu²ný skalárny sú£inMaxCutstri
t S
yi = ∓1 indika£ná premenná pre vektor vi

(S, S) = ({vi|yi = 1}{vi|yi = −1})

yi, yj v r�zny
h mnoºiná
h ⇒ yiyj = −1v jednej mnoºine ⇒ yiyj = 1

max
1

2

∑

1≤i<j≤n

wi,j(1− yiyj)podm. y2
i = 1 vi ∈ V

yi ∈ Z vi ∈ V

vektorový υvektorové premenné ṽ1, . . . , ṽn

max
1

2

∑

1≤i<j≤n

wi,j(1 − ṽi · ṽj)podm. ṽi · ṽj = 1 vi ∈ V
ṽi ∈ R

n vi ∈ V



4.6. SEMIDEFINITNÉ PROGRAMOVANIE A PROBLÉM MAXCUT 89Uvedomme si, ºe vektory ṽi leºia na jednotkovej guli Sn−1. Ak je rie²enie striktnéhoprogramu yi, tak príslu²ný vektor ṽi = (yi, 0, . . . , 0).Lema 4.49 Vektorový problém υ je ekvivalentný semide�nitnému programu S

⇒D�kaz: Ne
h a1, . . . , an je optimálne rie²enie pre vektorový problém υ. Vezmimemati
u W takú, ºe jej st¨p
e sú a1, . . . , an. Potom rie²ením striktného programu jemati
a A = WWT .
⇐Majme rie²enie semide�nitného programu A. Potom existuje mati
a W tak, ºe

A = WT W . St¨p
e sú rie²ením vektorového programu. 2Aplikujme tento prístup na rie²enie problému MaxCut. Majme optimálne rie²enie
a1, . . . , an vektorovej verzie problému υ; OPTυ ne
h je jeho hodnota. Potrebujemezade�nova´ "zaokrúhlenie" � pre
hod k 
elo£íselnému prípustnému rie²eniu.

Θi,jOzna£me Θi,j uhol medzi ai a aj . Príspevok tý
hto dvo
h vektorov do vektorovéhorie²enia je12
wi,j

2
(1− cosΘi,j)︸ ︷︷ ︸

(∗)

Θi,j = 0  (∗) = 0
Θi,j = π/2  (∗) = 1

} separova´ budeme tie vektory, ktoré zvierajú ve©ký uholK náhodnému zaokrúh©ovaniu potrebujeme náhodné vektory na jednotkovej gu-li/sfére. Tie m�ºme získa´ napríklad takto:Lema 4.50 Ne
h x1, . . . , xn sú náhodné z normálneho rozdelenia s mean=0, od-
hylka=1. Ne
h d =

√
x2
1+···+x2

n

2 . Potom vektor (x1/d, . . . , xn/d) je náhodný vektorna jednotkovej guli Sn−1. náhodné zaok-rúh©ovanieA teraz sa vrá´me k problému MaxCut
• zvolíme náhodne vektor r ∈ Sn−1

• S = {vi | a1 · r ≥ 0}Lema 4.51 Pre vy²²ie de�novaný sp�sob zaokrúh©ovania platí
Pr[vi, vj sú separované] =

Θi,j

πD�kaz:
• vezmime rovinu, v ktorej leºia ai, aj a spravmepriemet r do tejto roviny
• r separuje ai, aj ak sa premietne do vyzna£e-ný
h oblúkov
• 2Θi,j

2π =
Θi,j

π

2V²imnime si kvalitu Algoritmu MaxCut. Ne
h
W je premenná, ktorá po£íta váhu pod©a Algoritmu MaxCut12cos α =

∑
aibi

‖a‖‖b‖
, kde ‖a‖ = ‖b‖ = 1



90KAPITOLA 4. METÓDY TVORBY PRAVDEPODOBNOSTNÝCH ALGORITMOVAlgoritmus 29 MaxCut1: vyrie² vektorový program2: zvo© náhodne r na guli Sn−13: S = {vi | ai · r ≥ 0}4: return S

α =
2

π
min

0≤Θ≤π

Θ

1− cosΘ︸ ︷︷ ︸
mPotom
π =

2m

α
a Θ

π
=

Θα

2m
≥ α(1− cosΘ)

2

E[W ] =
∑

1≤i<j≤n

wi,jPr[vi, vj separované] =
∑

1≤i<j≤n

wi,j
Θi,j

π

≥ α
∑

1≤i<j≤n

wi,j

2
(1− cosΘi,j = αOPTυDokázali sme E[W ] ≥ αOPTυ . Ke¤ºe α > 0.87856, analýza algoritmu MaxCutvedie k nasledujú
emu tvrdeniu.Veta 4.52 Existuje pravdepodobnostný aproxima£ný algoritmus pre problém Ma-xCut s aproxima£ným pomerom 0.87856D�kaz:Ne
h T =

∑
e∈E w(e)

a také, ºe E[W ] = aT
p = Pr[W < (1− ε)aT ]Vieme, ºe W ≤ T . Preto aT ≤ p(1− ε)aT + (1 − p)T , z £oho úpravou dostaneme

p ≤ 1−a
1−a+εaZ druhej strany zas

T ≥ E[W ] = aT ≥ αOPTυ ≥ αOPT ≥ αT

2Posledná nerovos´ vy
hádza z analýzy jednodu
hého greedy algoritmu. Po vykrátení
T máme odhad na parameter a, 1 ≥ a ≥ α

2 , ktorý ¤alej vyuºijeme.
p ≤ 1− a

1− a + aε
= 1− aε

1− a + aε
≤ 1− εα

2

1− α
2 + ε

= 1− cAk teda algoritmus MaxCut zopakujeme 1/c krát, ako výsledok vezmeme najlep²í zjednotlivý
h výsledkov, dostaneme rez s váhou W ′, pri£om platí
• Pr[W ′ ≥ (1− ε)aT ] ≥ 1− (1− c)1/c ≥ 1− e−1

• aT ≥ αOPT > 0.87856OPT

• Vieme zvoli´ ε tak, aby (1− ε)aT ≥ 0.87856OPT

2



Kapitola 5�al²ie príkladypravdepodobnostný
halgoritmov5.1 Paralelné a distribuované výpo£tyV tejto £asti sa budeme venova´ pravdepodobnostným algoritmom pre niektoréproblémy z oblasti paralelný
h a distribuovaný
h výpo£tov. Za£neme ve©mi hru-bým poh©adom na to, £o pre tieto ú£ely rozumieme pod pojmom paralelný a dis-tribuovaný výpo£etParalelné výpo£ty
• pro
esory sú úzko späté: podobné, skoro rovnaká rý
hlos´, výmena informá
iev skoro nulovom £ase
• na kon
i výpo£tu v²et
i skon£ia a spolo£ne "vlastnia" rie²enieDistribuované výpo£ty
• nevieme ni£ o rý
hlostia
h, zdrºania
h,..
• vyºadujeme, aby výpo£et niekedy skon£il, garantujeme korektnos´ výsledku apo£ítame po£et prená²aný
h správZákladným modelom paralelný
h výpo£tov je PRAM: PRAM• globálnu pamä´ tvorí M buniek
• kaºdý pro
esor má lokálnu pamä´ malej/resp. kon²tantnej ve©kosti
• paralelné syn
hronizované kroky sú "trojkroky"� read z globálnej pamäte� lokálny výpo£et� zápis do globálnej pamäte
• rie²enie kon�iktov nepripú²´a sú£asný zápis - ex
lusive write, teda modelyEREW, CREW
• uvaºujeme polynomiálny po£et pro
esorov a polylogaritmi
ký £as; dostávametak zloºitostné triedy NC a RNC RNC, ZNCDe�ní
ia 5.1 Trieda RNC je trieda jazykov , pre ktoré existuje PRAM A taký, ºe

∀x ∈ Σ∗ 91



92KAPITOLA 5. �AL�IE PRÍKLADY PRAVDEPODOBNOSTNÝCH ALGORITMOV
• x ∈ L⇒ Pr[A(x) je ak
eptuj] ≥ 1/2

• x /∈ L⇒ Pr[A(x) je ak
eptuj] = 0

• plynomiálny po£et pro
esorov
• polylogaritmi
ký £asAnalogi
ky de�nujeme Las Vegas zloºitostnú triedu ZNC
• algoritmus nerobí 
hybu
• plynomiálny po£et pro
esorov
• o£akávaný £as je polylogaritmi
ký5.1.1 Triedenie na PRAMo
hMáme
• n vstupov a n pro
esorov
• pre jednodu
hos´ predpokladáme, ºe sú r�zne�ai 6= aj pre i 6= j

• ZNC� smerujeme k O(log n) algoritmu v o£akávanom prípade, £o bude vý-sledkom 
elkovo O(n log n) operá
ií
• uvaºujeme CREWZa£nime implementá
iou pravdepodobnostného Qui
kSortuAlgoritmus 30 PQSNa za£iatku má kaºdý pro
esor jeden vstup; Pi je i-ty pro
esor1: if n = 1 then stop;2: zvo© splitter náhodne z n prvkov3: kaºdý pro
esor Pi si ur£í, £i je jeho prvok vä£²í alebo men²í ako splitter4: ne
h j je rank(poradie) splittera5: if j /∈ [n/4, 3n/4] then krok je 
hybný a treba ho opakova´6: else splitter sa presunie do Pj //j ∈ [n/4, 3n/4], pokra£ujeme ¤alej7: men²ie prvky sa presunú do Pi, i < j8: vä£²ie prvky sa presunú do Pi, i > j9: rekurzívne sa utriedi P1 . . . Pj−1 a Pj+1 . . . Pn�ahko vidno, ºe v najlep²om prípade sa splitter vºdy zvolí úspe²ne (teda na pr-výkrát). V takom prípade by triedenie bolo skon£ené v £ase O(log n), ak by smevedeli prerozde©ovanie v riadko
h 6-8 spravi´ v kon²tantnom po£te krokov.implementá
iaprerozde©ovania Za£nime priamo£iarou implementá
iou. Kaºdý pro
esor Pi

• nastaví svoj bit na hodnotu 0/1 pod©a svojho vz´ahu k splitteru:
bi =

{
1, ai < splitter
0, ai > splitter

• v logaritmi
kom £ase "pomo
ou binárneho stromu" vypo£íta hodnotu
si =

{ ∑
t≤i bt, bi = 1∑
t>i bt, bi = 0pomo
ou ktorej ur£í presné miesto, kam sa má zaradi´ pre ¤al²ie rekurzívnevolanie triedenia
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• ai sa umiestni na pozí
iu

{
si ak bi = 1
n− si + 1 ak bi = 0Popísaná metóda spravila prerozdelenie v logaritmi
kom po£te krokov, £o spolu slogaritmi
kou h¨bkou rekurzie vedie�s ve©kou pravdepodobnos´ou�k po£tu krokov

O(log2 n). vylep²eniePri popísanom postupe sme nevyuºili, ºe via
 pro
esov by mohlo rekurzívne triedi´via
 skupín. Pokúsime sa teda vytvori´ rozumný po£et rozumne ve©ký
h "navzájomusporiadaný
h" mnoºín prvkov S1, . . . , Sk:
∀x ∈ Sr

{
x > y, y ∈ Sp, p ≤ r
x < y, y ∈ Sp, p ≥ rPod rozumnou ve©kos´ou máme na mysli n1−ε pre nejakú kon²tantu ε. UvaºujmeCREW s n2 pro
esormi, na za£iatku je vstup v P1, . . . , Pn. Utriedi´ to vieme v

O(log n) kroko
h�Pi,j porovná Pi a Pj�Pi si vypo£íta Si a presunie sa, kam treba ⋄
n pro
esorov, nprvkovMajme n pro
esorov, n prvkov

• ne
h pro
esory P1, . . . , Pr obsahujú utriedené pole prvkov v Pr+1, . . . , Pn súostatné prvky
• utriedené prvky sú splittre - pre 1 ≤ j ≤ r ozna£uje Sj j-ty najmen²í splitter
• 
h
eme n− r neutriedený
h prvkov vloºi´ medzi splittre tak, aby na kon
i1. kaºdý prvok bol v jednom pro
esore2. ak i(Sj) je index pro
esora, v ktorom je umiestnený Sj , tak

{
k < i(Sj), Pk obsahuje prvok < Sj

k > i(Sj), Pk obsahuje prvok > Sj realizá
ia inser-tuAk máme n prvkov, √n utriedený
h splitterov, tak popísaný insert realizujeme v
O(log n) kroko
h:� O(log r) na zistenie intervalu, kam prvok patrí� O(log n) na zistenie po£tu prvkov men²í
h ako ten-ktorý prvok� O(1) na umiestnenie prvku do pro
esora, kam patríAlgoritmus 31 BoxSort1: náhodne ur£i √n prvkov z mnoºiny n vstupov. Utrie¤ i
h pomo
ou v²etký
h

n pro
esorov v O(log n) kroko
h2: vloº ostatné prvky pomedzi splittre v O(log n) kroko
h3: if po£et prvkov v jednom boxe > log n then rekurzia v boxe4: else LogSort(triedenie m prvkov pomo
ou m pro
esorov v O(m) kroko
h; naprpár-nepár)Pomo
ou Cherno�ovho odhadu sa dá ukáza´Fakt 5.1 Ak máme m náhodne vybratý
h splittrov z m2 r�zny
h prvkov, potompravdepodobnos´, ºe box má via
 ako bm prvkov, je nanajvý² mab, a < 1. analýza £asuPre ú£ely analýzy £asu prira¤me priebehu algoritmu strom:� vr
hol je box



94KAPITOLA 5. �AL�IE PRÍKLADY PRAVDEPODOBNOSTNÝCH ALGORITMOV� synovia boxy, ktoré vznikli rozdelením pod©a náhodne vybratý
h splittrov� v listo
h sú boxy ve©kosti < log nPotom £as je váºená d¨ºka 
esty z kore¬a do listu, pri£om váha hrany na 
este je£as spotrebovaný na pre
hod od ot
a k synovi. Váha hrany je zrejme logaritmusve©kosti ot
ovského boxu. Ukáºeme, ºe sú£et logaritmov ve©kostí boxov na 
este zkore¬a do listu je s ve©kou pravdepodobnos´ou O(log n).Rekurzia za£ína s intervalom [1, n], ktorý postupne zmen²ujeme na I0, I1, . . .. Zau-jíma nás, aká je pravdepoodobnos´, ºe syn ot
a-boxu ve©kosti z Ik, bude ma´ tieºve©kos´ z Ik.Uvaºujme nasledovné kon²tanty
• γ : 1/2 < γ < 1
• d : 1 < d < 1/γ
• ∀k ∈ N de�nujeme

τk = dk

ρk = nγk

Ik = [ρk+1, ρk]Cvi£enie 5.1 Ukáºte, ºe ρk < log n pre k ≤ c log log n, c = c(γ) (c je kon²tantazávislá od γ)Na základe 
vi£enia 5.1 vieme, ºe máme O(log log n) intervalov Ik. Ku kaºdémuboxu B m�ºme na základe ve©kosti priradi´ £íslo intervalu, do ktorého patrí jehove©kos´: α(B) = k ak |B| ∈ Ik. Vzh©adom na de�ní
iu hraní
 intervalu Ik je £as nasplit boxu B úmerný O(log(ρα(|B|))).
• Majme teda 
estu ξ z kore¬a do listu, ktorá je ur£ená boxami, 
ez ktoré pre
há-dza: ξ = (B1, . . . , Bt). Ke¤ºe £as algoritmu jeO(log n+maxξ

∑t
j=1 log ρα(|Bj |)),zaujímame sa o sumu

∑t
j=1 log ρα(Bj)

• Ne
h ξ = (B1, . . . , Bt). Hovoríme, ºe udalos´ Eξ platí, ak sa v postupnosti
α(B1), . . . , α(Bt) ºiadna hodnota k nevyskytuje via
 ako τk-krát; pritom 1 ≤
k ≤ c log log n

• Ak udalos´ Eξ platí, potom po£et krokov PRAMu, ktoré spotrebuje na 
este
ξ, je nanajvý²

O

(
log n +

∞∑

k=1

τkγk log n

)
= O(log n)Uvedomme si: τk=dk, γ · d < 1, logn

∑∞
k=1 τkγk=logn

∑∞
k=1(dγ)k=O(log n)Lema 5.2 Existuje kon²tanta β > 1 tak, ºe Eξ platí s pravdepodobnos´ou aspo¬

1− exp(− logβ n)D�kaz: Na£rtneme postup d�kazu
• pomo
ou Faktu 5.1 ohrani£íme pravdepodobnos´, ºe α(Bj+1) = α(Bj)
• spo£ítame pravdepodobnos´, ºe pre konkrétne k sa toto k vyskytuje v postup-nosti α(B1), . . . , α(Bt) aspo¬ τk krát
• spo£ítame pravdepodobnos´, ºe pre 1 ≤ k ≤ c log log n sa k vyskytuje v po-stupnosti α(B1), . . . , α(Bt) aspo¬ τk krát

2Ke¤ºe po£et 
iest ξ(resp. listov) je nanajvý² n, tak s£ítaním dostanemeVeta 5.3 Existuje kon²tanta b > 0 tak, ºe s pravdepodobnos´ou aspo¬ 1−exp(− logb n)skon£í algoritmus BoxSort v O(log n) kroko
h.



5.1. PARALELNÉ A DISTRIBUOVANÉ VÝPO�TY 955.1.2 Maximálna nezávislá mnoºinaMajme neorientovaný graf G = (V, E) taký, ºe o po£te hrán m platí m = Ω(n).Hovoríme, ºe podmnoºina I ⊆ V je nezávislá v G ak neexistuje hrana v rám
imnoºiny I, presnej²ie I × I ∩E = ∅.
• Γ(v) ozna£uje mnoºinu susedov vr
hola v

• d(v) = |Γ(v)|
• mnoºina je maximálna, ak sa nedá zvä£²i´ (nie je obsiahnutá vo vä£²ej)
• ur£i´ ve©kos´ po£tom maximálnej nezávislej pomnoºiny, teda maximum max,pre ktoré existuje maximálna mnoºina mohutnosti max, je NP-´aºké. Na-proti tomu jednodu
hý greedy algoritmus nájde maximálnu mnoºinu ©ah-ko(alg.MIS)Algoritmus 32 MIS1: I ← ∅2: for v = 1 to n do3: if I ∩ Γ(v) = ∅ then I ← I ∪ {v}Výstupom Algoritmu 32 je lexikogra�
ky prvá MIS, ozna£me ju LFMIS. Ak grafbol zadaný zoznamom susedov, je zloºitos´ algoritmu O(m).Vie sa, ºe existen
ia RNC algoritmu pre LFMIS by znamenala P = RNC, £o jenepravdepodobné. Máme teda paradox � efektívny sekven£ný algoritmus je jedno-du
hý, ale paralelne to ide "´aºko". Ke¤ upustíme od toho, aby sme na²li LFMIS,p�jde to aj paralelne (v polylogaritmi
kom £ase na polynomiálnom po£te pro
eso-rov)Cvi£enie 5.2 Zamyslite sa nad EREW pre overenie toho, ºe I je MIS pomo
ou

O(m/ log m) pro
esorov v £ase O(log m). randomizá
iasekven£néhoJednodu
hou úpravou získame pravdepodobnostnú verziu algoritmu MIS � PMIS.Namiesto toho, aby sme sa snaºili prida´ najmen²í prvok, budeme pridáva´ náhodnýprvok(vr
hol) v; po jeho pridaní odstránime jeho mnoºinu susedov Γ. paralelizá
iaPravdepodobnostná verzia sa dá sparalelizova´�nájdeme nezávislú mnoºinu vr
ho-lov S, pridáme ju k budovanej nezávislej mnoºine I a odstránime S spolu s Γ(S).Musíme ale vyrie²i´ dva problémy1. kaºdá iterá
ia sa musí realizova´ efektívne2. po£et iterá
ií by mal by´ malý; to si vyºaduje "rozumnú" ve©kos´ S ∪ Γ(S).Stratégia pre vo©bu bude zaloºená na po£te hrán.Zvolíme náhodne dostato£ne ve©kú mnoºinu R ⊆ V . Táto zrejme nebude nezávislá.Nezávislú z nej spravíme tak, ºe z dvoji
e vr
holov u, v ∈ R : (u, v) ∈ E za
hovámeten, ktorý má vy²²í stupe¬.Je zrejmé, ºe Algoritmus P-MIS� naozaj pridáva nezávislú mnoºinu S� skon£í ur£ite po lineárnom po£te iterá
iíCh
eli by sme, aby o£akávaný po£et iterá
ií bol O(log).Cvi£enie 5.3 Zamyslite sa nad EREW implementá
iou Algoritmu PMIS, ktorá prirealizá
ii jednej iterá
ie pouºije O(n + m) pro
esorov a pra
uje v £ase O(log n). po£et odstráne-ný
h hránAnalýzu £asu Algoritmu MIS spravíme na základe analýzy po£tu hrán odstránený
hv jednej iterá
ii. Hovoríme, ºe



96KAPITOLA 5. �AL�IE PRÍKLADY PRAVDEPODOBNOSTNÝCH ALGORITMOVAlgoritmus 33 P-MIS1: I ← ∅2: repeat3: for all v ∈ V do(paralelne)4: if d(v) = 0 then pridaj v do I a odstrá¬ v z V5: else Mark(v) s pravdepodobnos´ou 1/2d(v)6: for all (u, v) ∈ E do(paralelne)7: if Mark(u) ∧Mark(v) then odzna£ vr
hol s niº²ím stup¬om8: for all v ∈ V do9: if Mark(v) then zara¤ v do S10: I ← I ∪ S11: odstrá¬ S ∪ Γ(S) z V , in
identné hrany odstrá¬ z E12: until V = ∅� vr
hol v ∈ V je dobrý, ak má aspo¬ d(v)/3 susedov stup¬a ≤ d(v)� hrana (v, u) je dobrá, ak aspo¬ jeden z vr
holov u, v je dobrý.De�ní
iu robíme vzh©adom k existujú
ej verzii grafu. Dobrý vr
hol má rozumnú²an
u, aby jeho sused nízkeho stup¬a bol v S, a teda odstránený z V . Ukáºeme, ºedobrý
h hrán je ve©a a ke¤ºe dobré vr
holy sa pravdepodobne odstránia, v kaºdejiterá
ii odstránime ve©a dobrý
h hrán.Lema 5.4 Ne
h v ∈ V je dobrý vr
hol stup¬a d(v) > 0. Potom pravdepodobnos´,ºe niektorý jeho sused w ∈ Γ(v) bude ozna£ený, je aspo¬ 1− exp(−1/6)D�kaz: Kaºdý vr
hol v je ozna£ený nezávisle s pravdepodobnos´ou 1/2d(v). Vr
hol
v je dobrý, preto aspo¬ d(v)/3 vr
holov v Γ(v) má stupe¬ nanajvý² d(v). Pravde-podobnos´, ºe ºiadny nie je ozna£ený, je nanajvý²

(
1− 1

2d(v)

)d(v)/3

=

(
1− 1

2d(v)

)2d(v)/6

≤ e−1/6

2Lema 5.5 Po£as ©ubovo©nej iterá
ie je ozna£ený vr
hol w vybratý do S s pravdepo-dobnos´ou aspo¬ 1/2.D�kaz: Vr
hol w odzna£íme, ak má ozna£eného suseda x stup¬a aspo¬ d(w); d(x) ≥
d(w). Vieme, ºe vr
hol x sme ozna£ili s pravdepodobnos´ou nanajvý² 1/2d(w).Pritom taký
h x nie je via
 ako d(w)

Pr[ozna£ený w ostane v S]
≥ 1− Pr[∃x ∈ Γ(w) : d(x) ≥ d(v), x je ozna£ený]
≥ 1− |{x ∈ Γ(w)|d(x) ≥ d(w)}| · 1

2d(w)

≥ 1−∑x∈Γ(w) 1/2d(w) = 1− d(w) 1
2d(w) = 1/2

2Ne
hv je dobrý vr
hol, d(v) > 0E je udalos´, ºe nejaký vr
hol z Γ(v) bude ozna£enýw ozna£ený vr
hol v Γ(v) s najmen²ím £íslom. S pravdepodobnos´ou aspo¬ 1/2 sa
w dostane do S. Ak w ∈ S, potom v ∈ S ∪ Γ(v)
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w je ozna£ený s pravdepodobnos´ou aspo¬ (1− exp(−1/6)), preºije s pravdepodob-nos´ou aspo¬ 1/2, preto platí nasledujú
a lema:Lema 5.6 Pravdepodobnos´, ºe dobrý vr
hol v patrí do S ∪ Γ(S), je aspo¬ (1 −
exp(−1/6))/2

# dobrý
h hránTeraz uº m�ºme ohrani£i´ po£et dobrý
h hrán v grafe.Lema 5.7 Po£et dobrý
h hrán v grafe G = (E, V ), resp. jeho aktuálnej verzii, jeaspo¬ |E|/2D�kaz: Zorientujeme hrany tak, aby ukazovali na vr
hol vy²²ieho stup¬a; pri rov-nosti na vr
hol s vä£²ím indexom. Ne
h pre vr
hol v ozna£uje di(v), do(v) po£etpri
hádzajú
i
h, resp. od
hádzajú
i
h hrán. Potom pre kaºdý zlý vr
hol v

do(v)− di(v) ≥ d(v)

3
=

do(v) + di(v)

3

S, T ⊆ V E(S, T ) mnoºina orientovaný
h hrán z S do T
e(S, T ) = |E(S, T )|
VG je mnoºina dobrý
h vr
holov
VB mnoºina zlý
h vr
holov
V = VG ∪ VBSpo£ítame totálny stupe¬ zlý
h vr
holov:

2e(VB, VB) + e(VB , VG) + e(VG, VB) =
=
∑

v∈VB
(do(v) + di(v)) ≤ 3

∑
v∈VB

(do(v)− di(v))
= 3

∑
v∈VG

(di(v) − do(v)) =
= 3[e(VB, VG) + e(VG, VG)− (e(VG, VB) + e(VG, VG))]
= 3[e(VB, VG)− e(VG, VB)] ≤ 3[e(VB, VG) + e(VG, VB)]

2e(VB, VB) ≤ 2[eVB, VG + e(VG, VB)]To znamená, ºe dobrý
h hrán je aspo¬ to©ko, ako zlý
h a je i
h preto aspo¬ |E|/2.
2Zhr¬me si, £o vieme

• kon²tantný zlomok hrán susedí s dobrými vr
holmi
• dobrý vr
hol je eliminovaný s kon²tantnou pravdepodobnos´ou
• o£akávaný po£et eliminovaný
h hrán v jednej iterá
ii je kon²tantný zlomokexistujú
i
h hránPreto je o£akávaný po£et iterá
ií O(log n) a platí:Veta 5.8 P-MIS má takú implementá
iu na EREW, ktorá beºí v o£akávanom £ase

O(logn) pri O(n + m) pro
esoro
h.5.1.3 Perfe
t mat
hingV tejto £asti sa budeme venova´ h©adaniu nezávislej mnoºiny hrán:
• maximálne párovanie � nedá sa zvä£²i´ pridaním hrany; sekven£ne sa ©ahkoh©adá greedy metódou
• kardinalitou maximálne párovanie; existujú polynomiálne sekven£né rie²enia.Zdá sa, ºe v²etky rozumné paralelizá
ie obsahujú pravdepodobnostný prístup.
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• perfe
t mat
hing� obsahuje v²etky vr
holy grafuBudeme sa venova´ problému úplného párovania v grafe, o ktorom vieme, ºe toto pá-rovanie obsahuje. M�ºme si to dovoli´, pretoºe rozhodova
ia verzia tohto problémuje z RNC. Pravdepodobnostný algoritmus je zaloºený na nasledujú
ej vete:Veta 5.9 (Tutte) Ne
h A je mati
a, ktorá vznikla z grafu G = (V, E):
• kaºdej hrane (vi, vj) ∈ E priradíme premennú xi,j , i < j

• hodnota mati
e na mieste i, j je ur£ená pod©a hrán
A[i, j] =





xi,j , (vi, vj) ∈ E, i < j
−xi,j , (vi, vj) ∈ E, j < i
0, (vi, vj) /∈ E, i < jPotom G obsahuje úplné párovanie práve vtedy, ke¤ determinant mati
e A, det(A)nie je identi
ky rovný 0.Ke¤ºe existuje NC algoritmus na výpo£et determinantu mati
e, poskytuje veta 5.9návod na RNC rie²eie rozhodova
ej verzie existen
ie úplného párovania v grafe:

• kon²truk
ia mati
e A

• pravdepodobnostný test na det(A) 6≡ 0de�ní
ie, fakty Zopakujme(pripome¬me) si niektoré pojmy a tvrdenia súvisia
e s mati
ami(i,j) minor U i,j je mati
a, ktorá z mati
e U vznikne odstránením i-teho riadku a
j-teho st¨p
aadjoint adj(U) je mati
a, ktorá má na mieste (i, j) hodnotu v absolútnej hodnoterovnú determinantu (i, j)-minora;
adj(U)(i, j) = (−1)i+jdet(U i,j)Platí U · adj(U) = det(U)Veta 5.10 Ne
h U je n × n mati
a, ktorej prvky sú k-bitové £ísla. Potom deter-minant, adjoint, U−1 sú z NC. Presnej²ie, ak M(n) = O(n2.376) je po£et operá
iíspotrebovaný
h pri násobení 2 matí
 typu n× n, potom� determinant po£ítame v £ase O(log2 n) pomo
ou O(n2M(n)) pro
esorov� existuje RNC pre výpo£et inverznej mati
e, adjoint v £ase O(log2 n) pomo
ou

O(n3.5k) pro
esorov.Problémom pri získavaní paralelného algoritmu na h©adanie úplného párovania vgrafe, o ktorom vieme, ºe úplné párovanie má, je to, ºe tý
hto úplný
h párovaním�ºe by´ ve©a. Potrebujeme nejakým sp�sobom "izolova´" jedno, ktoré bude via
eropro
esorov h©ada´ spolo£ne. Túto izolá
iu spravíme vhodným ohodnotením hrán anásledne h©adaním úplného párovania minimálnej váhy. Ukáºeme, ºe pri rozumnenáhodnom váhovaní je ve©ká ²an
a, ºe sa izolá
ia podarí.systém podmno-ºín De�ní
ia 5.2 Systém podmnoºín je dvoji
a (X,F), kde X = {x1, . . . , xm} je ko-ne£ná mnoºina prvkov, tzv. univerzum a F = {S1, . . . , Sk, Si ⊆ X} je trieda pod-mnoºín. Hovoríme, ºe rozmer tohto systému je m-ve©kos´ univerza.Ne
h w : X → Z+ je váhová funk
ia. De�nujme
w(S) =

∑

xj∈S

w(xj)
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a izola£ná lema:Lema 5.11 (izola£ná) Ne
h (X,F) je systém podmnoºín rozmeru m,
w : X → {1, . . . , 2m} je kladná 
elo£íselná váhova
ia funk
ia, ktorá kaºdému pvkuz X priradí náhodnú váhu z mnoºiny {1, . . . , 2m}. Potom

Pr[∃ jediná mnoºina minimálnej váhy v F ] ≥ 1/2D�kaz: Predpokladáme, ºe kaºdý prvok z X sa vyskytuje aspo¬ v jednej z podmno-ºín systému F . Predstavme si, ºe váhy jednotlivým prvkom prira¤ujeme postupne.Ne
h v²etky prvky z X aº na xi uº majú priradenú váhu. Ozna£me
Wi minimálnu váhu mnoºiny, ktorá obsahuje xi, pri£om váha w(xi) = 0, ke¤ºe junepoznáme
Wi minimálnu váhu mnoºiny, ktorá neobsahuje xi

α(i) = Wi −Wi (v²imnime si, ºe α(i) m�ºe by´ aj < 0)Ako sa prejaví priradenie váhy prvku xi?
• Ak by sme priradili xi nekone£ne malú váhu (resp. −2m2), potom by kaºdámnoºina minimálnej váhy musela obsahova´ prvok xi. Analogi
ky, nekone£-ne ve©ká váha (resp. 2m2) by sp�sobila, ºe ºiadna minimálna mnoºina xineobsahuje.
• w(xi) < α(i) sp�sobí, ºe kaºdá mnoºina minimálnej váhy musí obsahova´

xi, pri£om kaºdá mnoºina, ktorá xi neobsahuje, má váhu aspo¬ Wi +w(xi) <
Wi + (Wi −Wi) = Wi

• w(xi) > α(i) sp�sobí, ºe ºiadna mnoºina minimálnej váhy neobsahuje xi,pri£om kaºdá mnoºina, ktorá xi obsahuje, má váhu aspo¬ Wi + w(xi) > Wi

w(xi) = α(i)
Ak w(xi) = α(i), nevieme jednozna£ne poveda´, £i xi bude alebo nebude prvkomminimálnej mnoºiny. V tomto prípade hovoríme, ºe je xi neisté.

w(xi) 6= α(i)
Ak v²ak w(xi)neα(i), potom je prítomnos´/neprítomnos´ xi v minimálnej mnoºinejednozna£ne ur£ená.Uvedomme si, ºe náhodná premenná α(i) je nezávislá od w(xi), preto

Pr[xi je neisté ] ≤ 1/2mNeistoty jednotlivý
h prvkov korelujú, preto
Pr[existuje neistý prvok v X ] ≤ m · 1

2m
=

1

2Znamená to, ºe popísané náhodné priradenie váh je s pravdepodobnos´ou aspo¬1/2 také, ºe ºiaden prvok nie je neistý, £o znamená, ºe existuje jediná mnoºinaminimálnej váhy. (Existen
ia dvo
h mnoºín Si, Sj minimálnej váhy by znamenala,ºe existuje prvok y ∈ Si, y /∈ Sj , £o by znamenalo, ºe y je neistý.)
2Apliká
ia izola£nej lemy na problém úplného párovania je priamo£iara� X je mnoºina hrán� F je mnoºina úplný
h párovaní� náhodné priradenie váh jednotlivým hranám ur£í jednozna£ne úplné párova-nie minimálnej váhy. paralelizá
ia



100KAPITOLA 5. �AL�IE PRÍKLADY PRAVDEPODOBNOSTNÝCH ALGORITMOVM�ºme teda predpoklada´, ºe máme graf s náhodne priradenými váhami, ktorý ob-sahuje jediné úplné párovanie minimálnej váhy (ke¤ºe nejednozna£né je to s prav-depodobnos´ou ≤ 1/2, nieko©konásobné opakovanie 
hybu redukuje; resp. mámeLas Vegas algoritmus, ktorý to ováhovanie nakonie
 predsalen nájde.)Ne
h A je Tutte mati
a. Vytvorme z nej mati
u B tak, ºe namiesto xi,j pí²eme
2w(i,j). Potom platia nasledujú
e tvrdenia:Lema 5.12 Ne
h existuje jediné minimálne úplné párovanie váhy W . Potom det(B) 6=
0 a sú£asne maximálna mo
nina dvojky, ktorá delí det(B), je 22W .Lema 5.13 Ne
h M je jediné minimálne úplné párovanie v G váhy W . Potom

(i, j) ∈M ⇔ det(Bi,j)2w(i,j)

22W
je nepárneZhrnutím pred
hádzajú
i
h úvah a tvrdení je MC algoritmus P-Mat
h, pre ktorýplatí:Veta 5.14 Ak G má úplné párovanie, potom Algoritmu P-Mat
h ho nájde s prav-depodobnos´ou aspo¬ 1/2. Pritom £as je O(log2 n) a po£et pro
esorov O(n3.5m)Algoritmus 34 P-Mat
h

⊲ vstupom je graf s aspo¬ jedným úplným párovaním1: for all (i, j)(paralelne) do2: prira¤ hrane (i, j) náhodnú váhu w(i, j) ∈ {1, . . . , 2m}3: vypo£ítaj (deterministi
ky) Tutte mati
u B4: vypo£ítaj det(B)5: vypo£ítaj W také, ºe 22W je maximálna mo
nina dvojky, ktorá delí det(B)6: vypo£ítaj adj(B) = det(B) ·B−17: for all (i, j)(paralelne) do8: vypo£ítaj ri,j = det(Bi,j) · 2w(i,j)/22W9: if ri,j je nepárne then pridaj (i, j) do M5.1.4 Problém dohody/koordina£ný problémUvaºujme distribuovaný systém, v ktorom máme n rovnaký
h pro
esorov, ktorérealizujú asyn
hrónny výpo£et. Cie©om je, aby zvolili rovnako jeden z moºný
h vý-sledkov. Táto vo©ba sa realizuje umiestnením ²pe
iálnej zna£ky * do práve jednéhoz m kaºdému prístupný
h read/write registrov.kon�ikty Kon�ikty prístupu do spolo£ne zdie©aný
h registrov sa rie²ia uzamykaním � pro
es,ktorému sa podarilo do registra vstúpi´, ho zamkne a ostatní zatia© £akajú. Potomsa opä´ pokúsia o vstup do registra.zloºitos´ Zloºitos´ meriame po£tom prístupov do registrov. Vie sa, ºe deterministi
ké rie²enievyºaduje Ω(n1/3) operá
ií. Ukáºeme, ºe existuje pravdepodobnostný algoritmus,ktorý tento problém rie²i pomo
ou c operá
ií s pravdepodobnos´ou úspe
hu aspo¬
1− 2Ω(c). Pre jednodu
hos´ predpokladáme n = m = 2.syn
hronizovanývýpo£et Za£nime syn
hronizovaným prípadom. Na za£iatku pro
esor Pi sníma bunku Ci,potom si to vymenia. Pro
esory P1, P2 pouºívajú kaºdý bunku vlastnej pamäte
R1, R2 a boolovskú premennú B1, B2.korektnos´
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a pro
esora Pi1: Pi sníma Ci, Bi ← 02: loop3: Ri ← Ci4: if Ri = ∗ then halt5: if Ri = 0, Bi = 1 then zapí² * do £ítaného registra a halt6: náhodne nastav Bi a prira¤ Ci ← Bi7: preho¤ si snímaný register s P1−iSporom ukáºeme, ºe sa nem�ºe sta´, aby oba pro
esory písali/mali v snímanomregistri symbol *. Ak by sa to malo sta´, muselo by sa to udia´ sú£asne, nako©kopo zápise znaku * pro
esor zastane. Ne
h sa to(kv�li sporu) stalo v t-tej iterá
ii.Ozna£me Bi(t), Ri(t) obsah príslu²ný
h premenný
h po priradení Ri ← Ci v iterá-
ii t. Zrejme R0(t) = B1(t) a R1(t) = B0(t) Pritom zápis sa deje v situá
ii, ke¤
Ri(t) = 0, Bi(t) = 1, £o znamená, ºe B1−i(t) = 0, R1−i(t) = 1. V tejto situá
ii alepro
esor P1−i symbol * nezapisuje. Ukázali sme, ºe ak algoritmus skon£í, skon£íkorektne. ukon£enieAk majú pro
esory nastavené r�zne bity, potom v nasledujú
ej iterá
ii korektneskon£ia. Pravdepodobnos´, ºe si vygenerujú rovnaký bit, je 1/2, z £oho

Pr[výpo£et ani po t iterá
iá
h neskon£il] = (1/2)tS pravdepodobnos´ou 1−O(1/2t) sa vykoná O(t) prá
e. asyn
hrónny vý-po£et"Simulovanie" syn
hronizá
ie v asyn
hrónnom výpo£te realizujeme pridaním £aso-vý
h pe£iatok.Algoritmus 36 AS-CCPprá
a pro
esora Pi; Ti, Bi sú lokálne premenné (TimeStamp, Bit)1: Pi sníma náhodný register, na kon
i iterá
ie si to vymení2: loop3: Pi sníma svoj register�[ti, Ri]4: if Ri = ∗ then halt5: if Ti < ti then Ti ← ti, Bi ← Ri6: if Ti > ti then zapí² * a halt7: if Ti = ti, Ri = 0, Bi = 1 then8: zapí² * do £ítaného registra a halt9: if otherwise then10: Ti ← Ti + 1, ti ← ti + 111: náhodne nastav Bi, Ri ← Bi a zapí² [ti, Ri]do snímaného registra12: preho¤ si snímaný register s P1−iVeta 5.15 Pre kaºdé c > 0 je 
elková prá
a algoritmu AS-CCp vä£²ia ako c spravdepodobnos´ou nanjvý² 2−Ω(c)D�kaz: D�kaz je analogi
ký. V²imnime si, kedy sa pí²e *. korektnos´• Pi na riadku 6: hodnota T ∗
i v tomto okamihu je vä£²ia ako hodnota t∗i v nímsnímanom registri. Ne
h by medzitým P1−i písalo niekde inde, ne
h T ∗

1−i, t
∗
1−isú príslu²né hodnoty v tom £ase.
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• P1−i 
h
e písa´ * do C1−i

Pi zane
halo v C1−i £as T ∗
i , P1−i pri²lo písa´ s t∗1−i ≥ T ∗

i , pritom T ∗
1−i nem�ºeby´ vä£²ie ako t∗i , lebo P1−i pri²lo z Ci, kde bolo t∗i . Preto

T ∗
1−i ≤ t∗i < T ∗

i ≤ t∗1−iKe¤ºe T ∗
1−i < t∗1−i, P1−i vlastne realizuje riadok 5, v ktorom sa nezapisuje.

• analogi
ky sa pre zápis na riadku 8 vyargumentuje, ºe
T ∗

1−i ≤ t∗i = T ∗
i ≤ t∗1−iTu by ale mohlo nasta´ T ∗

1−i = t∗1−i, £o vyargumentujeme rovnako ako vsyn
hronizovanom prípade.£as Celkový £as je ur£ený maximálnou hodnotou £asový
h pe£iatok. �as rastie v riad-ku 10; vtedy ti = Ti ale nie je pravda, ºe Ri = 0, Bi = 1 a opä´ je to situá
ia ako vsyn
hronizovanom prípade. 25.1.5 Byzantínska dohodaUvaºujeme systém, v ktorom sú niektoré pro
esory byzantínske - i
h výpo£et je ne-predvídate©ný, m�ºu správu meni´,.. Navrhujeme algoritmy, ktoré sú korektné, akje po£et byzantínsky
h pro
esorov nanajvý² t. Zaujíma nás problém dohody. Výpo-£et za£ína v situá
ii, ke¤ má kaºdý pro
esor náhodne nastavený svoj bit bi ∈ {0, 1}.Cie©om výpo£tu je dosiahnu´ kon�gurá
iu, v ktorej má kaºdý korektný pro
esor na-stavenú rovnakú hodnotu di. Navy²e, ak kaºdý pro
esor za£al s rovnakou hodnotou
r, tak v²etky korektné pro
esory skon£ia výpo£et s hodnotou r. Deterministi
kýalgoritmus pre túto úlohu vyuºíva t + 1 k�l. Ukáºeme, ºe pri vyuºití náhodnos-ti dosiahneme algoritmus, ktorému s ve©kou pravdepodobnos´ou sta£í kon²tantnýpo£et k�l; kon²tanta je nezávislá od t. Predpokladáme, ºe pouºívame "globálnumin
u"�v²etky pro
esory vidia padané hodnoty.Pravdepodobnos´ vná²ame do determnisti
kého algoritmu na mieste, kde sa rozho-duje o ak
eptovaní/zamietaní momentálne vä£²inovej vo©by. Pouºijeme nasledujú
eozna£enia

t < n/8 L =
5n

8
+ 1 H =

3n

4
+ 1 G =

7n

8Algoritmus 37 ByzGenprá
a i-teho pro
esora v kaºdom kole1: nastav bi2: loop3: Broad
ast svojej vo©by4: príjmi hlasy ostatný
h5: maj ← vä£²ina z toho, £o si prijal plus vlastný hlas6: tally← po£et prijatý
h hlasov, ktoré sa rovnajú maj7: if padla 1 then hrani
a bude L8: hrani
a bude H9: if tally ≥hrani
a then bi ← maj bi ← 010: if tally ≥ G thendi ← maj permanentne
• Ak v²et
i v jednom kole volia rovnako, v²et
i si permanentne nastavia tútohodnotu
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• Ak by dva r�zne korektné pro
esory vypo£ítali r�zne hodnoty maj, tally nieje vä£²ie ako L, H , preto v²et
i volia 0 a následne to korektne skon£í
• Hovoríme, ºe byzantínske pro
esory zmenili hrani
u x ∈ {L, H}, ak sa impodarilo sp�sobi´, ºe pre dva r�zne korektné pro
esory Pi, Pj platí

tally > x v Pi a sú£asne tally < x v PjKe¤ºe rozdiel medzi hrani
ami L, H je 6n
8 + 1 − 5n

8 − 1 = n
8 > 1, m�ºubyzantínske pro
esory zmeni´ nanajvý² jednu z hraní
 L, H . Pravdepodobnos´toho, ºe sa to stane, je 1/2

• Na základe pred
hádzajú
eho je o£akávaný po£et k�l na dosiahnutie stavu snezmenenou hrani
ou 2. Ke¤ hrani
a nie je zmenená, v²etky korektné pro
e-sory hlasujú rovnako, potom je tally ≥ L, H, G a v²etky korektné si nastavia
di rovnako.Vyargumentovali sme nasledujú
u vetu.Veta 5.16 O£akávaný po£et k�l Algoritmu ByzGen je kon²tantný.5.1.6 Vo©ba ²éfaUvaºujme problém vo©by ²éfa � z kon�gurá
ie, v ktorej sú si v²et
i rovní sa potre-bujeme dosta´ do kon�gurá
ie, v ktorej jeden pro
esor je ²éf a ostatní vedia, ºe niesú ²éf. Situá
ia s vo©bou ²éfa na anonymnom kruhu je nasledovná
• deterministi
ký algoritmus neexistuje
• existuje jednodu
hý pravdepodobnostný algoritmus (Itai, Rodeh): v²et
i sivygenerujú náhodné identi�kátory a najmen²í sa stane ²éfom. Je to Las Vegasalgoritmus s malou pravdepodobnos´ou dlhý
h výpo£tov.Prezentujeme iný pravdepodobnostný algoritmus1. Algoritmus je syn
hronizovaný,predpokladáme, ºe pro
esory vedia, kde je ©avo/pravo a i
h po£et n.Algoritmus 38 O(1)-Leader1: kaºdý pro
esor si vygeneruje náhodný bit bi2: kaºdý pro
esor po²le svoj (a kaºdý novoprijatý) bit do©ava aj doprava; prijatébity zbiera, kým nemá re´aze
 Si d¨ºky n3: zozbierané re´az
e sa lí²ia len 
ykli
kým ²iftom, preto kaºdý pro
esor vie ur£i´lexikogra�
ky najmen²í z ni
h; ne
h ℓ je ten lexikogra�
ky najmen²íje spomedzire´az
ov, ktoré vznikli 
ykli
kým ²iftom Si4: if ℓ je jednozna£ne ur£ené(∃ jediná pozí
ia, na ktorej sa 
ykli
ky na
hádza)then leadrom sa stáva pro
esor Pi, ktorý zozbieral re´aze
 ℓ; Si = ℓ5: else pro
esory postupujú do ¤al²ieho kola analýzaPro
esory postupujú do ¤al²ieho kola len vtedy, ak zozbieraný re´aze
 je periodi
ký.Pre Algoritmus Leader s ve©kou pravdepodobnos´ou platí, ºe v pro
esore sa pouºije

O(1) náhodný
h bitov a 
elkovo sa teda prenesie O(n2) bitov.
2Medzi týmito dvomi extrémami � 1! log log n náhodný
h bitov, existujú ¤al²ie.1�lánok [3℄, kde d�raz je na minimalizá
ii po£tu pouºitý
h náhodný
h bitov
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esor Pi si vygeneruje náhodný re´aze
 si d¨ºky log log n2: ne
h ki je £íslo s binárnym zápisom si3: pro
esor Pi posiela symbol 1 s periódou 2ki4: pro
esor Pi si vyrobí n-bitový re´aze
 Si po£as 2i × n, 21+i × n ke¤ prvýkrátdostal správu od suseda; neposlaná správa sa interpretuje ako posielanie 05: if jediné lexikogra�
ké minimum then6: leader je zvolený7: else pro
esory s minimálnou hodnotou postupujú do ¤al²ieho kolaV o£akávanom prípade bude n/ logn pro
esorov s rovnakou hodnotou, £o znamená,ºe v prvej fáze prekomunikujeme
n

log n

log n∑

i=0

n

2i
= O(n2/logn)

O(n2/logn) bitov. Tie vzniknuté re´az
e s ve©kou pravdepodobnos´ou nie sú peri-odi
ké, £o byz namenalo, ºe máme leadra. Ak áno, medzi tými minimálnymi dovolí-me ²éfa algoritmomO(1)-Leader. To nás stojí ¤al²í
hO(n(n/ log n)) = O(n2/ log n)prenesený
h bitov.
2



5.2. FORMÁLNE JAZYKY A AUTOMATY 1055.2 Formálne jazyky a automatyV tejto £asti budeme skúma´ silu pravdepodobnostný
h výpo£tov v porovnaní sdetermnizmom, selfverifying nedeterminizmom a nedeterminizmom. Konkrétne sibudeme v²íma´ jednosmernú komunika£nú zloºitos´, po£et stavov kone£ný
h auto-matov a polynomiálne ohrani£ené orákulovské výpo£ty.determinizmus v kaºdej kon�gurá
ii je nanajvý² jedna moºnos´ pokra£ovania;zloºitos´ je zloºitos´ou nájdenia rie²enia, d�kazu neexisten
ie rie²enia; pred-pona D, d resp. ºiadna v ozna£enia
h strojov,..nedeterminizmus z kon�gurá
ie existuje kone£ne ve©a moºností pokra£ovania.Pre ak
eptovanie vyºadujeme existen
iu aspo¬ jedného ak
eptujú
eho výpo£-tu; v tomto prípade odpove¤ áno v konkrétnom výpo£te nemá výpovednúhodnotu. Pre zamietanie vyºadujeme zamietanie kaºdého poten
iálneho vý-po£tu. Zloºitos´ je zloºitos´ou overenia, ºe uhádnuté rie²enie je korektnýmrie²ením. Pouºívame predponu N, nselfverifying nedeterminizmus pribúda odpove¤ neviem. Vyºadujeme
x ∈ L potom aspo¬ jedna odpove¤ je áno, ostatné áno alebo neviem
x /∈ L potom aspo¬ jedna odpove¤ je nie, ostatné nie alebo neviemOdpove¤ áno má rovnakú váhu ako nie � platí. Zloºitos´ v tomto prípade jemaximum zo zloºitosti overenia uhádnutého kandidáta a zloºitosti neexisten
ierie²enia. Pouºívame predponu SV, sv, SV N, svn5.2.1 Jednosmerná komunika£ná zloºitos´Komunika£ná zloºitos´ je o.i. nástrojom pre získavanie dolný
h odhadov do VLSI.�o to je? Majme Boolovskú funk
iu f 2n premenný
h, f(X, Y ) = f(x1, . . . , xn, y1, . . . , yn),ktorej hodnotu majú spolo£ne po£íta´ dva po£íta£e CI , CII . Prvú polovi
u vstupov�

X�dostane CI , druhú polovi
u vstupov�Y �dostane CII . Výpo£et prebieha nasle-dovne1. CI spra
uje X2. CI po²le na základe komunika£ného protokolu správu m(X) po£íta£u CII3. CII spra
uje m(X), Y a odpovie.Zaujíma nás d¨ºka prekomunikovanej správy m(X) maximalizovaná 
ez v²etky vstu-py d¨ºky 2n a minimalizovaná 
ez v²etky protokoly, ktoré po£ítajú f .
• cc1(P) ozna£uje d¨ºku najdlh²ej správy, ktorú po²le CI pod©a konkrétnehoprotokolu P

• cc1(f) ozna£uje d¨ºku najdlh²ej správy, ktorú po²le CI pri deterministi
komvýpo£te Boolovskej funk
ie f

• ncc1(f) ozna£uje d¨ºku najdlh²ej správy, ktorú po²le CI pri nedeterministi
-kom výpo£te Boolovskej funk
ie f

• svncc1(f) ozna£uje d¨ºku najdlh²ej správy, ktorú po²le CI pri selfverifyingnedeterministi
kom výpo£te Boolovskej funk
ie f

• lvcc1(f) ozna£uje d¨ºku najdlh²ej správy, ktorú po²le CI pri Las Vegas vý-po£te Boolovskej funk
ie fHlavný výsledok, ktorý 
h
eme ukáza´, je lvcc1(f) ≥ cc1(f)/2. Na konkrétnomjazyku ukáºeme, ºe tento odhad sa nedá zlep²i´.
• Predpokladáme verejný zdroj náhodný
h bitov (publi
 random sour
e) - pa-danie min
e vidia v²et
i
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• Komunika£nú zloºitos´ de�novanú pre Boolovské funk
ie "prenesieme" na ja-zyky pomo
ou homomor�zmu: k jazyku L zade�nujeme Boolovskú funk
iu

hn(L)[α] = 1⇔ α ∈ L ∩ {0, 1}nV d�kazo
h vyuºijeme reprezentá
iu Boolovskej funk
ie tzv. komunika£nou mati-
ou.komunika£námati
a De�ní
ia 5.3 Komunika£ná mati
a boolovskej funk
ie f 2n premenný
h je Boolov-ská mati
a M(f) typu 2n × 2n taká, ºe
M(f)[u, v] = f(uv)Fakt 5.17 Po£et r�zny
h riadkov komunika£nej mati
e M(f)[u, v] sa rovná po£tur�zny
h správ, ktoré treba pri spra
ovaní uv posla´.D�kaz: Ak po²le po£íta£ CI identi�ká
iu riadku M(f)[X ], po£íta£ CII m�ºe spoluso svojím vstupom Y vypo£íta´ hodnotu f(XY ). Preto je po£et r�zny
h riadkovnanajvý² taký ve©ký ako po£et r�zny
h správ.Naopak � ne
h by po£et r�zny
h správ bol men²í ako po£et r�zny
h riadkov.To by znamenalo, ºe pre dva r�zne vstupy X1, X2 do CI je poslaná správa rovnaká,a teda f(X1Y ) = f(X2Y ) pre v²etky vstupy Y do CII . Av²ak príslu²né riadkyboli r�zne � M(f)[X1] 6= M(f)[X2]. To znamená, ºe existuje taký vstup Y ′, ºe

f(X1Y
′) 6= f(X2Y

′) 2Pri d�kaze hlavného tvrdenia vyuºijeme jazykde�ní
ia jazyka
L = {XY ∈ {0, 1}∗ | |X | = |Y | & (Y = 0i1z)⇒ (Xi+1 = 1)}Lema 5.18 Pre vy²ie de�novaný jazyk L platí1. cc1(h4n(L)) = 2n2. lvcc1(h4n(L)) = n3. svncc1(h4n(L)) ≤ ⌈log2 2n⌉+ 1D�kaz:1. cc1(h4n(L)) = 2nNa základe faktu 5.17 dostávame, ºe jednosmerná komunika£ná zloºitos´ jerovná logaritmu po£tu r�zny
h riadkov komunika£nej mati
e. Sú£asne ©ahkovidno, ºe pre jazyk L sú riadky komunika£nej mati
e navzájom r�zne. Akby tomu tak nebolo, existovali by dva r�zne vstupy U a V do CI , pre ktoréby odpovedajú
e riadky boli rovnaké: M(f)[U ] = M(f)[V ]. Ke¤ºe U 6= Vtak existuje index i + 1 tak, ºe Ui+1 6= Vi+1, napr. Ui+1 = 1. Potom 1 =

M(f)[U, 01z] = M(f)[V, 0iz] = 0.2. lvcc1(h4n(L)) = nRandomizá
iu vyuºijeme na uhádnutie pozí
ie prvej 1 v slove Y . Po£íta£
CI sa náhodne(pod©a výsledku verejnej min
e) rozhodne, £i je prvá jednotkavstupu CII v prvej alebo druhej polovi
i a pod©a toho po²le príslu²nú polovi
usvojho vstupu. V prípade, ºe CI poslal nesprávnu polovi
u vstupu, po£íta£
CII povie, ºe nevie, inak odpovie korektne pod©a správy, ktorú dostal. Spravdepodobnos´ou 1/2 sa trafíme správne a teda odpove¤ "neviem" budenanajvý² na polovi
i správ.3. svncc1(h4n(L)) ≤ ⌈log2 2n⌉+ 1Ne
h X je vstup do CI . Jeden z moºný
h komunika£ný
h protokolov je takýto:
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• CI uhádne i a po²le správu m(X) = i, Xi+1

• CII overí, ºe prvá jednotka je na pozí
ii i+1 a ak
eptuje/zamieta pod©atoho, £i je Xi+1 rovné 1 alebo 0.Odpove¤ CII je korektná, ak i bolo uhádnuté správne, inak hovorí "neviem"
2A teraz sme uº pripravení na avizované tvrdenie.Veta 5.19 lvcc1(f) ≥ cc1(f)/2D�kaz: Za£neme dolným odhadom, ktorý vyplýva z lemy 5.18; pre jazyk dolný odhad

L = {XY ∈ {0, 1}∗ | |X | = |Y |&(Y = 0i1z)⇒ (Xi+1 = 1)}je Las Vegas jednosmerná komunika£ná zloºitos´ rovná polovi
i deterministi
kejjednosmernej komunika£nej zloºitosti. horný odhadKe¤ºe je cc1(f) logaritmus po£tu r�zny
h riadkov komunika£nej mati
e, pokúsimesa vyargumentova´, ºe v Las Vegas komunika£nej mati
i, ktorá obsahuje nielensymboly 0,1 ale aj 2�neviem, musí existova´ dostato£ne ve©a r�zny
h riadkov.Uvedomme si, ºe Las Vegas algoritmus s verejnou min
ou je vlastne mnoºinadeterministi
ký
h protokolov P1, . . . , Pm, ktoré zodpovedajú príslu²ným postup-nostiam náhodný
h rozhodovaní. Kaºdému protokolu teraz m�ºme priradi´ komu-nika£nú mati
u, pri£om M(Pi)[U, V ] ∈ {0, 1, 2}. Ke¤ºe ide o Las Vegas výpo£et,pravdepodobnos´ výskytu 2 v tý
hto mati
ia
h je nanajvý² 1/2
∑m

i=1,UV ∈{0,1}∗ M(Pi)[U, V ] = 2

m24n
≤ 1

2Cie©om je vyargumentova´, ºe medzi týmito deterministi
kými protokolmi existu-je taký, ktorý má aspo¬ √r(M(f)) r�zny
h riadkov; tu r(M(f)) ozna£uje po£etr�zny
h riadkov mati
e M(f).Pom�ºeme si váºenou verziou komunika£nej mati
e:
M := M(f)
r je po£et r�zny
h riadkov v mati
i M
c je po£et r�zny
h st¨p
ov v mati
i M
w : {1, . . . , r} × {1, . . . , c} → R je váhova
ia funk
ia. de�ní
ia wVáhova
iu funk
iu w de�nujeme iteratívne. Ne
h I "indexuje" mnoºinu nezávislý
hriadkov

i = 1Za£íname s prvým st¨p
om: i = 1, I = {1, . . . , r}. Rozli²ujeme dva prípady:� ak je prvý st¨pe
 mono
hromati
ký, tak w(j, 1) = 0 ∀j� ak prvý st¨pe
 nie je mono
hromati
ký, potom ne
h a|I| spomedzi riadkov v Imá v prvom st¨p
i hodnotu 0, (1− a)|I| tam má 1. Potom váhu priradímenasledovne
w(j, 1) =

{
log2(1/a), M [j, 1] = 0
log2(1/(1− a)), inak i>1Ne
h (i−1)ý st¨pe
 nie je mono
hromati
ký. Spravíme rozklad I na dve podmnoºi-ny I0, I1 pod©a hodnoty v st¨p
i (i− 1). Prvky v i tom st¨p
i váhujeme analogi
kyako pre prípad i = 1, ale zvlá²´ pre I0 a zvlá²´ pre I1.
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h mati
ia
h? Ne
h
R ⊆ {1, . . . , r}
diff(R) = {j | ∃i1, i2 ∈ R : M [i1, j] 6= M [i2, j]}; toto je zrejme mnoºinast¨p
ov, ktoré vzh©adom na riadky z R nie sú mono
hromati
kéLema 5.20 Pri vy²²ie pouºitý
h ozna£enia
h platí1. ∀(i, j) ∈ {1, . . . , r} × {1, . . . , c} w(i, j) ≥ 02. ∀i ∈ {1, . . . , r} ∑c

j=1 w(i, j) = log2 r3. ∀R ⊆ {1, . . . , r} ∑
j∈diff(R)

∑
i∈R w(i, j) ≥ |R| · log2 |R|D�kaz:1. w(i, j) ≥ 0 vyplýva priamo z kon²truk
ie

c∑

j=1

w(i, j)=log2 r
2. Budeme postupova´ induk
iou vzh©adom na po£et riadkov r.

r = 1Kaºdý st¨pe
 je mono
hromati
ký, preto w(i, j) = 0 = log2 1

r > 1Ne
h st¨pe
 1 nie je mono
hromati
ký; spravíme rozklad I na I0, I1, pri£om
|I0| = a|I| = ar. Na I0, I1 m�ºme pouºi´ induk£ný predpoklad; pre I0 tedadostávame
∀i ∈ I0

∑a
j=2 w(i, j) = log ar+

w(i, 1) = log2(1/a)︸ ︷︷ ︸ //M(i, 1) = 0

log2 ar + log2(1/a) = log2 rAnalogi
ky pre I1.
∑

j

∑

i

w(i, j) ≥

|R| · log
2
|R|

3. Opä´ d�kaz induk
iou.
|R| = 1 0 ≥ 1 · log2 1 = 0

|R| > 1Ne
h prvý st¨pe
 nie je mono
hromati
ký. Spravíme rozklad R na R0, R1 apotom pouºijeme induk£ný predpoklad. Vyuºijeme nasledujú
i fakt
∑

j∈diff(R)

∑

i∈R

w(i, j) =

=
∑

i∈R
j=1

w(i, j) +
∑

j∈diff(R)

j 6=1

∑

i∈R

w(i, j)

≥ |R0| log2(1/a) + |R1| log2(1/(1− a))︸ ︷︷ ︸+ |R0| log2 |R0|+ |R1| log2 |R1|︸ ︷︷ ︸
= |R0| log2

|R0|
a

+ |R1| log2

|R1|
(1− a)

≥ (|R0|+ |R1|) log2(|R0|+ |R1|) //vyuºívame Fakt 5.21
⋄lema 5.20Máme Las Vegas protokol P ′ pre funk
iu f , ktorá je reprezentovaná komunika£noumati
ou M(f), mati
u máme ováhovanú váhova
ou funk
iou w.(*) Existuje teda deterministi
ký protokol P ∈ {P1, . . . , Pm}, pre ktorý sú£et S(P )váh prvkov mati
e M(P ) s hodnotou 2 je nanajvý² polovi
a 
elkovej váhy2

S(P ) ≤ 1

2

r∑

i=1

c∑

j=1

w(i, j) =
r

2
log2 r2nezabúdajme, ºe výstup 2 dostávame s pravdepodobos´ou nanajvý² 1/2
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ký protokol rozdelí � po vhodnom pridaní dvojek � mnoºinu riadkov
M(f) do tried R1, . . . , Rk. Pre kaºdú takú mnoºinu riadkov Rs platí

∑

j∈diff(Rs)

∑

i∈Rs

w(i, j) ≥ |Rs| log2 |Rs|Ke¤ºe p�vodne(bez dvojek) boli riadky z mnoºiny R navzájom r�zne a teraz padlido jednej triedy, museli sme v²etky prvky v st¨p
o
h z diff(Rs) prepísa´ na 2.Preto ∑

j∈diff(Rs)

∑

i∈Rs

w(i, j) poskytuje dolný odhad na sú£et váh prvkov z M(Rs),ktoré majú hodnotu 2.Spojením faktu, ºe pre x =
∑

xi

∑
xi log xi ≥ x log x− x log ks podmienkou (*) dostávame

r log2 k ≥ r

2
log2 r ≥ r log2 r − r log2 kz £oho r ≤ k2, resp. k ≥ √rVyargumentovali sme teda existen
iu protokolu P odpovedajú
eho konkrétnej po-stupnosti výsledkov padania náhodnej min
e, ktorý má aspo¬ √r r�zny
h riadkov,resp. posiela aspo¬ √r r�zny
h správ. 2Fakt 5.21 ∀x, y ≥ 0 a a ∈ [0, 1] x · log2

x
a + y · log2

y
1−a ≥ (x + y) log2(x + y)D�kaz: Pri d�kaze vy
hádzame z ekvivalen
ie

x log
x

a
+y log

y

1− a
≥ (x+y) log(x+y) ⇔ x

x + y
log

x

a
+

y

x + y
log

y

1− a
≥ log(x+y)

x

x + y
log

x

a
+

y

x + y
log

y

1− a
=

x

x + y
log

x

x + y

x + y

a︸ ︷︷ ︸
A

+
y

x + y
log

y

x + y

x + y

1− a︸ ︷︷ ︸
B

A =
x

x + y
log

x

x + y

1

a
+

x

x + y
log(x + y)

B =
y

x + y
log

y

x + y

1

1− a
+

y

x + y
log(x + y)

C =
x

x + y
log

x

x + y

1

a
+

y

x + y
log

y

x + y

1

1− a
≥ 03

A + B = C + (x + y) log(x + y) ≥ log(x + y)

25.2.2 Kone£né automatyBudeme sledova´ vplyv determinizmu/nedeterminizmu/selfverifying nedeterminiz-mu/Las Vegas na po£et stavov minimálneho kone£ného automatu; ozna£enie po-stupne s(L), ns(L), svns(L), lvs(L). Klasi
ký výsledok hovorí, ºe s(L) ∼ 2ns(L).Dolný odhad sa dokazuje pomo
ou jazyka
Lk = {w ∈ {0, 1}∗ | w = u1v, |v| = k − 1}Za£nime jednodu
hým pozorovaním.Fakt 5.22 max{ns(L), ns(LC)} ≤ svns(L) ≤ 1 + ns(L) + ns(LC)
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iou selfverifying kone£ného automa-tu SV NFA na nedeterministi
ké kone£ené automaty rozpoznávajú
e L, resp. LC .
ns(L)≤svns(L)Majme SV NFA rozpoznávajú
i jazyk L. Nedeterministi
ký kone£ný automat

NFA rozpoznávajú
i jazyk L získame zaradením stavov "neviem" medzi zamie-tajú
e stavy.
ns(LC)≤svns(L) Pri kon²truk
ii NFAC pre rozpoznvanie jazyka LC si sta£í uvedomi´, ºe

w ∈ LC ⇔ neexistuje ak
eptujú
i výpo£et SVNFA na slove wAutomat NFAC získame z automatu SV NFA zaradením zamietajú
i
h stavov
SV NFA medzi ak
eptujú
e NFAC , a stavov "neviem" medzi zamietajú
e.

svns(L)≤1 +
ns(L) + ns(LC)

Ne
h N a NC sú NFA rozpoznávajú
e L, LC. I
h jednodu
hým spojením získameselfverifying automat S pre rozpoznávanie L. Automat sa rozhodne, £i slovo patríalebo nepatrí do jazyka a na potvrdenie svojho hádania pouºije príslu²ný NFA.a

ept S = a

ept Nreje
t S = reje
t NC"?" S = ostatné
2Vz´ah po£tu stavov v závislosti od modelu 
harakterizuje pre jazyk Lk nasledujú
aveta.Veta 5.23 Ne
h k ∈ N. Potom1. s(Lk) = 2k2. lvs(Lk) ≤ 4 · 2k/2 = O(

√
s(Lk))3. svns(Lk) ≤ 2k + 34. ns(Lk) = k + 1 = ns(LC

k )1,3,4 D�kaz: D�kazy tvrdení 1 a 4 poznáme z FoJa. �as´ 3 je d�sledok Faktu 5.22.2 Idea kon²truk
ie Las Vegas kone£eného automatu je jednodu
há/elegantná - vyjad-ríme Lk ako zjednotenie disjunktný
h jazykov, pre ktoré máme jednodu
h²ie DFA.LVFA potom na za£iatku uhádne, ktorá moºnos´ nastala a tú p�jde deterministi
kyoverova´.
Lodd

k = {w ∈ {0, 1}∗ | w = u1v, |v| = k − 1 & |u| je nepárna}
Leven

k = {w ∈ {0, 1}∗ | w = u1v, |v| = k − 1 & |u| je párna}Deterministi
ké kone£né automaty pre rozpoznávanie Lodd
k , Leven

k majú 2k/2+1 sta-vov - sta£í si pamäta´ hodnoty na kaºdej druhej pozí
ii v su�xe d¨ºky k a po£íta´pár/nepár.
2Na oddelenie selfverifying nedeterminizmu a nedetermnizmu pouºijeme jazyk Um

Um = {u0v1w, u1v0w | |v| = m− 1, uvw ∈ {0, 1}∗}
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h m ∈ N. Potom1. ns(Um) ≤ 2m + 22. ns(UC
M ) ≥ 2m3. svns(Um) ≥ 2mD�kaz:1. Ch
eme kontrolova´, ºe existuje taká pozí
ia i, ºe vo vzdialenosti m od nej

ns(Um)≤2m + 2sa na
hádza "opa£ný" symbol. Uhádneme pozí
iu, zapamätáme symbol apo£ítame do m.2. Sta£í si uvedomi´, ºe Lxx = {xx | x ∈ {0, 1}m} = UC
M ∩{0, 1}2m Na rozpozná-

ns(UC
M ) ≥ 2mvanie jazyka Lxx potrebujeme 2m stavov. Ak by totiº NFA nemal 2m stavov,existovali by r�zne slová x, y d¨ºky m, po pre£ítaní ktorý
h by bol automat vak
eptujú
i
h výpo£to
h na slová
h xx, yy v tom istom stave. Potom by aleexistoval aj ak
eptujú
i výpo£et na slove xy.

svns(Um) ≥ 2m3. Vyplýva z Faktu 5.22
2Teraz sa vrá´me k oddeleniu Las Vegas a determinizmu. Zamyslime sa nad súvisompo£tu stavov kone£ného automatu a po£tom správ jednosmerného protokolu. Ak bysme poznali príslu²ný minimálny kone£ný automat, sta£í v komunika£nom protokoleposla´ stav, v ktorom automat skon£il po do£ítaní prvej £asti slova. Preto

cc1(hn(L)) ≤ ⌈log2 s(L)⌉Malý problém pri vyuºití komunika£nej zloºitosti je ten, ºe je de�novaná ako neuni-formná, zatia© £o kone£né automaty sú uniformným výpo£tovým modelom. Spra-víme preto uniformnú verziu jednosmernej komunika£nej zloºitosti.De�ní
ia 5.4 Ne
h Σ je (kone£ná) abe
eda, L ⊆ Σ∗. Jednosmerný uniformnýprotokol nad Σ je dvoji
a D = (Φ, Ψ):
Φ : Σ∗ → {0, 1}∗ sp¨¬a pre�x-freeness property
Ψ : {0, 1}∗ × {0, 1}∗ → {a

ept, reje
t}

D = (Φ, Ψ) ak
eptuje jazyk L, L = L(D), ak ∀x, y ∈ Σ∗

Ψ(y, Φ(x)) = a

ept⇔ xy ∈ LZloºitos´ meraná po£tom správ
mc(D) = |{Φ(x) | x ∈ Σ∗}|

mc(L) = min{mc(D) | D ak
eptuje jazyk L}K jazyku L m�ºme priradi´ komunika£nú mati
u analogi
ky ako k Boolovskej fun-k
ii. Rozdiel je v tom, ºe táto mati
a je nekone£ná
∀u, v ∈ Σ∗ ML(u, v) = 1⇔ uv ∈ LOzna£me row(L) po£et r�zny
h riadkov mati
e ML. Potom platíFakt 5.25 s(L) = mc(L) = row(L)
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s(L) = row(L)D�kaz: Rovnos´ s(L) = row(L) je d�sledkom Myhill-Nerodovej vety. s(L)=m
(L)Súvis medzi po£tom stavov a po£tom správ je o£ividný�na jednej strane sta£í akosprávu posla´ stav, v ktorom automat skon£il po pre£ítaní prvej £asti slova, nastrane druhej m�ºe by´ stavom automatu správa, ktorú by protokol poslal, kebydoteraz pre£ítaná £as´ slova bola vstupom do po£íta£a CI .

2Veta 5.26 Pre kaºdý regulárny jazyk L platí
lvns(L) ≥

√
s(L)D�kaz: Vyuºijeme Vetu 5.19. Komunika£ná mati
a regulárneho jazyka má kone£neve©a r�zny
h riadkov. Vezmime podmati
u M mati
e ML, ktorá má row(L) = s(L)r�zny
h riadkov. Kaºdý LasVegas protokol po£ítajú
i M pouºije aspo¬√row(L) =√

s(L) r�zny
h správ. Po£íta´ 
elú mati
u ML nem�ºe by´ ©ah²ie.Ku kaºdému LasVegas kone£nému automatu vieme spravi´ LasVegas uniformnýprotokol, ktorý po²le presne s(L) r�zny
h správ. Preto lvs(L) ≥
√

s(L)

2



Kapitola 6Logi
ké obvody
Pre na²e ú£ely je logi
ký obvod orientovanýa
ykli
ký graf, pri£omvstup vstupné slovo sa do obvodu dostáva 
ez"listy"�²pe
iálne vstupné vr
holyvnútorné vr
holy kaºdý vnútorný vr
holpo£íta jednu z funk
ií ¬,∧,∨; hodnotypori
hádzajú
e po vstupný
h hraná
h súvstupné parametre funk
ie, po výstup-nej hrane od
hádza výsledokvýstup výsledok výpo£tu od
hádza zo ²pe-
iálny
h výstupný
h vr
holovZ popisu je zrejmé, ºe obvod sa kon²truuje predaný po£et vstupov. Ide teda o neunifornmnývýpo£tový model. Problém potom rie²i triedaobvodov C = {Ci}, pri£om Ci je obvod prevstupy ve©kosti i.�o sa týka zloºitosti obvodu C, zvyknú sa uvaºova´ dve miery zloºitostisize ve©kos´ou obvodu myslíme po£et vr
holovdepth h¨bka obvodu je maximálna vzdialenos´ medzi vstupným a výstupným vr-
holom; je zrejmé, ºe odpovedá £asu výpo£tu obvodu; ako uvidíme nesk�r, tozas odpovedá priestoru, ktorú pouºíva sekven£ný TS na simulá
iu.Hovoríme, ºe L ⊆ {0, 1}∗ má obvod polynomiálnej ve©kosti, ak existuje trieda ob-vodov C = C0, C1, . . . a polynóm p(n) tak, ºe
• size(Cn) ≤ p(n)

• x ∈ L⇔ C|x|(x) = 1 popisPríklad 6.1 Uvaºujme problém dosiahnute©nosti�pre vstupný graf zadaný mati
oususednosti nás zaujíma, £i existuje 
esta z vr
hola 1 do vr
hola n. Obvod vypo£ítatranzitívny uzáver mati
e a vráti poºadovanú hodnotu.113



114 KAPITOLA 6. LOGICKÉ OBVODYPre 1 ≤ i, j ≤ n a 0 ≤ l ≤ n máme vr
hol
g(i, j, k) = true ⇐⇒ i  ja hodnota vnútorného vr
hola max k
h(i, j, k) = true ⇐⇒ g(i, j, k) = true a pre
hádza aj 
ez vr
hol kZrejme

h(i, j, k) = g(i, k, k − 1) ∧ g(k, j, k − 1)
g(i, j, k = g(i, j, k − 1) ∧ h(k, j, k)vstup : g(1, n, n)ve©kos´ Popísaný obvod C má n2 vstupov (idú do g(i, j, 0)), n3 vr
holov typu g aj h. Preto

size(C) = O(n3).Veta 6.1 Ne
h L ∈ P. Potom L má obvod polynomiálnej ve©kostiD�kaz: D�kaz je kon²truktívny, spravíme simulá
iu Turingovho stroja obvodom.Ne
h TS má £asovú zloºitos´ t(n) a priestorovú s(n), kde s(n), t(n) sú polynómy,
s(n) ≤ t(n). Ne
h výpo£et TS na vstupe x je postupnos´ kon�gurá
iíC0, C1, . . . , Ct(n).Potom simulujú
i obvod bude ma´ t(n)+ 1 vrstiev, pri£om i−ta vrstva bude repre-zentova´ Ci. 2Neuniformita obvodov im, v porovnaní s TS, pridáva na sile.Veta 6.2 Existujú nerozhodnute©né jazyky, ktoré majú obvody polynomiálnej ve©-kosti.D�kaz: Idea d�kazu je ve©mi jednodu
há. Vezmime ©ubovo©ný nerozhodnute©nýjazyk L nad binárnou abe
edou Σ = {0, 1} a spravme k nemu unárnu verziu

U = {1n | binárny zapis n ∈ L}Je zrejmé, ºe jazyk U je nerozhodnute©ný, napriek tomu má obvod polynomiálnejve©kosti 2Vý
hodiskom z tejto nepeknej situá
ie sú tzv. uniformné obvody.uniformné obvo-dy De�ní
ia 6.1 Problém má uniformný obvod, ak existuje deterministi
ký LOGSPA-CE ohrani£ený TS, ktorý pre vstup 1n vypo£íta kód Cn; ke¤ºe obvod je graf, kódomrozumieme zoznam vr
holov a zoznam hrán.Z popisu kon²truk
ie obvodu v príklade 6.1 vidno, ºe problém rozhodnute©nosti jepríkladom problému, ktorý má uniformný obvod.Veta 6.3 L má uniformný polynomiálny obvod práve vtedy ak L ∈ PD�kaz: �ahko vidno, ºe ak L ∈ P, tak v d�kaze vety 6.1 kon²truovaný obvod je
⇐= uniformný.
=⇒ Ne
h L má uniformný polynomiálny obvod C = {Ci}, M ne
h je ten LOGSPACE-stroj, ktorý ten obvod kon²truuje.

• LOGSPACE stroj spraví zmysluplne (bez za
yklenia) polynomiálne ve©a krokov
• simulá
ia obvodu je polynomiálna od jeho ve©kosti, preto simulá
ia obvodupolynomiálnej ve©kosti sa robí v polynomiálnom £ase

2Hypotéza 1 NP úplné problémy nemajú uniformné obvody polynomiálnej ve©kosti.D�kaz hypotézy 1 je ekvivalentný d�kazu P 6= NP ; NPU ∈ P totiº implikuje P = NP.Stretávame sa sk�r so snahou o d�kaz e²te silnej²ieho tvrdenia:Hypotéza 2 NP úplné problémy nemajú obvody polynomiálnej ve©kosti.
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