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Kapitola 1
Uvod

Pojem "nahoda/nédhodny"(randomness) je velmi diskutovany. Jednou zo zéklad-
nych otézok je otazka, ¢i ndhoda naozaj existuje alebo ¢i tento pojem pouzivame
na modelovanie javov, ktoré sa vyskytuja nepravidelne/nepredvidatelne (unknown
lawfulness).

Demokritos néhoda je neznamo, priroda je urcend zédkonmi/zakonitostami.
Epikuros niahoda objektivne existuje, je to prirodzené vlastnost objektov

do 20teho storocia sa svet vnimal deterministicky, ndhoda sa spajala s chaosom
a neistotou, strachom; existencia nahodnych udalosti sa nepripastala. Aj
Einstein vinil ndhodnost z nedostatku vedomosti, prepokladal, Zze kazdy prav-
depodobnostny model fyzikilnej reality by sa dal nahradit, keby sme mali
adekvatne vedomosti.

dnes experimentalna fyzika potvrdila teoriu kvantovej mechaniky, evolu¢na biolo-
gia pocita s nahodnymi mutéaciami ako hybnou silou evoltcie,...

Alfred Rényi nahoda a poriadok si neprotiredia; viacmenej mozu platit sucasne.
Nahoda kontroluje svet a vdaka tomu panuje vo svete poriadok a zakony, ktoré
sa daju vyjadrif mnozstvom/meranim ndhodnych udalosti, ktoré vyplyvajt zo
zédkonov teorie pravdepodobnosti.

Zda sa, Ze priroda vzidy pouziva najefektivnejsi a najjednoduchsi sposob na dosia-
hnutie ciela a Ze néhoda je prirodzenym konceptom jej stratégie. V praxi mame
vel'a pravdepodobnostnych algoritmov, ktoré su efektivne a ktorych spolahlivost je
vysoka, zatial¢o nepozname Ziadne deterministické algoritmy, ktorych efektivnost
by bola zrovnatelna. Existuju dokonca pripady, ked adekvatny deterministicky al-
goritmus svojou zlozitostou presahuje moznosti vesmiru. Dochédza preto k posunu
pojmu zvladnutelnych/prakticky rieSeitelnych (tractable) problémov od determi-
nistického polynomialneho ¢asu k pravdepodobnostnému polynomialnemu c¢asu.

Treba rozlisovat neviem « nedé sa
— To, Zze neviem nejaky problém riefit lepSie znamenad, Ze momentalne nemame
lepsi algoritmus. Nehovori to ni¢ o tom, ¢i lepsi v principe moze existovat.
— Naproti tomu tvrdenie, Ze sa nie¢o nedé lepsie riesit v sebe zahfha existenciu
dokazu, ze to lepSie nejde.

Formalne st problémy v NPU! také, ktoré nevieme riesit deterministickymi poly-
nomialnymi algoritmami. Napriek tomu to v praxi znamend, ze k nim pristupujeme

INPU oznatuje triedu NP-tplnych problémov. Vieme, ze ak P # NP, ¢o sa prijima takmer
ako axioma, NPU C NP — P.
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tak, akoby sa riesit lepsie nedali.

Randomizacia sa stala Standardnym pristupom v névrhu algoritmov. Takéto al-
goritmy st zaujimavé hlavne kvoli svojej efektivnosti a jednoduchosti; platime za
to stratou stopercentnej spolahlivosti - rieSenie s malou pravdepodobnostou nie je
korektné, resp. ho nedostaneme.

stochastické — pravdepodobnostné
pravdepodobnostné su silnejsie; na kazdom vstupe su s velkou pravdepodobnostou
spolahlivé

Klacovym pojmom pre tvorbu a pochopenie pravdepodobnostnych algoritmov je
pojem nahody. V&c¢sinou mame tendenciu povedat, Ze je to udalost, ktora/ktorej
vysledok nevieme predpovedat. V tejto suvislosti je dobré si uvedomit, ze hadzanie
kockou ani tocenie ruletou vlastne ndhodnymi nie su - platia tam fyzikalne zakony,
takze by sa principidlne dalo vypocitat, ¢o padne.

?
1.1 Priklad — AB=C
UvaZzujme tri §tvorcové matice A, B, C typu n X n. Zaujima nds, ¢i plati rovnost
ABLC
Deterministicky algoritmus zaloZeny na Strassenovom nésobeni matic je zlozitos-
ti O(n'°827). Ukazeme, 7e pravdepodobnostny algoritmus moze byt efektivnejsi.
Zalozeny je na uvedomeni si jednoduchého faktu: ak AB = C tak pre Tubovolny

vektor x plati ABx = Cx. Alebo aj: ak existuje vektor x, pre ktory ABx # Cz,
tak AB # C.

Algoritmus 1 — Test AB=C
1: nadhodne vyber z € {0,1}"
2: if A(Bz) # Cz then return "urcite AB # C"
3: else return "asi AB = (C"

Casova zloZitost — vdaka asociativite nasobenia (pri existencii dobrého generatora
nahodnych ¢isel) sme zlozitost znizili na O(n?).

Chyba — chyby sa dopustime v tom pripade, ak AB # C a pritom pre nadhodne
zvoleny vektor z plati ABx = Cz. Odhadnime pravdepodobnost toho, Ze sa tak
stane.

Lema 1.1 Nech AB # C, x € {0,1}". Potom Pr[ABz = Cz] <1/2

Dokaz: Ak AB # C, potom AB — C # 0. Existuju teda indexy 1i,j tak, ze
(AB - ()i, j] # 0. Nech (ay,...,a,) oznacuje i—ty riadok matice AB — C. Potom

Pri(AB—-C)z=0] < Pr[>;_, axzy =0
= Prlz; = ;—jzk# arxg] < 1/2

Vyuzili sme, ze a; # 0 a Pr[z; =0] = Prlz; = 1] =1/2

Ak algoritmus skon¢i s odpovedou "asi", mozme ho zopakovat. Pri k—nasobnom
zopakovani sa Casovd zlozitost zvy$i o multiplikativnych k. Pritom k— néasobné
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zopakovanie algoritmu — k—nésobné ziskanie odpovede "asi" — znamend chybu
nanajvys 1/2F.
O

Uvedeny algoritmus je rychly, jednym smerom — AB # C — hovori korektne,
chyby sa moze dopustit len pri odpovedi "asi AB = C". Takyto typ algoritmu sa
vola Monte Carlo.

1.2 Priklad — Pravdepodobnostny komunikac¢ny pro-
tokol

Majme dva vzdialené pocitace Rl a Rll, kazdy z nich udrziava "databazu udajov", ¢o
je pre nas binarny retazec(resp. v pripade potreby binarne ¢islo) X = x125. .. xy,
resp. Y = y192...y,. Checeme vediet, ¢i si tieto "databazy" totozné, pricom sa
snazime o minimalizaciu komunikicie medzi pocita¢mi.

Ak chceme problém riesit deterministicky, lepsie ako poslanie celej informécie jed-
ného pocitaca tomu druhému v principe nendjdeme. D4 sa to aj ( napr. pomocou
Kolmogorovskej alebo komunika¢nej zlozitosti ) dokazat.

Jednoduchy pravdepodobnostny algoritmus vyuziva zvysky po deleni prvocislom —
ak st dva ¢isla X, Y rovnaké, potom st rovnaké aj ich zvysky po deleni l'ubovolnym
(prvo)&islom. Pre ndhodne zvolené prvocislo p si pocitace Rl a Rl porovnaju zvysky
X mod p aY mod p. Ak st zvysky rozne, ¢isla X,Y urcite nie si rovnaké. Ak su
vak X, Y rozne, moze sa stat, Ze sa napriek tomu zvysky rovnaju. Ukazeme, ze
pravdepodobnost takejto situdcie je mala, nanajvys 1/2.

Algoritmus 2 — Test X=Y
RI:
1: ndhodne vyber prvoéislo p z mnoziny {2,...,n%};
> kedZe sa v tomto intervale nachddza ~ n?/Inn? prvocisel, staci na
> reprezenticiu ndhodného prvocisla [log, n?] < 2 - [logy n] bitov
2: s+ X mod p
3: pofli s druhému pocitacu RII

> dizka spravy je nanajvys 4 - [log, n] bitov

1: 8 <Y mod p
2: if s = s’ then databédzy prehlasime za rovnakeé
3: else databazy prehlésime za rozne

Pri n = 106 je pocet prekomunikovanych bitov nanajvys 4 - 16[log, 10] = 256.
Tuto kratku spravu zrejme dokdzeme bezpecne prekomunikovat.

A teraz sa zamyslime nad korektnostou algoritmu. Je zrejmé, Ze negativna odpo-
ved je vzdy pravdiva. Ostéva spocitat, s akou pravdepodobnostou sme sa dopustili
chyby v pripade pozitivnej odpovede.

x # y, databazy sme prehlasili za rovnaké Nespravnu odpoved dostaneme v
pripade, ak pre ndhodne zvolené prvocislo p plati

z = Xmodp = Y modp

X=z-p+tz, Y=yp+tz = A=X-Y=(@x—y)p
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Takze "z1&" je také prvocislo p, ktoré deli ¢islo A = X —Y < 2™. Pocet potencidlne
"zlych" prvocisel odhadneme pomocou faktorizacie ¢isla A

A:pi1 ...pfj
kde p1 < p2 < ... < py su tie prvocisla, pre ktoré i; # 0. Plati
2”>A:pzf...p2’“2p1p2...pk>1'2~3 ~~~~~ k=k!

a preto pre pocet k zlych prvocisel mame k& < n—1. Kedze pravdepodobnost vyberu
konkrétneho prvocisla je pre vSetky prvocisla v sledovanom intervale rovnaka, je
pravdepodobnost vyberu "zlého" prvocisla, ktoré deli A, nanajvys

n—1
— 1.1
Prim(n?) (1.1)
kde Prim(n?) oznatuje pocet prvocisel nanajvys velkosti n?. Predstavu o hodnote
Prim(m) dava Lema 1.2, ktort uvadzame bez dokazu.

Lema 1.2 Nech Prim(m) oznacuje pocet prvocisel v mnozine {2,...,m}. Potom
Pri
lim Prim(m) =1 Prim(m) > Sl , m > 67
m—oo m/Inm Inm

Spojenim ( 1.1 ) a Lemy 1.2 dostavame, Ze pravdepodobnost chybnej odpovede je

n—1 n—1 2Inn

Prim(n?) — n?/lnn? — n

¢o pre n = 10' dava hodnotu nanajvys 0, 36892 - 10~ 14,

Pravdepodobnost chybnej odpovede mozme znizit jednoduchym zasahom do algo-
ritmu - algoritmus niekol’kokrat nezavisle zopakujeme. Namiesto jedného prvocisla
p zvolime nezdvisle niekol'ko prvocisel p1, ..., pg. Potom nespravnu odpoved ziska-
me len vtedy, ak pre kazdé i bude p; delif rozdiel X — Y. O chybe potom zrejme

plati
n—1 k< Inn? k_2”“-(1nn)’~C
Prim(n?)) — \ n N nk

Pre n = 10'® a k = 10 mame pravdepodobnost chyby nanajvys 0.4717 - 1041,
Pritom dlzka prekomunikovanej postupnosti sa zmenila o multiplikativnu konstantu
k (v nasom pripade desatnasobne).

Cvicenie 1.1 Pravdepodobnost chyby ndsho algoritmu by sme mohli zniZit aj inym
pristupom — zmenime protokol tak, Ze nebudeme ndhodne vyberat prvocislo z in-
tervalu [2,n2], ale z intervalu [2,n"]. Odvodte dizku prekomunikovaného retazca a
pravdepodobnost chyby takto modifikovaného algoritmu pre r > 2.

Cvicenie 1.2 Nech 6 > 1. Navrhnite pravdepodobnostny protokol na porovnanie
dvoch databdz velkosti n, ktory pracuje s pravdepodobnostou chyby nanajvys 1/6.

Cvicenie 1.3 Porovnajte pristupy z cvicenie 1.1 a 1.2. Ktory je efektivnejsi z hla-
diska dizky prekomunikovanes postupnosti? Je lepSie zvolit viacero kratkych prvocisel
alebo jedno dlhé?
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1.3 Priklad — Existuje také j, Zze x; = y,?
Tentokrat si nase vzdialené pocitace udrziavaju postupnost, povedzme 10, refazcov

RI T1y...,T10 ,TiE{O,l}n
RI Y1y---5Y10 yiE{O,l}n

Zaujima nds, ¢i existuje taky index j, aby x; = y;. Opét sa da dokazat, ze de-
terministicky protokol vyzaduje prekomunikovanie informécie velkosti 10n. Pritom
pravdepodobnostnému algoritmu, opat vyuZivajucemu zvysky po deleni prvocislom,
sta¢i prekomunikovat menej.

Nagmu algoritmu dovolime, aby v situécii, ked si svojou odpovedou nie je isty,
povedal "neviem". VyZzadujeme vSak, aby to nerobil prili§ ¢asto. Takému typu
algoritmov hovorime Las Vegas.

Algoritmus 3 — Existuje j, z; = y;7

RI:
1: nahodne zvol 10 prvocisel p1, ..., p1o
2: §; « x; mod Di
3: posli p1,...,p10,81,--.,S810 pocitacu RII
RII:
1. 8} « y; mod p;
2: if s; # s} pre vSetky i then return "nie"
3: else nech j je minimélne také, ze s; = s
4: posli pocitacu Rl j, y;
RI:

1: if x; = y; then odpoved je "dno"
2: else odpoved je "neviem"

LCahko vidno, ze pocitace prekomunikovali 20(2[logn]) + log 10 + n bitov.

Chyba — analyzu algoritmu rozdelime na dva pripady podla toho, ¢i hladany in-
dex j existuje alebo nie.

Zacénime pripadom, ked korektné odpoved algoritmu mé byt "nie". Uz vieme, Ze
napriek tomu, ze ¢isla X, Y dizky n st rozne, s pravdepodobnostou nanajvys 21%
sa moze stat, ze pre ndhodne zvolené prvoéislo p < n? plati X mod p =Y mod p.
My volime nahodne 10 prvocisel, preto s pravdepodobnostou (1 — 21%)10 sa to

nestane pre Ziadne z nich; vtedy RIl bez dalsej komunikacie s Rl korektne odpovie
n

"nie". Pre pravdepodobunost Pr korektnej odpovede (v pripade z; # y; Vi) preto
plati
Pr> (1-2m2)0 o 50, (1) (2!
_ 5 10\ (21 i 4 10 \ (21 i
= TR () (2R s () (2ee)
1n

1 - (110) ann + Gg) n _J .
Ly 10\ /2Inn\? 10 2Inn\
i=1 21 n 2t+1 n

1_2Olnn > 1/2

n -

Y%
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Nech j je najmensie také, ze x; = y;. Oznafme E; udalost, ked j je najmensie
také, Ze x; mod p; = y; mod p;; inymi slovami, RIl posle Rl index j a retazec y;.

e ak j =1, Rl aspesne overi, ze 1 = y; a korektne odpovie

e ak j > 1, je nenulova pravdepodobnost, Ze z; # y;. Pravdepodobnost korekt-
nej odpovede je rovnd pravdepodobnosti udalosti Ej, ¢o je aspoil

(1_ 2lmn>j1 >1- 2(j—1)Inn . 18Inn
n

n n -

>1/2, pren > 189

Nezéavisle od toho, ¢ hladany index existuje alebo nie, d& algoritmus s pravdepo-
dobnostou aspon 1/2 korektna odpoved, v ostatnych pripadoch povie "neviem".



Kapitola 2

Klasifikacia nahodou riadenych
algoritmov

2.1 Podl'a umiestnenia pravdepodobnosti

Jeden z moznych pohladov na klasifikiciu pravdepodobnostnych algoritmov je ten,
ked si v8imame umiestnenie pravdepodobnosti v nich.

I. modelom pravdepodobnostného algoritmu je pravdepodobnostné rozdelenie
nad mnozinou deterministickych stratégii

II. pravdepodobnostny algoritmus modelujeme nedeterministickym algoritmom
s pravdepodobnostnym rozdelenim nad nedeterministickymi volbami

2.1.1 I. model

Pravdepodobnostny algoritmus vnimame ako pravdepodobnostné rozdelenie Prob
nad kone¢nou mnozinou deterministickych stratégii {Ay,..., An,}.

e Pre vstup w ndhodne zvolime i a realizujeme vypocet C; = A;(w), ktorého ¢a-
sova zlozitost je Time(C;); ndhodna vol'ba i odpoveda pravdepodobnostnému
rozdeleniu Prob.

e Pravdepodobnostny priestor, v ktorom sa hybeme, je (Sa ., Prob), kde
Saw={C1,....,Cn}.

Cas je vlastne ndhodné premennaé.

TA,W

Prob({A })

Z: Spuw— N
Z(CZ) = sze(Cz)

ExpTimea (w) = >, Prob[C;] - Z(C;) A,
=31, Prob|C;] - Time(C;)
ExpTimea (n) = max|,—,{ ExpTime(w)} C,

Timea (n) = max; |,|—n{Time(A;(w))}
1, ak vypocet C; dava korektni odpoved;

X(Cy) :{ 0, inak

Oproti deterministickym algoritmom pribtuida pojem o¢akavana zlozitost /oc¢akavany
pripad, ktory v sebe zahiiia vSetky mozné vypocty na jednotlivych slovach.

11
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Pravdepodobnost korektnosti

EX] = ., X(Ci)- Prob[Ci]
= Yx(cn=1 1 ProblCi] + 3 x(cy=0 0 - Prob[Ci]
= Prob[X = 1] = Prob[A pocita korektny vystup]

Pravdepodobnost chyby

Errora(w) =1— E[X]

Errora(n) = max||—p{ Errora(w)}

Priklad 2.1 Porovnanie "databdz"
® Sk ey =1{Cp | p € Prim(n?)}
e rovnomerné rozdelenie
e X =Y = Ziadna chyba

1, je "dobré”
X#Y = X(G)= {O zje "zle”
o Prob|Cp| =

1
Prim(n?)
o E[X]|= EpEPrlm n2) X(C’p) Prob[ ) 1
= pelPrzm (n?) Op) Przm()n2 = Prim(n?) ;p je dobreX(CP)
W(Przm(nQ) (n—1)) = L

= Prim(

Errorg((z,y)) =1 - E[X] < #&2) < Zn

n

>

= Prim(n?)

Priklad 2.2 (MAX-SAT) Pre vstupni formulu ®(z1,...,2,) v KNF chceme vy-
pocitat také priradenie vstupnch hodnét o € {0,1}"™, ktoré spliia maximdlny pocet
klauzil.

Ukdzeme, Ze ndhodny vektor o splnia s velkou pravdepodobnostou "dost" klauzil.
Preto nasledujici algoritmus RSAM md zmysel.

Algoritmus 4 RSAM
Vstup: P = F1 /\F2 VAN /\F‘,n7 Fz = (l@l \/ZLQ V...V li,k)
1: ndhodne a = (o, ..., a,) € {0,1}"

> Pr(a; =1)=Pr(o; =0)=1/2
2: return(a)

Zaugima nas kvalita wvedeného algoritmu. Zoberieme preto ndhodni premenni z,
ktord pocita pocet splnengch klauzil, a vypocitame jej stredni hodnotu E[Z].

1, Fi(a)=1
Zilo) = {o Fi(a)=0
Z:iZi
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K vypoctu E[Z] odhadneme E[Z;):

o E[Z]) =1— 5; ked¥e formula md aspori jeden literdl, E[Z;] > 1/2
e EZ] =" ElZ) > 12=%

Kedze vieme, ze otakavany pocet klauzul, ktoré nahodny vektor splha, je aspoi
m/2, mozme to vyuZit na jednoduché hladanie vektora, ktory spliia aspon m/2
klauzal.

Algoritmus 5 modif-RSAM

1: ndhodne a = (o, ..., @) € {0,1}"
21— [{i | Fi(a) = 1}]

3: if r > m/2 then return(«)

4: else goto 1

2.1.2 II. model

Pri tomto type priradime pravdepodobnost jednotlivym nedeterministickym vol-
bam. Prikladom je pravdepodobnostny Quicksort RQS

Algoritmus 6 RQS(A)
vstup: A= {a1,...,a, | a; € (S,<)}
1: if A= {a} then return a
2: else b — random(A)
3: Ac={a€eAla<b}
4: A, ={a€A|a>0b}
5 return RQS(A<),b, RQS(A~)

Cas je pocet porovnani
e vidy extrém, potom O(n?)
e vzdy median, potom O(nlogn)

e riesenie T'(n) < T(n/8)+ T (7n/8) +n—1 je tiez O(nlogn); takéto rozdelenie
je dost pravdepodobné

Nech vystupom je s1 < s2 < ... < s,. Pre ¢ < j oznac¢me

X,,(C) = 1, s; sa v priebehu C porovnavalo s s;
i,j | 0, si,s, sav priebehu C neporovnavaju

() = Z?:l Zj>i Xi,j(c)
BIT] = B[S0 s Xig| = Sy Xjss BlXu]

Ohraniéime E[X; ]

pi,j—pravdepodobnost, Ze sa s;, s; porovnavaji E[Xi; = pij]
S1 Si—1 853 S5 Sj+1 Sn

L M R
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s; sa porovnava s s; v takych vypoctoch, ked jeden z z;,x; je ako pivot zvoleny
skor, ako ktorykol'vek z prvkov v M

S, Sy

IS R T
|MU{SZ',SJ‘}| j—i1—14+2 j—1+1

- 2
BIT=) > v = 2.0 i1

i=1 j>i i

Pij

—i———l———l———i———i———i—---—i—% Inn skupin so stcétom < 1

2.2 Podla typu a velkosti chyby

2.2.1 Las Vegas

Oznatme A(x) odpoved algoritmu A a F(z) korektni odpoved na vstupe w.

Definicia 2.1 Pravdepodobnostny algoritmus A je typu Las Vegas (LV) ked

Pri tejto definicii nas zaujima oc¢akavané zlozitost ExpTime.

Definicia 2.2 Pravdepodobnostny algoritmus A je typu Las Vegas (LV) ked Vz

o PrlA(z) = F(x)] > 1/2
o PriA(z) =77"]=1—- Pr[A(z) = F(z)] <1/2

Kongtanta 1/2 nie je podstatna, vyhovuje lubovolné O < e < 1. Zamyslime sa, aky
je vztah medzi tymito dvomi definiciami. UkaZzeme, ze st ekvivalentné.

Lema 2.1 Ku kazdému LV algoritmu A, v zmysle definicie 2.2 existuje ekvivalent-
ny algoritmus A, ktory je LV v zmysle definicie 2.1. Navyse, ExpTimea(n) =
O(EzpTimea,(n))
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Doékaz: Samotna konstrukcia ekvivalentného A je priamodciara—budeme opakovat

vypocet A, dovtedy, kym nedostaneme korektni odpov

pravdepodobnost korektnej odpovede

Co vieme povedat o pravdepodobnosti ziskania
korektnej odpovede A, resp. dosiahnutia odpovede
"?" algoritmu A2?  Nech p je pravdepodobnost
korektnej odpovede algoritmu A2, p > 1/2. Potom
pravdepodobnost toho, Ze po k opakovaniach behu
algoritmu A, eSte stale nemame korektnu odpoved,
je nanajvys 1/2%. Preto Prob[A;(z) = F(z)] =1

¢as

Je zrejmé, ze A moze realizovatf nekoneéné vypocty.
Ukézeme, ze v ocCakdvanom pripade je situacia
ovela lepsia. Uspokojime sa s hornym odhadom
na ocakidvany pripad, preto budeme bez ujmy
na vseobecnosti predpokladat, ze kazdy vypocet
algoritmu A-, ktory konc¢i odpovedou 7, dosahuje
zlozitost najhorsieho pripadu.

Vsimnime si vypocty, ktoré skoncia v i-tom kole.

e Nech Set; = {C € Saw | (1 —1)Timen, < Timea
Zrejme S, = US®° Set;, Vi # j Set; N Set; =0

e Aby vypocet C' mohol skonéit v i-tom kole, musi (4
"?". Pravdepodobnost odpovede "?" je nanajvys 1

Ze vypotet neskonéi po i — 1 kolach je nanajvys (
1
i1

Z Prob|[C] <

CeSet;

ExpTimes(w) Z Timea(C) - Pro

CeSaw

i=1 CeSet;
o0

< Z Z iTimeA?(w) .
i=1 CeSet;
o0

= ZiTimeA7 (w) - Z
i=1 CeSet;
— 1

< ZiTimeA? (w)-zi*1
i=1

o~ i
~ Tonea) 35

ed.

-~

(C) <iTimea,(w)}

—1) kol skon¢it odpovedou
/ 2, preto pravdepodobnost,

;)171. Z toho dostavame

b[C]

i Z Timea(C) - Prob|C]

Prob[C)|

Prob|C]

=4-Timey,(w)

a

Lema 2.2 Ku kazZdému LV algoritmu A v zmysle definicie 2.1 existuje ekvivalentny

algoritmus A-, ktory je LV v zmysle definicie 2.2.
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Dokaz:

Ak do korektného algoritmu ideme vniest nejed-
nozna¢nost/odpoved neviem, tak je prirodzené
vyzadovat, aby ten novy algoritmus bol asponi
rychly.  Takto budeme konstruovat pozadovany
algoritmus A,. Zvolime rozumnu hranicu a vsetky
vypocty, ktoré dovtedy neskonéili, "ustrihneme" s
odpovedou "?".

Pri vol'be hranice pre odpoved "?" treba mat na pa-
méti, Zze podla definicie sa pod touto hranicou moze

ocitnut nanajvys polovica vietkych vypoctov. Kedze [ ‘
najviac polovica ¢isel md hodnotu vicsiu ako dvojnd- ”
sobok priemeru, bude rozumnym ohrani¢enim

T = 2ExpTimea(w)
Kvoli sporu predpokladajme, ze Prob[As(w) =77"] > 1/2. Oznaéme

e S4.(?7) mnozinu vypoctov s odpovedou "?"
Saw(?) ={C € Saw | Time(C) > 2ExpTime(w)}

o S4.(F(w)) mnozinu vypoctov s korektnou odpovedou F(w)
Saw(F(w)) =Saw— Saw(?)

Plati:

e Prob[As(w) ="7"] = Z Prob[C] >
CESaw(?)

1
2

o Vsetky vypocty z Sa.(?) su dlhé: Time(C) > 2ExpTimea(w) + 1.

Preto
ExpTimea(w) = Z Time4(C)Prob[C]
CeSaw
= Z * + Z *
CeSa,u(?) CeSa,uw(F(w))
> Z (2ExzpTimea(w) + 1) - Prob[C] + 0
CeSaw(?)
= (2EzpTimea(w) + 1) Z Prob|C]
CESA w(v)
>1/2
2ExpT 1
(2Bzp zm2eA(w) +1) = ExpTimea (w) + 1/2
a
trieda LV™ Trieda LV algoritmov, pre ktoré Prob[A(x) = F(x)] = 1, sa niekedy oznacuje Las

Vegas®, resp. LV*; hviezdicka zrejme naznacuje moznost nekone¢nych vypoctov.
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2.2.2 Monte Carlo s jednosmernou chybou

O tejto triede algoritmov ! hovorime v suvislosti s rozhodovacimi problémami?.
Neformalne ide o také algoritmy, ktoré majua povolené sa mylit/klamat len jednym

Smerorn.

Definicia 2.3 Pravdepodobnostny algoritmus A pre rozhodovaci problém (X, L) je
Monte Carlo s jednosmernou chybou/jednosmerny Monte Carlo(1MC, one-sided
MC), ak
(a) VYxeL ProblA(z)=1]>1/2
(b) Vxé¢ L ProblA(x)=0]=1

Ked podmienku (a) nahradime podmienkou
(a*) Vo € L Prob[A(z) = 1] — 1 s rasticou dizkou |x|
dostaneme tzv. 1MC* algoritmy

Prikladom 1MC pravdepodobnostného algoritmu je algoritmus 2 na porovnanie
databaz, resp. algoritmus 1 na pravdepodobnostné porovnanie matic 7AB = C7.

Ako sme videli, pravdepodobnost chyby klesa exponencidlne s poctom nezdvislyjch
opakovani. Ak je teda 1IMC algoritmus efektivny, l'ahko z neho ziskame algoritmus
radovo rovnakej zlozitosti s exponencialne mensou chybou.

e nech ay,...,ar € {0,1}* je k vysledkov nezévislych behov 1MC algoritmu A

e ak Jk : ax = 1, mozme so 100% istotou akceptovat

eak oy = ... = ap = 0, tak pre z € L je Prob[A(z) = 0] < 1/2 a teda
(Prob[A(z) = 0])F < 27F,

2.2.3 Monte Carlo s ohrani¢enou chybou

V pripade takého problému, ktory nie je rozhodovaci, ale je to problém pocitania
funkcie F'(x), pod korektnou odpovedou prirodzene rozumieme, %e algoritmus vy-
pocital presne hodnotu F(z); nekorektnou odpovedou je nepresny vysledok. Pri
Monte Carlo algoritoch s ohrani¢enou chybou?® pripustime, aby algoritmus daval
nespravnu odpoved, budeme ale vyzadovat, aby bol "dostato¢ny" rozdiel medzi
odpovedou korektnou a nekorektnou. Formélne:

Definicia 2.4 Pravdepodobnostny algoritmus A je Monte Carlo s ohranicenou chy-
bou(2MC, bounded-error MC), ak

0 <e<1/2 Vo Prob[A(z)=F(z)]>1/2+¢

V pripade 1MC algoritmov sme pravdepodobnost chyby jednoducho znizili nezavis-
lym opakovanim algoritmu. Ako ndm pomoze nezavislé opakované spustanie 2MC
algoritmu?

Uvazujme ¢ nezavislych opakovani 2MC algoritmu A a odpovedzme len vtedy,
ak sa na odpovedi zhodne aspon ¢/2 behov (algoritmus 7). Zaujima nas, aka je
pravdepodobnost toho, ze nedostaneme korektna odpoved.

Kedze A je 2MC, existuje 0 < e < 1/2 Prob[A(x) = F(x)] > 1/2+¢e. Nech z je
vstup. Oznac¢me

e p=7p(x) = ProblA(z) = F(x)] = 1/2+ €4, €, > €

LOne-sided Monte Carlo
2Rozhodovaci problém je dvojica (X, L), pricom sa pre € ©* pytame, ¢i 7z € L?
3Bounded-Error Monte Carlo

1MC

IMC*

zniZovanie chyby

2MC

zniZovanie chyby
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Algoritmus 7 A;

1: nech aq,...,a; je vysledok ¢ nezavislych behov 2MC algoritmu A
2: ak existuje taky vysledok «, ktory sa vyskytol aspon t/2 krat, vysledkom je

"o", inak je vysledkom "7"

e pri(z) pravdepodobnost toho, Ze spomedzi k opakovani A(z) je presne i od-
povedi korektnych; je presne (¥) moznosti takychto vypoctov

Pre urcenie chyby algoritmu 7 vyuZzijeme odhad na pr;(z); algoritmus Ay, neodpoveie
korektne, ak menej ako k/2 jednotlivych behov odpovie korektne.

pri(z) = (Mpia-pri=(" p(1 —p)]i(%c_—%p)’“’”
3~ €z)] }(k%/;fw)

) .
e (b)) 7

/2—i _ (k) (1 62)k/2

i) \1 7 =z

A

)J>|>—A )J>|>—I N N /?

IN
—
~
—

Ay, odpovie korektne, ak aspon [k/2] jedunotlivych behov odpovie korektue.

Lk/2]

k
> wrile —1—an

i=[k/2]

N UC/QJ k 1 2 k/2
4
k/2 |k/2] (k)
, 1
=0

/22 1— (1 o 482)k/2

Prob[Ag(z) = F(x)]

\
—_
|
—~
—_
|
o
"
BN 8N

~ 2Iné
~ In(1 — 4e2)

Uvedomme si, ze kedZe ¢ aj 0 su konStanty, je konstantou aj k. Preto za zniZenie
pravdepodobnosti chyby na ¢ "platime" len kon§tantnym nérastom zloZitosti

Tay(n) = O(KTa(n)) = O(Ta(n))

2.2.4 Monte Carlo s neohrani¢enou chybou

Konstanta € v 2MC algoritmoch vytvarala akusi "bariéru", ktord umoznovala efek-
tivne odlisit, s ve[kou pravdepodobnostou, korektné odpovede od nekorektnych. Ak
upustime od tejto poziadavky, dostaneme triedu MC, pri ktorej to so znizovanim
pravdepodobnosti chyby nebude také optimistické.

Definicia 2.5 Pravdepodobnostny algoritmus A je typu Monte Carlo s neohranice-
nou chybou (MC, unbounded-error MC), ak

Prob[A(z) = F(x)] > 1/2

[++]
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Priklad 2.3 Predstavme si, Ze mdame taky pravdepodobnostny algoritmus A, ktory
md pre vstupné slovo = az 2!*! moznijch behov, pricom korektnych je 21*1=1 + 1, teda
"tesnd vicsina". Takijto algoritmus je zrejme MC

2lel=1 41 1

Prob[A(x) = F(x)] = 57— = 5 + i > %

1
Pritom hodnota P tu hrd dlohu e, z 2MC' algoritmov.
Zaujima nds, kolko opakovani tohto algoritmu potrebujeme, aby sme pri hlasovani
nadpolovicnou vacsinou dosiahli pravdepodobnost chyby nanajvys o.
VyuZijeme, ¢o uz vieme—ak chceme Prob[Ay(z) = F(x)] > 1— (1 —42)*/2 > 14,
staci zvolit

zniZovanie chyby

2Ind 2Ind
k=k(z) > =
@) = S In (1 — 4-2-2lal)
21n 0
> Tnmwl //0<y<1 = ln(l—y)g—y
= (—2In§)2%"!

To ale znamend, Ze | Timea, (z) = (—21n6)2%1*l . Timea(z)

1

Uvedeny priklad je z akéhosi pohladu "worst-case". Ak by sme mali e, = Tog 7]’

nebolo by to s ¢asom Time,, (z) také zlé.

Na zéaver tejto Casti eSte jeden konkrétny priklad MC algoritmu.

Priklad 2.4 UvazZujme opdt porovndvanie databdz. Tentokrdt budeme vstup akcep-
tovat vtedy, ak su databdzy rézne. Nahodnij vijber vyuZijeme na "uhddnutie” miesta,
kde sa databdzy lisia. Visledkom je Algoritmus UMC.

Algoritmus 8 UMC

vstup: RIE: X =21...2,
RILY =y1...yn

vystup: 1 ak X #Y

RI
1: nahodne zvol j € {1,...,n}
2: posli j,z; do Rl

RII

1 if z; # y,; then "accept" > 100% istota
2: else

3: "accept" s pravdepodobnostou 1/2 — 12%1

4: "reject" s pravdepodobnostou 1/2 + 5

Cela komunikacia spociva v preneseni j, x;, preto prenaSame [log(n+1)] + 1 bitov. pocet bitov

Analyzu chyby rozdelime na dve ¢asti podla korektnej odpovede. Najprv oznadenia. UMC je MC

Oznac¢me Cj; taki udalost, ze Rl zvolilo (v prvej fize) index j a Rl v druhej faze C;,
povedalo I (1 je accept, 0 reject).

1/1 1
P’I”Ob[cj_’o] — E (5 + %)



A
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X#Y

optimalizacny
problém

optimdlne rieSe-
nie

konzistentny al-
goritmus
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1/1 1
PT‘Ob[ijl] = E (5 — %)

Ozna¢me A; mnozinu tych behov, ktoré daju odpoved [

Ak X =Y, tak neexistuje moznost, aby x; # y;. V tejto situdcii Rl rozhoduje
pravdepodobnostne. Zaujima nas pravdepodobnost korektnej odpovede:

Prob[Ag] =

Ak X # Y, potom existuje taky index j, Ze x; # y;. Budeme predpokladat, ze je
jediny(¢o nezvysi pravdepodobnost korektnej odpovede).

Zaujima nés pravdepodobnost A; = C; U{C;1 |1 < i < mn, ¢ # j}, priCom C}
oznacuje udalost, ked RI zvolilo jediny index, na ktorom sa X, Y li§ia.

Prob[A;] = Prob[C;]+ Z Prob|C; 1]
1 1 1#j 1
= Y G-
AR
- %—F% Z(271 2n2)
i£]
1 "1 1
= it i X
i=1 i#]
RS T S S |
2n 2 2n2 2 227 2

a

2.2.5 Pravdepodobnostné algoritmy pre optimaliza¢né tlohy

V pripade optimaliza¢nych tloh zrejme nezavislé opakovanie behu algoritmu pou-
zijeme na ziskanie rieSenia lepsej kvality.

Definicia 2.6 Optimalizaény problém je U = (X5, X0, L, Ly, Sol, cena, ciel), kde

X1 je vstupnd abeceda
Yo je vystupnd abeceda
L C X7 je jazyk pripustnych vstupov
L; C L je jazyk aktudlnych vstupov
Sol Sol : L — Pot(L§)Vx € L je Sol(z) mnoZina pripustnych riesent
cena je ucelovd funcia;
cena(z, Sol(z)) € R
ciel ciel € {min, max}

Pripustné rieSenie y € Sol(x) nazveme optimalnym rieSenim pre x, ak pre icelovi
funkciu plati cena(z,y) = ciel{(z,z),z € Sol(x)}. Ak y je opimdlne riesenie pre x
a U, tak oznacime

cena(x,y) = OPTy(x)

Hovorime, ze algoritmus A je konzistentng pre U, ak Va € L;A(z) € Sol(x). Hovo-
rime, ze algoritmus B riesi optimaliza¢ny problém U, ak

— B je konzistentny pre U

—Vx e L; B(:E) = OPTU(:Z?)

Poznamka Uvedena definicia zachytava vSetky aspekty suvisiace s definiciou opti-
malizatnej lohy: vstup je retazec nad abecedou Xy, ale korektny vstup je z jazy-
ka L;. Analogicky pre vystup. Casto budeme pouzivat zjednodusent formuléciu,
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ked problém identifikujeme mnozinou vstupov I, zobrazenim Sol, ktoré vstupu
prirad'uje mnozinu pripustnych rieSeni, ohodnocovacou funkciou (m, cena,..) a cie-
lom (max, min).

Kvalita rieSenia sa posudzuje prostrednictvom chyby. Zaujima nas aproximacny

pomer Ratioa(x) = max{ Oi(ﬂ()z), O’;Ef()w) }. MozZné su dva pristupy — zaujimame sa

o o¢akavanu hodnotu Ratioa(x), alebo nas zaujima pravdepodobnost toho, ze bude
tento pomer v rozumnych hraniciach.

Definicia 2.7 Algoritmus A je pravdepodobnostny E[d]-aproximacny, ak E[6]-

o Prob|A(z) € Sol(z)] = 1 aprowimdcia
o E[Ratios(z)] <dVxeL

Definicia 2.8 Algoritmus A je pravdepodobnostny d-aproximadny, ak S-aproximdcia
o Prob[A(z) € Sol(z)] =1
e Prob[Ratioa(x) < 6] >1/2Vx € L

Prikladom pravdepodobnostného algoritmu pre optimalizaény problém bol Algo-
ritmus 4 pre problém MAX-SAT: algoritmus vratil ndhodny vektor. Ukazali sme,
7e ak vstupna formula ma m klauzul, tak ndhodny vektor splia m/2 klauzil, ¢o
znamend, ze uvedeny algoritmus je F[2]-aproximacny.

Hoci uvedené definicie 2.7 a 2.8 st podobné, nie si, ako vidno na nizie uvedenych
prikladoch, totozné.

Ratios (C;) =2  pre i=1,...,10
Ratios (C;) =50 pre i=11,12

E[Ratios(x)] =10
Prob|Ratioa(z) <2]=5/6 >1/2

Vela "dobrych", malo "zlych" spdsobi, Ze hoci je pravdepodobnost dobrej odpovede
slusna, stredna hodnota je zla.

Ratios(x) =11 pre 1000 behov
Ratiog(x) =1 pre 999 behov

11999

Prob[Ratioa(z) < 10] = % =0.499.. < 1/2

Ked je "dobrych" aj "zlych" skoro rovnako, pravdepodobnost dobrej odpovede moze
byt < 1/2, ale stredna hodnota je aj tak dobra.

Definicie st rézne, napriek tomu niec¢o o ich vztahu povedat mozme. Vychadzajac
z faktu 2.3 dostavame ako dosledok Lemu 2.4.



MaxCut

22 KAPITOLA 2. KLASIFIKACIA NAHODOU RIADENYCH ALGORITMOV

Fakt 2.3 Pravdepodobnost udalosti, Ze ndhodnd premennd x md hodnotu < 2FE[z],
je aspoti 1/2.

Lema 2.4 Nech § > 0, U optimalizacnij problém a B algoritmus, ktory ho riesi. Ak
algoritmus B je pravdepodobnostny E[0]— aproximaény, potom B je 20— aprozimacny.

Priklad 2.5 Uwvazujme problém Max-EKSAT, kde vstupom je formula ' v konjunk-
tivnej normdlnej forme, pricom kazdd klauzula md presne k literdlov; oznac¢me taky-
to "normdlny tvar” k-KNF. Opdt chceme vypocitat vektor, ktory spliia éo najviac
klawzdl.

Algoritmus RSAM vrdti nahodne zvoleny vektor x. Ak bude vstupom formula v tvare
k-KNF, tak pre Z;(a) = 1 < Fi(a) = 1 mdme E[Z;] = (1 —1/2%), z ¢oho zas pre
Zp =>.1"1 Z; mdme E[Zp] =Y E[Z;] = m(1 — 3¢). Ked?e OPT <m,

_ OPT(F m ok
BlRatio(F)] = E[Zir]) Sml-&) -1

a teda Algoritmus RSAM je E[2% /(2% — 1)]-aprozimacny.

Ukdzeme, Ze tento algoritmus je tieZ -aproximacny. K tomu potrebujeme

2k71
211
vyargumentovat, Ze aspori polovica ndhodngch vektorov spliia aspori m(1 — 2%1)
klawzul.

o E|Zp|=m(1-— 2%) znamend, Ze priemerny pocet splnenygch klauzil je m(l—zik)

L) - m+m(1—2k171)

o m(l— 5 2

o Ukdzeme, Ze keby viac ako 1/2 vektorov spliiala menej ako m (1 - 2%1) klau-
zil, nemohli by sme dostat priemer m(1 — 3).
Nech { je pocet tjch vektorov, ktoré spliiaji menej ako m (1 — 2%1) klauzuil;
u=2"—/{. Potom

(1 L) ezt i (o (1 ) ] o)
(1) < (em - 5] +uem)

z ¢oho £ < %2”
e Preto aspoti polovica behov musi spliiat aspori m(l — 2%1) klauzul.

Priklad 2.6

vstup:  neohodnoteny graf G = (V, E)
vystup:  rozklad (V1,Va) mnoZiny vrcholov V
cena:  cost(V1,Va)) = |EN (Vi x V3)]

ciel” max

UkdzZeme, Ze ndhodnd volba je E[2[-aproximacny algoritmus. Indikacnd premennd
bude pocital pocet hran rezu. Nech e = (u,v)

Y _ 0, wrcholy u,v nepatria do rezu, ale si spolocne v jednej z mnozin Vi, Va
° 7 1, hrana (u,v) patri do rezu
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Algoritmus 9 RC

Vi=Va=10
Vv € V ndhodne zvol 1 a V; «— V; Uwv
return (4, V3)

E[X.] = Problz.=1]
Problxz. =1] = Problu € Vi, v € Vo] + Problu € Va, v € V]
11 1 1 1
2272273
Takze
Elz.]=1/2
X => ., E[X]=|E|/2
ecE
E[Ratio] = ort < Bl =2
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Kapitola 3

Pravdepodobnostné zlozitostné
triedy

! Zamyslime sa nad formalnym vypoctovym modelom, ktory by bol adekvatnym
pre definovanie pravdepodobnostnych zlozitostnych tried. Celkom prirodzenym sa
javi obohatenie instrukénej sady TS o "hadzanie mincou"—pri programovani cel-
kom bezne vyuzivame RND-generovanie ndhodnych objektov z danej (kone¢nej)
usporiadanej mnoZziny dopredu urcenej velkosti. UkdZeme, Ze to nie je potrebné—
vystac¢ime s klasickym nedeterministickym Turingovym strojom, ktorému ale upra-
vime podmienku akceptécie.

Pre zjednodugenie budeme uvazovat tzv. Standardizovany TS

Definicia 3.1 (Standardizovany TS) Standardizovany Turingov stroj je nede- S$tandardizovany
terministicky TS M, ktory ma nasledujice vlastnosti Turingov stroj

1. v kazZdom kroku vypoctu mda M mozZnost vijberu z presne dvoch moznosti
2. c¢asovd zloZitost t(n) stroja M je konstruovatelnd
3. kazdy vijpocet stroja M na vstupe w je presne dlzky f(jwl)

Je zrejmé, ze k Tubovolnému NTS M, ktorého ¢asova zloZitost je konstruovatelné,
existuje ekvivalentny $tandardizovany TS M’:

e deterministicky krok nahradime dvomi ekvivalentnymi krokmi

e vyber z k moznych krokov nahradime postupnostou |logk]| 4+ 1 krokov, z
ktorych kazdy vybera presne z dvoch moznosti

e pridame pocitanie krokov

>

Zaujimaju nas efektivne vypocty, obmedzime sa preto len na polynomialne algorit-
my.

25
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Pravdepodobnostny TS(PTS) dostaneme zo §tandardizovaného, ked
— kazdy vypocet je dizky p(|z|)
— v kazdom kroku robime vyber nasledujiceho kroku pomocou fair-mince. Pri

fixovanom PTS je teda konkrétny vypocet uréeny vstupom z a postupnos-
tou nahodnych bitov y € {0, 1}z

Klasifikaciu pravdepodobnostnych tried dostaneme na zaklade podmienky akcepto-
vania. KedZe predpokladame, 7e kazdy vypocet na danom vstupe je rovnako dlhy,
pravdepodobnost, resp. pocetnost akceptovania/zamietania lahko ur¢ime spocita-
nim akceptujucich/zamietajicich vypoctov.

Z nejakého pohladu je aj nedeterministicky TS pravdepodobnostny; len s prav-

depodobnostou to nie je najlepsie... Slovo sa akceptuje, ked existuje aspon jeden
akceptujuci vypocet. To mozno definovat pomocou PTS M takto:

x€L < Prob(M(z)=1)>0

3.1 Trieda RP

Definicia 3.2 (Trieda RP) Monte Carlo TS M je Standardizovany TS polyno-
midlnej casovej zloZitosti p(n), pre ktory plati

1. welL = Pr[Muw)=accept]>1/2
2. w¢ L = Muw)=reject

Triedu jazykov rozhodovanych Monte Carlo TS oznacujeme RP(Randomized Poly-
nomial time)

Ak stroju dovolime robit chyby len v pripade, ked zamieta, dostaneme triedu co-RP.

Uvedomme si, ze RP st také problémy, ked vieme rychly algoritmus, ktory sa moze
mylit iba v pripade, ak méa vstupné slovo akceptovat. Kedze v pripade slova, ktoré
do jazyka nepatri, je kazdy vypocet zamietajuci, kazdy akceptujuci vypocet je 100%
akceptovanim.

Pravdepodobnost chyby € je v tomto modeli nanajvys 1/2. Je hodnota 1/2 pod-
statna? Lahko vidno, Ze nie.

Nahradme podmienku 1. v definicii 3.2 podmienkou 1”:

1. welL = PrMw)=uaccept]>e, 0<e<1

Potom plati:

IPapadimitriou: Computational Complexity

PTS
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Fakt 3.1 Ku kazZdému Monte Carlo TS N s

podmienkou akceptovania 1’ existuje ekviva-

lentny Monte Carlo M s podmienkou akcep- \
tovania 1.

Dokaz: Konstrukcia pozadovaného stroja je
jednoduchéa. Stroj M si zapamita vstup a
k-krat po sebe zopakuje vypocet povodného
stroja N. M akceptuje len vtedy, ak niektory z

k ciastkovych vypoctov akceptoval. >
k

Pri slovach, ktoré nie st z jazyka, sa M ne-

myli. Aby chybne odpovedal v pripade slova

z jazyka, musi vSetkych k vypoctov nesprav- .

ne skonéit s odpovedou re{ect. Preto je chyba
stroja M nanajvys (1 —¢)". ;

Ak chceme dosiahnut, aby (1 —e)* < 1, staci

zvolit k < [——A—.
og(1—2) /

Pravdepodobnost chyby, ktort chceme ziskat, moézme ohranicit aj pomocou poly-
noému. Dostavame alternativnu charakteriziciu triedy RP.

Veta 3.2 L € RP <= 3 polynom q a PTM M

rel = Prob[M(x):1]>Wlw‘) x¢ L = Prob[M(z)=1]=0
Dokaz:
Ak L € RP, potom staci zobrat ¢(n) = 2

Majme M z predpokladu vety. Vhodnym opakovanim vypo¢tu M a volbou kritéria
akceptovania dostaneme, ¢o chceme.
M;

e { simulécii algoritmu M
e M, akceptuje ak aspoi jeden z vypoc¢tov M (z) akceptoval

ak © ¢ L, tak M (x) nemoze akceptovat a Prob[M(x) =0] =1 v ¢ L

Podme odhadnut pravdepodobnost chyby r €L

Prob[My(z) = 0] = (Prob[M(z) = 0])" < (1 - q(|1:17|)>

Pre dost velké ¢ sa pravdepodobnost chyby dostaneme pod 1/2. Potrebujeme ale
vyargumentovat, Ze sta¢i, aby t bolo polynomidlne od |z|. Vyplyva to z jednodu-
chého faktu
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Monte Carlo TS je §pecidlnym pripadom polynomialne ohrani¢eného nedeterminis-
tického TS. Deterministicky polytime TS Tahko prerobime na $tandardizovany TS,
ktory je Specidlnym pripadom Monte Carlo stroja.

Veta 3.3 PC RP C NP

3.2 Trieda ZPP

Problémy z triedy RP sa mylia na vstupoch z jazyka, problémy z triedy co-RP zas
na vstupoch, ktoré z jazyka nie si. Ziaden pocet opakovani negarantuje, ze mame
100% spravnu odpoved.

Inak je tomu v pripade problémov z triedy RP N co-RP. Majme dva algoritmy A a
co-A, A typu RP a co-A typu co-RP. Pre algoritmus A je vZdy korektné pozitivna
odpoved, pre co-A zas negativna. Ak budeme striedavo spustat algoritmy A a co-A,
po k opakovaniach oboch je pravdepodobnost toho, Ze nemdme korektnu odpoved
mensia ako 27F. Mame vSak garantované, ze v kone¢nom ¢ase korektni odpoved
dostaneme.

+

Sme v inej situacii ako doteraz—mnevieme sice dopredu, kolko pokusov bude treba,
vieme vSak identifikovat, ked ich je dost. Algoritmy s uvedenymi vlastnostami st
tzv. Las Vegas algoritmy a prislusnu triedu problémov oznacujeme ZPP.

Definicia 3.3 (Trieda ZPP) ZPP =RP N co-RP

Veta 3.4 Pre lubovolnyg jazyk L si nasledovné dve podmienky ekvivalentné

1. L e ZPP
2. ezistuje Standardizovany TS M polynomidlnej casovej zloZitosti, ktorého kazdy
vypocet konci v stave Guccept, Greject alebo Gsiop. Pritom
—ak w € L tak V vipocet konci v stave Qaccept alebo Gsiop
- ak w ¢ L tak ¥ vgpocet konci v stave Greject alebo gsiop

— pravdepodobnost, Ze vypocet skonéi v stave gsiop, je nanajvys 1/2

Dokaz:

Pozadovany stroj M ziskame napr. takto: M simuluje RP stroj; ak RP stroj ak-
ceptuje, je to korektna odpoved, preto aj M akceptuje. Ak RP stroj zamieta, M
odsimuluje co-RP stroj; ak tento zamieta, odpoved je korektné a preto aj M zamie-
ta; v opafnom pripade zastane v stave gszop. Algoritmus neda korektna odpoved len
v tom pripade, ak ani jeden z RP a co-RP algoritmov nedal definitivnu—korektni—
odpoved. Preto Pr{M(w) = gsiop] < 1/4.

Lahko vidno, ze stav gstop je "zachytnym" v situécii, ked si stroj nie je isty. Mozme
ho teda bez nésledkov zamenit za stav, ktorym stroj "klame".
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Ak chceme ziskat RP stroj, ktory sa moze mylit ked hovori nie, staci v stroji M
nahradit stav gstop Stavom greject. Analogicky pre co-RP stroj, ktory sa moze mylit
pri odpovedi ano; staci nahradit stav gssop v M stavom ggecept- O

Polynomialne Las Vegas algoritmy davaju korektnu odpoved, ktoru s velkou prav-
depodobnostou ziskame v polynomiédlnom ¢ase. Su teda vel'mi uzito¢né v situdciach,
ked potrebujeme naozaj korektni odpoved.

P C ZPP C NP nco-NP

3.3 Trieda PP

Ak nechdme TS "rozhodovat vaésinou", a to aj velmi tesnou vécésinou, dostaneme
triedu PP.

Definicia 3.4 (Trieda PP) Jazyk L patri do triedy PP prdve vtedy, ak existuje trieda PP
polynomidlne ¢asovo ohraniceny standardizovany TS M, pricom

w € L < Pr[M(w) = accept] > 1/2
Prikladom jazyka, ktory patri do triedy PP, je MAJ-CNF, definovany nasledovne:
MAJ-CNF = {F(z1,...,2,) | 3 aspoir 2" ! (x1,...,2,) € {0,1}": F(x1,...,2,) = 1}

Ako PP stroj staci zobrat nedeterministicky stroj, ktory hada priradenia (x1,...,x,) €
{0,1}™ a akceptuje, ak F(z1,...,2,) = 1. Je zrejmeé, ze F € MAJ — CNF prave
vtedy, ak viac ako polovica vypoctov akceptuje.

Lema 3.5 NP C PP C PSPACE

Dokaz:

Polynomiélne ohraniceny TS vieme simulovat v PSPACE. Ak do simulacie priddme PP C PSPACE
pocitanie akceptujicich konfiguracii, priestorové zlozitost sa nezvysi (dizka binar-

neho zapisu # listov stromu hibky A je h)

Nech N je NTS polynomialnej zloZitosti p(n). Aby sme N "prerobili" na PP stroj M, NP C PP
musime, pre pripad akceptovania, zabezpecit dostatoéné mnoZzstvo akceptujucich
konfiguracii. Idea je velmi jednoduchd—pridame podstrom rovnakej hibky p(n),

ktorého vsetky listy akceptuja.

Stroj M

1. v pociato¢nom stave si nedeterministicky vyberie z dvoch moznosti qon, gar
2. zo stavu qon zacne simulovat N
3. zo stavu gy vytvara vypocty dizky p(n), ktoré vietky akceptuji.
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Ak w € L(N), tak # akceptujucich vypoctov M je aspont 14 2P("). To znamena, ze
PriM(w) = Gaccept] > 1/2 a stroj M korektne akceptuje. Naopak, ak w ¢ L(N), tak
# akceptujtcich vypoctov M je presne 27" preto PriM(w) = qaccept] = 1/2, €0 k
akceptovaniu nestaci a stroj M korektne zamieta. O

Vzhl'adom na to, Ze k akceptovaniu PP stroja staci, aby pocet akceptujicich vy-
poctov bol o 2 vacsi ako pocet zamietajucich vypoctov, je pravdepodobnost chyby,
ktorej sa moézme v tomto najhorSom pripade dopustit, % — ﬁ, kde p(n) je poly-
noém, ohranicujuci ¢asovu zlozitost PP stroja. V praxi sa teda dost tazko rozliguje,
aké vlastne je spravna odpoved.

Sme akoby v situécii, ked mame takd mincu, ktorej jedna strana pada s pravdpo-
dobnostou 1/2 + ¢ a druha s pravdepodobnostou 1/2 — € a my potrebujeme zistit,
ktora strana je ktora. Kolkokrat treba mincou hodit, aby sme si odpovedou boli
dostatocne isti? Vyuzijeme nasledujici fakt.

Fakt 3.6 Nech x1,...,xN su nezdvislé ndhodné premenné, ktoré nadobidaji hod-
notu 1 resp. 0 s pravdepodobnostou p, resp. 1 —p. Nech X = Zi\il x;. Potom pre
0<oe<1

Pr[X > (14 ©)pN] < 397N (3.1)

Ak vo vztahu (3.1) dosadime p=1/2—ca © = %, mozme pravdepodobnost
i—¢

2
toho, ze X = Efvzl x; > N/2 odhadnut hodnotou e 35N To teda znamena, ze
ak chceme urcit, ktoré strana mince pada s pravdepodobnostou % + ¢, staci spravit
N = 5% pokusov a zobrat tu, ktora padla castejsie. Pravdepodobnost chyby v tomto

pripade bude e~ 6.

Co to hovori o PP stroji? Predpokladajme, ze sme PP Standardizovany stroj spustili
opakovane N-krat. Nech z; = 1 prave vtedy, ak odpoved i-teho behu bola zamie-
tavd. KedZe v najhorsom pripade moéze nastat? ¢ = 277(") potrebovali by sme
N = Eiz = 22(") %o je exponencidlny pocet opakovani. To nie je prili§ realisticke...

3.4 Trieda BPP

Namiesto rozhodovania vicsinou zavedieme rozhodovanie jasnou vécs§inou—aspon
tri Stvrtiny vypoctov sa musia zhodnut na vysledku.

Definicia 3.5 (Trieda BPP) Jazyk L patri do triedy BPP prive vtedy, ak existuje
polytime Standardizovany TS N taky, Ze pre kazdy vstup w

1. ak w € L tak aspori 8/4 vypoctov stroja N si akceptujice
2. ak w ¢ L tak aspoti 3/4 vgpoctov stroja N si zamietajice

Trieda BPP zostane nezmenend, ak namiesto 3/4 vezmeme [ubovolnu konstantu
p, 1/2<p<1.

Existuju dovody sa priklanat k nazoru, ze BPP = P. Preco?

— problém testovania prvociselnosti, ktory bol dlho kandidatom na separéciu
viacerych tried, a ktory bol ukdzkovym prikladom problému z BPP, sa ukazal
byt z P

— pravdepodobnost chyby vieme rozumne zmengovat (Veta 3.8)

2p je polynom ohrani¢ujuci ¢as PP stroja
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— problémy z BPP maju polynomiélne obvody (Veta 3.8), preto je nepravdepo-
dobné, aby NP C BPP.

Veta 3.7 L € BPP vtedy a len vtedy, ak pre kaZdy polynom p existuje Standardizo-
vany TS rozhodujici L s polynomidlnou casovou zloZitostou a s pravdepodobnostou
chyby nanajvijs (%)p(")

Doékaz: Ak $tandardizovany TS mé pravdepodobnost chyby < (%)p("), tak splha
definiciu BPP stroja.

4

Predpokladajme, ze L € BPP a M je ten Standardizovany stroj, ktory akceptuje L s
pravdepodobnostou chyby ¢ < 1/2. Konstrukcia pozadovaného stroja N je zalozena
na vhodnom pocte nezavislych opakovani vypoctov stroja M.

Oznatme § = (1 — ) pravdepodobnost toho, Ze vypocet je spravny. K danému
polynému p(n) vezmime polynoém ¢(n) tak, aby

1 1
5 a(n) +1) > e pln), (4=0)° < 3
Vhodnost takejto volby bude zrejma neskor...
Stroj N popis N

1. vypocita m < 2¢(n) + 1 a nastavi si po¢itadlo akceptujucich vypoctov
Caccept < 0

2. 2¢q(n) 4 1 krat simuluje vypocet M (w), pricom si v Cgecepr udrziava aktualny
pocet akceptujicich vypoctov

3. ak po skonceni je caecepr > q(n), N akceptuje, inak M zamieta

Je zrejmé, ze Casova zlozitost popisaného stroja N je polynomialna. Ostava ukazat,
ako je to s pravdepodobnostou chyby.

Pravdepodobnost toho, Ze prave j vypoctov dd spravnu odpoved, je (’?)53'5’”” )
Pravdepodobnost toho, Ze stroj nedd spravnu odpoved, je rovna pravdepodobnosti,
ze ju da nanajvys ¢(n) vypoctov. Preto

q(n)
Prichyba] = Z (m)djsmj

=0 \J
q(n) m _ _
< (5m/2-5m/2-z<j) J[6>e = §emTI < gmI2m/?
§=0
< 6m/2 . 6m/2 . 9m

= 4-¢e- 5)m/2
Vzhladom k volbe ¢, ¢(n) dostavame

1 m/2c 1 p(n)
Prlchyba) < (4e6)™/? < (5) < (5)

<

Dokaz mozme spravit vyuzitim toho, ¢o uz vieme. V Casti 2.2.3 sme pre algoritmy s
ohranicenou chybou ukazali, ze ak opakujeme BPP algoritmus ¢ krat a rozhodneme
vagsinou (Algoritmus A,),

Pr{Ay(z) = F(z)] > 1— (1 —4¢%)!/?
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Pritom pre povodny algoritmus A platilo, ze Pr[A(x) = F(z)] > 1/2+e¢. V pripade
BPP je ¢ = 1/4. Chceme teda urcit ¢ tak, aby

1 p(n) 3 t/2
i S (1 —ae2\t/2 _ (2
(z) =0 ()

~ log4/3

A teraz ukdzeme vztah BPP a polynomialnych obvodov?.
Veta 3.8 Ak L € BPP, tak L md polynomidlny obvod.

Dokaz: Skor, ako prejdeme k dokazu, si uvedomme, ze keby ten polynomialny obvod
bol uniformny, tak vzhladom na vztah* uniformnych polynomialnych obvodov a
triedy P by sme mali, Ze BPP = P; obvod nebude uniformny, jeho konstrukcia nie
je efektivna.

L € BPP znamen4, ze existuje PT'S M rozhodujuci jasnou vé¢sinou—aspon 3/4 vy-
poctov hovoria korektne. Nech p(n) je Gasova zlozitost M. Ak by sme PTS M pridali
postupnost « ndhodnych bitov popisujucu vysledok hadzania mincou pri vypocte
na slove z, popiseme konkrétny—deterministicky—vypocet M (x,«) tohto stroja.
Ak nés tento vypocet dovedie k spravnej odpovedi, bola volba « "vhodna". Dokaz
spociva v argumentéacii o existencii takej malej mnoziny takychto postupnosti, ktora
je "vhodna" pre vietky vstupy rovnakej dizky.

Uvazujme

e postupnost nahodnych bitov A, = (ay,...,am), m = 12(n+1), a; € {0,1}7(")
e vstup z dizky n

e obvod C, ktory paralelne simuluje M (z, ay), ..., M(x,a,,) a potom rozhodne
vacsinou.
(x,a,) (x,a,) (xa)
Lema 3.9 poskytuje korektnost nasej o)
konstrukcie. p(n)| """"

Polynomialita C' vyplyva zo simulécie
TS na obvodoch; pre T'(n)-Casovo ohra-
ni¢ny TS je simulujici obvod velkosti
O(T(n)).

Lema 3.9 Vn > 0 34, mnoZina m = 12(n + 1) p(n)—bitovych retazcov takijch, Ze
Vo € {0,1}™ menej ako 1/2 a; vedie k nekorektnej odpovedi M (x,a;).

Dokaz: Potrebujeme ohranicit pravdepodobnost toho, ze Va € {0,1}" je viac ako
polovica a; v A, "dobra". Vzhladom k tomu, ze stroj M je BPP, Vz € {0,1}" je

3Kapitolka o obvodoch sa nachadza v appendixe
4L € P & L ma uniformny obvod polynomialnej velkosti.
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nanajvys 1/4 z a; "z1a". Volili sme nezavisle, preto oc¢akavany pocet zlych volieb je
m/4. Vyuzitim Chernoffovho odhadu dostdvame (pre vsetky x)

1

Pri# zlych >m/2] <e 12 < il

Pravdepodobnost toho, Ze existuje vstup x, ktory nemd v A, akceptujuce a;, je

nanajvys 2" - = 1/2. Preto ma nahodne zvolené A, s pravdepodobnostou

2n+1
aspoii 1/2 pozadované vlastnosti. O
pI2(n+) s i
2 moznosti A, e S, je mnozina tych, ktoré nedaju pre x
korektnu odpoved podla vicSiny;

212(n+1)p(n)
o [Su] <

912p(n)(n+1)

o D18 <2 <2ty

Méame teda moZnost pre "dobré" A, aj ked ho efektivne (v polynomialnom case)
nevieme hladat.

Zrejme
RP C BPP C PP

Prehl'ad vztahu medzi jednotlivymi triedami poskytuje nasledujica schéma; znakom
— je znazornend inkluzia.

/ RP —» NP \
P—»ZPP — > NPNcoNP  BPP —»PP —» PSPACE

“ITTRE

co-RP ——» co-NP

3.5 Zdroje ndhodnych postupnosti/bitov

Triedy RP a BPP st zaujimavé triedy problémov, ktoré viak vyzaduju existenciu
dobrého zdroja nédhodnych ¢isel. Co ale povazujeme za dobry zdroj ndhodnych
Cisel?

Definicia 3.6 Perfektny zdroj ndhodnych bitov je ndhodnd premennd, ktorej hod- perfect
notami si nekonecné postupnosti x1,xa,... € {0,1}* bitov také, Ze source

Y(y1,.-.yyn) € {0,1}" Prlz; =y;,i=1,...,n]=2""

Inymi slovami je to taka nekone¢na postupnost, kde kazdy prvok z; moZno pova-
zovat za vysledok nezavislého pokusu, pricom Pr[z; = 1] = Prjz;] = 0 = 1/2.
Vyzadujeme teda

random



o-random source

25AT-random
walk
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e nezavislost—pravdepodobnost x; = 1 nezavisi od x1, ..., x;_1; vysledok i-teho
hodu mincou nezavisi od vysledkov predchadzajicich hodov

e "fairness"—minca musi byt korektna; pravdepodobnost z; = 1 musi byt pres-
ne 1/2

Podstatné je nezavislost pokusov, pretoze korektnost vieme obist. Uvazujme po-
stupnost X = x1,... bitov, ktora je vysledkom hédzania nekorektnou mincou. Po-
mocou tejto postupnosti vieme vyrobit ndhodna postupnost, v ktorej Pr[x; = 0] =
Prixz; = 1] = 1/2, takto:

e rozdelime postupnost X = x1x2324 ... nabloky dizky 2; X = (1, 29), (x3,24), ...

e vypustime bloky 00, 11
e vo vzniknutej postupnosti nahradime 01 ~» 0, 10~ 1

Nepotrebujeme vediet pravdepodobnost p, sta¢i, aby 0 < p < 1 bola nemenna.
Kol'ko pokusov nekorektnou mincou staci, aby sme dostali "korektni" postupnost

. . 2
dlzky n? Ocakivana dlzka je T
probability. 3
Zda sa, 7ze fyzikdlne zdroje majua problém s nezavislostou. Co sa stane, ak od nej
upustime?

" kde ¢ = p® + (1 — p)? je tzv. coincidence

Definicia 3.7 Nech 0 < ¢ < 1/2 a funkcia p : {0,1}* — (6,1—7). d-ndhodny zdroj
Sp je nahodnd premennd-nekonecnd postupnost ndhodnijch bitov, pricom pravdepo-
dobnost, Ze prugch n bitov ma Specifické hodnoty y1,...,yn, je

[T ety yi) + (L= ) (1 = pys, -, pi1)))

=1

Pravdepodobnost, ze i-ty bit=1 je p(y1,...,yi—1), ¢o je ¢islo medzi 6 a 1 — 4, lubo-
volne zavislé od prvych (i — 1) hodnot.

%—néhodny zdroj je perfektny zdroj, pre 6 < 1/2 hovorime o slightly random zdroji.
Takéto slightly random fyzikilne zdroje existuju, zda sa vsak, ze pre pravdepodob-
nostné algoritmy nie sd(priamo) vhodné. Ak méame MC algoritmus a § < 1/2,
potom algoritmus moze prili§ ¢asto klamat.

Priklad 3.1 Uvazujme splnitelnost 2SAT—pre vstupni formulu F(x1,...,2,) v
25AT(kazdd klauzula md presne 2 cleny) sa pytame, ¢ je splnitelnd. Algoritmus
je jednoduchy—riesenie hladdime ndhodnou prechddzkou po priestore potencidlnych
riesent.

Algoritmus 10 2SAT-random walk
zvol priradenie o nahodne
if F'(a) =1 then return("splnitelna")
else if ani jedna klauzula v F'(«) nie je splnend then return("asi nesplnitelna")
else
v nesplnenej klauzule ndhodne zmen priradenie jedného z literalov 0 < 1
opakuj nanajvys r krat
ak ani po r "zmenéch" priradenie nie je spliiajice, return("asi nesplnitelna")

Pri analyze algoritmu vyuzijeme nasledujicu lemu:

Lema 3.10 Nech X je ndhodnd premennd s hodnotami z N, potom Yk > 0
PriX > kE[X]] < 1/k



3.5. ZDROJE NAHODNYCH POSTUPNOSTI/BITOV 35

Doékaz:Nech p; oznacuje pravdepodobnost, Ze x = i. potom

:Zipi: > ipi+ Y ipi > kE[X]|Prlz > kE[2]]

i<kE[X] i>kE[X]

> Pr[X > kE[X]]

el

d

Lema 3.11 Ak vstupnd formula F je splnitelnd, potom pre r = 2n? je pravdepo-
dobnost, zZe Algoritmom 3.1 ndjdeme spliiajice priradenie, aspor 1/2.

Dokaz: Ukazeme, Ze strednd hodnota ocakavaného po¢tu vymen /preklopeni, ked sa
pociatocné priradenie « li&i od spliajiceho v i bitoch, je n?. Na zaklade lemy 3.10 to
potom znamené, ze ak je formula splnitelna, 2n? opakovani staéi, aby sme spliajuce
priradenie nasli s pravdepodobnostou asponn 1/2.

Predpokladajme, Ze formula je splnitelnd a kvoli jendoduchosti fixnime jedno
splhajice priradenie 7. Oznaéme t(i)—otakavany pocet vymen/preklopeni v pri-
pade, ked’ zaciato¢né priradenie o sa od T 1i& v i bitoch.

e {(0) = 0; uvedomme si, ze 0 moézme dostat aj vtedy, ak na zaciatku sa o lisi
od T-formula moze maf viacero spliiajucich priradeni

e zmena priradenia hodnoty literdlu v klauzule = V y sposobila, ze v T je aspon
jeden z literdlov x,y true;

i) < S (= 1) + 4+ 1) +1

()

t(n) <t(n—1)+1

e nahradime nerovnosti rovnostami, ¢o odpoveda tomu, Ze zabudneme, Ze st
aj iné splhajuce priradenia a ze sa T a T moézu lisit v oboch literaloch—nie
jeden, ale oba literaly v = V y maja byt true®

z(0)= 0
z(i)= L((i-D+a@+1)+1 pa(i)>t()
z(n)= an—-1)+1

Yiee(®) = (@(0)+2(2)+1
+ P (z(1) +2(3))+1
+ 5 (2(2)+x(4)+1

: x(l) =

x(2) =

+ 3lztn-2)+ =z(n) +1 L

—— x(i) =

(n)
ISHE 5 :E()+(n—1)+1/2

2(0) + 2(1) +2(n) = Tz(1)+ (m— 1) +1/2

e 1(i) < z(i) < x(n) = n?, preto otakavany pocet krokov je < n?

Suvedomme si, Ze to len zvysi ¢(i)

2n —1

4n — 4

2in — i?
n2
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Ked7e otakavany pocet vymen/preklopeni pre najdenie T je nanajvys n?, tak
Prli >2n% <1/2

Ak F je splniteln4, tak s pravdepodobnostou vi¢sou ako 1/2 najdeme T pocas 2n?
krokov. O

Nech by 2SAT malo jediné splhajtce priradenie T. Definujme p tak, ze S, sposobi,
7e prekopime vzdy ten literal, ktory suhlasi s T, s pravdepodobnostou 1 —

e zoberme §-nédhodny zdroj S, s § < 1/2, potom (mozno) potrebujeme expo-
nencialne vela krokov, aby sme nagli 7'
e keby p’ = 1/2, bolo by to fajn

e slabo nahodny zdroj S, je akoby protivnik, ktory minimalizuje na§ Gspech

Napriek tomu, ze d—nadhodny zdroj nemdzme pouzit ako zdroj ndhodnych bitov,
mozme ho pouzit na simuldciu pravdepodobnostného algoritmu s iba polynomial-
nym spomalenim.

Definicia 3.8 Nech N je §tandardz'zoyany’ TS, jednotlivé volby si 0-syn, 1-syn. V-
pocet je uplny bindrny strom N (z) hlbky n := p(|z|).

e Nech 0 < 0 < 1/2. d—priradenie F je zobrazenie z mnoZiny hrin N (z) do
intervalu (0,1 — §) také, Ze pre kaZdy vrchol je F(0-syn) + F(1-syn) =1

(randomizovany algoritmus s §—ndhodnym zdrojom )

o ( je list; Pr{l] = l,cpF'(a), kde P({) oznacuje cestu z koreria do listu ¢

o PriM(z) =" +"|F] = Z )

s odpovedou +

Jazyk L € 6—RP, ak existuje vyS8ie popisany pravdepodobnostny stroj M s ¢-
nahodnym zdrojom tak, ze V§ — priradenie F’

x€L= PrM(z)="+4"|F] >1/2

x¢ L= PriM(z)="+"|F]=0

Jazyk L € 0—BPP, ak existuje vys8ie popisany pravdepodobnostny stroj M s 6-
nahodnym zdrojom tak, ze V§ — priradenie F’

x€L= PrM(z)="+"|F] >3/4

x¢ L= PrM(z)="-"|F]>3/4

Zrejme

e 0—RP=0-BPP=P
pravdepodobnost listu moze byt 1, preto vSetky listy musia hovorit rovnako

e 1/2RP —RP  1/2-BPP —BPP
kazda hrana ma pravdepodobnost 1/2
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Co ak 0 < § < 1/2? Ukézeme, 7e 6 — BPP = BPP.
§ — BPP C BPP  Zrejme § — BPP C BPP.

37

BPP C § — BPP Budeme predpokladat (preco mézme?), ze pravdepodobnost chyby BPP stroja N je

nanajvys 1/32. Nech z je vstup a p(|z|) je hibka N(x).

3logn+5
o n = p(|z|) k= [Ww

e blok je postupnost k bitov, ktoré vnimame ako zapis binarneho ¢isla

e inner product

nech k£ = (K1, ...,6), A= (A1,..., \), ﬁ-Aszzlfii)\i mod 2

e (3, resp.(; bude oznacovat k-bitovy refazec, ktory je vystupom d-nahodného
zdroja S,. Nemozme to pouzivat priamo ako perfektne ndhodny retazec, ale

vyuzijeme ho na "oklamanie nepriatela".

2k

e Idea simulicie je nasledovni: Budeme AN
simulovat 2% vypoétov N(x), pri¢om roz-
hodovanie budeme robit deterministic-
ky, podl'a predvypocitanych "pseudoné-
hodnych" retazcov. Na zaver rozhodne-
me vacsinou. >

e Nech §; je k-bitovy vystup d-ndhodného

zdroja S, j nech je bindrne zapisané re-
tazcom dlzky k. Potom i-ty krok j-teho \[/ %

vypocCtu sa rozhoduje podla ;- j >
e as O(n - 2%) = O(h(|z])), kde h je po- l
lynom.

stroj rozhoduje vacsinou

j-te viakno simuluje
vypocet

N((B, 3.8, 3---B,1)X)

Podme odhadnut pravdepodobnost chybnej odpovede popisaného stroja Ns. Po-
stupnost bitov, ktora vedie ku korektnej odpovedi, je "dobra"; ked vedie k ne- odhad chyby

spravnej odpovedi, je "zla". Ozna¢me mnozinu "zlych" postupnosti B.

Aby sme

ohranicili pravdepodobnost chyby, potrebujeme odhadnut, kolko z nami pouZzitych

2% postupnosti vedie k nespravnej odpovedi.
Podl'a nésho predpokladu o chybe BPP je |B| < 752"
Vo vypoc¢te pouzivame postupnosti bitov
T={p-Z.. .02 Z=0,1,...,28-1}
Pravdepodobnost chyby Ny je Pr[|T N B| > 1|T|/2].
Veta 3.12 Pr[|TNB| > 1|T|/2] < 1/4
Dokaz: Definujme

bias(B; - Z) = (Pr|B; - Z = 1] — Pr(B; - Z = 0])*

potrebujeme, aby dostato¢ne vela bitov ostalo nevychylenych. Ohrani¢ime prie-

merny bias
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2k71

— najskor ukdzeme sivis medzi bias a coincidence probability aef- Z p[ﬁ]z,
B=0

kde p[0] je pravdepodobnost, ze §-nahodny zdroj S, vygeneruje prave 3.

— potom ohrani¢ime tu pravdepodobnost
_ 2k 1
Lema 3.13 — Z PriBi-Z=1]-Pri3i-Z=0))%= Z p[B)
Z=0

=0

Dokaz: VyuZijeme, ze Pr(3-Z =0]—-Pr|3-Z =1] = 22 _1( 1)%%p[3]. Preto

2

2k 1 2k—1 [2F—1
SPrpi-Z2=1]-Pr[p-Z2=0)°=>_ | D (-1)"7p[g]
Z=0 Z=0 \ =0

2k _192F_1 2k_1 2k

Yo P +2> ] Y (—1)PER [ p[0) =

Z=0 B=0 Z=0 B1,82=0
2k _12F_1 2k 1 2k 1 2k_1
oY plBP+2 > plBpls] Y (—D)FEE = 9k Z
Z=0 B=0 B1,82=0 Z=0

0

Ohranicenie coincidence probability bloku:

Lema 3.14 Ak (3 je blok (dizky k), ktory je vijstupom §-ndhodného zdroja Sp, potom

2k 1
S plA < (87— (1—6)2)F
B=0
Dokaz: Majme blok 8 = (z1,...,xx) s pravdepodobnostou p; vygenerovania x; =

1. Uvazujme taky blok 3, ktory sa od 5 1i5i len v tom, ze x; = 1 ale x} = 0. Ked
rozdelime sumu na dve Casti podla x;, dostaneme vyraz tvaru

Ap? + A(1 — p;)?

Tento vyraz dosahuje maximum, ak sa p; a (1 — p;) lifia ¢o najviac; polozme teda
pPi = 0.
2k —1

>l <Z()52Z =0T = (8% 4+ (1 - 9))"

B=0

biased/unbiased Na zéklade liem 3.13 a 3.14
bity
e maximalne vychylenie(bias) bitov j-teho poschodia je 2% (62 4 (1 — 6)2)*. Bit
B; - Z nazveme biased(vychijlenyj), ak bias(3; - Z) > 1/n?; inak je bit nevychy-
leng(unbiased).

e lahko vidno, Ze nevychyleny bit mé pravdepodobnost toho, Ze je 1, medzi
_ 1

1
PR R

e pocet vychylenych bitov j-teho poschodia je nanajvys n22%(6% + (1 — 6)2)*
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e celkov pocet vychylenych bitov je nanjvys n32%(62 + (1 — §)?);

3logn+5

P2 (0% + (1 0)")" = 2" (1 — 20+ 20%) 220 =

1

_ 2\ 3log n+5
ok 3olog(1-20+26%) L2810 < 69ky39-3logn=5 _ ok =5 _ ok, =

e Uvazujme postupnost 31 - Z,...,8, - Z € T. Nazveme ju vychylenou, ak vychylend  po-
obsahuje asponi jeden vychyleny bit. Mnozina T sa rozpadne na dve T = stupnost (biaso-
BUU, pricom B obsahuje vychylené(biasované) postupnosti a U nevychyle- vand)
né(unbiased). B < n32F(62 + (1 —6)2)F < 2%/32

BBt = > > [[Pribi=t)

t1..tn, €T by...b,eB =1

2k/324+ > N ﬁPr[bi:t+i]

<

t1..tn, €U by...b,eBi=1

1 1\?

< 2K/39 -+ —
<wme Y (345)

t1...tn €U by...b,, EB | ,

e/2n

< 2k/32 427 .2k/32e2 = 2(1 4 ¢) < L2k = |T|/8

Mame teda E[|BNT|] < 1/8, preto podla lemy 3.10 Pr[|[TNB| > 4- %'] <1/4

Doésledok 3.15 V6 >0 RP=4§— RP

bpre 0 < e < 1jelog(l —¢) < —¢
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Kapitola 4

Metody tvorby
pravdepodobnostnych
algoritmov

Analyzou existujucich pravdepodobnostnych algoritmov mozno "vytiahnut" niekol-
ko meto6d, ktoré sa pri ich navrhu vyuzivajua. Casto ide o kombinéciu, niekedy moz-
no algoritmus vnimaft optikou viacerych met6d. Zatneme kratkym sthrnom metod,
ktoré potom podrobnejsie rozvinieme a odilustrujeme na prikladoch v nasledujicich
podkapitolach.

Eliminacia protihraca je v podstate metoédou vyhybania sa najhor$im pripadom.
Ked méame deterministicky algoritmus, vstup pre najhorsi pripad pre ten-
to konkrétny algoritmus sa vicSinou konStruuje pomerne jednojednoducho.
Pravdepodobnostny algoritmus je vlastne mnozinou deterministych algorit-
mov(ked k vstupu pridame postupnost ndhodnych bitov). Ked teda chcem
zly vstup, mal by byt zlym pre dostatocne vela tychto algoritmov. D& sa
oCakavat, ze toto nie je vzdy moZné.

S takymto pristupom sme sa uz stretli.

V pripade zistovania rovnosti dvoch vzdialenych databéz (reprezentovanych binar-
nymi refazcami) bola mnoZzina deterministickych algoritmov urfend mnozinou pr-

vocisel: porovnanie x . y sme nahradili porovnanimj x mod p = y mod p, kde
Prim(n?) —(n—1) ) 2Inn
Prim(n?) N

p € Prim(n?). Vieme, 7e aspoi -tina odpovedi je

korektné.
~» nahodna volba prvocisla vedie k velkej pravdepodobnosti korektnej odpovede;
algoritmus je korektny na takmer kazdom vstupe

Algoritmus QUICKSORT je prikladom, ked viaceré deterministické stratégie sa lisia
volbou pivota, pri¢om
— kazda dava korektnu odpoved
— kazda je efektivna na vicSine vstupov
T(1)=0, Tn)=n—-14+T(A<)+T(As)
Videli sme, Ze nahodna vol'ba pivota viedla v oakavanom pripade k zlozitosti radovo
rovnej dolnému odhadu—O(n logn)

Metoda svedkov je vhodnéa pre také rozhodovacie problémy, ked nas zaujima, i
dany vstup mé alebo nemé nejaka vlastnost V' (napr. ¢ to je prvocislo).

41

Elimindcia pro-
tihraca

R, R x=y

QUICKSORT

Metoda svedkov
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K pouzitiu metody je dolezité, aby sme mali

e vhodnu definiciu toho, ¢o je to svedok. Je to nejakd dodato¢na informécia W,
ktora pomaha urcit, ¢i skimana vlastnost plati alebo nie

V'~ prvociselnost W~ delitele
e dostatocne vel'ku efektivne kongtruovatelnt mnozinu kandidatov, medzi kto-
rymi je-v pripade existencie—dostato¢ne vela svedkov

Pri prvoéiselnosti st kandidatmi p € Prim(n?); je ich asponn Prim(n?)-(n — 1).
Pravdepodobnost, ze ndhodne zvoleny kandidat je svedok je

2
1:7—571—1)>1_1nn2

n

Inn?

Nemame algoritmus, ktory efektivne hlada svedkov. Zoberme prehladavanie od
najmensieho prvocisla. KedZze "zlych" prvocisel je nanjavys n — 1, po n pokusoch
urcite skonc¢ime. ZloZitost takéhoto pristupu je vSak 4nlogn, ¢o je vela. Preco
nevieme garantovaf ni¢ lepsie? Lebo kvoli istote potrebujeme k + 1 pokusov pre
vstup (z,y) taky, ze Num(xz) — Num(y) =p1-pa-... Dk

Pre pouzitie metody svedkov st teda vhodné také typy tuloh, ktoré spliaji nasle-
dujtice podmienky

e existencia svedkov

e efektivna konstrukcia kandidata—+test, ¢i je alebo nie je svedkom
e mnozina kandidatov bohata na svedkov

Metdda odtlackov je vlastne Specidlnym pripadom metody svedkov. Pouziva sa,
ked nas zaujima rovnost/ekvivalencia nejakych komplexnych objektov.

1. Vezmeme mnozinu M vhodnych zobrazeni tuplnych reprezentacii do ¢ias-
to¢nych reprezentacii (napr. N — Prim(n?))
h — random(M)

2. vypocitame redukované reprezentacie h(O1), h(O2); tomu sa hovori od-
tlacok /stopa/fingerprint

3. porovname skratené reprezentécie
if h(0O1) = h(O3) then return("ekvivalentné")
else return ("nie su ekvivalentné")

K tspe$nému pouzitiu potrebujeme
e h(O) efektivne pocitatelné
e porovnanie h(O;1) = h(O3) efektivne vypocitatelné

e existenciu kandidatov/svedkov v M, ktoré potvrdzuja, ze O # Oq

Neprekvapi, Ze mame tradeoff medzi dizkou h(O) a pravdepodpobnostou ko-
rektnej odpovede.

Nahodna vzorka/Random sampling vyuzivame v situdcii, ked nevieme hladat
objekty danych vlastnosti ale vieme, Ze ich je vela. Potom nadhodne vybrana
mnoZina kandidatov by s velkou pravdepodobnostou mala hladany objekt
obsahovat.

Tato pravdepodobnostnd metdda je zaloZena na dvoch jednoduchych faktoch:

Fakt 4.1 Ku kazZdej ndhodnej premennej X ewistuje hodnota, ktord nie je men-
Sia (vacsia) ako E[X]
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Fakt 4.2 Ak pre ndhodny objekt je pravdepodobnost, Ze md nejaki vlastnost, nenu-
lovd, potom existuje objekt, ktory tuto vlastnost md.

ZvySovanie uspesSnosti opakovanim je realizované znizovanim pravdepodobnos-
ti chyby nezéavislym opakovanim behov, resp. len ich casti, na tom istom
vstupe

Optimizacia a ndhodné zaokrihl'ovanie Niekedy je optimalizacny problém taz-
ky na mnozine diskrétnych vstupov, ale jeho riesenie na R je efektivne (napr.
linedrne programovanie). V tejto situécii problém Casto rieSime tak, Ze rela-
xujeme od diskrétnych hodnot, vyrieSime problém v redlnych ¢islach a ziskané
rieSenie vhodne zaokruhlime. (V aprox alg—primal-dual metoda pre ..)

Kapitolou samou o sebe je derandomizéicia—prehladny a efektivny pravdepodob-
nostny algoritmus "derandomizujeme" na determnisticky; vic§inou simulovanim
vSetkych moznych behov pravdepodobnostného algoritmu.

4.1 Eliminacia protihraca

V tejto Casti sa budeme venovat metdde eliminécie protihraca. Sustredime sa na
konstrukciu triedy deterministickych algoritmov pre ktoré plati, ze pre kaZdy vstup
je vacsina z nich efektivna. Nahodna volba jedného z nich je potom s velkou prav-
depodobnostou pre konkrétny vstup efektivna. Aplikujeme na dva priklady.

Pre problém haSovanie ukidzeme, ze

e ku kazdej haSovacej funkcii existuje zly vstup

e existuje trieda haSovacich funkcii H taka, Ze pre kazdy vstup S a ndhodnu
hagovaciu funkciu h € H, je h(S) "dobre" rozlozené

Pre problém planovania ukidzeme, ze pravdepodobnostny algoritmus dava kvalita-
tivne lepSie riesenie ako I'ubovolny determinsticky algoritmus.

4.1.1 HaSovanie

UvaZzujme problém data managementu, ked podla klaca k hladame v Struktire
T. Operacie, ktoré potrebujueme realizovat, sit—Search(T k), Insert(T k), Dele-
te(T,k). Ide o implemntaciu tzv. slovnika, ked na implementaciu mnoZziny objektov
pouzijeme tabulku spolu s vhodnym haSovanim.

e tabulka T s priamym pristupom, 7' = {0,1,...,m — 1}
e univerzum U = {0,1,...,d}; |[U| >> |T|

e zaujima nas takd haSovacia funkcia/zobrazenie h : U — T, pre ktora je
S C U,|S| = n, a pritom vyZzadujeme, aby S bola "dobre rozlozena v T":

v priemere % = I prvkov zahaSovanych do jednej bunky/hodnoty

e nech b-ta bunka méa zoznam ¢ prvkov zahaSovanych na hodnotu b; potom pre
zlozitost realizacie jednotlivych inStrukcii plati — najhorsi pripad ¢, expected
£/2

opakovanie

zaokrihlovanie

hasovanie

on line plinova-
nie
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Coo vyzadujeme od zobrazenia h?
— déa sa efektivne vypocitat
— pre vicsinu S C U prvky "rovnomerne rozhadzuje"; inymi slovami
T@)={acS|ha)=i} = [|=0 (%)
Uvedomme si, Ze ni¢ lepsie ako "pre vacsinu S" Zziadat nemodzeme, nakolko
pre S = Uy, = {a € U | h(a) = i} sa cela mnozina S zobrazi do jednej
bunky...

Lema 4.3 Nech U = N, T = {0,1,....m — 1}, n € N*, h : U — T spliia:
Prlh(z) =1i] = L. Potom

e ocakdvany pocet prokov v jednej bunke je - +1

e ak n = m, potom Prlviac ako jeden prvok h(x) =1] < 1/2

Dokaz: Vezmime S = {s1,...,s,} ndhodne z U

1 . 1, ak h(Sl) = h(Sj) =1
Xi4(5) _{ 0, inak

E[X] ] = Pr[h(s;) = |Pr[h(s;) =] = L

m2
Ohranic¢ime pocet kolizii v [-tej bunke

1 n(n—1) n?
n_ 1 _ _
BXI= 2 BIXGI= 2 = T <o
1<i<j<n 1<i<j<n
n=m = E[X'<1/2
Nech k prvkov z S ide do [-tej bunky; potom méame (g) kolizii

2 k(k—1 k—1)?
UIEES EX'| = ( ) > ( ) z ¢oho upravou 21k
2m? 2 2 m

a

Ak je teda n ~ m, tak oCakavana zlozitost je O(1). Realne data ale nie st velmi
rovnomerne rozlozené...

K jednej hagovacej fukcii sa zly vstup konstruuje Tahko. Budeme preto pouZzivat
rozummnu mnozinu haSovacich funkcii a ndhodny vyber; to konstrukciu zlého vstupu
skomplikuje...

Definicia 4.1 Nech H je konecnd mnozina hasovacich funkcii zU do T = {0,1,,...,m — 1}.
Hovorime, Ze H je univerzalna trieda funkcii, ak Y,y € U,z # vy, plati
|H|
[{h e H | ha) = i)} < T

O tom, ze univerzalna trieda haSovacich funkcii je definovand rozumne, hovori na-
sledujiica veta.

Veta 4.4 Nech S C U, |S|=n, T ={0,1,,...,m — 1}, H je univerzdilna trieda

hasovacich funkcii. Potom pre kaZdé x € S a ndhodni haSovaciu funkciu h € H pre
ocakdvand velkost mnoZiny Sy(h) = {a € S| a # x, h(a) = h(x)} plati

EllS:(W] < = =
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Dokaz: Uvazujme ndhodnt premenna Z, ,(h), ktora pre hasovaciu funciu h iden-
tifikuje koliziu medzi x,y a premenna Z.(h), ktora spocita pocet kolizii s prvkom
z. Stredna hodnota Z,(h) urcuje ocakavany pocet kolizii.

Zea ={ & WS B2y 0] = Pribe) = )< 1
Zh) = S Zey(h) Bzm = Y Elz,m<Pl ot
yES,z#Y yES,z#Y

a

Univerzalna trieda haSovacich funkcii existuje, staci zobrat vSetky funkcie U — T

Lema 4.5 Trieda Hyr ={h|h:U — T} je univerzdlna trieda haSovacich funkcii.
Doékaz: Nech |T|=m

o |Hyr|l= mlYI

o [H(z,yi)l = [{h | h(z) = h(y) = i}| =m!VI=2

o [H(z,y)| = {h | hz) = hy)} = 0" [H(z,y, i) = mlVI-1 = ol

Hoci je trieda Hy,r univerzilna, pre nase acely nie je vhodna. Dovod?

— je prilis velka
— vacsina funkcii nemé efektivnu reprezentéciu

Existujd aj univerzélne triedy haSovacich funkcii, ktoré su praktické. Zoberme ako
univerzum U = {0, 1,...,p— 1}, haSovacia tabulka T je velkosti m, pricom p,m sa Hj,,
prvocisla. Ukazeme, Ze vhodnou univerzalnou triedou hasovacich funkcii je napr.
nizsie definovana trieda hasovacich funkcii HJ, :

hap(x) = ((az + b) mod p) mod m
Hf ={hep|aec{l,2,...,p—1}; b€ {0,1,...,p—1}}

Veta 4.6 Pre kazdé prvocislo p (a ¢islo m) je trieda H}, univerzilnou triedou
hasovacich funkeii zU = {0,1,...,p—1} do T ={0,1,...,m —1}

Dokaz: Oznacme

H, (2,y) = {hap € Hf,,,, hap(®) = hap(y)}
M(z,y) ={(r,s) e UxU |r#sar=smodm}

Zrejme |H}, (z,y)| = |M(z,y)|. Potrebujeme ukazat, ze Va,y : |H},, (z,y)| < Hil,

lin
Uvazujme najprv zjednodusent verziu hy, ,(v) = (az + b) mod p.

|H;,
m

h/
L. Ukazeme, ze fzy(a,b) = (hj, ,(v), i, () je bijekcia; a,b < 7, 5
2. Spocitame, kolko je k danému r takych s, ze r # s mod p ale r = s mod m



r#£s=a#b
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1. Podme argumentovat, ze fz , je bijekcia. Nech r = h}, ,(v) = (az+b) mod p, s =
by p(x) = (ay + b) mod p.

Kvoli sporu predpokladajme, ze z # y a r = s. Potom
0=r—s=a(x—y) modp

KedZe p je prvocislo, znamenalo by to ¢ = 0 mod p alebo z = y mod p, ¢o vzhla-
dom k volbe a, z,y nie je mozné. Preto x # y = r # s. To ale znamen4, ze f,, je
zobrazenie z U x {U — {0}} — {(r,s)|r,s € U,r # s}. Kedze |ls| = p(p—1) = |rs|,

ls TS
sta¢i ukazat, Ze jedna z fuy, f, ) je injektivna.

Nech r # s. KedZze p je prvocislo, pre x # 3,0 < x,y < p — 1 inverzny prvok k
(z — y) existuje :

r—s=a(lz—y)modp = a=(r—s)(z—y)"!modp
= b= (r—az) modp

2. Pre z,y volba nahodne zvolenej h,, jednoznacéne urcuje dvojicu (r, s) taka, ze
(r,5) = (R, (), 1, (9), preto |HE, (x,9)] = [M(z,y)|. K vipoctu |HE, (z,y)|
preto staci spocitat, kolko je takych r # s, ze r = s mod m.

K jednému 7 je [2] < 2ER=L — =L 4 1 takych s, ze r = s mod m. Preto

HY =M <
| lzn(x5y)| | (x,y)| = m m

a

Dalsim prikladom je trieda hasovacich funkcif, ktora konstruujeme k univerzu U (r, m),
kde m je prvocislo, r € N

Ulm,r) ={x=(z0,...,2,); 0<az; <m—1,i=0,...,r} =T""!

Nech a = (g, . .., ;) € T"T1; definujme

Vec = {ho; € T" '}, kde ho(zo, ..., 2,) = (Z aixi> mod m
i=0

Lema 4.7 Vec je univerzdlna mnoZina hasovacich funkcit

Dokaz: Ukazeme, ze Vo # y je |Hy(z,y)|=|{ha€Vec | ho(z)=ha(y)}| < I\:n—eclzmr
Ak x # y, tak sa tieto vektory liSia asponi v jednej zlozke; pre jednoduchost nech
To # Yo-
ha(7) = ha(y) & Z;:o ;T
ao(zo — Yo)

oo iy, mod m
S iy — ;) mod m

Ked m je prvoéislo, existuje pre xg # yo inverzny prvok (zo —yo)~!. Preto
r
g = Z ai(yi — ) (zo — yo) ! mod m
i=1

Hodnota «g je teda jednoznacne urcend hodnotami =, y, a1, ..., a,, ¢o znamena, ze
|Ha(2,y)] < m". O

Pozitivne na mnozine Vec je to, ze
— vieme efektivne generovat ndhodné h,,
— hq sa efektivne pocita.

rEy=r+#s
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4.1.2 On line algoritmy

On line problém je taky, ked postupnost vstupov prichadza postupne a rozhodnutia
treba robit priebezne. Otazka je, nakol'ko dobry moéze byt algoritmus, ktory nepoznéa
dopredu budicnost v porovnani s tym, ktory celi budicnost pozna dopredu. Co kvalita  on-line
povazujeme za kvalitu? algoritmov
— kvalita rieSenia
— zlozitost

dispe¢ing obmedzeny potet sanitiek/taxikov/... obsluhuje poziadavky naii. Dis- motivaéné  pri-
pecér priebezne rozhoduje, koho kam pogle. Kritéria optimalizacie klady

e celkovy pocet najazdenych km

e Cas Cakania pacientov/pasazierov -celkovy resp. maximalizovany na jedného

rozvrhovanie/scheduling analogicky - mame niekolko strojov ronej kvality a
poziadavky na ne. Pridelujeme tlohy strojom, pricom optimalizujeme

e celkovy Cas

e priemerné zataZenie

e Cas Cakania
Majme optimaliza¢ny problém U = (I, Sol, m, ciel). Algoritmus A je online pre U, on-line algorit-
ak pre kazdy vstup x = z1,..., 2, € 1 mus

® x1,...,x; je pripustny vstup V1 <i <n

o A(x) € Sol(x)

o Alxy,...,2;) je ast A(z) V1 <i<mn

VStup Z1,...,&n  ~  VYStUD Y1, .-y Yn, i = fi(T1, ..., )

Kvalitu algoritmu A meriame vzhladom k optimélnemu off-line algoritmu, resp. Comp a(z)
jeho cene.

OPTy(x) ma(x)
ma(z) ~OPTy(z)

V pripade aproxima¢nych algoritmov definujeme chybu a aproxima¢ny prah ako

hranicu "najlepsej" kvality, v pripade on-line algoritmov méme analogické pojmy.

Compa(z) = max{

Nech § > 1 je konstanta. Hovorime, Ze on-line algoritmus A je J-competitive, ak 0-tazky problém
Vo Compa(z) < §. On-line problém je §-tazky, ak neexistuje d-competitive algorit-
mus na jeho rieSenie pre ziadne d < 4.

Priklad 4.1 Majme cash/buffer velkosti k, ostatné stranky nech si v pomalej pa- strankovanie
mdti. Zo vstupu prichddzaji poZiadavky na stranky. Ak poZadovand stranka s nie

je v buffri, musime niektori zo stranok v buffri vyhodit a presunut tam poZadovani

stranku s; v takomto pripade mdame presun. Chceme minimalizovat pocet presunov

medzi cash a hlavnou pamdtou.

zaciatok: s1,...,s, v Cash
Skals---,Sn v Main; n>>k

instancia: postupnost indexov i1,12,...,im; 1 <1; <n

ciel” minimalizovat pocet presunov medzi Cash a Main

Ukdzeme, Ze problém Strdnkovanie je k-tazky. Spravime to popisom stratégie pro-
tihraca, ktory k lubovolnému algoritmu A skonstruuje "zly" vstup x4 protihrac

1. pri poziadavke (k + 1) na stranku sg+1 musi algoritmus A vyhodit niektori
stranku z buffra-povedzme stranku s indexom jy



problém
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2. po vyhodeni stranky s; prichddza od protihrdca poZiadavkae ji; algoritmus A
vyhadzuje jo

Je zrejmé, Ze nech by sme mali akykolvek algoritmus, takto konstruovany vstup
k+1,71,...,Jk—1 vyZaduje k presunov. Pritom optimdlne—offline—riesenie v pr-
vom kroku vyhodi i € {1,...,k} —{j1,...,jk—1}, preto mu na spracovanie rovnakej
postupnosti staci len jeden presun.

costA(xa) Kk

:—:k

Compa(za) = OPT(ag) — 1

&

Definicia 4.2 Pravdepodobnostny algoritmus A je pravdepodobnostny online algo-
ritmus pre probléem U ak Vx1... 2, € L aV1 <i<n—1

o uvystup kazdého behu A(xy,...,x;) je pripustné riefenie
o pre kazdy vstup C(x1,...,2;), Tit1, kde C(xq,...,2;) € Sol(xy,...,x;), vietky
behy A dopocitaju pripustné rieSenie pre Ty, ..., T;41
VSEUP T ... TiTik1  ~> VYSEUDP Y1, ..., Yigl
Yir1 = firr (21, @ig1) = g1 (filwn, - @), i)

Pre inStanciu vstupu X mame
Sa,x je mnozina vypoctov A na X
Proba x je odpovedajiice pravdepodobnostné rozdelenie na Sy x
Zx(C) = Compc(X) je ndhodna premennd v (Sa, x, Proba, x)

Kvalitu meriame ocakavanou hodnotou
Exp — Compa (X) = E|Z]
Nech § € R. Hovorime, 7e algoritmus A je E[]-competitive, ak
Bap — Compa(X) = E[Zx] < 0
Nech h : N — RZ!, Hovorime, Ze algoritmus A je Exp[h]-competitive, ak
Exp — Compa(X) = E[Zx] < h(|z|)

Cielom tejto Casti je na probléme rozvrhovania ukézat, Ze existuju problémy, pre
ktoré pravdepodobnostny algoritmus dosahuje lepsiu kvalitu ako najlep$i mozny
deterministicky algoritmus.

Problém Rozvrhovanie predpoklada

e méame m roznych (typov) strojov My, ..., M,,, pricom z kazdého typu stroja
je len jeden kus

e job je m uloh Aq,..., A, reprezentovanych permutéciou indexov iy, ..., my;
job (i1,...,4m,) znamena, ze

— tulohy treba pocitat v poradi Ay, ..., A;; najskor jednu ulohu dokoncit,
potom druhu zacat

— Aj sa musi rieSit na stroji M;,

— idealizovane predpokladame, Ze vypocet na kazdom stroji trva presne
jednotku ¢asu
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Unit(m,d), resp. skratene U(m,d)

vstup: m typov strojov, d jobov(m-tic tloh)

vystup: pridelenie tloh jednotlivym strojom v diskrétnom case tak, aby kazdy robil
vzdy len na jednej tlohe a aby prislusna tloha mala k dispozicii vSetky
potrebné vysledky (zachovanie poradia)

Budeme uvaZzovat najjednoduchsiu verziu ulohy U(m,2). Vstupom st dva vek-
tory a = (i1,...,im) a 8= (j1,...,Jm). Predstavme si ich ako m x m mriezku
G(a, B)[4, k], pricom riadky odpovedaju 3, stipce a. Kolizia nastava, ak G[k, (] =
Jk =1

Lahko vidno, Ze ak alohy j1,...,jk_1 & 41,...,je—1 skondili naraz a j, # iy, potom
mozno ulohy ji a iy pocitat paralelne; inak jedna z nich musi pockat.

Do mriezky na miesta kolizii dame znacku. y
Hybat sa mozno smerom doprava a dole a to >
po riadkoch, stipcoch a diagonélach, ak tam ) \ J
nie je znacka. Priradenie je cesta z Tavého hor-

, . ,  J
ného do pravého spodného rohu.
Pohyb po horizontalnej sipke aj pohyb po ver-
tikalnej sipke odpovedaju tomu, ze jedna tlo-
ha stoji. KedZe mame Stvorcova mriezku, je J}
pocet vertikalnych a horizontalnych §ipok na > —_ —
kazdej ceste rovnaky. v

Majme teda cestu S
del,(S), pocet vertikdlnych hran na ceste S

delg(S), pocet horizontalnych hran na ceste S } delay(8) = dela(S) = dels(S)

delo (S) + delg(S)
2

cost(S) = m+ delay(S) = m +

Fakt 4.8 Pre m € N md kaZdd instancia (a0, B) pre U(m,2) presne m konfliktov,
pricom v kaZdom riadku a kaZdom stlpci je prdave jeden konflikt.

Najprv ukdzeme, ze vieme konstruovat zlé vstupy.

Lema 4.9 Nech m = 0 mod 8. Pre kazdy online algoritmus A riesiaci U(m,2)
existuje takd instancia I = ((1,2,...,m), ), Ze

cost(A(I)) > m + %
Dokaz: PopiSeme stratégiu protivnika, ktory bude ukladat konflikty tak, ze cast
cesty, ktora prejde za m/2 ty riadok a m/2-ty stlpec, pouZzije aspon polovicu hran,
ktoré nie st diagonalne. To bude znamenaf, Ze nabrala zdrzanie aspoii polovicu z

%%, ¢o je pozadovanych m/8.
Kongtruujeme 8 = j1,...,Jm

e j; = 1spodsobi, ze mame konflikt. Algoritmus moze znacku obist po vertikalnej
alebo horizontalnej hrane, oboje sposobi prirastok 1 do prislusnej del,(5)
alebo delg(S)

e Ak algoritmus obisiel znacku po horizontéalnej hrane, o ma riesit alohu 2,
ulohu 1-toto sa riesi paralelne. Sme v pozicii, ked « ide riesit tulohu 3 a my
chceme, aby aj 0 riefila tlohu 3—dame teda jo = 3
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e Ak algoritmus obiSiel znacku po vertikalnej hrane, a mé riesit dlohu 1, 5 novua
ulohu jo. Aby sa to dalo riefit paralelne, polozime jo = m a potom volba
j3 = 2 spoOsobi opét konflikt.

12 3 45 6 7 8

A3 w -

3

N

~N O

m-2

Takto postupujeme dalej. Ak algoritmus obchédza prekazku po horizontalnej hrane,
doplnime na prislusné miesto v 3 prvok z mnoziny {1,2,...,m/2}. Ak ju obide po
vertikalnej hrane, budeme vkladat prvok z mnoziny {m/2+1,...,m} O

Teraz odhadneme zlozitost najlepsieho offline deterministického algoritmu. Vezme-
me mnozinu konkrétnych deterministickych stratégii, spo¢itame strednt hodnotu
pri ich pouziti. Potom optimélny algoritmus nemoze byt horsi ako tato stredna
hodnota.

Lema 4.10 Nech m € N. Pre kazdy vstup I do U(m,2) plati
Opt(I) <m++/m

Doékaz: Kvoli zjednodugeniu uvazujme m = k2.

Prei=0,1,...,k oznacme
D; diagonélu, ktora ide z (0,4) do ((m—1i,m))
D_; diagonalu, ktoré ide z (4, 0) do ((m, m—1i)) b

Stratégia A(j),7 € {—vm,...,0,...,y/m}
pride po obvode k diagondle D;, potom sa
snazi ist po diagonale D; a nasledne po ob-
vode najkratSou cestou do pravého spodného
rohu. Ak st na diagonéle prekazky, obchadza
ich jednou horizontalnou a jednou vertikalnou
hranou.

Analogicky stratégia A(—i) (pozri obr.)

4

Pre cenu stratégie A(z) potom plati
cost(A(7)) = |i| + (m — |i]) + |i| + pocet prekdzok = m + |i| + pocet prekazok

zdrZzanie
KedZe je pocet vSetkych prekazok m, pre sucet diagonalnych stratégii dostavame

m+ Z ||_m+2Z| |_m+2\/_(\/_+1)_2m+\/_
i=—ym

Priemerny pocet zdrzani je potom

2 vV 2 V4 —
m+ m< m + m_ 12
2y/m+1 2y/m
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Existuje teda algoritmus so zdrzanim nanajvy§ \/m a optimalny od neho nemoze
byt horsi. Preto Opt(I) < m + /m. O
Na zéklade lemy 4.9 a lemy 4.10 mame nasledujtce tvrdenie.

Veta 4.11 Problém U(m,2) je (9/8 — ¢)-tazky.

Dokaz: Z lemy 4.9 vieme, Ze ku kazdému algoritmu A existuje instancia I, na ktorej
je costa(I) > m+ 7. Lema 4.10 zas ohranicuje cenu optimélneho algoritmu. Preto

costa(l) om 9 1
C I) = > =2 11=
ompa(l) Opt(I) — m++vm 8 vm+1

€

A teraz konecne ten pravdepodobnostny algoritmus

Algoritmus 11 DIAG
1: ndhodne zvol i € {—y/m,...,\/m}

2: rie§ stratégiou A(7)

Veta 4.12 Algoritmus DIAG je pravdepodobnostny online, pricom pre kaZdi in-
Stanciu vstupu I do U(m,2) plati

1 1
ExpCompprac(I) <1+ —+ —

vm o 2m

Dokaz: Na zaklade predchadzajucich tuvah

e ocakivany poCet zdrzani pre stratégiu A(i) je nanajvys [/m] + 1/2.
e ocakivany Cas je nanajvys m + [/m] + 1/2

e Opt >m
. ocakdvana cena _ m+ [/m] +1/2 1 1
EaxpC = < 14+ — 4+
wreomrpic) =0 =T t 7w
O
O probléme U(m,2) sme ukazali zdverom

—je (9/8 — e)-tazky
— existuje pravdepodobnostny algoritmus s ExpComp nanajvys 1 + \/—% + ﬁ
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4.2 Metoéda odtlackov

Ako sme uz povedali, metoda odtlackov sa pouziva, ked nas zaujima rovnost/ekvivalencia
nejakych komplexnych objektov.

1. Vezmeme mnozinu M vhodnych zobrazeni tplnych reprezentacii do ¢iastoc-
nych reprezentécii (napr. N — Prim(n?))
h «— random(M)

2. vypocitame redukované reprezentacie h(O;1), h(Oz); tomu sa hovori odtla-
¢ok/stopa/fingerprint

3. porovname skratené reprezentacie
if h(O1) = h(O2) then return ("ekvivalentné")
else return ("nie su ekvivalentné")

K tdspesnému pouzitiu potrebujeme
e 1(O) efektivne pocitatelné

e porovnanie h(O1) < h(O3) efektivne vypocitatelné

e existenciu dostatone velkej mnoziny kandidatov/svedkov v M, ktori v pri-
pade O # Os potvrdzujua, ze O1 # O4

Déraz je na konstrukcii tej mnoziny M. Jej kardinalita je urcena dizkou popisu
jednotlivych objektov a tak proti sebe idu snaha o dostato¢né mnozstvo kandidatov
a snaha o kratky popis.

4.2.1 Porovnavanie databaz

Aplikiciou metddy odtlackov je Algoritmus 2 na porovnanie dvoch vzdialenych
databaz; odtlackom je mod p pre zvolené prvocislo p. Analogickym spdsobom
mozme riesit viaceré podobné priklady

Priklad 4.2 Majme vzdialené databdizy. X,U;,V; oznacuji podla kontextu retazec
ale aj ¢islo s bindrnym zdpisom X, resp. U;, V;

Rr: X=x1...2,
Rir: U={U,...,Ux}; U; € {0,1}"

Zaugima nds, ¢t X € U.
Mnozina zobrazeni/vytvdrani odtlackov vznikd vyuZitim prvocisel — pre prvocislo p
oznacuge h, funkciu, ktord ako odtlacok berie mod p

M = {h, | p € Prim(n?)}

Algoritmus je jasnyj

chyba Je zrejmé, Ze ked X € U, lubovolnd volba hy, (vipocet C(p)) vedie ku korektnej
odpovedi. Chyby sa mézme dopustit len vtedy, ak X ¢ U ale ewistuje U; tak, Ze
X = U; mod p. Vieme, Ze pre konkrélne i je pocet takychto "zlgch" prvocisel
nanajuys n — 1, pricom n je dizka zdpisu X. Ak teda oznacime

A; ={p | p € Prim(n?) & s = qv behu C(p)}
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Algoritmus 12 — Test X €U
RI:
1: ndhodne vyber h, € M
2: s« X mod p
3: posli s, p druhému pocitacu Rl
RII:
1: vypocitaj ¢; < U; mod p
2: if s e {q1,...,q,} then return "X € U"
3: else return "X¢ U"

tak
Y 2lnn 2lnn
E X,U) = Prob(A Prob(A =k-
rror(X,U) ro Z ro ; p p
Pre k < 4lnn je pmvdepodobnost chyby nanajuys 1/2. Ingmi slovami, ak mohut-

nost mnoziny U je nanajvys
jednosmernou chybou.

T, Je Algoritmus 4.2 Monte Carlo algoritmus s

Analogicky riesime problém neprazdneho prieniku dvoch databéz.

Priklad 4.3 Majme vzdialené databdzy
Ri: Vv={Vi..V,};V; €{0,1}"
Rir: U={U,...,Ux}; U; € {0,1}"

Zaugima nds V (U 9.

Algoritmus 13 — Test VNU
RI:
1: ndhodne vyber h, € M
2: s+ V; mod p
3: posli sq,..., 8¢, p druhému pocitacu Rll

1: vypocitaj ¢; < U; mod p
2: if {s1,...,80}N{q1,...,qx} = 0 then return "VNU = ("
3: else return "V NU # ("

Algoritmus prekomunikuje (£ + 1)2[logn] bitov. komunikdcia

Je zreymé, Ze ked V NU = 0, lubovolnd volba hy, (vgpocet C(p)) vedie ku korektnej chyba
odpovedi. Chyby sa mézme dopustit len vtedy, ak V NU # 0, ale existugi U;, V; tak,
zZe U; =V; mod p. Ak teda oznacéime B; udalost, ked s; € {q1,...,q1}, tak

¢
Error(V,U) = Prob(U B;) <
i=1

é 2Inn 2lnn

n

Pre lk = o(y~) mdme Monte Carlo algoritmus s jednosmernou chybou.

Uvedomme si, ze ak zvi¢sime mnozinu M tak, Ze budeme uvazovat prvocisla p €
Prim(n?), pocet "zlych" prvoéisel sa nezmeni, ale zmensi sa pravdepodobnost chy-
by. Pre X =x1...2,,Y = y1...y, totiz

n—1 dlnn
Prim(n?) — nd-1

Vo vetkych uvedenych prikladoch sme objekty porovnavali na zéklade "odtlackov",
ktorymi boli zvysky po deleni prvocislom. Inym pristupom je Freivaldsova metoda,
ktora ako odtlatky pouziva hodnotu polynému/matice/funkcie v bodoch.

PriX =Y modp| X £Y]<
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4.2.2 Freivaldsova metéda - ekvivalencia polynémov

Zakladom Freivaldsovej metody je porovnanie objektov na zaklade odtlacku, ktorym
je hodnota polynomu/matice/funkcie ... Rozumnt pravdepodobnost chyby potom
dosahujem poc¢itanim nad vhodnym okruhom...

Prikladom vyuzitia Freivaldsovej metody bol Algoritmus 1 na porovnanie AB = C

pre matice A,B,C. Zvolili sme ndhodny vektor a a odpoved na otazku AB Lo

sme spravili na zaklade vysledku porovnania ABa < Ca. Analogicky postup moz-
me vyuZit pre porovnéavanie polynémov (a inych struktir, ktoré sa na porovnanie
polynémov daji transformovat).

Vstupom sa polynomy P;(X), P,(X) stupfia nanajvys n. Zaujima nas, ¢i P (X) =
Py(X). Ak chceme deterministicky algoritmus na porovnanie polynémov, vyuZijeme
ich "normalny tvar"

P(X)=> &X'
1=0
resp.

d d o
Q(z1,...,xp) = Z . Z ciy e,y
=0 i, =0

pre polynéom Q(z1,...,x,) n premennych, z ktorych kazda moze byt stupiia na-
najvys d. Toto deterministické porovnanie mé ti nevyhodu, ze "norméalny" tvar
moze byt aZz exponencidlne dlhy vzhladom k zadanému tvaru polynoému; napr.
(z1 +z2) (21 +23) -+ (71 + 7))

Uvazujme teda jednoduchy algoritmus, ktory porovna polynémy na zéklade ich
hodnoty v ndhodnom bode, pripadne ndhodnych bodoch.

Algoritmus 14 — Test P(X) = Po(X)
Nech polynémy P;, P> stupiia n maju premenné z pola F', nech S C F, |S| >n+1

1: ndhodne vyber r € S
2 p1 < Pi(r), pa — P(r)
3: if p; = po then return "P;(X) = Po(X)"
4: else return "P; (X)) # Po(X)"
chyba Potrebujeme odhadnut pravdepodobnost chybnej odpovede. Ak st polynémy rov-

naké, chyby sa evidentne nedopustime. Chyba nastane vtedy, ak pre polynom
Q(X) = P1(X) — P2(X), ktory nie je identicky rovny 0, zvolime r tak, ze Q(r) = 0.

Fakt 4.13 Polynom stupria d md nanajuys d réznych koreriov.

Na zéklade faktu 4.13 je pravdepodobnost chyby Algoritmu 14 nanajvys % Ak
chceme chybu zmengit, moézme zvacsit mnozinu S, resp. opakovat niekolko behov
algoritmu. Uvedomme si, ze ak Q(X) # 0, potom n+ 1 behov s réznymi hodnotami

r to musi potvrdit.

"ponaucenie” Zhrnutim dostavame, Ze test na rovnost polynomov P (X) L Py(X) je rozumné
transformovat na test P (X) — Pa(X) 20

Pri prechode k polynémom viacerych premennych vyuzijeme nasledujicu vetu.
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Veta 4.14 (Schwartz-Zippel) Nech Q(z1,...,x,) € Flr1,...,2,] je polyndm
viacerych premenngch celkového stupmia d. Nech S C F a ry,...,r, si ndhodne
vybraté z S. Potom

d

PriQ(ri,...,m) =0] Q(x1,...,2,) #0] < E

Doékaz: Postupujeme indukciou vzhl'adom na pocet premennych n.
Polyném stupia d mé nanajvys d roznych koreniov. v/ n=1

Nech k < d je maximéalny stupefi exponentu premennej, povedzme Ze je to x;. n>1
Potom

k
Q(z1,...,xn) = Zxﬁ@i(xg, ey X))
i=0

VzhTadom na vyber vieme, ze

— koeficient Qy(z2,...,z,) pri #¥ nie je nula
— stupen polynomu Qg (z2,...,z,) je nanajvys d — k
— pravdepodobnost, ze Qi (ra,...,r,) =0 je nanajvys %

Nech teda Qg (r2,...,7,) # 0. Uvazujme polyném

k
q(z1) = Q(z1,7r2, ... 1) = inQi(rz, cey )
i=0

Stupeil polynému ¢(z1) je nanajvys k, nie je identicky rovny 0, preto

k
Prg(rm) = 0 la() #0) < 1
Vyuzijiuc Pr|[A] < Pr[A|B] + Pr[B] dostavame
PrQUr1-.7) = 0] Qar,..on) £0) € T 4 =

a

Ak poc¢itame mod p, kde p je prvocislo, chybu mozme odhadnut pomocou nasle-
dujicej lemy.

Lema 4.15 Nech p je prvocislo, Q(x1,...,z,) # 0 polyném nad Z,, d € N je
mazimdlny stuperi premengichPotom Q md nanajvis n - d - p"~! koreriov.

Dokaz: Analogicky ako v predchadzajiucom dokaze-indukceia cez pocet premennych.
Pocet koretiov je nanajvys d = ndp"™~! n=1
Q(z1,...,zy,) = Z?:o 28Qi(wa, ..., x,). Ak Q(a, ..., ) =0 mod p, tak alebo  n>1
(a) Qi(ag,...,a,) =0 mod p pre kazdé i, alebo
(b) Qj(az,...,a,) #0 mod p, pricom a; je korehom polynému

Q(fcl) = Qo(az, .- '7an) + $1Q1(a2, e 704n) + fod(am e 704n)

Spocitame obe moznosti zvlast. Kedze Q(z1,...,z,) # 0, musi existovat taky in-
dex k, 7e polynom Qg(xs,...,x,) Z 0. Ten ma podla IP nanajvys (n — 1)dp"~2 (a)
korefiov takych, ze Q;(az,...,a,) = 0 mod p. Ked dovolime «; Tubovolne, je
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pocet korefiov (v, ..., a,) v pripade (a) nanajvys (n — 1)dp™ 1.

Polyném ¢(z1) je polyném jednej premennej stupiia d, preto méa nanajvys d kore- (b)
fiov. V tomto pripade mame teda nanajvys dp”~! korefiov.

Celkovo teda je korefiov nanajvys
(n —1)dp™ ' +dp" ! = ndp"~!
O

Algoritmus 14 T'ahko upravime na Monte Carlo algoritmus s jednosmernou chybou,
ktory rie§i porovnanie polynémov viacerych premennych.

Algoritmus 15 AQP
Polynémy P;, P, n premennych nad Z,, maximdlny stupeil jednotlivych premen-
nych d, prvocislo p
1: ndhodne vyber o € {0,1}"
ha(P1) < Pi(a) mod p
ha(F%2) < P>(a) mod p
if ho(P1) = ho(P2) then return "P, = B"
else return "P; £ Py"

Pravdepodobnost, Ze v pripade Q() = Pi() — P2() # 0 zvolime nédhodne « tak, Ze
Q(«) £ 0, je aspoi (1 - %pn).

Uvedeny algoritmus mézme vyuzit na pravdepodobnostné zodpovedanie otazky, ¢i
ma dany bipartitny graf G(U,V, E), E C U xV tplné parovanie (perfect matching)?!.

Uplné parovanie je zrejme mozné len vtedy, ked |U| = |V|. Predpokladame teda,
ze U ={uy,...,un}t,V ={v1,...,v,}. Uplné parovanie je vtedy dané permutéaciou
7, ktora hovori, ze v parovani st hrany (u;, vr(;)). Vyuzijeme Edmondsonovu vetu

Veta 4.16 (Edmondson) Nech A je matica typu nxn, ktord k bipartitnému grafu
G(U,V, E) skonstruujeme nasledovne

.. Tij, (ui,vj) <)
Ali.J] :{ 0, (upvy) ¢ E

Definugme polyném? Q(z11, ..., Tnn) = det(A).Potom G md tiplné pdarovanie prdve
vtedy ak Q % 0.

Dokaz: det(A) =3 cs(n —1597(M A1, n(1)]A[2, w(2)] . .. A[n, w(n)]; tu S(n) je sy-
metrickd grupa permutécii a sgn(m) je parita poc¢tu vymen, ktorymi z identickej
permutacie dostaneme permutaciu m. Kedze kazdé z;; je v matici nanajvys raz,
sumaciou sa nemozu "vynulovat". Preto determinant nie je identicky rovny 0 pra-
ve vtedy, ked existuje permutécia, pre ktoru je prislusny ¢len nenulovy. To je ale
ekvivalentné tomu, ze

LParovanie je taki mnozina hran, v ktorej je kazdy vrchol obsiahnuty nanajvys raz. Parovanie
je uplné, ak je v nom kazdy vrchol obsiahnuty préave raz.
2det(A) oznatuje determinant matice A.
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AL, z(D]#0= (1,7(1)) € E
A2, m(2)]#0= (2,7(2) € E uplné parovanie
Aln,w(n)] 0= (n,m(n) € B

O

Determinant je polyném, preto testovanie determinantu je testom polynému na nulu
a na to mame pravdepodobnostny test. Vyuzitie tohto pristupu—sivis parovania
a determinantu matice/polynému—ije skor v konstrukeii paralelného algoritmu na
hl'adanie uplného parovania.

4.2.3 Perfect matching
V tejto Casti sa budeme venovat hl'adaniu nezavislej mnoziny hréan:

e maximalne parovanie — neda sa zvacsit pridanim hrany; sekvencne sa Tahko
hlada greedy metodou

e kardinalitou maximalne parovanie; existuji polynomialne sekvenc¢né rieSenia.
Zda sa, ze vSetky rozumné paralelizacie obsahuji pravdepodobnostny pristup.

e perfect matching— obsahuje v8etky vrcholy grafu

Budeme sa venovat problému uplného parovania v grafe, o ktorom vieme, Ze toto pa-
rovanie obsahuje. Mozme si to dovolit, pretoZze rozhodovacia verzia tohto problému
je z RNC.

Definicia 4.3 Trieda RNC je trieda jazykov , pre ktoré existuje PRAM A taky, Ze
Ve e ¥*

x € L = Pr[A(z) je akceptuj] > 1/2
x ¢ L = Pr[A(z) je akceptuj] =0
plynomidalny pocet procesorov
polylogaritmicky cas

Pravdepodobnostny algoritmus je zalozeny na nasledujtcej vete:

Veta 4.17 (Tutte) Nech A je matica, ktord vznikla z grafu G = (V, E):
o kaZdej hrane (v;,v;) € E priradime premennt x; ;,1 < j
e hodnota matice na mieste i,j je urcend podla hrdan
Tij, (vi,vj) € E,i < j

A[lvj] = —Li5, (viavj) € Ea.] <1
0, (vi,vj)géE,i<j

Potom G obsahuje iplné pdrovanie prave vtedy, ked determinant matice A, det(A)
nie je identicky rovny 0.

Kedze existuje NC algoritmus na vypocet determinantu matice, poskytuje veta 5.9
navod na RNC rieSeie rozhodovacej verzie existencie uplného parovania v grafe:

e konstrukcia matice A
e pravdepodobnostny test na det(A) £ 0

Zopakujme(pripomenme) si niektoré pojmy a tvrdenia suvisiace s maticami

RNC, ZNC

definicie, fakty
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(i,j) minor U%J je matica, ktora z matice U vznikne odstranenim i-teho riadku a
j-teho stlpca

adjoint adj(U) je matica, ktord ma na mieste (¢, 7) hodnotu v absolitnej hodnote
rovni determinantu (¢, j)-minora;
adj(U)(i, j) = (=1)" det(U*7)
Plati U - adj(U) = det(U)

Veta 4.18 Nech U je n x n matica, ktorej prvky su k-bitové c¢isla. Potom deter-
minant, adjoint, U~ sii z NC. Presnejsie, ak M(n) = O(n?37%) je pocet operdcii
spotrebovanyjch pri ndsobeni 2 matic typu n X n, potom
— determinant pocitame v case O(log®n) pomocou O(n>M(n)) procesorov
— ezistuje RNC pre vijpocet inverznej matice, adjoint v case O(log2 n) pomocou
O(n5k) procesorov.

Problémom pri ziskavani paralelného algoritmu na hladanie uplného parovania v
grafe, o ktorom vieme, Ze uplné parovanie ma, je to, ze tychto uplnych parovani
moze byt vela. Potrebujeme nejakym sposobom "izolovat" jedno, ktoré bude viacero
procesorov hladat spolo¢ne. Tuto izolaciu spravime vhodnym ohodnotenim hrén a
nasledne hl'adanim tplného parovania minimdlnej vahy. Ukdzeme, Ze pri rozumne
nédhodnom vihovani je velka Sanca, Ze sa izolacia podari.

systém podmno- Definicia 4.4 Systém podmnozin je dvojica (X, F), kde X = {x1,...,zmn} je ko-
Zin neénd mmnozina prokov, tzv. univerzum a F = {S1,...,5%,S; C X} je trieda pod-
mmnoZin. Hovorime, Ze rozmer tohto systému je m-velkost univerza.
Nech w: X — Z7 je vdhovd funkcia. Definujme

w(S) =Y wlx))
T es
Plati nasledujica izola¢na lema:

Lema 4.19 (izola¢na) Nech (X,F) je systém podmnoZin rozmeru m,
w: X —{1,...,2m} je kladnd celociselnd vihovacia funkcia, ktord kazdému pvku
z X priradi ndhodnt vdhu z mnoZiny {1,...,2m}. Potom

Pr(3 jedind mnoZina minimdlnej vihy v F) > 1/2

Dokaz: Predpokladame, ze kazdy prvok z X sa vyskytuje asponi v jednej z podmno-
zin systému F. Predstavme si, Ze vahy jednotlivym prvkom priradujeme postupne.
Nech vsetky prvky z X az na x; uz majua priradend vahu. Oznacme

W; minimélnu vahu mnoziny, ktora obsahuje x;, pricom vaha w(z;) = 0, kedZe ju
nepozname

W, minimalnu vahu mnoziny, ktord neobsahuje x;
a(i) =W, — W, (vsimnime si, Ze «(i) moze byt aj < 0)
Ako sa prejavi priradenie vahy prvku z;?

e Ak by sme priradili #; nekone¢ne mala vahu (resp. —2m?), potom by kazda
mnozina minimdalnej vadhy musela obsahovat prvok z;. Analogicky, nekonec-
ne velkd vaha (resp. 2m?) by sposobila, Ze Ziadna minimalna mnoZina z;
neobsahuje.

o |w(z;) < (i) | sposobi, ze kazdd mnoZina minimalnej vahy musi obsahovat
z;, pricom kazdd mnozina, ktord r; neobsahuje, ma vahu aspoit W; +w(z;) <
Wi+ (W, —W;) =W,
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o |w(x;) > (i) | sposobi, Ze ziadna mnoZzina minimalnej vahy neobsahuje a;,
pricom kazd4 mnozina, ktora z; obsahuje, ma vahu aspoit W; + w(z;) > W;

Ak w(z;) = «a(i), nevieme jednoznac¢ne povedat, ¢i x; bude alebo nebude prvkom
minimalnej mnoziny. V tomto pripade hovorime, Ze je x; neisté.

Ak vsak w(z;)nea(i), potom je pritomnost/nepritomnost x; v minimalnej mnozine
jednoznacne urcené.

Uvedomme si, Ze ndhodna premenna «(7) je nezavisla od w(z;), preto
Prlx; je neisté | < 1/2m

Neistoty jednotlivych prvkov koreluja, preto

Prlexistuje neisty prvok v X| < m - 1!
2m 2
Znamend to, ze popisané nahodné priradenie véh je s pravdepodobnostou aspon
1/2 také, ze ziaden prvok nie je neisty, ¢o znamend, Ze existuje jedind mnozina
miniméalnej véhy. (Existencia dvoch mnozin S;, S; minimélnej vahy by znamenala,
ze existuje prvok y € S;,y ¢ S;, o by znamenalo, Ze y je neisty.)

Aplikicia izola¢nej lemy na problém uplného parovania je priamociara

— X je mnozina hran

— F je mnozina uplnych parovani

—nahodné priradenie vah jednotlivym hrandm urci jednoznacne tplné parova-

nie minimalnej vahy.

Mozme teda predpokladat, Ze mame graf s ndhodne priradenymi vahami, ktory ob-
sahuje jediné uplné parovanie minimalnej vahy (kedZe nejednozna¢né je to s prav-
depodobnostou < 1/2, niekolkonasobné opakovanie chybu redukuje; resp. mame
Las Vegas algoritmus, ktory to ovahovanie nakoniec predsalen najde.)

Nech A je Tutte matica. Vytvorme z nej maticu B tak, Ze namiesto z; ; piSeme
2w(:3) | Potom platia nasledujice tvrdenia:

paralelizacia

Lema 4.20 Nech ezistuje jediné minimdlne 1iplné pdarovanie vihy W. Potom det(B) #

0 a sicasne mazimdlna mocnina dvojky, ktord deli det(B), je 22V,
Lema 4.21 Nech M je jediné minimdlne uplné pdrovanie v G vahy W. Potom

det(B"7)2w (1)
(1,7) e M % je nepdrne
Zhrnutim predchadzajucich avah a tvrdeni je MC algoritmus P-Match, pre ktory

plati:

Veta 4.22 Ak G md uplné pdrovanie, potom Algoritmu P-Match ho ndjde s prav-
depodobnostou aspoti 1/2. Pritom cas je O(log2 n) a pocet procesorov O(n35m)

4.2.4 Porovnavanie retazcov
Venujme sa teraz problému porovnavania/vyhladavania textov (pattern matching).

vstup: X =x1...2, x; €X
Y =91 ym y €T
vystup k pozicia vyskytu Y v X: zp ... Zk4m—1 =Y
k =n—m+ 2 znamend, ze Y sa v X nevyskytuje
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Algoritmus 16 P-Match

> vstupom je graf s aspoil jednym uplnym parovanim

for all (i, j)(paralelne) do

prirad hrane (7, j) ndhodna véahu w(i,j) € {1,...,2m}
vypocitaj (deterministicky) Tutte maticu B
vypocitaj det(B)
vypoéitaj W také, ze 22" je maximalna mocnina dvojky, ktora deli det(B)
vypoéitaj adj(B) = det(B) - B~}
for all (4, j)(paralelne) do

vypotitaj r; ; = det(B"7) - 2w (1) /22W

if (4,7) je neparne then pridaj r; ; do M

"Klasické" deterministické pristupy su dva

1. O(n-m) algoritmus "hrubej sily" zaloZeny na prikladani Y postupne na pozicie
1,2azn—m-+1
2. O(n + m) algoritmus vyuzivajtci predspracovanie Y’

Metodu odtlackov vieme vyuzit v (asymptoticky) neefektivnejSej verzii determinis-
tického algoritmu— vzorku Y budeme postupne prikladat na jednotlivé pozicie v X,
porovnanie prislusnych podretazcov viak spravime cez ich odtlacky ziskané funkciou
Op. Opét vyuzijeme pocitanie modulo prvocislo p.

X, ... X ?2Y e Op(xk.. X )?Op(Y)

k **" Tkem- © Tkema

Pre jednoduchost predpokladame, ze ¥ = {0,1}. Potom retazec dizky m mozme
vnimat ako bindrny zapis ¢isla a jeho odtlatkom bude zvysok po deleni prvocislom
p. Nech X(j) oznacuje ¢islo, ktorého binarny zapis je podretazec dizky m retazca
X, ktory zacina na pozicii j; analogicky Y.

Vezmime prvocislo p < 7 nahodne, O,(X) = X mod p. Ak by sme rovnost
odtlackov povazovali za definitivne urcenie pozicie, na ktorej sa Y v X nachadza,
chyba algoritmu by bola

n—m-+1

Y Prioy(Y) = 0,(X ()

j=1

Kedze pre binarne ¢islo dizky m mame nanajvys m — 1 "zlych" prvoéisel, moézme
pisat

n—m-+1
. . nm nmlogT
PriO,(Y) =0,(X Y#X — =0 —
> POMY) = 0K ¥ # X0 < pis (Zmeer)
To pri volbe 7 = f(n,m) = n?*mlogn®m déva pravdepodobnost chyby MC algorit-
mu s jednosmernou chybou

2

nmlog(n®*mlogn?m) - log(n?m)?  2logn®m 2

n2mlognm ~ logn?mn  nlogn?m n

resp. O(1/n).
Ak v8ak rovnost odtlackov pouzijeme len ako indikaciu potencidlneho vyskytu Y v X
a skutocnost overime "priloZzenim" Y na prislu§nu poziciu, dostaneme algoritmus
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Algoritmus 17 String(f(n,m))

> f urc¢uje velkost pouzitych prvocisel

1: nahodne vyber p € Prim(f(n,m))
2: Op(Y) <Y modp
3: Op(X(0)) «— Num(zi...2m—1) modp
4: k1
5: while k<n-m+1 do
6: Op(X (k) « (2[0p(X(k — 1)) — 212"~ ! mod p| + Tk1m—1) mod p
> Op(X) «— X (k) mod p; xg =0
7: if O,(Y) = 0,(X(k)) then

8: if Y = X (k) then return "Y sa vyskytuje od pozicie k"

> z pravdepodobnostného algoritmu robime deterministicky
9: else bk —k+1
10: return "Y sa v X nevyskytuje"

Las Vegas, ktorého kazda odpoved je korektna. V tomto pripade mé zmysel sa
pytat, aka je jeho oCakavana Casova zloZitost.

Pri realizécii algoritmu vyuZzivame efektivne pocitanie X (j) mod p, ktoré vychéadza
z rovnosti
X(G+1)=2[X(G) = 2" ag] + Tjgm

Analyzujme Las Vegas verziu (Algoritmus 17). Oc¢akavana zloZitost je

1 1
0 (n+m)(1—— + mn | — =0(n+m)
n n
———
ziaden potencidlny vyskyt overovanie na kazdej pozicii

Upravme algoritmus tak, ze po falo$nej zhode vygenerujeme prvocislo p nahodne.

. 1
Potom pravdepodobnost toho, Ze spravime viac ako ¢ restartov, je nanajvys —-
n

4.2.5 Interaktivne dokazy

Poslednou (nasou) aplikiciou metody odtlackov st tzv. interaktivne dokazy. Pred-
pokladajme, ze niekto tvrdi, Ze pozna dokaz. NaSou tlohou je sa presvecit, ze ho
pozné bez toho, aby nam ho cely ukazal. Mézme vidiet iba "odtlacok" tohto dokazu,
pri¢om odtlackom st odpovede na otazky, ktoré budeme klast. Kvalita dokazov, kto-
ré takymto sposobom dokazeme overit, zrejme zavisi od kvantity odpovedi a kvality
otazok. Ukadzeme jeden "vzorovy" priklad—problém izomorfizmu a neizomorfizmu
grafov.?

Problém izomorfizmu grafov(Gl): dvojicu vstupnych grafov (G1, G2) akceptu-
jeme, ak st izomorfné. Lahko vidno, Ze tento problém patri do NP: uhadneme
izomorfizmus 7 a overime rovnost 7(G1) = Gs.

Problém neizomorfizmu grafov(GNI) dvojicu vstupnych grafov (Gi,G2) ak-
ceptujeme, ak nie s izomorfné. Tento problém je z co — NP. Nemame kratke

9 v

dokazy, asi je to tazsie....

Na dokazovanie pouzijeme systém dvoch hracov/algoritmov.

3Grafy G1 = (V, E1), G2 = (V, E2) st izomorfné, ak existuje permutacia 7 taka, ze (i,7) €
IAIR== (W(i), 7'((])) S

modifikdcia Las
Vegas
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V-verifier je pravdepodobnostny polynomiélny algoritmus, ktory sa snaZi overit,
ze grafy G, Go nie st izomorfné. Moze pritom klast otazky dokazu P

P-proover je algoritmus, ktorému neohranic¢ujeme vypoctovu silu. Zakidzeme mu
jediné a to pristup k ndhodnym bitom algoritmu V

vypocet je komunikicia medzi nimi, pri¢om posledné slovo ma V. Vyzadujeme
— ak G4, G5 st neizomorfné, potom P ma Sancu presvedcit V
— ak G4, Gy st izomorfné, potom akakol'vek snaha P vedie k akceptovaniu s

pravdepodobnostou nanajvys 1/2

Takémuto algoritmu hovorime interaktivny dokaz. Komunika¢ny protokol (IP) pre
V a P pre problém GNI je jednoduchy.
V pracuje takto

— uhédne i € {1,2} a permutaciu T

— vypocita H = 7(G;)

— posle H do P a spyta sa na index i
P posle V index j

V porovna si indexy i,5. Ak i = j, akceptuje, Zze G1,G2 st neizomorfné; inak
zamieta

Veta 4.23 Ak G1, G2 nie si izomorfné, céestnyj P presvedci V. Inak je pravdepodob-
nost toho, Ze (hoci aj necestny) P presvedci V, nanajvygs 1/2.

Dokaz: Analyzujeme podla realnej situacie

Ak grafy nie st izomorfné, vypoc¢tovo neohranicene silny P dokaze najst aj korektny
index 4 aj permutéciu 7, ktorou vzniklo H = 7(G;). V tomto pripade V odpoveda
korektne.

Ak sa grafy izomorfné, potom G; ~ H ~ Ga. Akokol'vek silny P bez pristupu k
nadhodnym bitom V nedokaZe zistit index, ktory po fiom V chce. P si preto tipne,
¢o vedie k pravdepodobnosti chyby nanajvys 1/2. O

Len pre zaujimavost. Oznac¢me IP vy§Sie popisany systém (V, P). Da sa (nie celkom
jednoducho) ukazat, ze IP=PSPACE.
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4.3 ZvySovanie uspeSnosti opakovanim a nadhodnéa
vzorka

Tieto dve metody — zvySovanie tispesSnosti opakovanim a ndhodny vzorka — st na-
tol’ko podobné, ze niekedy tazko rozliSit, o ktoru z nich ide. NavySe, ich vhodné
kombinécia dava dobré vysledky.

Doteraz sme nezavislé opakovanie celych vypoctov vyuzivali k zniZovaniu chyby pod opakovanie
Zeland hranicu. Metddu teraz potiahneme d'alej
— opakovanie nie celych vypoctov, ale len vybranych c¢asti
— opakovanie roznych ¢asti vypoctu rozny pocet krat: castejsie zopakujeme tie
Casti, v ktorych je pravdepodobnost vyskytu chyby vyssia

Tato metéda poskytuje "rozumné" rieSenie pre viaceré problémy, pre ktoré rozum- ndhodnd vzorka
né/efektivne deterministické algoritmy nepozname

4.3.1 ZlepSovanie tspe$nosti opakovanim kritickych ¢asti

Teraz sa budeme venovat problému Min-Cut (hranovy rez minimélnej ceny). Zopa-
kujme si definiciu problému:

vstup: multigraf G = (V,E,¢) c¢:FE — N—{0} ur¢uje nasobnost hran problém Min-Cut

pripustné riesenia: M (G) ={(V1,V2) | ViUVa =V, V1NV, =}
je to mnozina hranovych rezov

cena: cost((V1,V3),G) = ZéeS(vl,Vg) c(l)

S(Vi,Vo) ={(z,y) e E |z € Vy,y € Va}
ciel’: minimalizacia ceny
Najlepsi znamy deterministicky algoritmus je zlozitosti O(|V] - |E| - log %), o je
v najhorsom pripade O(n?). Pravdepodobnostny algoritmus je vlastne ndhodnym
generovanim hranového rezu, o ktorom ukaZeme, ze je s ve[kou pravdepodobnostou
minimalnym. Samotny algoritmus je zalozeny na kontrakcii hrén. Nech (x,y) je
hrana; jej kontrakciou rozumieme

contract(G,(x,y)):
e zlacenie vrcholov x,y do jedného vrchola z Uy
e odstranenie vrcholov z,y a hran (z,y)
e presmerovanie hran iducich do/z « alebo y do/z vrchola x Uy

Takto vzniknuty graf oznac¢ime G/(z,y). Nech F' = {(z1,v1),..., (@k,yx)} C ET.
Graf, ktory vznikne postupnym kontrahovanim hran (x1,41),. .., (2k, yr) oznacime
G/F. Vsimnime si, Ze na poradi kontrakcie hran nezaleZi.

Algoritmus na vypocet minimélneho rezu je jednoduchy - ndhodne zvolime hranu,
spravime konntrakciu a opakujeme, kym graf neobsahuje dva vrcholy. Ako vysledok
vezmeme mnoZzinu hran medzi tymito vrcholmi (Algoritmus 18)
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Algoritmus 18 Contraction
label(v) «— v
while G ma viac ako 2 vrcholy do
néhodne vyber hranu e = (z,y) € E(G)
G — contract(G,e)
label(z) < label(x) U label(y), kde z je kontrakciou novovzniknuty vrchol

nech G = ({u,v}, E(GQ)): return((label(u), label(v)), |E(G)|)

Veta 4.24 Algoritmus 18 je polytime pravdepodobnostnyj algoritmus, ktory optimdl-
ne riesi problém Min-Cut s pravdepodobnostou aspori kde n je pocet vrcholov
vstupného grafu G.

_2
n(n—1)7

Dokaz: Zacneme analyzou Casovej zlozitosti

e jedna kontrakcia je Gmernd prezretiu hran prislachajacich k dvom vrcholom;
kedZe nasobné hrany reprezentujeme pomocou funkcie ¢ = O(n)

e pocet opakovani je dany po¢tom vrcholov povodného grafu - skonc¢ime, ked
kontrahovany graf ma 2 vrcholy =—n —2

O(n?)

Analyzu tuspesnosti/chyby spravime spoc¢itanim pravdepodobnosti, ze hrany z fizo-
vaného minimalneho rezu C,,;,, ostand neskontrahované. Nech cost(Cynin) = k. Pri
argumentacii vyuzijeme nasledujice —zjavné— fakty

e Ak k je cena minimélneho hranového rezu, tak G ma aspon ”—k hran (kazdy

vrchol mé stupen aspon k, hrana ma dva konce)
e Algoritmus 18 pocita Cy,in <= Ziadna hrana z E(C,ip, ) nebola kontrahovana
Ozna¢me

E; = {vypocty, ktoré v i-tej iteracii nevybrali na kontrakciu hranu z E(C),n)}

Zaujima nés pravdepodobnost udalosti (i 12 E;
Pr ﬂE = Pr[Ey] - Pr|Ey | E1]-Pr[Es | E1NEy]-- En_s | ﬂE
Postupne:
PriB] = W_l_%zl_é_l_%

Po i — 1 iteracidch—nahodnych kontrakcidch—mame (n — i + 1) vrcholov, pri¢om
kazdy z nich stale musi mat stupen aspoii k. Ostal nam graf G/F;,_1, v ktorom je
aspoi M hran. Z nich vyberame jednu, pricom |E(Cynin)| z nich je "zlych"

i—1

PrEi|| | E; >1- >l =1
r IJO1 il = |E(G/F;—1))| = |E(G/Fi_1)| © k(n;ﬂrl) n_ii1
" Ee Sr-2
Pr JQEJ > Hl(1 n—z+1> g_g
~ n—2 n—-3 n—4 32 1 2 1
= n n—-1n-2 5 4 3 nn-1) 721)
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d

Méame teda v O(n?) garantovant tspesnost ﬁ > % To znamen4, ze ak zopa-
kujeme n?/2 nezavislych behov tohto algoritmu a ako vysledok vezmeme najlepsie

z rieSeni, chyba bude s pravdepodobnostou nanajvys
2
2\"/* 1
n e

Uvedeny pristup je "naivny" v tom, ze sme opakovali celé vypocty. Zamyslime sa

nad tym, dokedy ma zmysel robit kontrakciu a kedy je uz graf dostato¢ne maly na

to, aby sme minimalny rez — pre tento kontrahovany graf — mohli deterministic-

ky dopocitat. Uvazujme funkciu £(n), ktora urcuje ¢as ukoncenia kontrakcii/pocet

realizovanych kontrakcii —podet vrcholov grafu, pri ktorom zvySok dopocitame de- parameter ¢(n)
termnisticky. Vyzadujeme, aby 1 < ¢(n) < n, ¢ monoténna

Lenze cas je O(n?)....

Algoritmus 19 DetRan(¢)
1: aplikuj Algoritmus 18 na G dovtedy, kym nema ¢(n) vrcholov; vysledkom je
graf G/F
2: aplikuj na G/F s ¢(n) vrcholmi najlepsi deterministicky algoritmus D
3: return (D(G/F))

Analyzujme casovi zlozitost Algoritmu 19. éas
O((n —¥¢(n)) -n), prispevok Algoritmu 18 9 3
O((£(n))?), prispevok algoritmu D O™ + (E(m)°)

Chyba Algoritmu 19 zavisi len od prvej casti, potom uZz je algoritmus determinis- tspesnost
ticky.

Y

PrUE E] > IEE (1 2 -

ﬁ (1 - %M) GENED

:Lle <l_n—§+1) e "

j=n—L(n)+1

Ukézali sme nasledujice tvrdenie

Lema 4.25 Ak 1 < ¢(n) < n je monoténna funkcia, tak Algoritmus 19 je poly-
nomidlny pravdepodobnostny algoritmus, ktory ndjde minimdlny rez s pravdepodob-

l(n
(?)

(2)
Teraz podme vhodne zvolit £(n). Podla predchadzajicej lemy 4.25 je pravdepo-
dobnost uspechu algoritmu DetRan aspon

£(n) 62 n
s

Ak teda spravime 4 @) nezavislych opakovani algoritmu DetRan(¢), dosiahneme v
case cas

nostou aspon
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oo i) o i)

pravdepodobnost ispechu aspon

n? 2
)y \ Zm 2 B

(3) n? ¢

Z hladiska casovej zlozitosti je najlepsia volba pre funkciu ¢(n) taka, ked

uspesnost

) =n%(n) = Lln)= an/BJ

Zhrnutim tychto avah mame

Veta 4.26 Algoritmus Detran(n®/?) opakovany % = n*/3 krat vypocita v case
0] (%) = O(n8/3) minimalny rez s pravdepodobnostou iuspechu asporn 1 — %

Ziskany algoritmus* je lepsi ako najlepsi zndmy deterministicky. Sktsme vytvorit
eSte lepsi algoritmus.

Vratme sa k zédkladnému algoritmu 18 a v8imnime si, ako sa pri postupnosti kon-
trakcii pravdepodobnost chyby meni.

2 2 2 2

nn—-1"n-2"""3

Pravdepodobnost chyby v priebehu opakovania kontrakcii rastie, preto budeme al-
goritmus Castejsie opakovat ku koncu. Predstavme si, ze jednotlivé opakované behy
Algoritmu 18 robime paralelne (obr. 4.1 vlavo). Vtedy si ¢as mozno predstavit ako
plochu. Ak by sme behy vytvarali postupne (obr. 4.1 vpravo)—zac¢neme s dvomi, po
nejakom Case vypoctu kazdy proces pri ndhodnej volbe rozdelime na dva,..., bude
¢as odpovedat suctu dlzok ciest z korena do listov. Aj "opticky" to vyzera lepsie.
Ukazeme, ze pri vhodnej volbe deliacich bodov tomu tak naozaj je.

Pocet behov zdvojnéasobime, ked sa pocet vrcholov kontrakciami zredukoval na
1/\/§—tinu. KedZe pocet kontrakcii je n — 2, je pocet behov, ktoré realizujeme,
2log\/§n72 _ O(TL2)

Algoritmus 20 RepTree(Q)
1: ak n < 6 vypocitaj minimélny rez deterministicky
2 b [1+ 2]
3: realizuj paralelne vypocet na dvoch behoch dovtedy, kym kontrakciami nevznik-
na grafy G/Fy, G/F5 velkosti h
4: RepTree(G/Fy)
5: RepTree(G/F»)
6: return lepsi minimalny rez

Veta 4.27 Casovd ZloZitost Algoritmu Rep Tree je O(n?logn), pravdepodobnost tispe-
chu aspon m.

Dokaz: Zac¢nime analyzou ¢asu.

4Kde je random sampling?
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o

BREEEEREE
N J

\ J
Y

n? n?

Obréazok 4.1: Opakovania Algoritmu Contract: vlavo n? kompletnych behov, vpravo
O(n?) behov, ktoré vznikaji postupnym "delenim"

e Velkost multigrafu klesa o (multiplikativny) faktor 1/v/2, preto je hibka vno-
renia rekurzie nanajvys log 5 n = O(logn).

o Casova zlozitost Algoritmu Contract, ked §tartoval na n vrcholoch, je O(n?).
Prechod od m vrcholov k {1 + %—‘ teda mozme zhora ohranicit O(m?).

e Casovi zlozitost mozno vyjadrif rekurentnou nerovnicou

o(1), n<6
T(n) < { oT ([1 + %D +0(n?) inak

Vyuzitim Master theorem dostaneme, ze rieSenim je O(n?logn)

Master theorem:

Potom pre rieSenie plati

f(n) =0(n'®*=) = T(n)=0(n*)
f(n) =0(ne ) = T(n)=0O(n%. logn)
f(n) = Qe te) = T(n)=0(f(n))

Mame {1 + %—‘ <2+ \% ~ 3,z toho b~ V2. Kedze a = 2, tak n? = nlog @,

Pripomenime si, Ze mame fixovany minimalny rez Ci,;p, s cenou |E(Cpin)| = k ispesnost

e oznac¢me p,; pravdepodobnost toho, Ze graf G/F; velkosti [1 + \%—‘ obsahuje
Cinin, ak ho obsahoval graf G velkosti ¢ pred rozdelenim na G/Fy, G/F5.

(h Sl bl-1) | (Beoe o
(5) (-1 S0 —1) < 2
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e ozna¢me Pr(n) pravdepodobnost toho, Ze algoritmus RepTree najde minimal-
ny rez Cryin.

e Predpokladajme, 7ze na nejakej arovni volania rekurzie mame graf H velkosti
£, ktory obsahuje minimalny rez velkosti k. Nech H;, Hs su ti potomci gra-
fu H, v ktorych sa opéat aplikuje rekurzivne volanie (velkost grafu klesla z
{nal-+ %) Ak4 je pravdepodobnost, ze algoritmus najde minimélny rez,
ktory bol obsiahnuty v H? Minimélny rez sa (s pravdepodobnostou py) za-
chova pri prechode po "hrane" (H, Hy) (alebo(H, H3); predpokladame H, Hy)

a nasledne rekurzivne volanie v Hy s pravdepodobnostou Pr ({1 + %—D do-

l
pocita miniméalny rez korektne. Preto pyPr ( {1 + ﬁ—‘ ) je dolnym odhadom

na pravdepodobnost toho, ze z G/ F vypocitame C,,;,, redukciou na G/F;, ak
G/ F ho obsahovalo

e pravdepodobnost toho, ze rekurziou nevypocitame Ch,ipn je nanajvys

)

Pri¢)>1- (1 — pePr ([1 + %—Dy

Y

1 - (1—%%([1+%D)2

pr([ie ) -1 (1 5l)

UkdZeme, Ze rieSenim je O(r;7). PomoZeme si tym, Ze sa rieSenie Pr pozrieme
optikou hibky rekurzie. Nech teda k = ©(log¥) je hibka rekurzie. Potom dolny
odhad na pravdepodobnost tspechu p(k) ziskame rieSenim rekurentnej rovnice

1, k=0

p(k) = ,
p(k—1) - 2B ks

Oznacme q(k) = 4/p(k) — 1. Potom p(k) = —3—

q(k)+1
4 4 4 2
DT T QT (—q<k>+1) /4
1 q(k)
TFDTT = @k

Upravou dostavame q(k + 1) = q(k) + 1 + ﬁ a nasledne:

k) = qlk—1)+1+ iy
— _ 1 1
= q(k 2) + 1 —:_ql(kZQ) +;~ + q(kfl) o
= qO)+k+2 20 g5 =3 +tk+ 220 30

k—1
1
k<q(k)<k:+3+zo€:k+3+Hk71
Teda g(k) = k + Ologk, p(k) = Q(S'H = k+@410gk =0O(3) a teda | p(l) = 9(10;)

d

Na zaklade analyzy algoritmu RepTree je jasné, ze log n nezavislych opakovani tohto
algoritmu staci, aby sme s konstantnou pravdepodobnostou dosiahli optimélne rie-
Senie problému Min-Cut. Pri O log?® n opakovaniach ide pravdepodobnost neaspechu
rychlo k nule. Pritom ¢as v tomto pripade je O(n?log® n).
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4.3.2 Opakovania nahodna vzorka a 3-splnitel'nost

V tejto casti ukdzeme, ako vhodné skombinovanie viacerych met6d

— opakovanie
— nahodné vzorka
— lokélne prehl'adavanie

vedie k "rozumnému" rieseniu NPU problému 3SAT. Doteraz nie je znamy polytime
pravdepodobnostny algoritmus na riesenie NPU problému s ohrani¢enou chybou,
skor sa predpoklada, ze NP-tazké su fazké aj pre polytime pravdepodobnostné. Co
ale moézme dosiahnut je rozumny exponencialny ¢as.

f(n) 10 50 100 300
n! ~3.6-10° | 65 digits | 158 digits | 625 digits
2n 1024 16 digits 31 digits 91 digits
on/2 32 ~33-10° | 16 digits 46 digits
(1.2)" ~6.19 9100 ~82-107 | 24 digits
10-2v7 ~30 ~1345 10240 ~ 1.64-10°
n?.2vn 895 ~ 336158 | 1.024-107 | ~ 1.48-10"
nb 106 1.54 - 1010 1012 ~7.29-101

Smerujeme k 1MC algoritmu pre 3KNF-splnitelnost, ktorého ¢asova zlozitost bude
O (|F|-n®?.(3)"). Zakladn4 idea spotiva v niekolkondsobnom prehladani vhod-
ného okolia ndhodne vybraného vektora: cielom je najst vektor, ktory splha vstupni
formulu.

Algoritmus 21 Schoning

1: N0 > pocet prezeranych vzoriek
2: S — [20-+/3mn (%)ﬁ > odhad poc¢tu v tejto iteracii prezretych vzoriek
3: > vol'ba neskor vyplynie z analyzy pravdepodobnosti chyby

4: Found «— False
5: while N < S and not Found do

6 N —N+1

7: néhodne zvol « € {0,1}"

8: if F(a) =1 then Found <« True

9: M —0

10: while M < 3n and not Found do

11: M—M+1

12: najdi v F(«) nesplnena klauzulu C' a ndhodne zmen niektory z bitov
13: v tejto klauzule, ¢im vznikne nova hodnota o

14: if F(«) =1 then Found <« True

15: if Found = True then return (splnitelna, «)
16: else return (nesplnitelna)

Veta 4.28 Algoritmus Schoning je 1MC pre problém splnitelnosti SKNF formuly.

Jeho casovd zlozitost je O (|F|-n3/% - (4/3)")

Doékaz: Zacneme Casom.

e pri pouziti opakovaného umociiovania vypoé¢itame hodnotu S na riadku 2 v %%
case O(n?logn)

e celkovo robime S krat ndhodnt vzorku s lokdlnym vyhladavanim

O(F|-n'/? - (4/3)" - n_) = O(IF| -n*/?- (4/3)")
M M
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Ak vstupné formula nie je splnitelna, algoritmus korektne odpovie, Ze je nesplnitel-
na. Chybu moze algoritmus spravif len vtedy, ak sa mu nepodari najst spliajice
priradenie, hoci formula splnitelna je. Spoc¢itame, aka je pravdepodobnost, Ze v
pripade splnitelnej formuly najdeme jedno fixzované priradenie o*.

Oznacme

e p pravdepodobnost toho, Ze jednou vzorkou a lokdlnym prehladévanim toto
priradenie o najdeme( riadky 7-14).

e Dist(a, ) - pocet bitov, v ktorych sa vektory a, 3 lisia

e Class(j) = {0 € {0,1}" | Dist(a*, ) = j}; zrejme
Class(0) = {a*}
|Class(j)| = (7;)

Pozrime sa na lokalne prehladavanie ako na putovanie medzi jednotlivymi trieda-
mi (obr.4.2)

21/3 21/3 21/3
<2/3 <2/3 <2/3

Obréazok 4.2: Proces lokalneho prehladévania moZzno vnimat ako putovanie po grafe.
Cielom je sa z nahodného vrchola dostat do vrchola 0.

e Pravdepodobnost toho, Ze sa z j posunieme v jednom lokalnom kroku/jednym
flipom do (j — 1) je aspon 1/3. Analogicky, presun z j do (j + 1) je s pravde-
podobnostou nanajvys 2/3.

e Oznatme ¢;; pravdepodobnost, Ze ked zafneme v triede Class(j), skon¢ime
v a*, pricom prejdeme presne (j+ 1) krokov smerom ku o* a ¢ smerom od a*.
Zrejme 1,7 < n

e Popis lokdlneho prehladévania mozno znéazornit refazcom {+, —}/+2¢ pricom
7+ 2i < 3n, + zndzorhuje posun smerom ku «*, znak - zas posun od a*. Nie
kazdy takyto refazec je korektnym popisom lokdlneho prehladévania. Ten
korektny mé v kazdom suffixe aspon tolko znakov + ako -. D& sa ukazat, ze
takychto refazcov je

j+2i—1 jH20—1\  [(j+2i\ 1 (4.1)
i i—1 N i )j+2i '

Ozna¢me mnozinu tychto retazcov B.

e kazdé w € B definuje mnozinu vypoctov Event(w)

Pr[Event(w)] > (%)W <§>Z

oL (i (1) 2y
Gi =570\ 3 3

#Hw ze je to podla w

Preto

korektnost



4.3. ZVYSOVANIE USPESNOSTI OPAKOVANIM A NAHODNA VZORKA 71

e ¢; oznacuje pravdepodobnost, ze sa z Class(j) dostaneme v ramci 3n krokov
lokalneho prehladavania do o*

J
G =D ¢ 0<i<j<n, j+2i<3n
=0

6 2 Yl [ ()

D)

i\ 4 (
- G @) =5 @ ) /i =3 e dong odad
i 2j j 2735(3j/e)3 2j j T
= 5 G Q) ~ b 07 @) V()

1 (1)3
2/3m;  \2
Na zaciatku sme zvolili vektor nadhodne, preto pravdepodobnost p;, ze za¢neme v
Class(j), je
()
J

p(j) = o

A teraz uz p = Pr[Schoning najde po max 3n krokoch] > Z?:o Diq;

8|6 ) ()] S () (00)

=
2w () (+3) —mm (1) -7
= 2v/3mn \2 2) ~ B \a) 7P

Preto pravdepodobnost chyby po ¢ opakovaniach je nanajvys

(1-p)'<e?

Ak teda vezmeme

t=S=20V3mn <%>

dostaneme
Erorr(F) <(1-p)f<eP =e<5.107°

Ostava este ukazat platnost (4.1). Nech W (i, j) oznacuje pocet "korektnych" re-

tazcov dlzky i + 27, v ktorych je i ntl a j + i jednotiek. Indukciou argumentujeme, pdr slov k (4.1)

7e W(i,j):(ﬂ‘t?i)ﬁ
Prei=0je W(0,j)=1,pren=1,2jei=0apren=3jealeboi=j=0alebo =3

i=0,j=3 v

Pre 7 + 21 < n IP plati. Pre i + 2j = n rozli§ime situaciu podla prvého symbolu 7 >3

LW =1 = () e

prvy symbol je

0, W(i—1j+1)= ("""

a dopocitame zvlast pre j =1, 7 > 1
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4.3.3 Nahodna vzorka (random sampling) a generovanie kvad-
ratickych nezvyskov

Problém faktorizacie je fazky. Mame polynomidlny algoritmus na testovanie pr-
vociselnosti, nemame v8ak polynomidlnu faktorizaciu. Ak za prakticky algoritmus
povazujeme pravdepodobnostny polynomialny s ohrani¢enou chybou, potom sa zd4,
ze ¢o je tazké, je tazké aj pre polynomialne pravdepodobnostné algoritmy s ohra-
ni¢enou chybou. Napriek tomu nejaké rozumné polynomidlne pravdepodobnostné
algoritmy mame. Ukazeme Las Vegas pre kvadratické nezvysky.

Definicia 4.5 Majme pole Z,, kde p je prvocislo. Hovorime, Ze a € Z, je kvad-
raticky zvysok modulo p, ak a = 2 mod p. b je kvadraticky nezvysok modulo p, ak
Vd € Z, d* # b mod p.

Zatial ¢o kvadratické zvySky sa generuju Tahko, s nezvySkami to nie je také jed-
noduché; nemame ¢as skagat postupne vetko, kym ho najdeme. Preto vyuZijeme
nahodnu vzorku. K aplikovaniu metédy potrebujeme existenciu

e efektivneho testu, ktorym overime, ¢i je dané ¢islo kvadratickym zvySkom
alebo nie

e dostatocne vela nezvyskov; ukdZzeme, Ze spomedzi ¢isel 1,2, ..., p—1 je presne
polovica zvyskov a polovica nezvyskov

Eulerovo  krité- Veta 4.29 (Eulerovo kritérium) Nech p > 2 je prvocislo. VYa € {1,2,...,p—1}

rewm 1. ak a je kvadraticky zvySok modulo p, potom a®~Y/2 =1 mod p

2. ak a je kvadraticky nezvysok modulo p, potom a?~1/2 = p —1 mod p

Doékaz: Vyuzijeme Mala Fermétova vetu:
V prvocislo p,a € Z; = {d € Z, | ged(d, p) = 1} plati a?~' =1 mod p

e p neparne, vacsie ako 2, preto Ip’ : p=2p' +1

aPD 1= a1 1 = (0¥ —1)(a” +1) =0 mod p

Preto
a?~1/2 _ 1 =0 mod p alebo (a»"H/2+1) =0 mod p
aP=1/2¢{1,p—1} mod p
z2vySok e Nech a je kvadraticky zvySok modulo p. Potom

a=2?mod paaP /2= (22)P1/2 = 2=1) =1 mod p

nezvysok e Nech a je kvadraticky nezvySok. KedZze (Z,- mod p) je cyklickd grupa, ma
generator a a musi byt jeho nepdrna mocnina; a = g+ mod p

(p—1)/2
QP—1/2 = (g@m)) = g1 . g(r=1/2 y0d p

KedZze g~ = 1 mod p, je
gl(p_l) = gl(p_l) = 1l = 1 mOd P

aP=D/2 =1.4¢@e=1/2 nod p

Kedze g je generator, je g®®=1/2 % 1 mod p a vzhladom k tomu, ze plati
a?=D/2 ¢ {1,p—1} mod p, je a® /2 =p—1 mod p
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a

Test na zistenie, ¢i a je alebo nie je kvadraticky zvySok modulo p, je teda jedno-
duchy - vypocet aP~1/2, Teraz sa zamyslime nad hustotou vyskytu kvadratickych
nezvyskov.

Veta 4.30 Ku kazdému prvocislu p > 3 ezistuje presne (p—1)/2 nenulovijch prokov
v Zy, ktoré su kvadraticky nezvysok modulo p.

Doékaz: Uvazujme mnozinu Quad(p) = {1? mod p,2? mod p, ..., (p — 1) mod p}.
Rovnost |Quad(p)| = (p — 1)/2 ukdzeme dvomi nerovnostami:

Pre x € {1,2,...,p— 1} plati
(p—2)* = p* = 2px + 2% = p(p — 2) + 2= 2® mod p

Sta¢i ukazat, ze rovnica 22 = y2 mod p m4 nanajvys jedno rieSenie. Wlog y > z,
teday=x+1,:=1,2,...,p—2

Y2 =22 +2ri+i%2 2xi+i®>=1modp

1#0 =2r4i=0mod p a teda i = —2x je jediné rieSenie O

Na zéklade vysgie povedaného je teda zrejmé, Zze opakovanie nahodného hladania
dovtedy, kym nejaky nezvySok nendjdeme, je vlastne Las Vegas algoritmus, ktory
nikdy nepovie "neviem" a pre ktory je pravdepodobnost nekonecnych vypoctov
nulova.

4.4 Metdéda svedkov

Pre pouzitie metddy svedkov je kIi¢ovym momentom dostatok svedkov. To uzko
suvisi aj s odpovedou na otazku, ¢ pravdepodobnostné algoritmy moézu byt efek-
tivnejsie ako deterministické. Ak mame efektivny pravdepodobnostny algoritmus
zalozeny na metdde svedkov a svedkov vieme efektivne generovat, mame vlastne aj
efektivny deterministicky algoritmus. Ak st vSak svedkovia rozmiestneni ndhod-
ne,...

Par slov na avod

e Pre pouzitie metddy svedkov potrebujeme dostatok svedkov, ¢im vac§inou roz-
umieme to, ze pomer kandidatov a svedkov je konstanta.

e Samotné aplikovanie metody potom spociva v ndhodnom vybere kandidata a
overeni, ¢i je alebo nie je tento kandidat svedkom. Ak je v mnoZzine kandidatov
dostatocne vela svedkov, je pravdepodobnost toho, Ze vybraty kandidéat je
svedok, dostatoc¢né.

V tejto suvislosti sa budeme venovaf prvociselnosti, a to konkrétne
— testovaniu prvociselnosti
— generovaniu ndhodnych prvocisel

Zatneme opakovanim znenia ¢ niektorych znamych viet, ktoré budeme v argumen-
tacii vyuzivat.

Veta 4.31 (Mala Ferméatova) p € PRIM, a € Z; = {d € Z,|gcd(a,p) = 1}.
Potom
a? b modp=1

6V tejto prednaske st vety nastrojom, dokazy preto vynechiavame.

IN

Y
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Veta 4.32 (O é&inskych zvyskoch, II. verzia) Nech n = p x ¢,gcd(p,q) = 1.
Nech © 4, ®yp,q st operdcie nad Z, x Z,.

(a1,a2) Bp,q (b1,02) = ((a1 @p,qb1) mod p, (a2 Bp,qb2) mod q)
(a1,a2) ©pq (b1,02) = ((a1 Opqb1) mod p, (a2 ©pqb2) mod q)

Potom (Z,,® mod ps©@ mod q) @ (Zp X Zg, ®p.qs Op,q) SU izomorfné.

Veta 4.33 (O ¢&inskych zvyskoch, I. verzia) Nech m = my X mg X ... X my,
kde k € N — {0}, gcd(m;, m;) = 1 pre i # j. Potom pre kaZdi postupnost r €
Ty« ey Tk € Zpm,, exzistuge jediné éislo r € Z, : 7 = r;( mod my)

Veta 4.34 (Lagrange) Pre kazdu podgrupu (H,o) konecnej grupy (A, o) plati
|A| = Indexy(A) - |H|

Tu
-Hob={hoblh € H}
- Indexy(A) =|{H o blb € H}|

4.4.1 Hladanie svedkov pre test prvoéiselnosti

V tejto Casti sa budeme venovaft testu prvociselnosti: pre vstupné n chceme vediet,
i je to prvocislo alebo zlozené ¢islo. Zaujima nés pravdepodobnostny algoritmus,
ktorého ¢asova zlozitost je O((logn)¢) pre nizku konstantu c. Velkost konstanty ¢
je dolezita, kedze pre potreby kodovania st prvocisla dlhé stovky cifier.

Jednotlivé algoritmy vychadzaju z vhodnej definicie svedka.

Za naivny pristup mozno povazovat test, ktory vychadza zo zakladnej definicie
prvocisla ako ¢isla, ktoré je delitelné iba jednotkou a samym sebou. Algoritmus je
jednoduchy—testujeme postupne delitelnost n kandidatom a od 1 po n — 1, resp.
V. Zlozitost je O(2(°8™ /2) ¢o je vzhladom na velkost vstupu log n exponencialne.

i. prvok a je svedkom pre zlozené ¢islo, ak poskytuje efektivne overenie tohto
faktu
ii. Tahko rozlisime, ¢ kandidat je svedok elebo nie
iii. mnozina kandidatov obsahuje dostato¢ne vela svedkov

Pre identifikiciu zlozeného ¢isla vieme trivialne vyuzit delitelnost: prvok a je sve-
dok, ze n ¢ PRIM” < a deli n

Takéito definicia splia vlastnosti (i,ii), problém v3ak moéze byt s vlastnostou (iii),
ktora nie je vzdy splnend—v pripade n = pq, kde p, ¢ st prvocisla, je pravdepodob-
nost, ze nadhodne zvolené ¢islo a je svedkom pre n iba 2/(n — 2).

Na zéklade mlalej Fermétovej vety mame nasledujtce kritérium — &islo a je svedok® pre n ¢
PRIM < a“2° mod n # 1.
(i) Efektivny vypocet a?~! mod p je zalozeny na iterovanom umociiovani

e a2 modp=a-a modp
a®* mod p=[(a®" modp)-(a* " mod p)] mod p

e nech b = Zfﬂ b;2'~1; potom

b b2°

1 k—1
a’ =a 22" gk

- a

7"PRIM oznaluje mnozinu prvocisel
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a’® mod p vypotitame:

i—1
—a; = a? mod p

k
—Ilizi b= @i modp

Vypotet realizujeme O(log n) nasobeniami nad Z,,, ¢o znamena O((log n)?) bitovych
operacii. Takyto vypocet je teda efektivny, existuje vSak nekone¢na mnozina tzv.
Carmichaelovych ¢isel, pre ktoré je tento test nevhodny. Carmichael ¢islo je také,
zeVa € {1,...,n— 1} plati a1V mod n = 1, ale n NIE JE prvodislo.

Dalsi test vychadza z novej "definicie" prvoéisla

Veta 4.35 Nech p > 2 je nepdarne. Potom alternativna de-
" finicia

p je prvocislo < a2  modpe {l,p—1} Vae Z,—-{0}
Doékaz: Nech p je neparne prvodislo, p = 2p’+1. Z Malej Fermatovej vety dostavame =

a?~' =1( mod p)Va € Z, — {0}

apt =a? = (a? —1)(a? +1)+1 } (@ —=1)(@” +1) =0( mod p)

(p—1)

Pretoa™ 2 modpe {l,p—1}

(p—1)

Nech a= = € {1,p—1}Va € Z, — {0}. Kvoli sporu predpokladajme, ze p = ab.

p=t1

a; mod p € {l,p—1} (ab)%1 mod p = a™> b7 mod p € {1,-1}

az modp €{l,p—1}

Kedze ab = p,

0=p modp=p"z modp:(ab)l%1 mod p € {1,—1} SPOR O

Na zéklade tejto vety mozme definovat nasledujice kritérium pre sveglka. Nechn > MVE
3 je neparne. Cislo a € {1,...,n — 1} je svedok, ze n ¢ PRIM < o™z ¢ {1,n—1}.
Kritérium je vhodné pre neparne n také, ze n = 3( mod 4)

Veta 4.36 Pre kazdé n,n = 3( mod 4), plati
(a.) ak n je prvocislo, potom a~Y/2 modn € {1,n—1} Vaec{l,...,n—1}
(b.) ak n je zlozené, potom a™~V/2 mod n ¢ {1,n — 1} pre aspoii polovicu prvkov
z{l,...,n—1}

—_——

A(n—1)
Dékaz: Potrebujeme argumentovat (b). Vezmime teda zloZené n,n = 3( mod 4).
Rozdelme A(n — 1) na mnozinu svedkov a nesvedkov:

Wit, ={a € A(n —1) | a™Y/2 mod n ¢ {1,n—1}}

Buler ={a € A(n—1) | " Y/2 mod n € {1,n—1}}
Ukazeme, Ze existuje injektivne zobrazenie z Euler do Wit ,,, ¢o implikuje |Euler| <
|Wit,, |.

Predpokladajme, ze mame b € Wit,,, pricom b~! existuje (ur¢ime neskor). Pomocou definicia hy,
b definujme spominané zobrazenie

hy(a) =ab modn
Ukézeme, Ze hy, je zobrazenie Euler — Wit,,, je injektivne a napokon uré¢ime b a b1,

Nech a € Euler, hy(a) = ab mod n. Potom hy(a) € Wit,
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(a-b)™=Y/2 mod n = (™ Y/2 mod n) - (a2 mod n) = £b(*~1/2 mod n
Kedze b € Wit,,, b5~1/2 mod n ¢ {1,n — 1} a teda hy(a) € Wit,,.

Nech ay,as € Euler, a1 # a2 a nech hy(a1) = hy(az), resp. arb = azb ( mod n). injekcia
Potom
a1 = abb' mod n=axpb~'( mod n) = ay

evistencia b,b~! VyuZime, Ze n je zlozené®, n = pq, ged(p, q) = 1. Potom (a mod p,a mod q)

jednoznacne reprezentuje a € {1,...,n — 1}. Cislo a uréime jeho reprezentaciou.
Kvoli tomu si v8imnime, ¢o plati o reprezentacii ¢isel z Euler. Podla definicie pre
a € Euler je a®1/2 mod pg € {1,n — 1}
—ak a™ V72 = kpz +1, potom a™1/2 mod p = a""Y/2 mod ¢q = 1; repre-
zentacia a™~Y/? je v tomto pripade (1,1)
—ak a»V/2 = kpz +n — 1, potom
a™Y/2 modp=(n—-1) modp=(pg—1) modp=p—1
a™Y/2 mod g=(n—-1) modg=(pg—1) mod g=q—1
V tomto pripade je a("~1/2 reprezentované (p — 1,q — 1)

b e Wit, Hodnotu b ur¢ime reprezentéciou (1,q — 1). Overme, ze b € Wit,,:
(Vb("_l)/2 mod p,b»~1/2 mod ¢) = (1=Y/2 mod p, (—=1)*"Y/2 mod q) = (1, -1).
Cislo b ¢ Euler, preto b € Wit,,.

bl =1p Inverzny prvok k b je b:
bb:(luq_l)Q(lvq_l):(l mOdpu(q_l)(q_l) mOdq):(lvl) U

Algoritmus 22 SSSA - zjednoduSeny Solovay-Strassen
1: zvol nédhodne a € {1,...,n — 1}
2. A —a»1/2 modn
3: if A € {1, -1} then return(n € PRIM)
4: else return(n ¢ PRIM)

Na zéklade predchadzajucich uvah dostavame, Ze pre zlozené n je pravdepodobnost
toho, ze vystupom algoritmu SSSA je korektna odpoved n ¢ PRIM, aspoi polovica.

Veta 4.37 Pre n = 4k + 3 je algoritmus SSSA polytime 1MC pre zloZené cisla.

4.4.2 Algoritmus Solovay-Strassen pre testovanie prvocisel-
nosti

V tejto Casti sa zemeriame na odstranenie podmienky n = 3( mod 4). Pridame
dalgie kritérium, ktoré poméha identifikovat zlozené Cisla — ged # 1.

Definicia 4.6 a € {1,...,n — 1} je svedok, Ze nepdrne n ¢ PRIM, ak
—gcd(a,n) > 1 alebo
~ged(a,n) =1 a a2 modn ¢ {1,-1}

Kritérium vieme efektivne overit, kedze ged(a,n) vieme efektivne pocitat pomocou
Euclidovho algoritmu.

Rekurzivne volanie znizuje aspoii jeden z parametrov na polovicu, preto je hibka
rekurzie O(logb), pri "skolskom" algoritme delenia je celkova zlozitost O((loga +
b)3).

Hoci je podmienka z definicie 4.6 vhodna pre n # 3( mod 4), pre Carmichaelove
¢isla vhodna nie je. Plati ale

9Dorieste pre n = p’
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Algoritmus 23 Euclid(a,b)

1: if b = 0 then return(a)
2: else return(Euclid(b, a mod b))

Fakt 4.38 Nechn je zloZené, nie Carmichaelovo. Potom aspoti polovica zo Z,—{0}
poturdzuje n ¢ PRIM podla podmienky z definicie 4.6

Pokracujeme vo vylepSovani definicie svedka.

Definicia 4.7 Nech p > 2 je prvocislo, a kladné, ged(a,p) = 1. Legendrov symbol
pre a ap je

Lea |& 1, a je kvadraticky zvySok modulo p
g D —1, a je kvadraticky nezvysok modulo p

Pre prvoéislo p a a s ged(a, p) = 1 plati

Leg [E} =a® D2 modp
p

Na zaklade tohto faktu vieme Leg [%} efektivne pocitat.

Definicia 4.8 Nech n = plflplg2 .. .pf’f je faktorizdcia nepdarneho n > 3, pricom k;
st kladné. Ak ged(a,n) =1, potom Jacobiho symbol pre a,n je

a ¢ a\" & ki
GRS G I (G
n H Di [[1

i=1

Fakt 4.39 Pre kazdé a,n spliiajice podmienku definicie Jacobidna

Jac[ }6{ 1,1}

Jacobian chceme vyuzif na definiciu svedka, faktorizaciu ale nemame. Na zédklade
vlastnosti z nasledujicej lemy 4.40 ho budeme vediet efektivne vypocitat.

Lema 4.40 Magjme nepdrne n > 3, a,b : ged(a,n) = ged(b,n) = 1. Plati
1. Jac[ } —Jac[ } Jac[%}

2. Jac[2] = Jac [£] pre a =b( mod n)

$. Jac[}] =

ac |

I R

(a 1) (n 1)
Jac [ ] pre n nepdrne

—1, pren mod 8 € {3,5}
1, pren modn € {1,7}

5. Jac[2] = {
Dokaz: Ukazeme prvé dve vlastnostnosti, ostatné ako cvicenie.

L ((ab)P=1/2 mod pi)ki:
a®=D/2 mod p;)" (b =V/2 mod p;)" =

| (alPim1)/2 modpi)ki Hle (ppi—1)/2 modpi)ki
= Ja [ }Jac [%}

Jac[#] =TI
= I
I1

i=

L
i=
L
i=

(
X
)
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Staci, ak ukazeme, ze 2
(a = b( mod p))&(ged(a,b) =1) = Leg [%] = Leg [%}

a=b modp = a=pr+z
b=ps+z
Leg [%} = a® /2 mod p=(pr+2)*"/2 modp=

25261)/2 ((pfil)/2) (pr)g;l—izi mod p = 20-1/2  1od P

Analogicky Leg [%] = 2(P=1/2 mod p |

A teraz uz spominany algoritmus na vypocet Jacobidana. Kazdé rekurzivne volanie

Algoritmus 24 Jacobian(a,n)

> vstupom sd nepéarne n > 3 a a, pri¢om ged(a,n) = 1
case

a=1 : Jac[i] <1

a=2&n mod 8 € {1,7} : Jac (2] <1

a=2&n mod 8 € {3,5} : Jac % — -1

a neparne . Jac [%} — Jac [%] Jac {%2}

a>n Jac [%} — Jac [%

inak Jac[2] « (=1)*7 7 Jac [nmeda]

znizi aspoi jeden z parametrov aspoii na polovicu, Preto je hibka rekurzie O(logn).
Manipuldcia s parametrami je O(1) aritmetickych, resp. O((loga + n)?) bitovych
operacii. Cas vypottu Jac [£] je O((log(a + n))?) binarnych operécii.

n

A teraz sme uz pripraveni definovat novu charakterizaciu svedka.

Jac-svedok Definicia 4.9 Nech n > 3 je nepdrne. Hovorime, Ze a € {1,...,n — 1} je Jac-
svedok pre n ¢ PRIM, ak
—ged(a,n) # 1, alebo
~ged(a,n) =1 a Jac [2] # a®~Y/2 mod n

O korektnosti pravdepodobnostného algoritmu zalozeného na Jac-svedkoch hovori
nasledujica veta.

Veta 4.41 Pre kazdé nepdarne n > 3 plati

n=1)/2 mod n pre vietky

1. ak n je prvocislo, potom Jac [%] = Leg [%] = al
a€e{l,2,...,n—1}
2. ak n je zlozené cislo, potom Jac [3] # a=1/2 mod n pre aspori polovicu z

tych a € {1,2,....,n— 1}, pre ktoré ged(a,n) =1

Doékaz: Dokazovat potrebujeme vlastnost 2. Majme teda n > 3 neparne. MnoZina
kandidatov je Z,, — {0}. Opét uvazujme dve mnoziny

Wit, = {a€Z;| Jac[2] =a™1/2 mod n}
Wit,, = Z; —Wit,

Ukazeme, ze |Wit,,| < |Z%|/2, z ¢oho potom dostaneme [{1,2,...,n — 1} — Wit,| >
|[Wit,,|. Pri argumentécii si pomdze vlastnostami grap a podgrap. Za¢neme tym,
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ze ukdzeme, ze (Witn7 @modn) je vlastna podgrupa (Z, ®moedan)—Wit,, je grupa a
existuje prvok zo Z,, — Wit,.

Nech a, b € Wit,,. Potom
Jac[2] = Jac[2]J é:(”’l d)(bn;l d) S
ac[n} GC£?J ac [n} a 2 mod n 2 mod n éabeWnn
= (ab)"z modn

Potrebujeme ukazat existenciu prvku a zo Z,, —Wit,. Nech n = plf p? .. .p}'j, > 1,
~ ——

q m
je faktorizacia n. Prvok a nebudme hladaf priamo v Z, ale v Z, x Z,,. Nech g je

generator cyklickej grupy (Z;, ©modq)- Prvok a zvolime tak, Ze

mod def
f((mod Wzg }a = (o) € ZyxZm

Ak m =1, ako a vezmeme g.
Fakt, ze ged(a,n) = 1 < Ziadne z prvocisel py, ..., px nedeli a.

Ak by p; delilo a, tak @ = 0 mod p; stfasne s g = a( mod p;) je v spore s tym,
Ze g je generator.

Ak p, deli a, potom

a = p,b) B B m
a=mz+1 }prb—mx—l—l—pT(pT):v—i—l

Dostali sme, ze p, deli 1, pricom p, > 1.
Dokaz tejto Casti rozdelime na dve Casti podla hodnoty 41 (1,> 2). Vypocitame

Jac[2], a"=Y/2 mod n a porovnime.
ii =1,n=pim,ged(p;,m) =1

Jac [£] = Jac pil H?ZQ (Jac [%DZ]

%5

a=1 mod m [ ] 1
1 mod Jac | 2| T Jac [—}

Jj=2

= Jac| <] = Jac 1511] = Leg [1‘%}
-1 //generator nemoze byt kvadraticky zvySok

Teraz hodnota a("~Y/2 mod n,n = pim

a2 modm=(a modm)™ V2 modm=1""Y2 modm=1
Preto o 1/2 modn=1a|-1= Jac [%] #a™ /2 mod n prei; =1
ip >2

Nech by a € Wit,,, ¢o by znamenalo a("~"/2 mod n = Jac (2] € {1,—1}. Preto
a" Y =1( mod n). Kedze g = a( mod q), n = pi'm = gm

1=a""' modn=0a"" modg=(a mod¢q)" ! modqg=yg""' modygq

g je generétor cyklickej grupy, jeho rad je |Zy|, preto |Z;] deli n — 1

vlastnd podgrupa

a€

a ¢ Wit,
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Zy ={x € Zy|p1 nedeli x}.

Z, iy — in—
izl =1z - B ey
~—~—
delitelné p;

Méame teda
p1 deli [Z7], |Z7| delin —1

’ - O
p1 deli n = pi'm } = pyp delin,n—1

Algoritmus 25 SSA- Solovay-Strassen

> vstupom je neparne n > 3

if J = A then return(n € PRIM)
elsereturn(n ¢ PRIM)

1: vygeneruj nédhodne a € {1,2,...,n — 1}

2: vypocitaj ged(a,n) > O((logn)?)
3: if ged(a,n) # 1 then return(n ¢ PRIM)

4: J — Jac[2]; A—a"Y/2 mod n > O((logn)?)
5:

6:

Veta 4.42 Algoritmus Solovay-Strassen je polytime 1MC algoritmus pre rozpoznd-
vanie zloZengjch cisel.

Dokaz: Korektnost dokazu vyplyva z predchadzajuicich uvah.
cas Mame a < n, teda na reprezentaciu a, n staci |logn| + 1 bitov.

2 na vypocet ged pouzijeme Euclidov algoritmus, ktory zbehne v ¢ase O((log n)?)
(bitové operacie)

4 na vypocet hodnot J, A staci O((logn)?) bitovych operaci
5 porovnanie realizujeme v O(logn)

uspech
n € PRIM nenajdeme svedka, ktory by potvrdil, ze n je zlozené

n ¢ PRIM pravdepodobnost, Ze svedka najdeme, je podla vety 4.41 aspon 1/2.

4.4.3 Generovanie ndhodnych prvocisel

V tejto Casti sa budeme zaoberat generovanim prvocisel; naSou tlohu je pre dand
dizku vygenerovat nahodné prvoéislo dizky ¢. Stratégia je zrejma — vygenerujeme
nahodné ¢&islo n prislusnej dizky a overime, & je prvocislo. Pre zvysenie pravde-
podobnosti tispechu spravime niekolko (2¢?) generovani n a niekolko (k) testov
prvociselnosti pre prislusné n. Na testovanie prvociselnosti pouzivame algoritmus
Solovay-Strassen.

Veta 4.43 Algoritmus PrimGen je algoritmus s ohranicenou chybou, ktory v céase
polynomidlnom od dizky (vistupu) £ vygeneruje prvocislo.
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Algoritmus 26 PrimGen(¢, k)

> vstupom je dizka prvocisla ell a pocet opakovani testov k

Founde «— False, I — 0
while notFound and I < 2¢2 do

vygeneruj nahodnu postupnost ai,as, . .., as_sbitov
n 201 4 25;12 a; 2" +1

sprav k nezavislych testov Solovay-Strassenovym algoritmom

if niektory dokazal n ¢ PRIM then I — I + 1

elseFound <« True, return(n)

if I = 2/ then return(nenagiel)

Dokaz: Kedze v pripade uspechu je dizka vystupu exponencialna od dizky vstupu,
meriame zlozitost algoritmu vzhladom na velkost vystupu.

202 opakovani while-cyklu, k opakovani SSA testu, ktory trva O(¢£3) dava celkovii
zlozitost bitovych operacii O(¢£°k), resp. pre k = £ O(£5).

Algoritmus je netspesny z dvoch dévodov

I ak sa mu nepodarilo vygenerovat prvocislo (resp. ¢islo, o ktorom by dokazal,
Ze je zlozene)

II na vystup dal ako prvocislo ¢islo, ktoré je v skutoc¢nosti zlozené

Aby sme na vystup nedali ziadne ¢islo, musel kazdy test, ktory sme robili, dopadnit
"zle": n ¢ PRIM

e pravdepodobnost, 7ze nahodne zvolené ¢islo n dizky ¢

1

JE prvodislo, je aspoil 1~ > %

NIE JE prvoéislo je nanajvys (1 — &)

e pravdepodobnost, ze ¢ behov Solovay-Strassenovho algoritmu uspeje v dokaze,
ze zlozené n ¢ PRIM je wy > 1 —1/2°

2 2
e Prob[PrimGen((, () = "nenasiel"] < ((1— ;) wg)% <(1- %)% <e !
Pre £ > 100 je e~ * <« 10740
Ozna¢me p; pravdepodobnost toho, Ze v i-tom behu, i € 1,...,2¢2, ddme na vystup

ako prvocislo ¢islo, ktoré je v skuto¢nosti zlozené. To znamena, ze (¢ — 1) predcha-
dzajucich behov vygenerovalo zlozené ¢islo a tspesne to aj overilo, ale v poslednom
behu vygenerované ¢islo sa nepodarilo dokazat.

o <(1—5) o

i—1 i
o i< [(L=gp)we]” (1= g7) - gr= (1= 57) wegg

II
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4.5 Optimaliza¢né tlohy a ndhodné zaokrihlovanie

UzitoCnym nastrojom pri rieSeni optimaliza¢nych tloh je linedrne programovanie(LP).
Problém linearneho programovania je definovany nasledovne:

Definicia 4.10

vstup matica A = [a;],i=1,....,m;j=1,....,n
vektor b € R™
ceR”
ohranicenia M (A,b,c) = {X € (R>T)" | AX = b}
cena cost(X, (A, b,c)) =X =30 ey
ciel minimalizdicia

Resp. ohranicenia s rovnostou nahradime ohraniceniami s nerovnostami:
- . n .
ohranicenia Y, ajx; =bj,j €
n
D i1 @i > bs,s € I
n
Zi:l aj;T; <b.,re {1, .. .,m} — (Il U Ig)

O tlohe linedrneho programovania vieme, ze efektivnost jej rieSenia zavisi od oboru
hodnot rieSenia X.

e pre X € R existuje algoritmus plynomialnej zlozitosti

e pri X € Z, tzv. ILP, resp. X € {0,1}", tzv. 0-1LP algoritmus polynomialnej
zlozitosti nepozname

VzhTadom k tejto roznej zlozitosti vyuzivame LP pri navrhu aprozimacngch algo-
ritmov. Zékladna schéma vyuzitia je nasledovné:

1. formulacia povodného problému ako tlohy ILP, resp. 0-1LP; ILP(I)
2. relaxacia na ulohu linearneho programovania LP; Rel — LP(I)

3. transformécia optimalneho rieSenia relaxovaného problému na pripustné riese-
nie povodného problému. Vysledna kvalita ziskaného algoritmu zrejme zalezi
od tejto transformécie. Jednou z vhodnych metéd je metoda nahodného za-
okrihlovania.
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Spravme relaxaciu ILP(I) ~ Rel — LP(I). Nech
« je optimalne riesenie pre Rel — LP(I)
Opty (I) je optimalne rieSenie TLP(I).

Potom (preco?)

< Opty(I), pre minimaliza¢ny problém

cost(a) = Opt(Rel — LP(I)) { > Opty(I), pre maximalizaény problém

Pri navrate od optimalneho « k pripustnému 3 sa snazime pokazit kvalitu a ¢o
najmenej. Toto je ta ¢ast, ktora suvisi s NP-tazkostou povodného problému ILP.
Na priklade Min-VC ukazeme formuléaciu optimaliza¢nych tloh ako tuloh LP.

Priklad 4.4 UvazZujme problém minimdlneho vrcholového pokrytia, v ktorom hla-
ddme minimalnu mnoZinu vrcholov U, ktord pokrijva vSetky hrany. Pripustnym rie-
Senim je teda vektor (z1,...,x,) € {0,1}" taky, Ze x; = 1 < v; € U. Formulujme
ako ilohu LP:

. . . n
minimalizovat )} | z;

podmienky z; +z; > 1 VY(v;,v;) € E
T; € {0, 1}

relaxacia podmienku x; € {0,1} nahridzame dvomi podmienkami x; >0 a z; <1

Majme optimélne rieSenie o = (o, ...,a,) € [0,1]" relaxovaného problému. K
nemu zostrojime pripustné riesenie § pévodného problému zaokriahlenim takto

ﬁi =1 q; > 1/2
Ukazeme, Ze sme ziskali 2-aproximacny algoritmus.

e V optimalnom rieSeni relaxovanej tlohy « plati «; + «; > 1 pre kazda hranu
(vi,v;) € E. To ale znamena, Ze aspoii pre jedno oy, t € {i,j} plati o, > 1/2.
Nasledne do vrcholového pokrytia zaradime vrchol v;. Kazda hrana je teda
pokryta.

o Kedze 5; < 2q; pre kazdé i, o cene ziskaného pripustného rieSenia 3 plati
n n
cost(B) = Zﬂl < 22 a; = 2cost(a)
i=1 i=1

cost(3) _ 2cost(a)
cost() = cost(a)

Aproxima¢ny pomer je

4.5.1 Nahodné zaokruhl'ovanie a problém MaxSAT

Vratme sa opaf k rieSeniu problému MaxSat. V Casti 2.1 sme ukézali, ze ndhodne vy-
generované pripradenie hodnot premennym vedie v ocakdvanom pripade k splneniu
polovice klauzul. V tejto Casti ukdzeme efektivny pravdepodobnostny algoritmus,
ktory je vysledkom kombinécie metody relaxacie k LP a nahodného zaokruhlovania.
Majme teda

F(z1,...,xn) = FL ANFs A... AN F,, kde F; je elementarna disjunkcia

Oznactme

Min-VC

pripustné rieSe-
nie

kvalita



84KAPITOLA 4. METODY TVORBY PRAVDEPODOBNOSTNYCH ALGORITMOV

Set™(F;) mnoZina premennych zo Set(F};), ktoré sa v F; vyskytuju bez negacie
Set™ (F;) mnoZzina premennych zo Set(F;), ktoré sa v F; vyskytuju s negaciou
In*(F;) indexy premennych z Set™(F;)

In~(F;) indexy premennych z Set™ (F;)

RieSime tlohu
formuldcia
. . 'l m
maximalizovat > 7", Z;

linearne ohranicenia ZieIN+(Fj) Yi + Zz‘eIN*(Fj)(l —y)>Z;, j=1,...,m

n+m nelinearnych ohraniéeni
yiE{O,l}izl,...,n
Z;je{0,1} j=1,....,m

relaxacia
1>y, >0
1> 2Z;,72; >0

Oznatme o(u),w € {y1,...,Yn,Z1,- .-, Zm} hodnotu u v optimalnom rieseni rela-
xovaného problému. Lahko vidno, ze Z;nzl a(Z;) je horny odhad na pocet klauzil,
ktoré mozu byt splnené (prec¢o?). Klacovym pre kvalitné pripustné riesenie je za-
okrihlovanie; spravime ho nahodne:

Algoritmus 27 RRR - random rounding

1: vstupom je tloha 0/1 LP(F)

2: relaxacia 0/1-LP(F) ~» Rel-LP(F)

3: nech (a(y1),...,a(yn), a(Z1),...,a(Zy)) je optimélne rieSenie Rel-LP(F)
4: vygeneruj ndhodne 7y, ...,vy, € [0,1]"

5: if ; € [0, a(y;)] then §; — 1

6: else g, — 0

7: return (B1,..., Gn)

Uvedomme si, Ze takto definovana a(y;) je vlastne pravdepodobnost toho, ze 3; =
110

Lema 4.44 Nechk € N, F; je klauzula s k literdlmi, (a(y1), ..., o(yn), (Z1), ..., o(Zp,))
je optimdlne riesenie Rel-LP(F). Potom pravdepodobnost, Ze 5 = RRR(F) splna

F;, je aspori
1\ F
(- (-2) )tz

Dokaz: KedZe sa na ostatné klauzuly formuly nepozerame, mozme predpokladat,
7ze Fj =x1 V...V xp. Z podmienok LP vyplyva, ze

1+ T2+ A > 7
Klauzula F; bude nesplnend prave vtedy ak kazdé 3; < 0,7 =1,..., k. To nastane

s pravdepodobnostou Hi-c:l(l —a(y;)). Fj bude splnena s pravdepodobnostou

1—

i

(1 —alyi))

k
=1

0na rozdiel od 1/2 v pripade nahodného generovania pravdivostnych hodnot
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¢o nadobuda minimum pre a(y;) = a(,fj). Dostavame teda
k a(Z;)
Pr|F; =1]>1- 1- J
HF(8) =1) 2 J_!( )

¢o je vlastne funkcia jednej premennej—a(Z;). Vyuzijeme nasledujtci fakt, ktorého
platnost ukon¢uje dokaz.

Fakt 4.45 Nech k € N. Potom

fu(Z) =1~ (1—%)k > (1— (1— %>k> r = gu(r) Vr € [0,1]

K doékazu faktu 4.45 si staci uvedomit, ze

e funkcia g, je linedrna

e funkcia fj je konkdvna

o fk(0) = 0= gx(0)

« i) =1-(1-1)" =)

Teraz uz lahko zanalyzujeme Algoritmus 27.

Veta 4.46 Algoritmus RRR je polynomidlny

e
e—1

1. pravdepodobnostny E [ }—apma:imacvny’ pre problém MaxSAT

2. pravdepodobnostny E [%} -aprozimacny pre problém Max-EkSAT"

Doékaz: Zatnime s analyzou ¢asu. Redukcia 0/1-LP na Rel-LP je v linedrnom case,
optimalne rieSenie Rel-LP vypocitame v polynomiédlnom ¢ase a ziskanie pripustného cas
rieSenia pre 0/1-LP z optimalneho pre Rel-LP spravime v linedrnom case.

Zopakuje si — algoritmus A je E[A]-aproximacny, ak F [Oﬁ(()m] < A, resp. ekviva- chyba

lentne E[A] > Opt/A. Stadi teda ukazat, ze o¢akivany pocet splnenych klauzul je
m k_(k—1)F m
aspoit <1 Yoity a(Z;), resp. k§+1) Yoty alZy).

Nech ¢ € {0,1}" je potencialne rieSenie. Potom

. W), ak §; =1
Probls = (61,....0,)] = [[air @ = { ?1@_)@(%)) ak 8 = 0
i=1 ’ ¢

Uvazujme indika¢nd premennt 7

1, ak § splha F;

2i0) = { 0, ak J Fj nesplia

Potom E[Z;] je pravdepodobnost toho, ze RRR(F) spliia F}.

Bz > (1 -(1- %)) a(2))

HProblém Max-EKSAT je MaxSAT obmedzeny na vstupy, v ktorych kazda klauzula ma presne
k literalov.
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Nés zaujima E[Z] pre Z = > 7", Z;

Jj=1 7j=1
EESAT
" a(Z;
E[Ratio — EkSAT] < 22 tEE’“fg]T &) Zjl‘lk Z)
(1 - (1 - E) ) Zj:l a(Z;)
- 1 - k"
=1\ kR — (b —1)F
(1—< =) ) (k—1)
SAT Ked7ze (1 — %)k <eljel— (1 — %)k >1—e 1= (1 — %) Preto
ElZ] > (1 ! i Z;
= T . a(Z;)
=1
) OptMaxSAT(F) 1 e
— f— < =
E[Ratio — SAT) EZ] SU-D e

Pri vylepSovani opakovanim opakujeme len ¢ast od vygenerovania ndhodného vek-
tora 7. O

4.5.2 Nahodna vzorka s ndhodnym zaokruhl'ovanim

Prezentovali sme dva algoritmy pre rieSenie problému MaxSAT — RSAM s pome-

rom 2 a RRR s pmerom _%5. Hoci 2 > -5, 23; < kk—&k—l)k a teda pre dlhé

klauzuly je naivny RSAM lepsi. V skutocnosti sa da ukdzat (zamyslite sa), Ze

existuju také vstupy I,I’, 1" ze

o E[RSAM(I)] > E[RRR(I)] //MAXSAT
o E[RRR(I")] > E[RSAM(I')] //MAXSAT
e E[Ratio — RRR(I")] < E[Ratio — RSAM(I")] //MAx-EKSAT

Kedze maji rozne spravanie, je rozumné pokusit sa ich skombinovat. Spustime oba
algoritmy nezavisle a vysledkom bude lepsi zo ziskanych vysledkov: Podme analy-

Algoritmus 28 COMB-MAxSAT
1: B~ RSAM(F)
2: v« RRR(F)
3. if 3 splia viac klauzil ako + then return
4: else return y

zovat tento algoritmus. Kedze oba algoritmy su polynomialne, je polynomialny aj
cas COMB-MaxSAT.

aprozimacny po- Na vstupe mame formulu F(x1,...,2,) = FyL A ... A Fpy,.
mer
(Srsan, Probg) 2™ moznych vypoctov
(SrrR, Probr) priestor ur¢uje optiméalne rieSenie v pre Rel-LP(F)

(Srsam X Srrr, Prob) pricom Prob[C, D] ol Probs|[C| x Probg[D]
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Majme beh algoritmu COMB-MaxSAT, ktory vypocital optimalne priradenia /3, .
Oznacme

Y[B,v] pocet splnenych klauzul v F(f)
Z[B,7] pocet splnenych klauzal v F(v)
UlB,7] = max{Y[8,], Z|5,~]}. KedZe maximum nie je mensie ako aritmetic-
ky priemer
ElY|+ EZ

Kvoli podrobnejsej analyze si klauzuly rozdelime do triedy podla poctu literdlov;
C), budu tie klazuly, ktoré maja presne k literalov.

Algoritmus RRR vypocita priradenie, ktoré spliia nanajvys ZTZl a(Z;) klauzal.

Bz > Y Y (1—(1—%)k>a<zj>
k>1 F;eC(k)
Byl = Y % (1—2%)22 > (1—2%>Oé(zj)

k>1 F;eC(k) k>1 F;eC(k)

i > B 3 (68 (- 0)

a(Z;)

(Y4
[NCRI
N W
N
N
2

N

|
=~ w
NE
2

XN

k>1F;eC(k) j=1
Dokéazali sme teda nasledovnua vetu:

Veta 4.47 Algoritmus COMB-MAxSAT je polynomidlny pravdepodobnostny E[4/3]-
aprozimacny algoritmus pre problém MaxSAT.

4.6 Semidefinitné programovanie a problém MaxCut

V tejto Casti vyuzijeme nédhodné zaokrihlovanie pri hfadani maximalneho hrano-
vého rezu. Na rozdiel od predchadzajucej ¢asti bude problém naformulovany ako
problém semidefinitného programovania.

Méame neorientovany graf G = (E,V) a vahovaciu funkciu w, ktord kazdej hrane
priradi raciondlnu vahu; w : E — Q*. Hladame hranovy rez (5,5) maximalnej
vahy

Vyuzijeme existenciu polynomialneho algoritmu na rieSenie tzv. semidefinitného
programovania:

e Y je n x n matica s redlnymi hodnotami

e chceme maximalizovat linedrnu funkciu jednotlivych y; ;
+ linedrne podmienky na y; ;
+ Y je symetricka, pozitivne semidefinitnd ~ VX € R* XTYX >0
(ma vlastné ¢isla a n linedrne nezavislych vlastnych vektorov)

Nech A € R?"*™

o trace(A) = tr(A) =sucet stvorcov diagonalnych prvkov

MaxCut
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e Ao B = tT(ATB) = Z Zai,jbi,j
i=1 j=1

Nech C, Dy,..., Dy € M, st symetrické redlne matice typun x n a dy,...,dx € R semidefinitny

Problém S semidefinitného programovania je formulovany nasledovne program
S: max CoY
ohranicenia, D;oY =d;, 1<i<k
Y >0 (Y pozitivne semidefinitnd)
Y eM,
Ak C, Dy, ..., Dy st diagonalne, mame linedrne programovanie.

Pripustnygm riesenim je takd matica A, ktora spliia vietky podmienky S. Ak A nie
je pripustné rieSenie, potom C' € R™"*" : C' oY < b je separujica nadrovina pre A.

Semidefinitny program vieme v ramci aditivnej chyby e riesit v ¢ase poly(n,log(1/¢))

Veta 4.48 Nech S je semidefinitny program, A € R ™. V polynomidlnom case
vieme overit, ¢i A je pripustngm riesSenim pre S. Ak nie je, ndjdeme v tomto case
separujicu nadrovini.

Dokaz: Ak A nie je pripustné
- A nie je symetrickd a;; > aj;, potom y; ; < y;; je td nadrovina
- A nie je pozitivne semidefinitné, potom méa zaporné vlastné ¢islo A a prislusny
vlastny vektor v. Potom (v-v?)oY =0T .Y -v >0 je ta hyperrovina
- A nespliia niektora z ohrani¢ujtcich podmienok. Vtedy kazda taka nesplnena
podmienka je tou hl'adanou hyperrovinou

O
kvadraticky Optimalizacia kvadratickej funkcie s celo¢iselnymi hodnotami pri kvadratickych
program ohraniceniach
vektorovyj prog- Majme n vektorovych premennych v1,...,v, € R™. Vektorovym programom na-
ram zveme optimalizaciu linearnej funkcie skalarnych sucinov v; - v; pri linearnych ohra-

niceniach vzhladom k v; - v;
Jednou metodou rieSenia je transformécia striktne kvadratického programu na vek-
torovy. Aplikujeme na problém MaxCut.

celoCiselnd premennd ~- vektor
x-y ~» prisludny skalarny sacin

MaxCut
strict S vektorovy v
Yi = F1 indika¢na premenné pre vektor v; vektorové premenné v, ..., v,
(5,8) = ({uilyi = 1{vily; = —1})
Yi, Yj v roznych mnozinach = y,;y; = —1
v jednej mnozine = yiy; =1
1 1 o~
max 3 Z w; (1 —yy;) max 3 Z w; ;(1 — ;- 03)
1<i<j<n 1<i<j<n
podm. y?=1 v, €V podm. v;-0;,=1 v, €V

vieZ v eV v; € R v, €V
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Uvedomme si, ze vektory v; lezia na jednotkovej guli S,,_1. Ak je rieSenie striktného
programu y;, tak prislusny vektor 0; = (y;,0,...,0).

Lema 4.49 Vektorovy problém v je ekvivalentny semidefinitnému programu S

Dokaz: Nech ay,...,a, je optimalne rieSenie pre vektorovy problém v. Vezmime
maticu W taku, ze jej stlpce sd ay, ..., a,. Potom rieSenim striktného programu je
matica A = WWT.

Majme rieSenie semidefinitného programu A. Potom existuje matica W tak, ze
A =WTW. Stipce st rieSenim vektorového programu. O

Aplikujme tento pristup na rieSenie problému MaxCut. Majme optimalne rieSenie
ai,...,ay, vektorovej verzie problému v; OPT, nech je jeho hodnota. Potrebujeme
zadefinovat "zaokruhlenie" — prechod k celo¢iselnému pripustnému rieSeniu.

Oznacme ©; ; uhol medzi a; a a;. Prispevok tychto dvoch vektorov do vektorového
rieSenia je'?
Wi,
- (1 —cos®; ;)
—_———
()
©ij=0 ~(x)=0

T } separovat budeme tie vektory, ktoré zvieraju velky uhol
1, T -

K nahodnému zaokrthlovaniu potrebujeme nahodné vektory na jednotkovej gu-
li/stére. Tie mozme ziskat napriklad takto:

Lema 4.50 Nech x1,...,x, st ndhodné z normdlneho rozdelenia s mean=0, od-

chylka=1. Nech d = 7”1%2% Potom vektor (z1/d, ... ,x,/d) je ndhodny vektor
na jednotkovej quli Sy,_1.

A teraz sa vratme k problému MaxCut

e zvolime nahodne vektor r € S,,_1
e S={v;|a;-r>0}

Lema 4.51 Pre vyssie definovany sposob zaokrihlovania plati

CIY;
Prlv;,vj si separované] = —2
T

Dokaz:

e vezmime rovinu, v ktorej lezia a;, a; a spravme a
priemet 7 do tejto roviny

e 7 separuje a;,a; ak sa premietne do vyznace-
nych oblikov

o 29ij _ Bij
27 T

a
Vsimnime si kvalitu Algoritmu MaxCut. Nech

W je premennad, ktord poc¢ita vahu podla Algoritmu MaxCut

12 _ 2ab; _ _
Cos @ = e kde |la|| = ||b]| =1

O,

ndahodné
rihlovanie

za0k-
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Algoritmus 29 MaxCut
1: vyrie§ vektorovy program
2: zvol ndhodne r na guli S,,_;
3: S={v; | a;-r >0}

4: return S
2 ) ©
a=— mn ———
7 0<0<r 1 —cos©
[ ——
m
Potom
2m © Oa _ afl —cosO)
m = — a _——= — Z _—_—
le} T 2m 2
EW] = Z w; ; Prlv;, v; separované] = Z w”%
’ Yoo
1<i<j<n 1<i<j<n
Wi
> « Z ;J (1 —-cos0;; = aOPT,
1<i<j<n

Dokizali sme | E[W] > aOPT, | Kedze a > 0.87856, analyza algoritmu MaxCut
vedie k nasledujicemu tvrdeniu.

Veta 4.52 FEuxistuje pravdepodobnostny aproximacny algoritmus pre problém Ma-
xCut s aproximacénym pomerom 0.87856

Dokaz:
Nech T =3}  pw(e)

a take, ze E|W| = aT
p=Pr{W < (1—¢)aT)
Vieme, ze W < T. Preto aT < p(1 —¢€)aT + (1 — p)T, z ¢oho tpravou dostaneme

l—a

b S l—a+eca

Z druhej strany zas

T
T > E[W] = aT > aOPT, > aOPT > 0‘7

Posledné nerovost vychadza z analyzy jednoduchého greedy algoritmu. Po vykrateni
T mame odhad na parameter a, 1 > a > 5, ktory dalej vyuzijeme.

pgl_iazl_ ae <1-_—2  _q_.
1—a+ae 1—a+ae 1-5+e

Ak teda algoritmus MaxCut zopakujeme 1/c¢ krat, ako vysledok vezmeme najlepsi z
jednotlivych vysledkov, dostaneme rez s vahou W', pricom plati

e PriW' > (1—¢)aT]>1—-(1—-c)/¢>1—¢7!
e aT > aOPT > 0.878560PT

e Vieme zvolit ¢ tak, aby (1 — &)aT > 0.878560PT



Kapitola 5

Dalsie priklady
pravdepodobnostnych
algoritmov

5.1 Paralelné a distribuované vypocty

V tejto Casti sa budeme venovat pravdepodobnostnym algoritmom pre niektoré
problémy z oblasti paralelnych a distribuovanych vypoctov. Zacneme velmi hru-
bym pohladom na to, ¢o pre tieto ucely rozumieme pod pojmom paralelny a dis-
tribuovany vypocet

Paralelné vypocty

e procesory su uzko spité: podobné, skoro rovnaka rychlost, vymena informécie
v skoro nulovom case
e na konci vypoctu vietci skoncia a spoloc¢ne "vlastnia" rieSenie

Distribuované vypocty

e nevieme ni¢ o rychlostiach, zdrzaniach,..
e vyzadujeme, aby vypocet niekedy skon¢il, garantujeme korektnost vysledku a
pocitame pocet prenaSanych sprav

Zékladnym modelom paralelnych vypoctov je PRAM:

e globalnu paméf tvori M buniek PRAM

e kazdy procesor ma lokalnu paméf malej/resp. konstantnej velkosti

e paralelné synchronizované kroky su "trojkroky"
— read z globalnej pamite
— lokalny vypocet
— zapis do globalnej paméte
e rieSenie konfliktov nepripasta sucasny zapis - exclusive write, teda modely
EREW, CREW

e uvazujeme polynomiélny pocet procesorov a polylogaritmicky ¢as; dostavame
tak zlozitostné triedy NC a RNC

Definicia 5.1 Trieda RNC je trieda jazykov , pre ktoré existuje PRAM A taky, Ze RNC, ZNC
Ve e X*

91
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x € L = Pr[A(x) je akceptug) > 1/2
x ¢ L = Pr[A(z) je akceptug) =0
plynomidlny pocet procesorov
polylogaritmicky cas

Analogicky definujeme Las Vegas zloZitostni triedu ZNC

e algoritmus nerobi chybu
o plynomidlny pocet procesorov
e oCakadvany cas je polylogaritmicksy

5.1.1 Triedenie na PRAMoch
Mame
e 1, VStUpPOV & m procesorov
e pre jednoduchost predpokladame, Ze st rozne—a; # a; pre i # j

e ZNC— smerujeme k O(logn) algoritmu v otakdvanom pripade, ¢o bude vy-
sledkom celkovo O(nlogn) operacii

e uvazujeme CREW

Zac¢nime implementaciou pravdepodobnostného QuickSortu

Algoritmus 30 PQS
Na zaciatku méa kazdy procesor jeden vstup; P; je i-ty procesor

if n =1 then stop;

zvol splitter nahodne z n prvkov

kazdy procesor P; si ur€i, ¢i je jeho prvok vacsi alebo mensi ako splitter

nech j je rank(poradie) splittera

if j ¢ [n/4,3n/4] then krok je chybny a treba ho opakovat

else splitter sa presunie do P; //j € [n/4,3n/4], pokracujeme dalej
mensie prvky sa presund do P;, ¢ < j
vacsie prvky sa presuna do P, i > j

rekurzivne sa utriedi Py ... Pj_1 a Pj11... P,

Lahko vidno, ze v najlepSom pripade sa splitter vzdy zvoli uspesne (teda na pr-
vykrat). V takom pripade by triedenie bolo skoncené v case O(logn), ak by sme
vedeli prerozdelovanie v riadkoch 6-8 spravit v kon$tantnom pocte krokov.

implementdcia  Za¢nime priamociarou implementaciou. Kazdy procesor P;

prerozdelovania i
e nastavi svoj bit na hodnotu 0/1 podla svojho vztahu k splitteru:

1, a; < splitter
b; = .
0, a; > splitter

e v logaritmickom ¢ase "pomocou bindrneho stromu" vypocita hodnotu

pomocou ktorej urci presné miesto, kam sa ma zaradit pre d'alSie rekurzivne
volanie triedenia
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e «; sa umiestni na poziciu

S akbizl
n—s;+1 akb, =0

Popisand metoda spravila prerozdelenie v logaritmickom pocte krokov, ¢o spolu s

logaritmickou hibkou rekurzie vedie—s velkou pravdepodobnostou-k poétu krokov
O(log® n).

Pri popisanom postupe sme nevyuzili, Ze viac procesov by mohlo rekurzivne triedit
viac skupin. Pokusime sa teda vytvorit rozumny pocet rozumne velkych "navzajom

usporiadanych" mnozin prvkov Si,..., Sk:
<
Ve e S, x>y, yeS,p<r
r<y, yeSpp=r

Pod rozumnou velkosfou mame na mysli n'~¢ pre nejakd kongtantu . Uvazujme
CREW s n? procesormi, na zaciatku je vstup v Pi,...,P,. Utriedif to vieme v
O(logn) krokoch

—P; ; porovna P; a P;

—P; si vypocita S; a presunie sa, kam treba o

Majme n procesorov, n prvkov

e nech procesory P, ..., P. obsahuji utriedené pole prvkov v P.yq,..., P, st
ostatné prvky
e utriedené prvky su splittre - pre 1 < j < r oznacuje S; j-ty najmensi splitter
e chceme n — r neutriedenych prvkov vlozit medzi splittre tak, aby na konci
1. kazdy prvok bol v jednom procesore
2. ak i(9;) je index procesora, v ktorom je umiestneny S;, tak

k <i(S;), P obsahuje prvok < .S,
k> i(S;), P obsahuje prvok > S,

Ak mame n prvkov, v/n utriedenych splitterov, tak popisany insert realizujeme v
O(logn) krokoch:

— O(log ) na zistenie intervalu, kam prvok patri

— O(logn) na zistenie po¢tu prvkov mensich ako ten-ktory prvok

— O(1) na umiestnenie prvku do procesora, kam patri

Algoritmus 31 BoxSort

1: ndhodne uréi \/n prvkov z mnoziny n vstupov. Utried ich pomocou vsetkych
n procesorov v O(logn) krokoch

2: vloZ ostatné prvky pomedzi splittre v O(logn) krokoch

3: if pocet prvkov v jednom boxe > logn then rekurzia v boxe

4: else LogSort(triedenie m prvkov pomocou m procesorov v O(m) krokoch; napr
par-nepar)

Pomocou Chernoffovho odhadu sa da ukéazat

Fakt 5.1 Ak mdme m ndhodne vybratijch splittrov z m? réznych prvkov, potom

pravdepodobnost, Ze box md viac ako bm prvkov, je nanajvys ma®,a < 1.

Pre ucely analyzy ¢asu priradme priebehu algoritmu strom:
— vrchol je box

vylepsenie

n procesorov, n
prukov

realizdcia inser-
tu

analyjza casu
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— synovia boxy, ktoré vznikli rozdelenim podla ndhodne vybratych splittrov

— v listoch st boxy velkosti < logn
Potom ¢as je vazena dlzka cesty z koreiia do listu, pricom vaha hrany na ceste je
¢as spotrebovany na prechod od otca k synovi. Vaha hrany je zrejme logaritmus
velkosti otcovského boxu. UkaZzeme, ze sucet logaritmov velkosti boxov na ceste z
korefia do listu je s velkou pravdepodobnostou O(logn).
Rekurzia za¢ina s intervalom [1,n], ktory postupne zmengujeme na I, I1,.... Zau-
jima néas, aka je pravdepoodobnost, Ze syn otca-boxu velkosti z I, bude mat tiez
velkost z I}.

Uvazujme nasledovné kon§tanty

e v: 1/2<y<1

e d: 1<d<1l/y

e Vk € N definujeme
Tk — dk B
pr=mn"

I, = [pr+1, pil
Cvicenie 5.1 Ukdzte, Ze pr < logn pre k < cloglogn,c = ¢(v) (c je konstanta
zGvisld od )
Na zaklade cvicenia 5.1 vieme, ze mame O(loglogn) intervalov Ij,. Ku kazdému
boxu B moézme na zaklade velkosti priradit ¢islo intervalu, do ktorého patri jeho
velkost: a(B) = k ak |B| € I;;. Vzhladom na definiciu hranic intervalu Ij, je ¢as na
split boxu B amerny O(log(pa(5))))-

e Majme teda cestu £ z korena do listu, ktoré je urc¢end boxami, cez ktoré preché-
dza: £ = (B, ..., By). Kedze ¢as algoritmu je O(log n+maxg 23‘:1 log po(|B;))>
zaujimame sa o0 sumu

t
> i—1108 pa(m))

e Nech { = (By,...,B;). Hovorime, ze udalost E¢ plati, ak sa v postupnosti
a(By),...,a(B) Zadna hodnota k nevyskytuje viac ako 7-krét; pritom 1 <
k < cloglogn

e Ak udalost E¢ plati, potom pocet krokov PRAMu, ktoré spotrebuje na ceste
&, je nanajvys

(0] <log n+ Z ey log n) = O(logn)

k=1
Uvedomme si: 7,=d",y-d < 1,logny ;= mey*=logn > r—, (dv)*=0O(log n)

Lema 5.2 Ezistuje konstanta 3 > 1 tak, Ze E¢ plati s pravdepodobnostou aspori
1 — exp(—log”’ n)
Dokaz: Nacrtneme postup dokazu
e pomocou Faktu 5.1 ohrani¢ime pravdepodobnost, ze a(Bj11) = a(B;)
e spocitame pravdepodobnost, Ze pre konkrétne k sa toto k vyskytuje v postup-
nosti «(By),...,a(B;) aspon i, krat
e spocitame pravdepodobnost, ze pre 1 < k < cloglogn sa k vyskytuje v po-
stupnosti a(By), ..., «(By;) aspon 7 krat

KedZe pocet ciest (resp. listov) je nanajvys n, tak s¢itanim dostaneme

Veta 5.3 Ezistuje konstanta b > 0 tak, Ze s pravdepodobnostou aspori 1—exp(— logb n)
skonéi algoritmus BoxSort v O(logn) krokoch.
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5.1.2 Maximalna nezavisld mnoZina

Majme neorientovany graf G = (V, E) taky, Ze o poCte hran m plati m = Q(n).
Hovorime, ze podmnozina I C V je nezavisla v G ak neexistuje hrana v rameci
mnoziny I, presnejSie I x I N E = ().

I'(v) ozna¢uje mnozinu susedov vrchola v
d(v) = [T'(v)]

mnozZina je mazimdlna, ak sa neda zvacsit (nie je obsiahnuté vo vicsej)

urcit velkost poctom mazimdlnej nezéavislej pomnoziny, teda maximum max,
pre ktoré existuje maximalna mnoZina mohutnosti max, je NP-tazké. Na-
proti tomu jednoduchy greedy algoritmus ndjde maximélnu mnozinu lah-
ko(alg.MIS)

Algoritmus 32 MIS

LI—0

2: for v =1ton do

3 if INT(v)=0then I — ITU{v}

Vystupom Algoritmu 32 je lexikograficky prva MIS, oznac¢me ju LEMIS. Ak graf
bol zadany zoznamom susedov, je zlozitost algoritmu O(m).

Vie sa, ze existencia RNC algoritmu pre LFMIS by znamenala P = RNC, ¢o je
nepravdepodobné. Mame teda paradox — efektivny sekvencény algoritmus je jedno-
duchy, ale paralelne to ide "tazko". Ked upustime od toho, aby sme nagli LEMIS,
pojde to aj paralelne (v polylogaritmickom ¢ase na polynomiilnom pocte proceso-
rov)

Cvicenie 5.2 Zamyslite sa nad EREW pre overenie toho, Ze I je MIS pomocou
O(m/logm) procesorov v ¢ase O(logm).

Jednoduchou tupravou ziskame pravdepodobnostni verziu algoritmu MIS — PMIS.
Namiesto toho, aby sme sa snazili pridat najmensi prvok, budeme pridavat nahodny
prvok(vrchol) v; po jeho pridani odstranime jeho mnozinu susedov I'.

Pravdepodobnostné verzia sa da sparalelizovat—najdeme nezavisla mnozinu vrcho-
lov S, pridame ju k budovanej nezéavislej mnozine I a odstranime S spolu s T'(.S).
Musime ale vyriesit dva problémy

1. kazda iteracia sa musi realizovaft efektivne
2. pocet iteracii by mal byt maly; to si vyzaduje "rozumna" velkost S UT(S).
Stratégia pre volbu bude zaloZenéd na pocte hran.

Zvolime ndhodne dostato¢ne velkt mnozinu R C V. Tato zrejme nebude nezavisla.
Nezavisla z nej spravime tak, ze z dvojice vrcholov u,v € R : (u,v) € E zachovame
ten, ktory mé vySssi stupen.
Je zrejmé, ze Algoritmus P-MIS

— naozaj pridava nezavisla mnozinu S

— skondéi urcite po linedrnom pocte iteracii
Chceli by sme, aby ocakavany pocet iteracii bol O(log).

Cvicenie 5.3 Zamyslite sa nad EREW implementdciou Algoritmu PMIS, ktord pri
realizdcii jednej iterdcie pouZije O(n + m) procesorov a pracuje v éase O(logn).

Analyzu ¢asu Algoritmu MIS spravime na zaklade analyzy po¢tu hran odstranenych
v jednej iteracii. Hovorime, ze

randomizdcia
sekvencného

paralelizacia

pocet  odstrdne-
nyjch hran
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Algoritmus 33 P-MIS
1«0
2: repeat
3 for all v € V' do(paralelne)
4 if d(v) =0 then pridaj v do I a odstran v z V
5: else Mark(v) s pravdepodobnostou 1/2d(v)
6
7
8
9

for all (u,v) € E do(paralelne)
if Mark(u) A Mark(v) then odzna¢ vrchol s niz§im stupiiom

for allv eV do
if Mark(v) then zarad v do S
10: I—IuS
11: odstran S UT'(S) z V, incidentné hrany odstran z F
12: until V =10

— wrchol v € V je dobry, ak ma aspon d(v)/3 susedov stupiia < d(v)

— hrana (v,u) je dobrd, ak aspon jeden z vrcholov w, v je dobry.
Definiciu robime vzhladom k existujtcej verzii grafu. Dobry vrchol mé rozumnu
Sancu, aby jeho sused nizkeho stupiia bol v 5, a teda odstréaneny z V. Ukazeme, ze
dobrych hran je vela a kedZze dobré vrcholy sa pravdepodobne odstrania, v kazdej
iteracii odstranime vela dobrych hran.

Lema 5.4 Nech v € V' je dobry vrchol stupfia d(v) > 0. Potom pravdepodobnost,
ze niektory jeho sused w € T'(v) bude oznaceny, je aspori 1 — exp(—1/6)

Dokaz: Kazdy vrchol v je oznaGeny nezavisle s pravdepodobnostou 1/2d(v). Vrchol
v je dobry, preto aspon d(v)/3 vrcholov v T'(v) ma stupeii nanajvys d(v). Pravde-
podobnost, Ze Ziadny nie je oznaceny, je nanajvys

1 \d)/3 1\ 2d)/6 »
_ — — < e
(1 2d<v>) (1 2d<v>) =¢

Lema 5.5 Pocas lubovolnej iterdcie je oznaceny vrchol w vybraty do S s pravdepo-
dobnostou aspori 1/2.

a

Dékaz: Vrchol w odzna¢ime, ak mé oznaceného suseda « stupiia aspoi d(w); d(z) >
d(w). Vieme, Ze vrchol x sme oznacili s pravdepodobnostou nanajvys 1/2d(w).
Pritom takych x nie je viac ako d(w)

Prloznateny w ostane v S|
>1— Pr[3z € T(w) : d(z) > d(v), v je oznaceny]
> 1 i € Pw)ldlo) > dw)} - i
> 1= 3 e 1/2d(w) = 1 - d(w) gty = 1/2

Nech
v je dobry vrchol, d(v) > 0
E je udalost, Ze nejaky vrchol z I'(v) bude oznaceny

w oznaceny vrchol v I'(v) s najmensim ¢islom. S pravdepodobnostou aspoi 1/2 sa
w dostane do S. Ak w € S, potom v € SUT(v)
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w je oznaceny s pravdepodobnostou aspon (1 — exp(—1/6)), prezije s pravdepodob-
nostou aspon 1/2, preto plati nasledujica lema:

Lema 5.6 Pravdepodobnost, Ze dobry vrchol v patri do S UT(S), je aspori (1 —
exp(—1/6))/2

Teraz uz moézme ohranicit pocet dobrych hran v grafe.

Lema 5.7 Pocet dobrjch hrin v grafe G = (E, V), resp. jeho aktudlnej verzii, je
aspoti |E|/2

Dékaz: Zorientujeme hrany tak, aby ukazovali na vrchol vyssieho stupiia; pri rov-
nosti na vrchol s via¢sim indexom. Nech pre vrchol v oznacuje d;(v),d,(v) pocet
prichédzajucich, resp. odchadzajtcich hran. Potom pre kazdy zly vrchol v

d(v) _ do(v) + d;(v)
3 3

S,T CV E(S,T) mnozina orientovanych hran z S do T
e(S,T) = |E(S,T)|
Vi je mnozina dobrych vrcholov

Vp mnozina zlych vrcholov
V=VeUVp

do(’U) — dl(’U) Z

Spocitame totalny stupen zlych vrcholov:

2¢(Vp,Ve) +e(Ve,Vg) + e(Va, Vp) =
=D vevy (do(v) +di(v) 330, ¢y, (do(v) — di(v))
3 EveVG (di(v) - dO(U)) =
3[6(VB, Vg) + G(VG, Vg) — (E(VG, VB) + E(Vg, Vg))]
3[6(VB, VG) —e(Vg, VB)] < 3[€(VB, Vg) + e(Vg, VB)]

26(VB, VB) < 2[6VB, Vo + G(VG, VB)]

To znamend, ze dobrych hran je aspon tolko, ako zlych a je ich preto aspon |E|/2.
O

Zhrime si, ¢o vieme

e konstantny zlomok hran susedi s dobrymi vrcholmi

e dobry vrchol je eliminovany s kon§tantnou pravdepodobnostou

e ocakavany pocet eliminovanych hran v jednej iteracii je konStantny zlomok
existujacich hran

Preto je oCakavany pocet iteracii O(logn) a plati:

Veta 5.8 P-MIS md takd implementdciuv na EREW, ktord bezi v ocakdvanom case
O(log™) pri O(n + m) procesoroch.

5.1.3 Perfect matching
V tejto Casti sa budeme venovat hl'adaniu nezavislej mnoziny hréan:

e maximalne parovanie — neda sa zvacsit pridanim hrany; sekvencne sa Tahko
hlada greedy metodou

e kardinalitou maximélne parovanie; existuji polynomialne sekvenc¢né rieSenia.
Zda sa, ze vietky rozumné paralelizicie obsahuji pravdepodobnostny pristup.

# dobryjch hrdn
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e perfect matching— obsahuje v8etky vrcholy grafu

Budeme sa venovaft problému tplného parovania v grafe, o ktorom vieme, ze toto pa-
rovanie obsahuje. Mozme si to dovolit, pretoze rozhodovacia verzia tohto problému
je z RNC. Pravdepodobnostny algoritmus je zaloZeny na nasledujicej vete:

Veta 5.9 (Tutte) Nech A je matica, ktord vznikla z grafu G = (V, E):
o kazdej hrane (v;,v;) € E priradime premennt x; j,1 < j
e hodnota matice na mieste i,j je urcend podla hrdn

Ti 5, (’UZ‘,’U]‘) EE,i<j
A[laj] = —Li,js (vi,vj) € Ea.] <1
Oa (viavj)¢E5i<j

Potom G obsahuje iplné pdrovanie prave vtedy, ked determinant matice A, det(A)
nie je identicky rovny 0.

Kedze existuje NC algoritmus na vypocet determinantu matice, poskytuje veta 5.9
navod na RNC rieSeie rozhodovacej verzie existencie tplného parovania v grafe:

e konstrukcia matice A
e pravdepodobnostny test na det(A) £ 0
definicie, fakty Zopakujme(pripomenme) si niektoré pojmy a tvrdenia suvisiace s maticami

(i,j) minor U%’ je matica, ktora z matice U vznikne odstrdnenim i-teho riadku a
j-teho stlpca

adjoint adj(U) je matica, ktord ma na mieste (¢, ) hodnotu v absolitnej hodnote
rovni determinantu (¢, j)-minora;
adj(U)(i, j) = (1) det(U*7)
Plati U - adj(U) = det(U)

Veta 5.10 Nech U je n x n matica, ktorej prvky siu k-bitové c¢isla. Potom deter-
minant, adjoint, U~ si z NC. Presnejsie, ak M(n) = O(n?37) je pocet operdcii
spotrebovanyjch pri ndsobeni 2 matic typu n X n, potom
— determinant pocitame v case O(log®n) pomocou O(n>M(n)) procesorov
— existuje RNC pre vypocet inverznej matice, adjoint v case O(log2 n) pomocou
O(n5k) procesorov.

Problémom pri ziskavani paralelného algoritmu na hladanie tplného péarovania v
grafe, o ktorom vieme, Ze uplné parovanie ma, je to, ze tychto uplnych parovani
moze byt vela. Potrebujeme nejakym sposobom "izolovat" jedno, ktoré bude viacero
procesorov hladat spolo¢ne. Tuto izolaciu spravime vhodnym ohodnotenim hrén a
nasledne hl'adanim tplného parovania minimalnej vahy. Ukdzeme, Ze pri rozumne
nédhodnom véhovani je velka Sanca, Ze sa izolacia podari.

systém podmno- Definicia 5.2 Systém podmnozin je dvojica (X,F), kde X = {z1,...,xm} je ko-
Zin neénd mnoZina prvkov, tzv. univerzum a F = {S1,...,S;,S; C X} je trieda pod-
mmnoZin. Hovorime, Ze rozmer tohto systému je m-velkost univerza.
Nech w: X — Z7 je vdhovd funkcia. Definujme

w($) = Y wia)

z; €S
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Plati nasledujica izola¢na lema:

Lema 5.11 (izola¢na) Nech (X,F) je systém podmnoZin rozmeru m,
w: X — {1,...,2m} je kladnd celoé¢iselnd vihovacia funkcia, ktord kazdému puvku
z X priradi ndhodnt vdhu z mnoZiny {1,...,2m}. Potom

Pr[3 jedind mnoZina minimdlnej vihy v F| > 1/2

Dokaz: Predpokladame, ze kazdy prvok z X sa vyskytuje aspon v jednej z podmno-
zin systému F. Predstavme si, Ze vahy jednotlivym prvkom priradujeme postupne.
Nech vsetky prvky z X az na x; uz majua priradend vahu. Oznacme

W; minimélnu vahu mnoziny, ktord obsahuje x;, pricom vaha w(z;) = 0, kedze ju
nepozname

W, minimalnu vahu mnoziny, ktora neobsahuje x;
ai) =W, - W; (v8imnime si, ze (i) moze byt aj < 0)
Ako sa prejavi priradenie vahy prvku z;7

e Ak by sme priradili #; nekone¢ne mala vahu (resp. —2m?), potom by kazda
mnozina minimdalnej vadhy musela obsahovat prvok z;. Analogicky, nekonec-
ne velkd vaha (resp. 2m?) by sposobila, Ze ziadna minimalna mnoZina z;
neobsahuje.

o |w(z;) < i) | sposobi, ze kazdd mnoZina minimalnej vahy musi obsahovat
;, pricom kazdd mnozina, ktord r; neobsahuje, ma vahu aspoit W; +w(z;) <
Wi+ (W; — W;) =W,

o |w(x;) > «afi)| sposobi, Ze ziadna mnoZzina minimalnej vahy neobsahuje a;,

pricom kazd4 mnozina, ktora z; obsahuje, ma vahu aspoi W; + w(z;) > W;

Ak w(z;) = (i), nevieme jednoznac¢ne povedat, ¢i x; bude alebo nebude prvkom
minimalnej mnoziny. V tomto pripade hovorime, Ze je x; neisté.

Ak vsak w(z;)nea(i), potom je pritomnost/nepritomnost x; v minimalnej mnozine
jednoznac¢ne urcena.

Uvedomme si, Ze ndhodné premenna «(i) je nezavisla od w(z;), preto
Prlx; je neisté | < 1/2m

Neistoty jednotlivych prvkov koreluja, preto

Prlexistuje neisty prvok v X| < m - !
2m 2
Znamend to, ze popisané nahodné priradenie véh je s pravdepodo