
Kapitola 2Základné metódy tvorbyefektívny
h algoritmov2.1 Rozde©uj a panujTáto metóda je jednou z naj£astej²ie pouºívaný
h metód. Aplikujeme ju vtedy, akrie²enie úlohy vä£²ieho rozsahu vieme získa´ vhodným zloºením výsledkov podúlohmen²ieho rozsahu ale toho istého 
harakteru. Úlohu potom rie²ime rekurzívne.S
hémati
ky sa rie²enie problémov metódou rozde©uj a panuj dá popísa´ nasledovne
• Rozde© úlohu U(n) rozsahu n na nieko©ko podúloh U(n1), . . . , U(nk) tohoistého 
harakteru ale men²ieho rozsahu
• Vyrie² jednotlivé úlohy U(n1), . . . , U(nk)

• Ak sú rozsahy úloh U(n1), . . . , U(nk) príli² ve©ké, pouºi opakovane prin
íprozde©uj a panuj
• Zloº rie²enie R(n) úlohy U(n) z rie²ení R(n1), . . . , R(nk) úloh U(n1), . . . , U(nk)

Ak ozna£íme T (n) zloºitos´ rie²enia ná²ho problému pre rozsah vstupu n, tak
T (n) = zloºitos´ rozkladu U(n) na U(n1), . . . , U(nk)+

+ T (n1) + T (n2) + T (nk)+
+ zloºitos´ zloºenia výsledku.Sk�r, ako si povieme o rie²ení uvedenej rovni
e, jeden príklad.27



28KAPITOLA 2. ZÁKLADNÉMETÓDY TVORBY EFEKTÍVNYCH ALGORITMOVminMaxPríklad 2.1 Majme problém MinMaxvstup: S = {a1, a2, . . . , an}, ai ∈ A, kde A je mnoºina s usporiadanímvýstup: Maximálny a minimálny prvok mnoºiny Smiera zloºitosti: po£et porovnaníAlgoritmus 1 Rozde©uj a panuj1: if |S| = {a} then return (a,a)2: if |S| = 2 then return (a, b), kde a, b ∈ S, a < b3: else rozde© S na dve rovnako ve©ké disjunktné mnoºiny S1, S2;4: min1, max1←minMax(S1);5: min2, max2←minMax(S2);6: return (min{min1, min2}, max{max1, max2});Zloºitos´ algoritmu budeme kv�li jednodu
hosti analyzova´ pre prípad n = 2k.
T (n) =







1, ak n=2
2T (n/2) + 2 pre n > 2Rie²ením tejto rekurentnej rovni
e dostávame

T (n) = 2T (n/2) + 2 = 2(2T (n/4) + 2) + 2 = . . . == 2k−1T (2) +
∑k−1

i=1 2i = 2k−1 + 2k − 1− 1 = 3n
2 − 2Odvodili sme zloºitos´ najlep²ieho i najhor²ieho prípadu pre prípad n = 2k. Dá saukáza´, ºe zloºitos´ meraná po£tom porovnaní sa vylep²i´ nedá, a tak v tomto prípadepouºitie metódy rozde©uj a panuj viedlo dokon
a k optimálnemu algoritmu.Veta 2.1 (metóda rozde©uj a panuj) Ne
h a, b, c sú nezáporné ra
ionálne £ísla,

n = ck. Potom rie²ením rekurentnej rovni
e
T (n) =

{

b ak n=1
aT (n/c) + bn pre n >1 je T (n) =







O(n) pre prípad a < c
O(n log n) pre prípad a = c
O(nlog

c
a) pre prípad a > cD�kaz: V²imnime si nieko©ko prvý
h £lenov sú£tu

T (n) =aT (n/c) + bn = a(aT (n/c2) + bn/c) = a2T (n/c2) + bna/c + bn == a2(aT (n/c3) + bn/c2) + abn/c + bn = . . . ==alog
c

nb + bn
∑log

c
(n−1)

i=0

(

a
c

)iRovni
u dorie²ime pod©a vz´ahu a, c.

a < c
∑log

c
n−1

i=0

(

a
c

)i konverguje ⇒ O(n)

a = c
(

a
c

)

= 1, preto ∑log
c

n−1
i=0

(

a
c

)i
= log n ⇒ O(n log n)

a > c
∑log

c
n−1

i=0

(

a
c

)i je geometri
ký rad so sú£tom O(nlog
c

a)

2Pre£o hovoríme tejto vete, ºe je to veta o metóde rozde©uj a panuj?ak
• delením získame a podúloh rovnakej ve©kosti - rozsahu n/c
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• rozklad a zloºenie výsledku vieme spravi´ v lineárnom £asetak zloºitos´ získaného algoritmu je vyjadrená práve vz´ahom z vety 2.1 a je pretonanajvý² polynomiálna.Bez d�kazu uvedieme v²eobe
nej²ie znenie vety 2.1.Veta 2.2 (master theorem) Ne
h a ≥ 1, b > 1 sú kon²tanty, f(n) je funk
ia ane
h T (n) je funk
ia na nezáporný
h 
elý
h £ísla
h de�novaná nasledujú
ou reku-ren
iou:

T (n) =

{

c ak n=1
aT (n/b) + f(n) pre n >1Potom T(n) asymptoti
ky odhadneme nasledovne:

T (n) =







f(n) = O(nlog
b

a−ε), pre nejakú kon²tantu ε potom T (n) = Θ(nlog
b

a)
f(n) = O(nlog

b
a) potom T (n) = Θ(nlog

b
a lnn)

f(n) = O(nlog
b

a+ε), af(n/b) ≤ df(n), c < 1 potom T (n) = O(f(n))2.1.1 Násobenie ve©ký
h £íselUvaºujme násobenie n-bitový
h £ísel v situá
ii, ke¤ v jednotkovom £ase vieme náso-bi´ len jedno
iferné £ísla (alebo £ísla ohrani£enej d¨ºky). Klasi
ký ²kolský algoritmusvedie k zloºitosti O(n2) aritmeti
ký
h operá
ií. Aplikujme metódu rozde©uj a panuj. priamo£iare po-uºitiePri priamo£iarom pouºití metódy rozde©uj a panuj vyjadríme kaºdý z re´az
ov X, Yd¨ºky n pomo
ou dvo
h re´az
ov d¨ºky n/2. I
h vynásobením dostávame algoritmus,ktorého zloºitos´ ostala O(n2).

X = X1X2 X = X12
n/2 + X2 Y = Y1Y2 Y = Y12

n/2 + Y2

X.Y = (X12
n/2 + X2)(Y12

n/2 + Y2) = X1Y12
n + (X1Y2 + X2Y1)2

n/2 + X2Y2

⇓

T (n) = 4T (n/2) + bn = O(n2)Zdá sa, ºe nám tento prístup nepomohol. Aby metóda rozde©uj a panuj viedla kefektívnej²iemu algoritmu, museli by sme pouºi´ menej ako 4 násobenia. rozumnej²ie po-uºitieKe¤ si v²imneme, ºe
(a + b)(c + d) = ac + (bc + ad) + bdmohli by sme postupova´ nasledovne:

U ← X1Y1 V ← X2Y2 W ← (X1 + X2)(Y1 +Y 2)

⇓

X.Y = U2n + (W − U − V )2n/2 + VPre zloºitos´ tohto prístupu platí T (n) = 2T (n/2) + T (n/2 + 1) + cn. Ostalonásobenie n/2 a n/2 + 1 bitový
h £ísel. Tu v²ak m�ºme postupova´ podobne �
n/2 + 1 bitové £ísla m�ºme "rozloºi´" na 1 bit a n/2 bitov. To vedie k nahradeniunásobenia n/2 + 1 bitový
h £ísel jedným násobením n/2-bitový
h £ísel.



30KAPITOLA 2. ZÁKLADNÉMETÓDY TVORBY EFEKTÍVNYCH ALGORITMOV
(X1 + X2) = A1A2, pri£om A1 je jednobitové £íslo
(Y1 + Y2) = B1B2, pri£om B1 je jednobitové £ísloPotom

(X1 + X2)(Y1 + Y2) = (A12
n/2 + A2)(B12

n/2 + B2)

= A1B12
n + A2B12

n/2 + A1B22
n/2 + A2B2

T (n) = 3T (n/2) + cn = O(nlog
2
3)2.1.2 Strassenov algoritmus násobenia matí
Uvaºujme problém násobenia dvo
h ²tvor
ový
h matí
 stup¬a n× n. Ak postupu-jeme pod©a de�ní
ie násobenia matí
, získaný algoritmus je zloºitosti O(n3) arit-meti
ký
h operá
ií. Ak uvaºujeme, ºe prvky matí
 sú z okruhu, m�ºme sa pokúsi´pouºi´ metódu rozde©uj a panuj:

(

A11 A12

A21 A22

) (

B11 B12

B21 B22

)

=

(

C11 C12

C21 C22

)

C11 = A11B11 + A12B21 C21 = A21B11 + A22B21

C12 = A11B12 + A12B22 C22 = A21B12 + A22B22Priamo£iare pouºitie metódy rozde©uj a panuj opä´ vedie k zloºitosti, ktorá nie jevylep²ením.
T (n) = 8T (n/2) + cn2 = ... = O(n3)Vylep²enie získame u²etrením jedného násobenie na úkor nárastu po£tu s£ítaní aod£ítaní. Násobenie dvo
h matí
 rozmeru 2x2 m�ºme spravi´ nasledovne:

P = (a11 + a22)(b11 + b22) C11 = P + S − T + V
Q = (a21 + a22)b11 C12 = R + T
R = a11(b12 − b22) C21 = Q + S
S = a22(b21 − b11) C22 = P + R−Q + U
T = (a11 + a12)b22

U = (a21 − a11)(b11 + b12)
V = (a12 − a22)(b21 + b22)Aplikovaním uvedený
h vz´ahov a metódy rozde©uj a panuj dostávame rekurzívnyalgoritmus, ktorého zloºitos´ vyjadríme rekurentnou rovni
ou

T (n) =

{

7T (n/2) + an2, n > 2
b, n ≤ 2Rie²ením tejto rovni
e je O(nlog

2
7).Pritom sme predpokladali, ºe n = 2k. �o v prípade, ak to nie je pravda

• doplni´ nulovými riadkami a st¨p
ami na najbliº²iu mo
ninu dvojky;
• pri párnom n priame pouºitie, pri nepárnom n doplni´ jeden riadok a st¨pe

• doplni´ na najbliº²ie také £íslo m, ºe m = 2rp a potom po rozmer p×p aplikujrozde©uj a panuj, pri rozmere p× p priamo vynásob2.1.3 Vyh©adávanie k-teho najmen²ieho prvkuvstup: S = {a1, a2, . . . , an}, ai ∈ A, kde A je mnoºina s usporiadaním,

k ∈ Nvýstup: k-ty najmen²í prvok mnoºiny Smiera zloºitosti: po£et porovnaní



2.1. ROZDE�UJ A PANUJ 31Zaujíma nás teda k−ty najmen²í prvok, nevyºadujeme, aby mnoºina bola utriedená.Na rie²enie by sme mohli pouºi´ jednodu
hé algoritmy.1. utrie¤ a vyber k-ty najmen²í prvok O(n log n)2. k-krát h©adaj minimum O(kn)3. resp. porovnaním vstupný
h hodn�t k, log n zisti´, ktorý z uvedený
h algorit-mov je pre daný vstup výhodnej²í. O(min{k, log n} · n)Vyuºitím metódy rozde©uj a panuj získame algoritmus Select(k, S).Algoritmus 2 Sele
t(k,S)1: if S < 50 then utrie¤ a najdi k-ty najmen²í2: else3: rozde© S do 5-tí
 a utrie¤ v rám
i 5-tí
4: vytvor mnoºinu M stredný
h prvkov5: m := SELECT (M/2, M)6: vytvor mnoºiny S1, S27: S1 = {a ∈ S; a < m}8: S2 = {a ∈ S; a > m}9: if |S1| ≥ k then return SELECT (k, S1)10: else11: if |S1 + 1| = k then return m12: else return SELECT (k, S2)Korektnos´ algoritmu ©ahko ukáºeme induk
iou vzh©adomk ve©kosti mnoºiny S.Zloºitos´ algoritmu: ozna£me T (n) zloºitos´ pre |S| = n. Potom3,4 zloºitos´ O(n)5 T (n/5)6-8 O(n)9-12 O(max{T (|S1|), T (|S2|)})Ke¤ºe |S11, |S2| ≤ 3|S|/4, dostávame
T (n) ≤

{

T (n/5) + T (3n/4) + cn, 50 ≤ n
cn, n ≤ 50Matemati
kou induk
iou sa dá ukáza´: T (n) ≤ 20cn.2.1.4 Násobenie Booleovský
h matí
Majme problém násobenia dvo
h booleovský
h matí
. Nako©ko booleovské mati
enetvoria okruh, nem�ºme priamo pouºi´ Strassenov algoritmus násobenia matí
.M�ºme v²ak vnori´ booleovské mati
e do okruhu, tam pouºi´ Strassenov algoritmusa potom sa vráti´ naspä´.Majme booleovské mati
e A, B. Ne
h sú£inom A·B = C. Predstavme si, ºe budememati
e A a B násobi´ v okruhu Zn+1, kde n je rozmer matí
 A, B. Výsledkomtohto násobenia ne
h je mati
a D. Aký je vz´ah medzi mati
ami C a D?D(i,j)=0 ⇔ C(i,j)=0D(i,j) 6= 0 ⇔ C(i,j)=1



32KAPITOLA 2. ZÁKLADNÉMETÓDY TVORBY EFEKTÍVNYCH ALGORITMOVTakºe z mati
e D vieme poºadovanú mati
u C získa´ v £ase úmernom ve©kosti ma-tí
e C, D.Nasleduje algoritmus, ktorý je lep²í ako klasi
ký ²kolský algoritmus násobenia,ho
i vä£²ej zloºitosti ako Strassenov algoritmus. Rozde©me mati
u A na st¨p-
e A1, . . . , Am hrúbky log n a mati
u B na riadky B1, . . . , Bm hrúbky log n, kde
m = n/ logn. Potom

A ·B =
m

∑

i=1

Ai · Bi =
m

∑

i=1

CiPokia© by sa nám podarilo získa´ sú£in Ai · Bi v £ase O(n2), získame algoritmuszloºitosti O(n3/ logn). Uvedomme si, ºe j-ty riadok mati
e Ci vznikol tak, ºe sas£ítali tie riadky mati
e Bi , ktoré odpovedali jednotkám v j-tom riadku mati
e Ai.Ke¤ºe v²etký
h moºný
h riadkov mati
e Ai je n, je aj po£et v²etký
h moºný
hriadkov mati
e Ci len n. Najprv v²etky tieto poten
iálne riadky predvypo£ítamedo tabu©ky TAB, a potom pouºijeme ten, ktorý potrebujeme.Pri �xovanom i TAB po£ítame nasledovne:
TAB(0) = 0000...0
TAB(j) = TAB(j − 2k) + Bi(k + 1), kde 2k ≤ j < 2k+1 a Bi(t) ozna£ujet-ty riadok odspodu mati
e Bi(kaºdé £íslo povaºujeme zabinárny re´aze
 d¨ºky log n. Potom od£ítanie 2k odpovedá nahradeniuvodia
ej jednotky v binárnom zápise £ísla j nulou)Ako pomo
ou TAB získame mati
u C? Ne
h bin(v) ozna£uje £íslo, ktorého binárnymzápisom je binárny re´aze
 v. Potom

Ci(j) = TAB(bin(Ai(j)))Algoritmus 3 BoolNásobenie1: rozde© mati
u A na st¨p
ové podmati
e A1, A2, . . . , Am2: rozde© mati
u B na riadkové podmati
e B1, B2, . . . , Bm3: vytvor nulovú mati
u C4: for i=1 to m do5: vypo£ítaj TAB6: for j = 1 to n do7: C(j) = C(j)⊕ TAB(bin(Ai(j)))Aká je zloºitos´ tohto algoritmu?� riadok 5 vieme realizova´ so zloºitos´ou O(n2)� 
yklus na riadku 6 sa realizuje v £ase O(n2)� 
yklus na riadku 4 opakujeme m, £iºe n/ logn krátPreto je výsledná zloºitos´ O(n3/ logn).


