Kapitola 2

Zakladné metody tvorby
efektivnych algoritmov

2.1 Rozdel'uj a panuj

Tato metodda je jednou z najcastejsie pouzivanych metdd. Aplikujeme ju vtedy, ak
rieSenie ulohy vicsieho rozsahu vieme ziskat vhodnym zlozenim vysledkov podiloh
mensieho rozsahu ale toho istého charakteru. Ulohu potom riesime rekurzivne.
Schématicky sa rieSenie problémov metodou rozdeluj a panuj da popisat nasledovne

e Rozdel ulohu U(n) rozsahu n na niekolko podualoh U(ny),...,U(ny) toho
istého charakteru ale mensieho rozsahu

e Vyrie§ jednotlivé dlohy U(ny),...,U(nk)

e Ak su rozsahy tloh U(nq),...,U(ny) prilis velké, pouzi opakovane princip
rozdeluj a panuj

e Zlozriesenie R(n) tulohy U(n) 7z rieSeni R(nq),..., R(nk) aloh U(nq),...,U(nk)
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Ak ozna¢ime T'(n) zlozitost rieSenia nasho problému pre rozsah vstupu n, tak

T(n) = zlozitost rozkladu U(n) na U(nq),...,U(nk)+
+ T(ny) +T(n2) 4+ T(nk)+
+ zlozitost zloZenia vysledku.

Skor, ako si povieme o rieSeni uvedenej rovnice, jeden priklad.

27



28KAPITOLA 2. ZAKLADNE METODY TVORBY EFEKTIVNYCH ALGORITMOV

Priklad 2.1 Majme problém MinMazx minMaz
vstup: S =A{ay,aa,...,an},a; € A, kde A je mnoZina s usporiadanim
vystup: Mazimdlny a minimdlny prvok mnoZiny S

maiera zloZitosti: pocet porovnani

Algoritmus 1 Rozdeluj a panuj

if |S| = {a} then return (a,a)

if |S| = 2 then return (a,b), kde a,b€ S, a < b

else rozdel S na dve rovnako velké disjunktné mnoZiny Si, So;
minl, maxl «— minMax(S1);
min2, max2 — minMax(Sz2);
return (min{minl, min2}, max{maxl, max2});

Zlozitost algoritmu budeme kvoli jednoduchosti analyzovat pre pripad n = 2%,

1, ak n=2
T(n) =
2T (n/2)+2 pren> 2

Riesenim tejto rekurentnej rovnice dostavame

T(n) =2T(n/2)+2 = 2(2T(n/4) +2)+2=... =
SEARAC ED UL L ARS RSB i

Odvodili sme zloZitost najlepsieho i najhorsieho pripadu pre pripad n = 2*. Dd sa
ukdzat, Ze zloZitost merand poctom porovnani sa vylepsit nedd, a tak v tomto pripade
pouZitie metddy rozdeluj a panuj viedlo dokonca k optimalnemu algoritmu.

Veta 2.1 (metéda rozdel'uj a panuj) Nech a,b, ¢ sii nezdporné raciondlne ¢isla,
n = c*. Potom riesenim rekurentnej rovnice

b ak n—1

O(n) pre pripad a < ¢
T(n) = { aT(n/c)+bn pren >1

T(n) =< O(nlogn) pre pripad a =c
O(n'°#< %) pre pripad a > c
Dokaz: Vsimnime si niekol'ko prvych élenov siuétu
T(n) =aT(n/c)+bn=a(aT(n/c®)+bn/c)=a?T(n/c?)+bna/c+bn =
= a?(aT(n/c3) + bn/c?) + abn/c+bn=...=
—alosc i 4 b 5 ) ()

c

Rovnicu doriegime podla vztahu a, c.

a<ec Ziozgoc nt (ﬂ)l konverguje = O(n)

c

a=c (%) =1, preto Ziozgocn*l (%)l =logn = O(nlogn)

a>c Ziozgoc nt (%)l je geometricky rad so siétom O(n!°8 )

Preco hovorime tejto vete, ze je to veta o metode rozdeluj a panuj?
ak

e delenim ziskame a poduloh rovnakej velkosti - rozsahu n/c
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e rozklad a zloZenie vysledku vieme spravit v linedrnom case

tak zlozitost ziskaného algoritmu je vyjadrena prave vztahom z vety 2.1 a je preto
nanajvys polynomidlna.
Bez dokazu uvedieme vseobecnejsie znenie vety 2.1.

Veta 2.2 (master theorem) Nech a > 1,b > 1 si konStanty, f(n) je funkcia a
nech T'(n) je funkcia na nezdapornych celijch cislach definovand nasledujicou reku-
renciou:

c ak n=1
T(n) = { aT(n/b)+ f(n) pren >1

Potom T(n) asymptoticky odhadneme nasledovne:

O(n'°ev =€) pre nejaki konstantu ¢  potom T(n) = ©(n'°8» %)
O(nlog ) potom T'(n) = ©(n'°% *Inn)
O(n'°v %) af(n/b) < df(n),c <1  potom T(n) = O(f(n))
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2.1.1 Nasobenie velkych &isel

Uvazujme nasobenie n-bitovych ¢isel v situacii, ked v jednotkovom ¢ase vieme naso-
bit len jednociferné ¢isla (alebo ¢isla ohranicenej dlzky). Klasicky skolsky algoritmus
vedie k zlozitosti O(n?) aritmetickych operécii. Aplikujme met6édu rozdeluj a panuj.

Pri priamod¢iarom pouziti metody rozdeluj a panuj vyjadrime kazdy z refazcov X,Y priamociare po-
dlzky n pomocou dvoch retazcov dlzky n/2. Ich vynasobenim dostavame algoritmus, uZitie
ktorého zlozitost ostala O(n?).

X=X1Xo X=X2"?241X, Y =YYy Y =VY2"21Y,

XY = (X12"2 + Xo)(Y12"2 4+ Y3) = X1 V12" + (X1 Vs + XoY1)2"2 + X0V,

4
T(n) = 4T (n/2) + bn = O(n?)
Zda sa, ze nam tento pristup nepomohol. Aby metéda rozdeluj a panuj viedla k

efektivnejsiemu algoritmu, museli by sme pouzit menej ako 4 nasobenia.

Ked si véimneme, 7e rozummnejsie po-
uzitie
(a+b)(c+d) =ac+ (be+ ad) + bd

mohli by sme postupovat nasledovne:

U— X117 VXY, WH(X1+X2)(Y1 +Y2)
4
XY =U2"+(W-U-V)2"2+V

Pre zlozitost tohto pristupu plati T'(n) = 2T(n/2) + T(n/2 + 1) + cn. Ostalo
nasobenie n/2 a n/2 + 1 bitovych ¢sel. Tu vSak mozme postupovat podobne —
n/2 + 1 bitove ¢isla moézme "rozlozit" na 1 bit a n/2 bitov. To vedie k nahradeniu
nasobenia n/2 + 1 bitovych ¢isel jednym nasobenim n/2-bitovych ¢isel.
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(X1 + X2) = A1 As, pricom A; je jednobitové ¢islo
(Y1 +Y2) = BiBs, pricom Bj je jednobitové ¢islo

Potom
(X1 4+ X2)(1 +Y2)

(A127/2 4+ Ay)(B12"/? + By)
= A1 B12" + AsB12™/2 + A1 By2™/2 + A5 Bs

T(n) = 3T(n/2) + cn = O(nl°s23)

2.1.2 Strassenov algoritmus nasobenia matic

Uvazujme problém nésobenia dvoch Stvorcovych matic stupha n x n. Ak postupu-
jeme podla definicie ndsobenia matic, ziskany algoritmus je zlozitosti O(n?) arit-
metickych operéacii. Ak uvazujeme, Ze prvky matic st z okruhu, moézme sa pokusit
pouzit metédu rozdeluj a panuj:

A A By Bz \ _ [ Cun Ci
Ag1 Az Bs1 Bao Ca1 Co
Cii = AuBu + AiBy Co1 = AaBiui + AxBoy
Cia = AubBi2 + Ai2B2 Ca = AnBia + AxBa
Priamociare pouZitie metody rozdeluj a panuj opét vedie k zlozitosti, ktora nie je
vylepsenim.
T(n) = 8T(n/2) +cn? = ... = O(n?)

Vylepsenie ziskame uSetrenim jedného nésobenie na tkor néarastu poctu séitani a
od¢itani. Nasobenie dvoch matic rozmeru 2x2 mozme spravit nasledovne:

= (a11 + a22)(b11 + b22) Ch1 = P+S-T+V
= (ag1 + a22)b11 Cie = R+T
= a11(bia — ba2) Cx = Q+S5

aga(bar — b11) Cop = P+R-Q+U

(@11 + a12)baa
= (a21 —a11)(bn + b12)
= (a12 — az2)(ba1 + ba2)

<SSO
Il

Aplikovanim uvedenych vztahov a metody rozdeluj a panuj dostavame rekurzivny
algoritmus, ktorého zlozitost vyjadrime rekurentnou rovnicou

TT(n/2) +an?, n>?2
T(n){b(/) n <2

RieSenim tejto rovnice je O(n'°827).

Pritom sme predpokladali, ze n = 2F, Co v pripade, ak to nie je pravda
e doplnit nulovymi riadkami a stipcami na najbliz§iu mocninu dvojky;
e pri parnom n priame pouzitie, pri neparnom n doplnit jeden riadok a stipec
e doplnit na najblizsie také ¢islo m, ze m = 2"p a potom po rozmer p X p aplikuj
rozdel'uj a panuj, pri rozmere p X p priamo vynasob

2.1.3 Vyhladavanie k-teho najmensieho prvku

vstup: S ={ai,as,...,a,},a; € A, kde A je mnoZina s usporiadanim,
keN
vystup: k-ty najmensi prvok mnoziny S

miera zloZitosti: pocet porovnani
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Zaujima néas teda k—ty najmensi prvok, nevyzadujeme, aby mnozina bola utriedené.
Na rieSenie by sme mohli pouzit jednoduché algoritmy.

1. utried a vyber k-ty najmensi prvok O(nlogn)
2. k-krat hladaj minimum O(kn)
3. resp. porovnanim vstupnych hodnot k, logn zistit, ktory z uvedenych algorit-

mov je pre dany vstup vyhodnejsi. O(min{k,logn} - n)

Vyuzitim metody rozdeluj a panuj ziskame algoritmus Select(k, S).

Algoritmus 2 Select(k,S)
1: if S < 50 then utried a najdi k-ty najmensi
2: else
3: rozdel S do 5-tic a utried v ramci 5-tic
4 vytvor mnozinu M strednych prvkov
5. m:=SELECT(M/2, M)
6: vytvor mnoziny Si, S2
7
8
9

Si={a€esS; a<m}
S2={a€sS; a>m}
: if |S1| > k then return SELECT (k,S1)
10: else

11: if |S1 + 1| = k then return m
12: else return SELECT (k, S2)

Korektnost algoritmu Tahko ukdzeme indukciou vzhladomk velkosti mnoziny S.

Zlozitost algoritmu: ozna¢me T'(n) zlozitost pre |S| = n. Potom

3,4 zlozitost O(n)

5 T(n/5)

6-8 O(n)

9-12  O(max{T(|51]), T(|52[)})

Kedze |S11,]S2| < 3|5]/4, dostavame

T(n/5)+T(3Bn/4)+cn, 50<mn
Tn) < { cn, n < 50
Matematickou indukciou sa déa ukazat: T'(n) < 20cn.

2.1.4 Nasobenie Booleovskych matic

Majme problém néasobenia dvoch booleovskych matic. Nakol'ko booleovské matice
netvoria okruh, nemézme priamo pouzif Strassenov algoritmus nasobenia matic.
Mozme v8ak vnorit booleovské matice do okruhu, tam pouzit Strassenov algoritmus
a potom sa vratit naspét.

Majme booleovské matice A, B. Nech su¢inom A-B = C'. Predstavme si, ze budeme
matice A a B nasobit v okruhu Z, 1, kde n je rozmer matic A, B. Vysledkom
tohto nasobenia nech je matica D. Aky je vztah medzi maticami C' a D?

D(ij)=0 & C(iJ)
D) #0 < C(i)

0
1



32KAPITOLA 2. ZAKLADNE METODY TVORBY EFEKTIVNYCH ALGORITMOV

TakZe z matice D vieme pozadovant maticu C' ziskat v ¢ase imernom velkosti ma-
tice C, D.

Nasleduje algoritmus, ktory je lepsi ako klasicky Skolsky algoritmus nasobenia,
hoci vacsej zlozitosti ako Strassenov algoritmus. Rozdelme maticu A na stlp-
ce Aj,..., A, hrabky logn a maticu B na riadky Bj,..., B,, hrubky logn, kde

m = n/logn. Potom m m
A-B=) Ai-Bi=) C;
i=1 i=1

Pokial by sa nam podarilo ziskat su¢in A; - B; v ¢ase O(n?), ziskame algoritmus
zlozitosti O(n?/logn). Uvedomme si, 7e j-ty riadok matice C; vznikol tak, 7e sa
s¢itali tie riadky matice B; , ktoré odpovedali jednotkdm v j-tom riadku matice A;.
Kedze vSetkych moznych riadkov matice A; je n, je aj pocet v8etkych moznych
riadkov matice C; len n. Najprv v8etky tieto potencidlne riadky predvypocitame
do tabulky TAB, a potom pouZijeme ten, ktory potrebujeme.

Pri fixovanom ¢ TAB pocitame nasledovne:

TAB(0) = 0000...0

TAB(j) = TAB(j — 2¥) + B;(k + 1), kde 2% < j < 2k*! a B,(t) oznacuje
t-ty riadok odspodu matice B;(kazdé ¢islo povazujeme za
binarny retazec dizky logn. Potom od¢itanie 2* odpoveda nahradeniu
vodiacej jednotky v bindrnom zapise &isla j nulou)

Ako pomocou TAB ziskame maticu C? Nech bin(v) oznacuje ¢islo, ktorého bindrnym
zapisom je binarny retazec v. Potom

Ci(j) = TAB(bin(A;(5)))

Algoritmus 3 BoolNésobenie

1: rozdel maticu A na stlpcové podmatice Ay, Aa, ..., A
2: rozdel maticu B na riadkové podmatice B, Ba, ..., By
3: vytvor nulovi maticu C

4: for i=1 to m do

5 vypocitaj TAB

6 for j=1tondo

7 C(j) = C(j) ® TAB(bin(Ai(j)))

Aka je zlozitost tohto algoritmu?
— riadok 5 vieme realizovaft so zloZitostou O(n?)
— cyklus na riadku 6 sa realizuje v ¢ase O(n?)

— cyklus na riadku 4 opakujeme m, ¢ize n/logn krat

Preto je vysledn4 zlozitost O(n3/logn).



