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2.2 Dynamické programovanie
Zacnime s prikladom.

Priklad 2.2 Uwvazujme siutaz dvoch rovnako silniyjch druzstiev A, B, ktoré hraji pro-
ti sebe zdpasy. Pre kaZdy zdpas je rovnako pravdepodobné vitazstvo druzstva A i B.
Nech (i, j) je dvojica prirodzengch ¢isel. Hovorime, Ze druzstvo A vyhralo siataZ s
parametrami (i,j), ak A dosiahne i vitazstiev skor, ako B dosiahne j vitazstiev.
Nasou tlohou je vypocitat pravdepodobnost P(i,j) toho, Ze A vyhrd siteZ s para-
metrami (i, 7).
Analjzou dostdvame

e P(0,5)=1, >0

e P(i,0)=0,i>0

o P(i,j) = 3(P(i,j — 1)+ P(i— 1,5)), i,j > 0*

Tento rekurentny vzfah navddza na pouZitie metody rozdeluj a panuj. Ak za vel-
kost vstupu berieme n = i + j a ako mieru zloZitosti uvaZujeme pocet priradeni a
aritmetickijch operdcii, potom metdda rozdeluj a panuj vedie k zloZitosti

1
T(n)=2T(n—1)+3 = 22T(n—2)+3)+3=22T(n—2)+2-3+3
2" +3- 300 2

Lahko vidime, Ze horniy odhad je exponencidlny.

Cim je sposoben4 tato velka zlozitost?

e Vieme sice z rieSenia mengich podproblémov poskladat rieSenie vacSieho pod-
problému, ale pri rieSeni sa vygeneruje exponencidlne vela mensgich podprob-
lémov mengieho rozsahu.

e Vieme, Ze je len polynomialne vela problémov mengieho rozsahu. To ale zna-
mena, ze niektoré sme pocitali niekolkokrat.

Pri metode rozdel'uj a panuj sme velky problém rozdelili na mensie, ktoré mohli byt
rieSené nezavisle. V pripade metoédy dynamického programovania je tento princip
dotiahnuty do extrému:

e rie§ime postupne VSETKY problémy (toho istého charakteru) MENSIEHO
rozsahu; postupujeme systematicky od mensieho rozsahu k vicsiemu

e riegenia si ukladame k d’alsiemu pouzitiu
e pouzivame, ked je pocet problémov mensieho rozsahu rozumny
Nevyhodou je, 7ze mozeme potrebovat velku pamét.

Casté pouzitie tejto metddy je pre taky typ optimaliza¢nych tloh, kde si rieSenie
mozno predstavit ako postupnost nejakych rozhodnuti. V tejto situéacii my hfadame
takt postupnost rozhodnuti, ktora nie¢o optimalizuje.

Abysme mohli pouzit dynamické programovanie, musi sa optimalita dedif. Zname-
né to, ze bez ohladu na to, aké bolo prvé rozhodnutie, zvy$né rozhodnutia musia

sutaz druZstiev
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tvorit optimélne rieSenie pre situéciu, ktord nastala po prvom rozhodnuti. Inymi
slovami, ak sucastou optimalneho rieSenia viicSieho problému je rieSenie mensiecho dedenie optima-
problému, je toto rieSenie optimalnym pre dany podproblém. lity

Formaélnejsie. Nech

e Sy je situdcia na zaciatku.

e {ry,...,m} je mnoZina rozhodnuti, ktoré mozme urobit v prvom kroku

e S; je situacia po aplikovani rozhodnutia r;

e I'; je optimalna postupnost rozhodnuti pre situéciu S;
Hovorime, Ze iloha (problém) splita princip dedenia optimality, ak o optimdlnom
rieSent situdcie Sy plati, Ze vznikne vijberom naglepsieho z rieseniriI'y, rola, ..., T
2.2.1 Sataz dvoch druzstiev
PouZime na vypocet hodnoty P(7,j) metédu dynamického programovania.

e P(1,0)=P(2,0)=...=P(n,0)=0

e P(0,1)=P(0,2)=...= P(0,n) =1

o P(i,j) = P(ifl,j);rP(iyjfl)

Hodnoty budeme pocitat postupne, za¢neme s rozsahom problému 1, potom prej-
deme k rozsahu 2, ... Vypocitané hodnoty ulozime do tabulky.

[PO3)=1 [P(14) |
PO2)=1 [P(12) |P2.2) |
PO49)=1 [P(11) P21 |P@3.1) |
[P(1L0)=0 |P20)=0 [PB0)=0 [P@0)=0 |

Obrézok 2.1: Vypocet P(i, j)

Vzhl'adom k zavislosti vacgieho podroblému na mensich je v tomto pripade zrej-
mé, 7e pri vyplhani tabulky mozme postupovat po diagonalach, ktoré odpovedaju
jednotlivym rozsahom problému.

Algoritmus 4 DP-1
1: for s — 1 to n do
2: P(0,s) < 1; P(s,0) « 0;

3: for r «— 1tos — 1 do
4: P(r,s) — (P(r—1,s)+ P(r,s — 1)) /2
zlozitost Analyzujme teraz zlozitost algoritmu DP — 1

¢as Pocitame 2+3+...4(n+1) hodnot. Na vypocet kazdej z nich staci konstantne
vela ¢asu. Celkovo teda mame O(n?).

S pravdepodobnostou 1/2 vyhra prvti hru A. Potom mu ostéva vyhrat i — 1 hier skor, ako B
vyhra j hier. Analogicky, s pravdepodobnostou 1/2 vyhra prvii hru B. Potom A musi vyhraf ¢
hier skor, ako B vyhra j — 1 hier
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pamit vSimnime si rozmer tabulky

~ tabulka je velkosti O(n?)
— pri vypocte sa hodnoty zapisuji po diagonélach, pricom nova vznika z
informacii v starej; lahko vidno, Ze staci priestor dvoch diagonél

— pri lepSej manipulacii staci len priestor jedinej diagonaly?

2.2.2 Nasobenie n matic

Vstup: matice My, ..., M,, pricom rozmer matice M; je r; X s;, 741 = S;. problém
Vystup: matica M = My x ... x M,

Zamyslime sa nad tym, ¢im mozme ovplyvit zloZitost vypocitania tohto sa¢inu. Su
to

e efektivnost algoritmu pouzitého na vynasobenie dvoch matic
e poradie, v ktorom matice budeme nasobit

M1 =10 x 20 M1 X ((M2 X M3) X M4) = 12200
M2 =20x5 (M1 X Mg) X (M3 X M4) = 1550
M3:5X100 M1 X(MQX (MLgXM4)):800
M4 =100 x 1 (M1 X (M2 X M3)) X M4 = 31000

Ako vidime, rozne ozatvorkovanie/poradie nasobenia mé vplyv na vyslena zloZitost.
Ma preto zmysel najprv predvypocitat vhodné uzatvorkovanie vstupnej postupnos-
ti matic tak, aby sme pri ich nasobeni pouzili (pri fixovanom algoritme néasobenia
dvoch matic) ¢o najmensi pocet aritmetickych operéacii. Dostali sme sa takto k
optimalizacnej tlohe, ktora by sa mohla dat rie§it metédou dynamického progra-
movania. Presvedéime sa o tom :

e riefenie hTadame ako postupnost rozhodnuti — ktoré dve matice maja byt v
tom ktorom kroku nasobené?

e plati princip dedenia optimality
Nech M oznacuje maticu, ktora vznikla vynasobenim M; x M; 1 X ... x M.
Nech A je optiméalne poradie nésobeni, ktoré je také, Ze poslednym nasobenim
je nasobenie My X Mjy1 . Je zrejmé, ze v A museli matice My, aj Myq1,n
vzniknat optiméalnym nasobenim, lebo v opa¢nom pripade by sme ich vypocet
v A nahradili poradim, ktoré by zmensilo celkovu zloZitost.

Oznatme cena(i, j) — pocet operécii na ziskanie sutinu matic M; x M;iq X ... x M;.
Potom zrejme

cena(i, j) = cena(i, k) + cena(k + 1, j) + zlozitost vynasobenia Mij, X Myt1 p.

(M; x Mitq % ... x My) x (Mgg1 X ... x Mj)

My, M1,

Ozna¢me m; ; optimalny pocet sledovanych operacii postacujtcich na ziskanie st-
¢inu matic M; x M;1q1 % ... x M; ked predpokladame, Ze pri nasobeni dvoch matic
pouzivame klasicky skolsky algoritmus. Potom

mini§k<j{(mik + Mi+1,5 +7r; X S X Sj)}, 1< _]
mi; =
0, =]

2premyslite a naprogramujte
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m(1,4) = 800
k=1

m(1,3) = 6000 || m(2,4) = 600
k=2 k=2

m(1,2) =1000 || m(2,3) =10000 || m(3,4) =500
k=1 k=2 k=3

Obrazok 2.2: Vypocet zatvorkovania

Uvedomme si, ze m;; je len optimalnym poctom operécii, potrebnych na ziskanie
vysledku M;;. Nas ale zaujima to, ktoré je to spravne poradie ndsobenia matic,
pri ktorom dosiahneme optimalny pocet operécii; potrebujeme do vyrazu spravne
vlozit zatvorky. Preto si v tabulke budeme pamétat nielen hodnotu m;;, ale aj
hodnotu k(%, j), pri ktorej sa toto minimum m,; dosahovalo. Hodnota k(7, j) totiz
urcuje, za ktori z matic mame v danom nasobeni zlozit prvd praevi zatvorku.

(Ml X M2 X M3 X ]\44)7 k’(l,4) =1 = (Ml) X (MQ X M3 X M4)
k’(2,4) =2 = (Ml) X ((MQ) X (Mg X M4))

Uloha:

e Napiste program, ktory pre vstupni postupnost rozmerov n matic vypocita, v
akom poradi treba matice nasobit, aby pre dany algoritmus nasobenia dvoch
matic bola vysledna zlozitost optimaélna.

e Ak je Casova a pamétova zlozitost Vasho algoritmu?

2.2.3 Konstrukcia optimalneho binarneho vyhl'adavacieho
stromu

Ked pouzivame binarny vyhl'adéavaci strom (BVS) na reprezentaciu mnoZiny, ktort
budeme ¢asto prezerat, ma zmysel optimalizovat nielen ¢as na realizaciu jedného pri-
stupu do BVS (teda zloZitost najhorsieho pripadu), ale v pripade, Ze pozname (resp.
odhadneme) pocetnost pristupov do jednotlivych prvkov reprezentovanej mnoziny,
mozme skonstruovat BVS, ktory bude minimalizovat ¢as, straveny prehladavanim
BVS pocas celého vypoctu (o je vlastne optimalizovanie zloZitosti priemerného
pripadu). Predpokladajme, Ze BVS ma reprezentovat n-prvkovi mnozinu, pri¢om
vieme, Ze pocetnost prvku a; je p;. Bez ujmy na vieobecnosti budeme predpokladat,
7e prvky su utriedené, teda a1 < as < ... < a,. Kolko vrcholov BVS T prezrieme,
ak budeme p; razy hladat prvok ay, ps razy prvok as, ...?7

o(T) = Z hip;
im1

kde h; je pocet vrcholov v BVS T na ceste z korenia do vrchola reprezentujiceho a;.
Je celkom prirodzené, Ze sa budeme snazit konstruovat OBVS T, ktory je optimalny
vzhladom na mieru ¢(7T).

Pri konstrukeii OBVS? robime v kazdom kroku rozhodnutie, ktory z prvkov mé byt
v danom vrchole. Nech korehom OBVS je prvok a;. Potom Tavy (TL) aj pravy
(Tr) podstrom OBVS st optimalnymi BVS pre mnoZzinu prvkov, ktora reprezentu-
ju. Preto je princip dedenia optimality splneny a my mozme pouZzit na konstrukciu

30BVS kongtruujeme postupne od korefia smerom k listom
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OBVS metédu dynamického programovania.

Co vieme povedat o cene stromu T'? Plati

o(T) = e(T) + e(Tr) + > _ps

i=1

nakol'ko kazda z ciest sa v porovnani so stromom T, resp. Tx predlzila o 1.

nech cena(i, j) oznacuje cenu optimélneho BVS pre mnozinu prvkov a;, ait1, . . ., a;

nech cena(i,i —1) =0

e potom

j
cena(i,j) = ign}figj{cena(i, k—1)4 cena(k +1,j7) + g Pr}
== k=i

kvoli moznosti konstrukcie OBVS potrebujeme poznat aj hodnotu k(i, j), pri
ktorej sa dosahuje cena(i, ).

Uloha:

e Naprogramujte popisany algoritmus a analyzujte jeho casovi a priestorovi bu

zlozitost.

e Ako sa zmeni uvedeny algoritmus ak budeme predpokladat, Ze navyse pozna-
me aj pocetnost vyhladavania prvkov, ktoré sa v mnozine, reprezentovanej
BVS, nenachadzaju? Teda ked pozname ¢(i)— pocetnost vyhladavania prv-
ku, ktory je medzi a;—1 a a;. Pritom predpokladame, Ze ¢(1) je pocetnost
vyhladavania prvkov mensich ako a1, ¢(n+1) je poCetnost vyhladavania prv-
kov vacsich ako a,.

2.2.4 0/1 Plnenie batoha (0/1 Knapsack problem)

Uvazujme nasledujuci problém. Danych je n objektov s vahami w; a batoh kapacity problém
M. Ak umiestnime do batoha objekt w;, ziskame profit p;. Nagou tlohou je naplnit
batoh tak, aby sme ziskali ¢o moZzno najvacsi zisk. Formalne:

Vstup: w;, piy, M, 1 <i<n
Vystup: max) ., z;p;, pricom > . xw; < M az; € {0,1}

Aby sme mohli na rieSenie pouzif metodu dynamického programovania, musime
rieSenie vyjadrit ako postupnost rozhodnuti a overit platnost dedenia optimality.

Oznatme KNAP(a,b,Y) problém 0/1 plnenia batoha pri vstupoch w;, p;, a <i <
b, M =Y. Zrejme povodny problém 0/1 plnenia batoha je KNAP(1,n,M). Za
rozhodnutie moZno povazovat zaradenie, resp. nezaradenie objektu do batohu.

Nech y1,¥2, ..., ¥y, je optimalne priradenie hodnot premennym x1, xs, ..., xy,.
Ak y; =0, tak ya, ..., y, musi byt optimalne riesenie K NAP(2,n, M).
Ak y; =1, tak ya,...,y, musi byt optimalne riesenie KNAP(2,n, M — wy).

Oznatme g;(y) hodnotu KNAP(j+1, n, y). Zrejme go(M) je hodnota optimalneho
riesenia KNAP(1,n, M) a
go(M) = max{gi(M), g1(M —w1)+p1} (*)

Nech y1,y2, . .., Yn je optimélne riesenie pre KNAP(1,n, M). Potom Vj,1 < j < n,
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® yi,...,y; je optimalne rieSenie pre KNAP(1, j, ZKK]. w;iY;i)
® Yji1,...,Yn je optimalne riesenie pre KNAP(j + 1,n, M — Zlgz‘gj wWiY;)
Preto mozme (*) zovSeobecnit:

9i(y) = max{gi+1(y), gi+1(y — wiy1) + pit1} (%)

Ak si uvedomime, Ze g,(y) = 0 Vy, mozme postupne pocitat g,—1(y),.... Tento
postup vlastne odpovedal postupnému priradovaniu hodnot z.,,, z,_1, . ..

Nemusime postupovat odzadu, ale sa d& aj spredu. Ak ozna¢ime f;(X) hodnotu
optiméalneho rieSenia pre K NAP(1, j, X), tak

fn(M - max{fnfl(M)a fnfl(M - wn) +pn}7 resp.
fi(X) = max{fi_1(X), fi—1(X —w;) + p; }, ¢o sucasne s faktom fo(X) =0 a
fi(X) = —00, X < 0 dava navod, ako postupne pocitat fi, fa,. ..

Uloha:
e Domyslite detaily a naprogramujte rieSenie problému 0/1 plnenia batoha.

e Nech C je matica cien ohodnoteného grafu s vrcholmi 1,2,...,n; C[i, j] uda-
va kladna dlzku hrany medzi vrcholmi i a j. Pouzite metédu dynamického
programovania na vypocet matice S dlzok najkratgich ciest; S[i, j] bude cena
najkratsej cesty z vrchola i do vrchola 7, pricom pod dizkou cesty rozumieme
stucet cien hran, ktoré cestu tvoria.

e Uvazujme problém hladania najdlhsej spoloénej podpostupnosti dvoch postup-
nosti X = Xq,...,X,, Y =Yi,...,Y,, ktord vznikne vynechanim niekto-
rych znakov z kazdej z nich. Oznaéme LCS(i,j) dizku najdlhsej spolo¢-
nej podpostupnosti postupnosti Xi,...,X; a Y1,...,Y;; zujima nas zrejme
LCS(n,m). (LCS(ABAKUS, AUTOBUS)=4; najdlhsia spolo¢na podpostup-
nost je ABUS)Zékladom algoritmu pre vypocet LC'S(n, m) zaloZenom na dy-
namickom programovani je nasledujici vztah:

1+ LCS(i—1,5—1), ak X; =Y
LOS(i,) =
min{LCS(i—1,7),LCS(i,5 — 1)}, inak

Napiste program, ktory nielen vypocita LC'S(n, m), ale aj prislusna najdlhsiu
spolo¢nu podpostupnost. Aka je zlozitost Vasho programu?

e Majme ohodnoteny graf G = (V, E), zadany maticou cien: C[i, j] je cena hra-
ny z vrchola ¢ do vrchola j. Nagou tlohou je najst takt permutaciu 7 vrcholov
2,3,...,n — 1, ktora minimalizuje dizku kruznice 1,7, 1; pod cenou kruzni-
ce rozumieme sicet cien jej hran. Problému sa hovori problém obchodného
cestujiuceho (TSP)

Nech S = {1,2,...,n}, j € S. Oznaéme C(S, ) dlzku najkratsej cesty 17,
kde 7 je permutécia mnoziny S — {1,5}.
Zékladom rieSenie problému TSP dynamickym proramovanim je nasledujici

vztah
C(S5,7) = min{C(S — {j},4) + Cli, jl}

NapiSte program, ktory rie3i TSP dynamickym programovanim. Ak4 je zlo-
zitost Vasho programu?
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2.3 Greedy algoritmy

Je to jedna z velmi roz§irenych metod, ktord sa vac§inou pouZziva pri rieSeni opti-
maliza¢nych uloh. Tieto ulohy ¢asto moZno charakterizovat nasledovne:

e Vstupom je n-prvkova mnozina, resp. postupnost

e Cielom je vytvorit podmnozinu (podpostupnost), ktora splha nejaké pod-
mienky (odrazajuce charakter problému). KaZzdé rieSenie, ktoré spliha tieto
ohranicenia, sa nazyva pripustné riesenie.

e Navyse je dana je ucelova funkcia, definovana na mnozine pripustnych rieseni.

Vystupom je to pripustné riesSenie, ktoré optimalizuje ucelovi funkciu. Takéto rie-
Senie volame optimdlne riesSenie.

Snazime sa najst rijehly algoritmus, ktory generuje priamo optimalne rieSenie. Gree-
dy metdéda vedie k algoritmom, ktoré pracujiu v taktoch. V kazdom takte sa vyberie
najvhodnejsi kandidat na zaradenie do optimalneho riegenia. Ak vybraty kandidat
nemoze byt do riesenia zaradeny (nespliia podmienky pripustného riesenia, dokaza-
telne nemdze byt sacastou optiméalneho riesenia, ... ), definitivne sa vyradi z mno-
ziny potencialnych kandidatov. Pri vybere kandidatov zvicsa aplikujeme "pazravy"
pristup - snazime sa zohladhovat optimalizacné kritérium.

Algoritmus 5 Greedy(A,n)
1: rieSenie « (;
2: for i=1 to n do
3: X «— SELECT(A),
4
5

if PRIPUSTNE(riegenie, X) then riesenie «+ UNION (rieZenie, X)

: return(rieSenie)

Uvedomme si, ¢o ovplyviuje tspesnost takejto metody

e SELECT — méa vplyv nielen na zlozitost, ale i na to, ¢i ziskané rieSenie bude
optimalne

e PRIPUSTNE - predpokladame, 7e vieme rozhodnit, ¢ dany prvok bude si-
Castou (optimélneho) rieSenia. Zrejme ovplyviiuje nielen zloZitost, ale aj kva-
litu.

Priklad 2.3 Dand je mnoZina hodnot minci a suma, ktori treba zaplatit. Hodnotou mince
ucelovej funkcie je pocet minci, ktory sa snazime minimalizovat.

Greedy metoda vedie k nasledovnému postupu — zac¢ni s bankovkami s maximalnou
moznou hodnotou a plat, kym sa da. Potom vezmi bankovky s menSou hodnotou a
plat, kym sa da,...

Ak vezmeme ako zakladnd mnoZinu mincf 1,2,5,10,. . ., vedie greedy metoda k opti-
malnemu rieSeniu. Co v8ak, ak vezmeme ako mnoZinu minci 1,9, 11, a suma, ktoru
potrebujeme zaplatit, je 197

Greedy algoritmus vedie k pripustnému rieSeniu — 11,1,1,1,1,1,1,1,1. Optimalne rie-
Senie je vSak 9,9,1.

Uloha: Pre aké hodnoty minci vedie greedy metéda k optimalnemu rieseniu? DU
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2.3.1 Plnenie batoha (s racionalnymi koeficientami)
Uvazujme nasledovny problém problém

Vstup: n objektov uréenych vahou a ziskom a kapacita batoha
M kapacita batoha
w; vaha i-teho objektu
p;  profit; ak prenesieme Cast x; objektu ¢, 0 < x; < 1, tak ziskame cenu
(profit) p;z;

Uloha  Naplnif batoh tak, aby sme maximalizovali zisk Z = Z?zl pix;, pricom
1. Z?:l Wi Tyg < M

Pripustnym je kazdé také riesenie (1, xs,...,x,), ktoré splia (1.) a stucasne (2.)
Optimalnym rieSenim je to pripustné rieSenie, ktoré maximalizuje zisk Z.

Priklad 2.4 Majme vstup
n=3, M =20, (p1,p2,p3) = (25,24, 15), (w1, we, ws) = (18,15, 10)

Pripustné riefenia: Y ., w;x; S Pt
1. (1/2,1/3,1/4) 165 24.25

2. (1,2/15,0) 20 98.2

3. (0,2/3,1) 20 31

4. (0,1,1/2) 20 315

Zrejme ak Z?=1 w; < M, tak polozime x; = 1 a mame optimalne rieSenie. Preto
predpokladajme, ze """ w; > M.

Existuje viacero greedy stratégii, ktoré mozme skusit pouzit:

1. plnime podla maximalneho zisku, ktory by priniesol cely objekt — nie vzdy
déva optimélne rieSenie

2. podla najmensej vahy

3. podla maximélneho relativneho profitu p;/w; — toto vedie k optimalnemu
rieSeniu
Vsimli sme si, Ze sme mohli brat do uvahy tri miery — vdhu, profit, relativny zisk —
podla toho sa menilo poradie, v ktorom sme objekty skiimali. Pritom len jeden z
pristupov vedie k optimalnemu rieSeniu.

korektnost greey Fakt 2.3 Nech Bt < L2 < B8 <. < Lo Potom greedy algoritmus zaloZeny na

S w =
pre batoh mazximdlnom relatwnom zzsku *ddva optzmalne riesenie.

Dokaz: Majme
X = (x1,22,...,2,)  rieSenie algoritmu greedy
Y =(y1,y2,---,Yn) optimalne rieSenie

pricom predpokladame, ze st rozne.

Ukézeme, ako modifikdciami optimalneho rieSenia, ktoré nezhorsuju jeho kvalitu,
transformujeme toto opimélne rie§enie na greedy rieSenie. Z toho bude vyplyvat, ze
greedy rieSenie je optimalne.

Nech j je minimélny index taky, Ze x; # 1. Ak X nie je optimalne rieSenie, tak
pre optimalne rieSenie Y plati > p;z; < p;y; a navySe mozme predpokladat, 7e
> w;z; = M. Nech k je minimalny index taky, 7e xj # k.
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k’<j =1, yp <1 =z > yi

k= J = Tk > Yk

1<k nie je mozné, lebo by sme dostali > w;y; > M
Preto xx > yk. Nech Z = (21, 22,...,2,) je rieSenie, ktoré ziskame nasledovnou

tipravou optimalneho rieSenia:

zi =z, 1<k
2, Y kcicn Wil¥i — 2i) = Wi (2 — Yk)-

Dostavame

D oPizi = Y PilYi + 7(%7%]3%” - Zk<i§n(yi - Zi)wi—i)i, 5)—? <c =

> > piyi + (2 — yr)we — Dpcicn (Yi — 20)wi B

= sz'yi

— Ak X = Z, vtedy je X optimélne
- Ak Z # X, vtedy X < Z a aplikuj uvedeny postup. Po konefnom pocte
krokov musi nastat situécia, ze X = Z.

2.3.2 Ulohy s terminovanim

Majme n tloh a jeden procesor. O kazdej ulohe u; vieme, dokedy musi byt spo-
¢itand (deadline d(i)) a aky zisk (profit p(:)) budeme mat, ak ju nacas zratame.
Predpokladame, ze kazdé uloha sa pocita jednotku ¢asu.

Uloha: Vybrat podmnozinu tloh, ktoré vSetky mozu byt spocitané nacas tak,
aby sme maximalizovali zisk.

Pripustné rieSenie: Podmnozina J uloh (resp. ich indexov), ktoré sa daju spracovat
pred deadlinom (vratane)

Hodnota stcet ziskanych profitov

Optimum: maximalna hodnota

Priklad 2.5 Majme

7 1poi 0 dgl pripustné riesenie | postup | zisk
21T 10 | 1 1,2 2,1 110
5T 15 13 1,3,2 2,1,3 | 125
T 27 1 1,4,3 4,1,8 | 142

Ako mame hl'adat optimalne rieSenie? Jednou moznostou je pre vietky podmnoziny
uloh overit, ¢i sa daju usporiadat tak, aby bola kazda vypocitand nacas a ak ano,
spocitat ziskany zisk. Potom staci vybrat ti podmnozinu, ktord priniSa najvacsi
zisk. Takéto rieSenie ale vedie k exponencialnej zlozitosti.

Pouzijeme preto greedy metédu a dokdzeme, ze dava optimélne riesenie. K popisu
staci urcit, aka statégiu na vyber kandidata volime a ako rozhodujeme o tom, ¢ je
dany kandidat vhodny:

SELECT

e Vyberame prvok, ktory ma maximalny profit. Pri rovnosti profitov zachovéa-
vame relativne poradie zo vstupu.

PRIPUSTNE

Ako overit, ¢i skimana podmnoZzina indexov odpoveda takej mnozine tloh, ktoré sa
daji zrataf nacas? Prezeranie vetkych usporiadani je neefektivne. Lahko vidno,
7e ak mé byt dloha dopocitand v Case ¢, musi byt nanajvys ¢t — 1 uloh pocitanych
pred fou.
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e Majme nejaké poradie uloh 7. Ak pre kazda tlohu je poradové ¢islo ulohy
v 7w nanajvys rovné jej deadlinu, daju sa tulohy spocitat v poradi m a vSetky
budu nacas. Preto usporiadame tlohy podla deadlinov neklesajtco, pricom
pri rovnosti deadlinov zachovavame relativne poradie zo vstupu.

e Potom v Case O(n) vieme overit, ¢ Pripustné(Riesenie, X) déva hodnotu
TRUE.

V nasom pripade:
Riesenie = {1}
Riesenie = {1}, X =4, Pripustné(1,4) = True = RieSenie = {1,4}

Riesenie = {1,4}, X =3, Pripustné(1,4,3) = True = RieSenie = {1,4,3}
Riesenie = {1,4,3}X = 2, Pripustné(1,4,3,2) = False = Riesenie = {1,4, 3}

Odpovedajici postup: 4,1,3

korektnost gree- Dékaz: Musime vyargumentovat optimalitu rieSenia, ziskaného greedy metédou.
dy rieSenia pre Nech

ulohy s termino- G = {g1,...,gx} je rieSenie ziskané greedy metodou
vanim O ={o1,...,0¢} je optimdlne rieSenie.
Predpokladame

e (7,0 su usporiadané nerastiico podla profitov
p(g1) = p(g2) = ... 2 p(gk) a plor) 2 ploz) = ... = p(or)

e ak dve ulohy maju rovnaky profit, tak je zachované relativne poradie zo vstupu
pliq) = pligt1) = iq <igt1

Majme G # O

G C O V tomto pripade optimélne rieSenie O obsahuje tlohu u, ktort neobsahuje
greedy rieSenie G. KedZe greedy metodou bola kazda uloha uvazovana ako
potencidlny kandidat na zaradenie do G, bola zvazovana aj tloha u. Jej
nezaradenie do G znamend, ze jej pridanie k G znemoznilo zratania tloh
nacas. To znamend, Ze by tomu muselo byt tak aj v pripade rieenia O. Preto
neméZe nastat

O C G Tento fakt by implikoval, ze O nie je optimalne rieSenie. Preto nemoZe
nastat

Z uvedeného vyplyva, Ze existuje a (minimalne také), Ze g, # 0,. UkaZeme,
7e ak zaradime g, do O, budeme vediet vylucit z O také og, Ze takouto zdmenou
nezhorgime kvalitu rieSenia O a zachovame jeho rieSitelnost. Po konenom pocte
takychto krokov skonc¢ime v situdcii, ked O = G, ¢o bude dokazovat optimalitu
rieSenia G.

e moZe patrit g, do O? Nie, pretoze:
ak p(ga) > p(o,), tak d'alej st uz len tlohy s mensim profitom
ak p(ga) = p(0a), tak ak g, < 0q

e ako hladat o,?

05 odpoveda prvej tilohe spomedzi tloh s indexom oy, ¢t > a, ktord ma najmensi
deadline
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Ked7e p(gq) > p(oa) > p(os), kvalitu sme nepokazili. Ostava ukéazat, 7ze sme za-
chovali rieSeitelnost. Inymi slovami, ze O" = O \ {o,} U {05} je mnozina indexov
odpovedajica uloham, ktoré sa daju spocitat tak, ze kazda z nich je spocitana nacas.

Preusporiadajme ulohy O podla deadlinov nerastico. Ziskame postupnost «;, o, 3.
VzhTadom k volbe indexu s je zrejmé, Ze vietky tlohy s indexom z « sa nachédzaja
aj v riesni G ziskanom greedy metddou. Existuje preto usporiadanie o postupnosti
indexov a, 05, ktoré odpoveda nerasticim deadlinom. NavySe, ak by sme tlohy
riesili v tomto poradi, bude kazda z nich vyriesena nacas. Preto

o, 94,0

je poradie, v ktorom je kazda z tloh s indexom z O’ spoéitana nacas.

Uloha: Zamyslite sa nad implementéciou a zlozitostou.

2.3.3 Optimalne zlucovanie stiborov

Majme n utriedenych stiborov F(1), F(2),..., F(n). Ulohou je napisat zlucovaci
algoritmus na vytvorenie jediného utriedeného siboru F. Pritom vieme, Ze pre
zluovanie dvoch utriedenych stuborov pozname efektivny algoritmus (linearnej zlo-
Zitosti). Vzhladom k tomu, Ze porovnanie dvoch prvkov je zanedbatelné vzhladom
k pristupu do stboru, je prirodzenou mierou zlozitosti celkovy pocet pristupov k
prvkom. Presnejsie: > p(#)|F(i)|, kde |F(i)| je poCet prvkov v sibore F(i) a p(4)
je pocet zlutovani, v ktorych sa zucastiuja prvky povodne ulozené v subore F(i).

Majme nejaky zlucovaci algoritmus. K nemu mozno priradit binarny zlucovaci strom
nasledovnym sposobom:

e listy stromu reprezentuju stubory, ktoré mame zlucovat

e vnitorné vrcholy reprezentuji subory, ktoré vznikaju v priebehu zlucovania;
F(i) je subor, ktory vznikol v (i — n)-tom zlucovani, i > n.

Lahko vidno, Ze k jednému algoritmu je zlu¢ovaci strom priradeny jednozna¢ne az
na izomorfizmus. Na druhej strane jeden zlucovaci strom reprezentuje viacero algo-
ritmov.

Zrejme zlozitost algoritmu mozno vyjadrit ako > h(i)-|F (i), kde h(i) je hibka listu
reprezentujtceho subor F(i); > h(i) - |F(i)| sa vola vazena dlzka ciest. Optimalny
zlutovaci algoritmus je taky, pre zlu¢ovaci strom ktorého je > h(i)-|F(¢)| minimalne.

Riesme greedy metodou.

SELECT
V kazdom kroku zlu¢uj dva sibory s najmensou velkostou.

Kvoli korektnosti predpokladajme, Ze mame dva stromy - TO(optimélny zlucovaci korektnost
algoritmus) a T'G(greedy). Indukciou ukdZeme, Ze z hladiska vazenej dlzky ciest
zluc¢ovacieho stromu je T'G rovnako dobry ako T°O.

Pre trividlne pripady n = 1,2 tvrdenie zrejme plati Baza indukcie

Nech tvrdenie plati pre zlu¢ovanie m suborov, m < n. IP
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F(1) F(Z)‘ f(1) )
{f(1), f(2) }={ F(L).F(R) }

F(1) F(L) FR)F(2) F(L) F(1)F2) F(R)

e Nech |F(1)] < |F(2)| < ... < |F(n)|. Po prvom kroku greedy algoritmu sa
vytvori novy vrchol v so synmi F (1), F(2).

e Nech v zlu¢ovacom strome T'O je P vnutorny vrchol najdalej od korefia. Nech
F(L), F(R) su subory reprezentované lavym, resp. pravym synom vrchola
P. Nech f(1), f(2) st vrcholy stromu T'O reprezentujice sibory F(1), F(2).
Spravme v strome T'O zamenu tak, aby sa f(1) stalo lavym synom vrchola P,
f(2) pravym synom vrchola P. Tym sme dostali novy zlucovaci strom NTO.

Vsimnime si , ako sa zmenila cena ¢(NTO) vazenych ciest stromu NT'O oproti
cene ¢(TO) stromu TO.

¢(NTO) — ¢(TO) = h(L)F(L) + h(R)F(R) + h(1)F(1) + h(2)F(2)
- {h(L)F(1) + h(R)F(2) + h(1)F(L) + h(2)F(R)}

Kedze
h(L) < h(1), h(R) < h(2), F(1) < F(L), F(2) < F(r)

je ¢(NTO) — ¢(TO) < 0. Oba stromy TG aj na NTO su zlucovacie stromy
pre zlucovanie n-1 suborov F(1)+ F(2), F(3), ..., F(n). Preto je podla IP cena
TG rovnaka ako cena NT'O a teda greedy algoritmus dava optimalne rieSenie.

d

2.3.4 Minimalna kostra.

Poslednym prikladom pouzitia greedy metdédy bude algoritmus konstrukcie mini-
malnej kostry v grafe.

Dany je suvisly neorientovany ohodnoteny graf. Kostra je podgraf tohto grafu, kto-
ry obsahuje v8etky vrcholy a tvori strom. Cena kostry je stucet cien priradenych
hranam, ktoré tvoria kostru. Chceme skonstruovat kostru s minimélnou cenou.

SELECT: su dva zakladné principy
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PRIM: vyber hranu s minimélnou cenou tak, aby ¢iasto¢né rieSenie tvorilo
strom

KRUSKAL: vyber hranu s minimalnou cenou tak, aby ¢iasto¢né rieSenie tvo-
rilo les

Ukazeme korektnost Kruskalovho algoritmu: korektnost
Nech K je kostra vytvorena Kruskalovym algoritmom, O optimélna kostra. Oznag-
me

E(K) mnozinu hran kostry K

E(O) mnozinu hran kostry O.

Ak E(O) = E(K), potom maju obe kostry rovnaku cenu. Predpokladajme teda, 7e
E(O) # E(K) a uvazujme hranu e € E(K) \ E(O) s minimdlnou cenou. Pridanie
hrany e k E(O) sposobi vznik jediného cyklu e, e(1),e(2),...,e(k) v O. Zrejme
aspoii jedna z hran e(1),e(2),...,e(k) nepatri do E(K)*. Nech je to hrana e(3).
Potom cena(e(j)) > cena(e)(ak by to neplatilo, bol by Kruskalov algoritmus uva-
zoval hranu e(j) skor ako hranu e.)

Zmena E(O) «— E(O) \ {e} U {e(j)} nezvicsi cenu takto vzniknutej kostry NO.
Pritom
|E(K)\ E(NO)| < |[E(K)\ E(O)|

Takto postupnymi modifikiciami, ktoré nezhorSuji cenu, dostaneme z kostry O

kostru K.
O

2.3.5 *Matroidy—teoretické zaklady pre greedy metédy

>V tejto casti sa budeme venovaf teorii, ktord ndm moéze pomoct rozhodnif, & je
dana tloha vhodna na pouzitie greedy metody alebo nie. Této metdda je zaloZzené
na tzv. matroidoch. Je to len ukadzka tedrie, nepokryva vsetky tlohy, ktoré su
rieSitelné pomocou greedy metody.

Definicia 2.1 Matroid je usporiadand dvojica M = (S,7), ktord spliia nasledujice matroidy
podmienky:

1. Sje neprdzdna konecnd mnoZina

2. Ije taky neprdzdny systém podmmnozin S, tzv. nezavislé podmnoziny mnoziny S,
pre ktoré (B€INACS)= Ae€Z. Hovorime, Ze Imd vlastnost dedi¢nosti.
Samozrejme, O musi patrit do I.

3. Ak A € I,B € I,|A| < |B|, tak existuje x € B — A tak, Ze AU{z} € T.
Hovorime, Ze M md vlastnost zamenitelnosti.

Priklad 2.6 Prikladom matroidu je tzv. grafovy matroid Mg = (Sq¢,Za), ktory
ziskame z neorientovaného grafu G = (E,V):

L SG =F
e ak A je podmnoZina hrin E tak A € Tg < A je acyklickd. Ingmi slovami,
podmnozina hrdn je nezdvisld prave vtedy, ak tvori les.

Overime, 7e M je matroid.

1. S¢ = E je kone¢nd neprazdna mnozina.

4preco?
5Prebraté z Cormen, Leiserson, Rivest: Introduction to Algorithms; ¢ast 17.4
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2. I ma vlastnost dedi¢nosti, pretoze podmnozina acyklického grafu je acyklic-
k.

3. Ked mame dva lesy A, B, |B| > |A|, tak les B ma menej stromov ako les A.
Preto les B obsahuje taky strom 7', ktory ma v dvoch réznych stromoch lesa
A. Dokonca viac - vieme najst taka hranu (u,v) v T, 7e u,v lezia v roznych
stromoch lesa A. Preto (u,v) mozme pridat k A a ziaden cycklus nevznikne;
preto AU (u,v) € Zg.

rozgirenie Nech M = (8,Z) je matroid, A € Z. Prvok & ¢ A nazveme rozsirenie A, ak
Au{z} el
Nezévisla podmnozinu A v matroide M nazveme mazimdlnou ak nemé rozsirenie.

Veta 2.4 Vietky maximdlne nezdvislé podmnoZiny v matroide si rovnako velké.

Dokaz: Argumentujme sporom. Nech A, B st maximéalne nezavisle, |B| > |A|.
Potom existuje z € B — A: AU {x} € Z, ¢o je spor s maximalitou A. O

vdzeny matroid Ak k matroidu M = (S,Z) pridame vahovaciu funkciu w, ktord Vo € S priradi
kladna vahu w(zx), dostaneme vaZeny matroid/matrod s vahou.
Mnoho optimalza¢nych tloh mozno formulovat ako hladanie najtazsej maximalnej
nezéavislej podmnoziny vo vazenom matroide. Ukazeme, ze vSetky tieto optimali-
zafné ulohy mozme riesit greedy metodou.

Priklad 2.7 prikladom takejto optimalizacnej ilohy je hladanie najlacnejsej kostry
v ohodnotenom grafe G = (V, E,¢), kde c je funkcia, ktord kazZdej hrane priradi ne-
zdporni cenu. KedZe hladanie minimdlnej kostry® je minimalizacnd viloha, pretrans-
formujeme ju vhodnou definiciou vdhovacej funkcie na mazimalizacni. Namiesto
ceny ¢ budeme uvazZoval vihu w, ktord hrane e € E priradi vihu w(e) = ¢paz —c(e),
kde cmaz je Cislo, ktoré je vicsie ako mazimdlna cena hrany v E.

Zrejme:
—w(e) > 0 pre vsetky hrany e € E
— mazimdlna nezdvisld podmnozina A v matroide je kostra

—w(A) = (V] =1)eo —w(A)

Postipme k metode greedy. M = (S,Z) nadalej oznacuje matroid s vahovacou
funkciou w. V8eobecny algoritmus pouzia greedy metody na vazenych matroidoch
mozno vyjadrit Algoritmom 6 GREEDY (M,w).

Algoritmus 6 GREEDY (M,w)
1: A0
2: for x € S nerastico podla w(z) do
5. if AU{z} €7 then A — AU {z}

4: return A

Korektnost tohto pristupu dokadZeme v nasledujucich lemach.

vlastnost greedy- Lema 2.5 Nech v matroide M = (S,T)s vihovacou funkciou w je x najtazsi prvok
volby v Stakyj, Ze x je nezdvisld. Ak také x ezistuje, potom existuje optimdlne rieSenie A,
ktoré obsahuje x.

6Minimalna kostra v grafe G je taky podstrom T, ktory obshauje vietky vrcholy a pre ktory je
stcet cien hran minimélny.
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Doékaz: Ak také x neexistuje, potom je nezéavisla len (). Kvoli sporu nech B je taka
optimalna nezavisla podmnozina, ktoré neobsahuje x.

e Kazdy prvok y € B ma vahu nanajvys w(z), lebo y je nezavisla podmnozina
aw(y) > w(x) je spor s volbou .

e Dokaz existencie pozadovaného optimalnehon riegenia A spravime jeho kon-
strukciou.
— na zaciatok polozime A = {z}; {2} je nezavisla podmnozina, preto je A
nezavisla.
— opakovane vyberame prvok y € B — A a zachovajic nezavislost pridavame
hok A: A — AU {y}

— skon¢ime, ked |A| = |B|. Vtedy A = B — {y} U {z} a podla vah vieme, 7e
w(A) = w(B) — w(y) +w(zx) > w(B)

d

Lema 2.6 Nech M = (S,Z) je matroid. Ak x € S je taky, Ze nie je rozsirenim (),
tak x nie je rozsirenim Ziadnej nezdvislej podmnoZiny A.

Doékaz: Kvoli sporu nech z je rozsirenie A, ale nie rozsirenie (). Potom A U {z} je
nezavisld podmnozina. Z dedi¢nosti potom x je tiez nezavisla, ¢o je spor s predpo-
kladom. O

Lema 2.7 Nech x sme v GREEDY(M,w) vybrali ako prvé. Potom ndm ostane
doriesit najtazsiv nezdvisli podmnoZinu matroidu M’ = (S',1"), kde

S'={yeS:{z,y} €1} . ,
T ={BCS—-{az} | BU{z}) €T} kontrakcia M podla x

Dokaz: Ak A je nezavisla podmnozina v M maximalnej vahy, pricom x € A, tak
A’ = A —{z} je nezéavisla v M’. Naopak, nezavisla podmnoziny A’ v M’ implikuje
nezavisli AU {z} v M. Kedze w(A) = w(A") + w(z), je w(A) maximalne prave
vtedy, ked je maximéane w(A’) O

Veta 2.8 Ak M = (S,7) je vdZeny matroid s vihovou funkciou w, tak algoritmus
GREEDY(M,w) ddva optimdlne rieSenie.

Dékaz: Prvky, ktoré nie st rozsirenim () moZzeme zahodit. Akonéhle méame prvy pr-
vok rieSenia, optimalne rieSenie pre kontrahovany matroid M’ vedie k optimalnemu
rieSeniu v M. O

vlastnost  opti-
mdlnej Struktiry



