
2.2. DYNAMICKÉ PROGRAMOVANIE 332.2 Dynami
ké programovanieZa£nime s príkladom. sú´aº druºstievPríklad 2.2 Uvaºujme sú´aº dvo
h rovnako silný
h druºstiev A, B, ktoré hrajú pro-ti sebe zápasy. Pre kaºdý zápas je rovnako pravdepodobné ví´azstvo druºstva A i B.Ne
h (i, j) je dvoji
a prirodzený
h £ísel. Hovoríme, ºe druºstvo A vyhralo sú´aº sparametrami (i, j), ak A dosiahne i ví´azstiev sk�r, ako B dosiahne j ví´azstiev.Na²ou úlohou je vypo£íta´ pravdepodobnos´ P (i, j) toho, ºe A vyhrá sú´aº s para-metrami (i, j).Analýzou dostávame
• P (0, j) = 1, j > 0

• P (i, 0) = 0, i > 0

• P (i, j) = 1
2 (P (i, j − 1) + P (i− 1, j)), i, j > 01Tento rekurentný vz´ah navádza na pouºitie metódy rozde©uj a panuj. Ak za ve©-kos´ vstupu berieme n = i + j a ako mieru zloºitosti uvaºujeme po£et priradení aaritmeti
ký
h operá
ií, potom metóda rozde©uj a panuj vedie k zloºitosti

T (1) = 1
T (n) = 2T (n− 1) + 3 = 2(2T (n− 2) + 3) + 3 = 22T (n− 2) + 2 · 3 + 3= 2n + 3 ·

∑n−1
i=0 2i�ahko vidíme, ºe horný odhad je exponen
iálny.�ím je sp�sobená táto ve©ká zloºitos´?

• Vieme sí
e z rie²enia men²í
h podproblémov posklada´ rie²enie vä£²ieho pod-problému, ale pri rie²ení sa vygeneruje exponen
iálne ve©a men²í
h podprob-lémov men²ieho rozsahu.
• Vieme, ºe je len polynomiálne ve©a problémov men²ieho rozsahu. To ale zna-mená, ºe niektoré sme po£ítali nieko©kokrát.Pri metóde rozde©uj a panuj sme ve©ký problém rozdelili na men²ie, ktoré mohli by´rie²ené nezávisle. V prípade metódy dynami
kého programovania je tento prin
ípdotiahnutý do extrému:
• rie²ime postupne V�ETKY problémy (toho istého 
harakteru) MEN�IEHOrozsahu; postupujeme systemati
ky od men²ieho rozsahu k vä£²iemu
• rie²enia si ukladáme k ¤al²iemu pouºitiu
• pouºívame, ke¤ je po£et problémov men²ieho rozsahu rozumnýNevýhodou je, ºe m�ºeme potrebova´ ve©kú pamä´.�asté pouºitie tejto metódy je pre taký typ optimaliza£ný
h úloh, kde si rie²eniemoºno predstavi´ ako postupnos´ nejaký
h rozhodnutí. V tejto situá
ii my h©adámetakú postupnos´ rozhodnutí, ktorá nie£o optimalizuje.Abysme mohli pouºi´ dynami
ké programovanie, musí sa optimalita dedi´. Zname-ná to, ºe bez oh©adu na to, aké bolo prvé rozhodnutie, zvy²né rozhodnutia musia



34KAPITOLA 2. ZÁKLADNÉMETÓDY TVORBY EFEKTÍVNYCH ALGORITMOVtvori´ optimálne rie²enie pre situá
iu, ktorá nastala po prvom rozhodnutí. Inými dedenie optima-lityslovami, ak sú£as´ou optimálneho rie²enia vä£²ieho problému je rie²enie men²iehoproblému, je toto rie²enie optimálnym pre daný podproblém.Formálnej²ie. Ne
h
• S0 je situá
ia na za£iatku.
• {r1, . . . , rk} je mnoºina rozhodnutí, ktoré m�ºme urobi´ v prvom kroku
• Si je situá
ia po aplikovaní rozhodnutia ri

• Γi je optimálna postupnos´ rozhodnutí pre situá
iu SiHovoríme, ºe úloha (problém) sp¨¬a prin
íp dedenia optimality, ak o optimálnomrie²ení situá
ie S0 platí, ºe vznikne výberom najlep²ieho z rie²ení r1Γ1, r2Γ2, . . . , rkΓk.2.2.1 Sú´aº dvo
h druºstievPouºime na výpo£et hodnoty P (i, j) metódu dynami
kého programovania.
• P (1, 0) = P (2, 0) = . . . = P (n, 0) = 0

• P (0, 1) = P (0, 2) = . . . = P (0, n) = 1

• P (i, j) = P (i−1,j)+P (i,j−1)
2Hodnoty budeme po£íta´ postupne, za£neme s rozsahom problému 1, potom prej-deme k rozsahu 2, ... Vypo£ítané hodnoty uloºíme do tabu©ky.P(0,4)=1P(0,3)=1 P(1,4)P(0,2)=1 P(1,2) P(2,2)P(0,4)=1 P(1,1) P(2,1) P(3,1)P(1,0)=0 P(2,0)=0 P(3,0)=0 P(4,0)=0Obrázok 2.1: Výpo£et P (i, j)Vzh©adom k závislosti vä£²ieho podroblému na men²í
h je v tomto prípade zrej-mé, ºe pri vyp¨¬aní tabu©ky m�ºme postupova´ po diagonála
h, ktoré odpovedajújednotlivým rozsahom problému.Algoritmus 4 DP-11: for s← 1 to n do2: P (0, s)← 1; P (s, 0)← 0;3: for r ← 1tos− 1 do4: P (r, s)← (P (r − 1, s) + P (r, s− 1))/2zloºitos´ Analyzujme teraz zloºitos´ algoritmu DP − 1£as Po£ítame 2+3+. . .+(n+1) hodn�t. Na výpo£et kaºdej z ni
h sta£í kon²tantneve©a £asu. Celkovo teda máme O(n2).1S pravdepodobnos´ou 1/2 vyhrá prvú hru A. Potom mu ostáva vyhra´ i − 1 hier sk�r, ako Bvyhrá j hier. Analogi
ky, s pravdepodobnos´ou 1/2 vyhrá prvú hru B. Potom A musí vyhra´ ihier sk�r, ako B vyhrá j − 1 hier



2.2. DYNAMICKÉ PROGRAMOVANIE 35pamä´ v²imnime si rozmer tabu©ky� tabu©ka je ve©kosti O(n2)� pri výpo£te sa hodnoty zapisujú po diagonála
h, pri£om nová vzniká zinformá
ií v starej; ©ahko vidno, ºe sta£í priestor dvo
h diagonál� pri lep²ej manipulá
ii sta£í len priestor jedinej diagonály22.2.2 Násobenie n matí
 problémVstup: mati
e M1, . . . , Mn, pri£om rozmer mati
e Mi je ri × si, ri+1 = si.Výstup: mati
a M = M1 × . . .×MnZamyslime sa nad tým, £ím m�ºme ovplyvi´ zloºitos´ vypo£ítania tohto sú£inu. Súto
• efektívnos´ algoritmu pouºitého na vynásobenie dvo
h matí

• poradie, v ktorom mati
e budeme násobi´
M1 = 10× 20 M1 × ((M2 ×M3)×M4) = 12200
M2 = 20× 5 (M1 ×M2)× (M3 ×M4) = 1550
M3 = 5× 100 M1 × (M2 × (M3 ×M4)) = 800
M4 = 100× 1 (M1 × (M2 ×M3))×M4 = 31000Ako vidíme, r�zne ozátvorkovanie/poradie násobenia má vplyv na výslenú zloºitos´.Má preto zmysel najprv predvypo£íta´ vhodné uzátvorkovanie vstupnej postupnos-ti matí
 tak, aby sme pri i
h násobení pouºili (pri �xovanom algoritme násobeniadvo
h matí
) £o najmen²í po£et aritmeti
ký
h operá
ií. Dostali sme sa takto koptimaliza£nej úlohe, ktorá by sa mohla da´ rie²i´ metódou dynami
kého progra-movania. Presved£íme sa o tom :
• rie²enie h©adáme ako postupnos´ rozhodnutí � ktoré dve mati
e majú by´ vtom ktorom kroku násobené?
• platí prin
íp dedenia optimalityNe
h Mik ozna£uje mati
u, ktorá vznikla vynásobením Mi×Mi+1× . . .×Mk.Ne
h A je optimálne poradie násobení, ktoré je také, ºe posledným násobenímje násobenie M1k ×Mk+1,n. Je zrejmé, ºe v A museli mati
e M1k aj Mk+1,nvzniknú´ optimálnym násobením, lebo v opa£nom prípade by sme i
h výpo£etv A nahradili poradím, ktoré by zmen²ilo 
elkovú zloºitos´.Ozna£me cena(i, j) � po£et operá
ií na získanie sú£inu matí
 Mi×Mi+1× . . .×Mj.Potom zrejme

cena(i, j) = cena(i, k) + cena(k + 1, j) + zloºitos´ vynásobenia M1k ×Mk+1,n.

(Mi ×Mi+1 × . . .×Mk)
︸ ︷︷ ︸

Mik

× (Mk+1 × . . .×Mj)
︸ ︷︷ ︸

Mk+1,jOzna£me mi,j optimálny po£et sledovaný
h operá
ií posta£ujú
i
h na získanie sú-£inu matí
 Mi×Mi+1× . . .×Mj ke¤ predpokladáme, ºe pri násobení dvo
h matí
pouºívame klasi
ký ²kolský algoritmus. Potom
mij =







mini≤k<j{(mik + mk+1,j + ri × sk × sj)}, i < j0, i=j2premyslite a naprogramujte
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m(1, 4) = 800
k = 1

m(1, 3) = 6000
k = 2

m(2, 4) = 600
k = 2

m(1, 2) = 1000
k = 1

m(2, 3) = 10000
k = 2

m(3, 4) = 500
k = 3Obrázok 2.2: Výpo£et zátvorkovaniaUvedomme si, ºe mij je len optimálnym po£tom operá
ií, potrebný
h na získanievýsledku Mij . Nás ale zaujíma to, ktoré je to správne poradie násobenia matí
,pri ktorom dosiahneme optimálny po£et operá
ií; potrebujeme do výrazu správnevloºi´ zátvorky. Preto si v tabu©ke budeme pamäta´ nielen hodnotu mij , ale ajhodnotu k(i, j), pri ktorej sa toto minimum mij dosahovalo. Hodnota k(i, j) totiºur£uje, za ktorú z matí
 máme v danom násobení zloºi´ prvú pravú zátvorku.

(M1 ×M2 ×M3 ×M4), k(1, 4) = 1 ⇒ (M1)× (M2 ×M3 ×M4)
k(2, 4) = 2 ⇒ (M1)× ((M2)× (M3 ×M4))DÚ Úloha:

• Napí²te program, ktorý pre vstupnú postupnos´ rozmerov n matí
 vypo£íta, vakom poradí treba mati
e násobi´, aby pre daný algoritmus násobenia dvo
hmatí
 bola výsledná zloºitos´ optimálna.
• Aká je £asová a pamä´ová zloºitos´ Vá²ho algoritmu?2.2.3 Kon²truk
ia optimálneho binárneho vyh©adáva
iehostromuKe¤ pouºívame binárny vyh©adáva
í strom (BVS) na reprezentá
iu mnoºiny, ktorúbudeme £asto prezera´, má zmysel optimalizova´ nielen £as na realizá
iu jedného prí-stupu do BVS (teda zloºitos´ najhor²ieho prípadu), ale v prípade, ºe poznáme (resp.odhadneme) po£etnos´ prístupov do jednotlivý
h prvkov reprezentovanej mnoºiny,m�ºme skon²truova´ BVS, ktorý bude minimalizova´ £as, strávený preh©adávanímBVS po£as 
elého výpo£tu (£o je vlastne optimalizovanie zloºitosti priemernéhoprípadu). Predpokladajme, ºe BVS má reprezentova´ n-prvkovú mnoºinu, pri£omvieme, ºe po£etnos´ prvku ai je pi. Bez ujmy na v²eobe
nosti budeme predpoklada´,ºe prvky sú utriedené, teda a1 ≤ a2 ≤ . . . ≤ an. Ko©ko vr
holov BVS T prezrieme,ak budeme p1 razy h©ada´ prvok a1, p2 razy prvok a2, . . .?

c(T ) =

n∑

i=1

hipikde hi je po£et vr
holov v BVS T na 
este z kore¬a do vr
hola reprezentujú
eho ai.Je 
elkom prirodzené, ºe sa budeme snaºi´ kon²truova´ OBVS T , ktorý je optimálnyvzh©adom na mieru c(T ).Pri kon²truk
ii OBVS3 robíme v kaºdom kroku rozhodnutie, ktorý z prvkov má by´v danom vr
hole. Ne
h kore¬om OBVS je prvok ai. Potom ©avý (TL) aj pravý(TR) podstrom OBVS sú optimálnymi BVS pre mnoºinu prvkov, ktorú reprezentu-jú. Preto je prin
íp dedenia optimality splnený a my m�ºme pouºi´ na kon²truk
iu3OBVS kon²truujeme postupne od kore¬a smerom k listom
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kého programovania.�o vieme poveda´ o 
ene stromu T ? Platí
c(T ) = c(TL) + c(TR) +

n∑

i=1

pinako©ko kaºdá z 
iest sa v porovnaní so stromom TL, resp. TR pred¨ºila o 1.
• ne
h cena(i, j) ozna£uje 
enu optimálneho BVS pre mnoºinu prvkov ai, ai+1, . . . , aj

• ne
h cena(i, i− 1) = 0

• potom
cena(i, j) = min

i≤k≤j
{cena(i, k − 1) + cena(k + 1, j) +

j
∑

k=i

pk}

• kv�li moºnosti kon²truk
ie OBVS potrebujeme pozna´ aj hodnotu k(i, j), priktorej sa dosahuje cena(i, j).Úloha: DÚ• Naprogramujte popísaný algoritmus a analyzujte jeho £asovú a priestorovúzloºitos´.
• Ako sa zmení uvedený algoritmus ak budeme predpoklada´, ºe navy²e pozná-me aj po£etnos´ vyh©adávania prvkov, ktoré sa v mnoºine, reprezentovanejBVS, nena
hádzajú? Teda ke¤ poznáme q(i)� po£etnos´ vyh©adávania prv-ku, ktorý je medzi ai−1 a ai. Pritom predpokladáme, ºe q(1) je po£etnos´vyh©adávania prvkov men²í
h ako a1, q(n+1) je po£etnos´ vyh©adávania prv-kov vä£²í
h ako an.2.2.4 0/1 Plnenie batoha (0/1 Knapsa
k problem) problémUvaºujme nasledujú
i problém. Daný
h je n objektov s váhami wi a batoh kapa
ity

M . Ak umiestnime do batoha objekt wi, získame pro�t pi. Na²ou úlohou je naplni´batoh tak, aby sme získali £o moºno najvä£²í zisk. Formálne:Vstup: wi, pi, M, 1 ≤ i ≤ nVýstup: max
∑n

i=1 xipi, pri£om ∑n

i=1 xiwi ≤M a xi ∈ {0, 1}Aby sme mohli na rie²enie pouºi´ metódu dynami
kého programovania, musímerie²enie vyjadri´ ako postupnos´ rozhodnutí a overi´ platnos´ dedenia optimality.Ozna£me KNAP (a, b, Y ) problém 0/1 plnenia batoha pri vstupo
h wi, pi, a ≤ i ≤
b, M = Y . Zrejme p�vodný problém 0/1 plnenia batoha je KNAP (1, n, M). Zarozhodnutie moºno povaºova´ zaradenie, resp. nezaradenie objektu do batohu.Ne
h y1, y2, . . . , yn je optimálne priradenie hodn�t premenným x1, x2, . . . , xn.Ak y1 = 0, tak y2, . . . , yn musí by´ optimálne rie²enie KNAP (2, n, M).Ak y1 = 1, tak y2, . . . , yn musí by´ optimálne rie²enie KNAP (2, n, M − w1).Ozna£me gj(y) hodnotu KNAP (j+1, n, y). Zrejme g0(M) je hodnota optimálnehorie²enia KNAP (1, n, M) a

g0(M) = max{g1(M), g1(M − w1) + p1} (∗)Ne
h y1, y2, . . . , yn je optimálne rie²enie pre KNAP (1, n, M). Potom ∀j, 1 ≤ j ≤ n,
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• y1, . . . , yj je optimálne rie²enie pre KNAP (1, j,

∑

1≤i≤j wiyi)

• yj+1, . . . , yn je optimálne rie²enie pre KNAP (j + 1, n, M −
∑

1≤i≤j wiyi)Preto m�ºme (*) zov²eobe
ni´:
gi(y) = max{gi+1(y), gi+1(y − wi+1) + pi+1} (∗∗)Ak si uvedomíme, ºe gn(y) = 0 ∀y, m�ºme postupne po£íta´ gn−1(y), . . .. Tentopostup vlastne odpovedal postupnému prira¤ovaniu hodn�t xn, xn−1, . . .Nemusíme postupova´ odzadu, ale sa dá aj spredu. Ak ozna£íme fj(X) hodnotuoptimálneho rie²enia pre KNAP (1, j, X), tak

fn(M = max{fn−1(M), fn−1(M − wn) + pn}, resp.
fi(X) = max{fi−1(X), fi−1(X − wi) + pi}, £o sú£asne s faktom f0(X) = 0 a

fi(X) = −∞, X < 0 dáva návod, ako postupne po£íta´ f1, f2, . . .Úloha:DÚ
• Domyslite detaily a naprogramujte rie²enie problému 0/1 plnenia batoha.
• Ne
h C je mati
a 
ien ohodnoteného grafu s vr
holmi 1, 2, . . . , n; C[i, j] udá-va kladnú d¨ºku hrany medzi vr
holmi i a j. Pouºite metódu dynami
kéhoprogramovania na výpo£et mati
e S d¨ºok najkrat²í
h 
iest; S[i, j] bude 
enanajkrat²ej 
esty z vr
hola i do vr
hola j, pri£om pod d¨ºkou 
esty rozumiemesú£et 
ien hrán, ktoré 
estu tvoria.
• Uvaºujme problém h©adania najdlh²ej spolo£nej podpostupnosti dvo
h postup-ností X = X1, . . . , Xn, Y = Y1, . . . , Ym, ktorá vznikne vyne
haním niekto-rý
h znakov z kaºdej z ni
h. Ozna£me LCS(i, j) d¨ºku najdlh²ej spolo£-nej podpostupnosti postupností X1, . . . , Xi a Y1, . . . , Yj ; zujíma nás zrejme

LCS(n, m). (LCS(ABAKUS, AUTOBUS)=4; najdlh²ia spolo£ná podpostup-nos´ je ABUS)Základom algoritmu pre výpo£et LCS(n, m) zaloºenom na dy-nami
kom programovaní je nasledujú
i vz´ah:
LCS(i, j) =







1 + LCS(i− 1, j − 1), ak Xi = Yj

min{LCS(i− 1, j), LCS(i, j − 1)}, inakNapí²te program, ktorý nielen vypo£íta LCS(n, m), ale aj príslu²nú najdlh²iuspolo£nú podpostupnos´. Aká je zloºitos´ Vá²ho programu?
• Majme ohodnotený graf G = (V, E), zadaný mati
ou 
ien: C[i, j] je 
ena hra-ny z vr
hola i do vr
hola j. Na²ou úlohou je nájs´ takú permutá
iu π vr
holov

2, 3, . . . , n − 1, ktorá minimalizuje d¨ºku kruºni
e 1, π, 1; pod 
enou kruºni-
e rozumieme sú£et 
ien jej hrán. Problému sa hovorí problém ob
hodného
estujú
eho (TSP)Ne
h S = {1, 2, . . . , n}, j ∈ S. Ozna£me C(S, j) d¨ºku najkrat²ej 
esty 1πj,kde π je permutá
ia mnoºiny S − {1, j}.Základom rie²enie problému TSP dynami
kým proramovaním je nasledujú
ivz´ah
C(S, j) = min

i
{C(S − {j}, i) + C[i, j]}Napí²te program, ktorý rie3i TSP dynami
kým programovaním. Aká je zlo-ºitos´ Vá²ho programu?



2.3. GREEDY ALGORITMY 392.3 Greedy algoritmyJe to jedna z ve©mi roz²írený
h metód, ktorá sa vä£²inou pouºíva pri rie²ení opti-maliza£ný
h úloh. Tieto úlohy £asto moºno 
harakterizova´ nasledovne:
• Vstupom je n-prvková mnoºina, resp. postupnos´
• Cie©om je vytvori´ podmnoºinu (podpostupnos´), ktorá sp¨¬a nejaké pod-mienky (odráºajú
e 
harakter problému). Kaºdé rie²enie, ktoré sp¨¬a tietoohrani£enia, sa nazýva prípustné rie²enie.
• Navy²e je daná je ú£elová funk
ia, de�novaná na mnoºine prípustný
h rie²ení.Výstupom je to prípustné rie²enie, ktoré optimalizuje ú£elovú funk
iu. Takéto rie-²enie voláme optimálne rie²enie.Snaºíme sa nájs´ rý
hly algoritmus, ktorý generuje priamo optimálne rie²enie. Gree-dy metóda vedie k algoritmom, ktoré pra
ujú v takto
h. V kaºdom takte sa vyberienajvhodnej²í kandidát na zaradenie do optimálneho rie²enia. Ak vybratý kandidátnem�ºe by´ do rie²enia zaradený (nesp¨¬a podmienky prípustného rie²enia, dokáza-te©ne nem�ºe by´ sú£as´ou optimálneho rie²enia, . . . ), de�nitívne sa vyradí z mno-ºiny poten
iálny
h kandidátov. Pri výbere kandidátov zvä£²a aplikujeme "paºravý"prístup - snaºíme sa zoh©ad¬ova´ optimaliza£né kritérium.Algoritmus 5 Greedy(A,n)1: rie²enie ← ∅;2: for i=1 to n do3: X ← SELECT (A);4: if PRÍPUSTNÉ(rie²enie, X) then rie²enie ← UNION(rie²enie, X)5: return(rie²enie)Uvedomme si, £o ovplyv¬uje úspe²nos´ takejto metódy
• SELECT � má vplyv nielen na zloºitos´, ale i na to, £i získané rie²enie budeoptimálne
• PRÍPUSTNÉ � predpokladáme, ºe vieme rozhodnú´, £i daný prvok bude sú-£as´ou (optimálneho) rie²enia. Zrejme ovplyv¬uje nielen zloºitos´, ale aj kva-litu. min
ePríklad 2.3 Daná je mnoºina hodn�t min
í a suma, ktorú treba zaplati´. Hodnotouú£elovej funk
ie je po£et min
í, ktorý sa snaºíme minimalizova´.Greedy metóda vedie k nasledovnému postupu � za£ni s bankovkami s maximálnoumoºnou hodnotou a pla´, kým sa dá. Potom vezmi bankovky s men²ou hodnotou apla´, kým sa dá,...Ak vezmeme ako základnú mnoºinu min
í 1,2,5,10,. . ., vedie greedy metóda k opti-málnemu rie²eniu. �o v²ak, ak vezmeme ako mnoºinu min
í 1,9, 11, a suma, ktorúpotrebujeme zaplati´, je 19?Greedy algoritmus vedie k prípustnému rie²eniu � 11,1,1,1,1,1,1,1,1. Optimálne rie-²enie je v²ak 9,9,1. DÚÚloha: Pre aké hodnoty min
í vedie greedy metóda k optimálnemu rie²eniu?



40KAPITOLA 2. ZÁKLADNÉMETÓDY TVORBY EFEKTÍVNYCH ALGORITMOV2.3.1 Plnenie batoha (s ra
ionálnymi koe�
ientami) problémUvaºujme nasledovný problémVstup: n objektov ur£ený
h váhou a ziskom a kapa
ita batoha
M kapa
ita batoha
wi váha i-teho objektu
pi pro�t; ak prenesieme £as´ xi objektu i, 0 ≤ xi ≤ 1, tak získame 
enu(pro�t) pixiÚloha Naplni´ batoh tak, aby sme maximalizovali zisk Z =

∑n

i=1 pixi, pri£om1. ∑n

i=1 wixi ≤M2. 0 ≤ xi ≤ 1, pi, wi > 0, 1 ≤ i ≤ nPrípustným je kaºdé také rie²enie (x1, x2, . . . , xn), ktoré sp¨¬a (1.) a sú£asne (2.)Optimálnym rie²ením je to prípustné rie²enie, ktoré maximalizuje zisk Z.Príklad 2.4 Majme vstup
n = 3, M = 20, (p1, p2, p3) = (25, 24, 15), (w1, w2, w3) = (18, 15, 10)Prípustné rie²enia: ∑n

i=1 wixi

∑n

i=1 pixi1. (1/2, 1/3, 1/4) 16.5 24.252. (1, 2/15, 0) 20 28.23. (0, 2/3, 1) 20 314. (0, 1, 1/2) 20 31.5Zrejme ak ∑n

i=1 wi ≤ M , tak poloºíme xi = 1 a máme optimálne rie²enie. Pretopredpokladajme, ºe ∑n

i=1 wi > M .Existuje via
ero greedy stratégií, ktoré m�ºme skúsi´ pouºi´:1. plníme pod©a maximálneho zisku, ktorý by priniesol 
elý objekt � nie vºdydáva optimálne rie²enie2. pod©a najmen²ej váhy3. pod©a maximálneho relatívneho pro�tu pi/wi � toto vedie k optimálnemurie²eniuV²imli sme si, ºe sme mohli bra´ do úvahy tri miery � váhu, pro�t, relatívny zisk �pod©a toho sa menilo poradie, v ktorom sme objekty skúmali. Pritom len jeden zprístupov vedie k optimálnemu rie²eniu.korektnos´ greeypre batoh Fakt 2.3 Ne
h p1

w1
≤ p2

w2
≤ p3

w3
≤ . . . ≤ pn

wn
. Potom greedy algoritmus zaloºený namaximálnom relatívnom zisku dáva optimálne rie²enie.D�kaz: Majme

X = (x1, x2, . . . , xn) rie²enie algoritmu greedy
Y = (y1, y2, . . . , yn) optimálne rie²eniepri£om predpokladáme, ºe sú r�zne.Ukáºeme, ako modi�ká
iami optimálneho rie²enia, ktoré nezhor²ujú jeho kvalitu,transformujeme toto opimálne rie²enie na greedy rie²enie. Z toho bude vyplýva´, ºegreedy rie²enie je optimálne.Ne
h j je minimálny index taký, ºe xj 6= 1. Ak X nie je optimálne rie²enie, takpre optimálne rie²enie Y platí ∑

pixi < piyi a navy²e m�ºme predpoklada´, ºe
∑

wixi = M . Ne
h k je minimálny index taký, ºe xk 6= yk.
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k < j xk = 1, yk < 1 ⇒ xk > yk

k = j ⇒ xk > yk

j < k nie je moºné, lebo by sme dostali ∑
wiyi > MPreto xk > yk. Ne
h Z = (z1, z2, . . . , zn) je rie²enie, ktoré získame nasledovnouúpravou optimálneho rie²enia:

zi = xi, i ≤ k;
zi,

∑

k<i≤n wi(yi − zi) = wk(zk − yk).Dostávame
∑

pizi = ∑
piyi + (zk−yk)wkpk

wk
−

∑

k<i≤n(yi − zi)
wipi

wi
, pi

wi
≤ c ⇒

≥
∑

piyi + [(zk − yk)wk −
∑

k<i≤n(yi − zi)wi]
pk

wk= ∑
piyi� Ak X = Z, vtedy je X optimálne� Ak Z 6= X , vtedy X ← Z a aplikuj uvedený postup. Po kone£nom po£tekrokov musí nasta´ situá
ia, ºe X = Z.2.3.2 Úlohy s terminovanímMajme n úloh a jeden pro
esor. O kaºdej úlohe ui vieme, dokedy musí by´ spo-£ítaná (deadline d(i)) a aký zisk (pro�t p(i)) budeme ma´, ak ju na£as zrátame.Predpokladáme, ºe kaºdá úloha sa po£íta jednotku £asu.Úloha: Vybra´ podmnoºinu úloh, ktoré v²etky m�ºu by´ spo£ítané na£as tak,aby sme maximalizovali zisk.Prípustné rie²enie: Podmnoºina J úloh (resp. i
h indexov), ktoré sa dajú spra
ova´pred deadlinom (vrátane)Hodnota sú£et získaný
h pro�tovOptimum: maximálna hodnotaPríklad 2.5 Majme

pi di1 100 22 10 13 15 34 27 1 prípustné rie²enie postup zisk1,2 2,1 1101,3,2 2,1,3 1251,4,3 4,1,3 142Ako máme h©ada´ optimálne rie²enie? Jednou moºnos´ou je pre v²etky podmnoºinyúloh overi´, £i sa dajú usporiada´ tak, aby bola kaºdá vypo£ítaná na£as a ak áno,spo£íta´ získaný zisk. Potom sta£í vybra´ tú podmnoºinu, ktorá priná²a najvä£²ízisk. Takéto rie²enie ale vedie k exponen
iálnej zloºitosti.Pouºijeme preto greedy metódu a dokáºeme, ºe dáva optimálne rie²enie. K popisusta£í ur£i´, akú statégiu na výber kandidáta volíme a ako rozhodujeme o tom, £i jedaný kandidát vhodný:SELECT
• Vyberáme prvok, ktorý má maximálny pro�t. Pri rovnosti pro�tov za
hová-vame relatívne poradie zo vstupu.PRÍPUSTNÉAko overi´, £i skúmaná podmnoºina indexov odpovedá takej mnoºine úloh, ktoré sadajú zráta´ na£as? Prezeranie v²etký
h usporiadaní je neefektívne. �ahko vidno,ºe ak má by´ úloha dopo£ítaná v £ase t, musí by´ nanajvý² t − 1 úloh po£ítaný
hpred ¬ou.
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• Majme nejaké poradie úloh π. Ak pre kaºdú úlohu je poradové £íslo úlohyv π nanajvý² rovné jej deadlinu, dajú sa úlohy spo£íta´ v poradí π a v²etkybudú na£as. Preto usporiadame úlohy pod©a deadlinov neklesajú
o, pri£ompri rovnosti deadlinov za
hovávame relatívne poradie zo vstupu.
• Potom v £ase O(n) vieme overi´, £i Prípustné(Rie²enie, X) dáva hodnotuTRUE.V na²om prípade:Rie²enie = {1}Rie²enie = {1}, X = 4, Prípustné(1,4) = True ⇒ Rie²enie = {1, 4}Rie²enie = {1, 4}, X = 3, Prípustné(1,4,3) = True ⇒ Rie²enie = {1, 4, 3}Rie²enie = {1, 4, 3},X = 2, Prípustné(1,4,3,2) = False ⇒ Rie²enie = {1, 4, 3}Odpovedajú
i postup: 4,1,3korektnos´ gree-dy rie²enia preúlohy s termino-vaním D�kaz: Musíme vyargumentova´ optimalitu rie²enia, získaného greedy metódou.Ne
h

G = {g1, . . . , gk} je rie²enie získané greedy metódou
O = {o1, . . . , oℓ} je optimálne rie²enie.Predpokladáme
• G, O sú usporiadané nerastú
o pod©a pro�tov

p(g1) ≥ p(g2) ≥ . . . ≥ p(gk) a p(o1) ≥ p(o2) ≥ . . . ≥ p(oℓ)

• ak dve úlohy majú rovnaký pro�t, tak je za
hované relatívne poradie zo vstupu
p(iq) = p(iq+1)⇒ iq < iq+1Majme G 6= O

G ⊂ O V tomto prípade optimálne rie²enie O obsahuje úlohu u, ktorú neobsahujegreedy rie²enie G. Ke¤ºe greedy metódou bola kaºdá úloha uvaºovaná akopoten
iálny kandidát na zaradenie do G, bola zvaºovaná aj úloha u. Jejnezaradenie do G znamená, ºe jej pridanie k G znemoºnilo zrátania úlohna£as. To znamená, ºe by tomu muselo by´ tak aj v prípade rie²enia O. Pretonem�ºe nasta´
O ⊂G Tento fakt by implikoval, ºe O nie je optimálne rie²enie. Preto nem�ºenasta´Z uvedeného vyplýva, ºe existuje a (minimálne také), ºe ga 6= oa. Ukáºeme,ºe ak zaradíme ga do O, budeme vedie´ vylú£i´ z O také os, ºe takouto zámenounezhor²íme kvalitu rie²enia O a za
hováme jeho rie²ite©nos´. Po kone£nom po£tetaký
hto krokov skon£íme v situá
ii, ke¤ O = G, £o bude dokazova´ optimaliturie²enia G.
• m�ºe patri´ ga do O? Nie, pretoºe:ak p(ga) > p(oa), tak ¤alej sú uº len úlohy s men²ím pro�tomak p(ga) = p(oa), tak ak ga < oa

• ako h©ada´ os?
os odpovedá prvej úlohe spomedzi úloh s indexom ot, t ≥ a, ktorá má najmen²ídeadline



2.3. GREEDY ALGORITMY 43Ke¤ºe p(ga) ≥ p(oa) ≥ p(os), kvalitu sme nepokazili. Ostáva ukáza´, ºe sme za-
hovali rie²eite©nos´. Inými slovami, ºe O′ = O \ {oa} ∪ {os} je mnoºina indexovodpovedajú
a úlohám, ktoré sa dajú spo£íta´ tak, ºe kaºdá z ni
h je spo£ítaná na£as.Preusporiadajme úlohy O pod©a deadlinov nerastú
o. Získame postupnos´ α, os, β.Vzh©adom k vo©be indexu s je zrejmé, ºe v²etky úlohy s indexom z α sa na
hádzajúaj v rie²ní G získanom greedy metódou. Existuje preto usporiadanie α′ postupnostiindexov α, os, ktoré odpovedá nerastú
im deadlinom. Navy²e, ak by sme úlohyrie²ili v tomto poradí, bude kaºdá z ni
h vyrie²ená na£as. Preto
α′, ga, βje poradie, v ktorom je kaºdá z úloh s indexom z O′ spo£ítaná na£as.Úloha: Zamyslite sa nad implementá
iou a zloºitos´ou. DÚ2.3.3 Optimálne zlu£ovanie súborovMajme n utriedený
h súborov F (1), F (2), . . . , F (n). Úlohou je napísa´ zlu£ova
íalgoritmus na vytvorenie jediného utriedeného súboru F . Pritom vieme, ºe prezlu£ovanie dvo
h utriedený
h súborov poznáme efektívny algoritmus (lineárnej zlo-ºitosti). Vzh©adom k tomu, ºe porovnanie dvo
h prvkov je zanedbate©né vzh©adomk prístupu do súboru, je prirodzenou mierou zloºitosti 
elkový po£et prístupov kprvkom. Presnej²ie: ∑

p(i)|F (i)|, kde |F (i)| je po£et prvkov v súbore F (i) a p(i)je po£et zlu£ovaní, v ktorý
h sa zú£ast¬ujú prvky p�vodne uloºené v súbore F (i).Majme nejaký zlu£ova
í algoritmus. K nemu moºno priradi´ binárny zlu£ova
í stromnasledovným sp�sobom:
• listy stromu reprezentujú súbory, ktoré máme zlu£ova´
• vnútorné vr
holy reprezentujú súbory, ktoré vznikajú v priebehu zlu£ovania;

F (i) je súbor, ktorý vznikol v (i− n)-tom zlu£ovaní, i > n.�ahko vidno, ºe k jednému algoritmu je zlu£ova
í strom priradený jednozna£ne aºna izomor�zmus. Na druhej strane jeden zlu£ova
í strom reprezentuje via
ero algo-ritmov.Zrejme zloºitos´ algoritmu moºno vyjadri´ ako ∑
h(i) · |F (i)|, kde h(i) je h¨bka listureprezentujú
eho súbor F (i); ∑

h(i) · |F (i)| sa volá váºená d¨ºka 
iest. Optimálnyzlu£ova
í algoritmus je taký, pre zlu£ova
í strom ktorého je ∑
h(i)·|F (i)| minimálne.Rie²me greedy metódou.SELECTV kaºdom kroku zlu£uj dva súbory s najmen²ou ve©kos´ou. korektnos´Kv�li korektnosti predpokladajme, ºe máme dva stromy - TO(optimálny zlu£ova
íalgoritmus) a TG(greedy). Induk
iou ukáºeme, ºe z h©adiska váºenej d¨ºky 
iestzlu£ova
ieho stromu je TG rovnako dobrý ako TO. Báza induk
iePre triviálne prípady n = 1, 2 tvrdenie zrejme platí IPNe
h tvrdenie platí pre zlu£ovanie m súborov, m < n.
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Induk£ný krok:
• Ne
h |F (1)| ≤ |F (2)| ≤ . . . ≤ |F (n)|. Po prvom kroku greedy algoritmu savytvorí nový vr
hol v so synmi F (1), F (2).
• Ne
h v zlu£ova
om strome TO je P vnútorný vr
hol naj¤alej od kore¬a. Ne
h

F (L), F (R) sú súbory reprezentované ©avým, resp. pravým synom vr
hola
P . Ne
h f(1), f(2) sú vr
holy stromu TO reprezentujú
e súbory F (1), F (2).Spravme v strome TO zámenu tak, aby sa f(1) stalo ©avým synom vr
hola P ,
f(2) pravým synom vr
hola P . Tým sme dostali nový zlu£ova
í strom NTO.V²imnime si , ako sa zmenila 
ena c(NTO) váºený
h 
iest stromu NTO oproti
ene c(TO) stromu TO.
c(NTO)− c(TO) = h(L)F (L) + h(R)F (R) + h(1)F (1) + h(2)F (2)- {h(L)F (1) + h(R)F (2) + h(1)F (L) + h(2)F (R)}Ke¤ºe

h(L) ≤ h(1), h(R) ≤ h(2), F (1) ≤ F (L), F (2) ≤ F (r)je c(NTO) − c(TO) ≤ 0. Oba stromy TG aj na NTO sú zlu£ova
ie stromypre zlu£ovanie n-1 súborov F (1)+F (2), F (3), ..., F (n). Preto je pod©a IP 
ena
TG rovnaká ako 
ena NTO a teda greedy algoritmus dáva optimálne rie²enie.

22.3.4 Minimálna kostra.Posledným príkladom pouºitia greedy metódy bude algoritmus kon²truk
ie mini-málnej kostry v grafe.problém Daný je súvislý neorientovaný ohodnotený graf. Kostra je podgraf tohto grafu, kto-rý obsahuje v²etky vr
holy a tvorí strom. Cena kostry je sú£et 
ien priradený
hhranám, ktoré tvoria kostru. Ch
eme skon²truova´ kostru s minimálnou 
enou.rie²enie SELECT: sú dva základné prin
ípy



2.3. GREEDY ALGORITMY 45PRIM: vyber hranu s minimálnou 
enou tak, aby £iasto£né rie²enie tvorilostromKRUSKAL: vyber hranu s minimálnou 
enou tak, aby £iasto£né rie²enie tvo-rilo les korektnos´Ukáºeme korektnos´ Kruskalovho algoritmu:Ne
h K je kostra vytvorená Kruskalovým algoritmom, O optimálna kostra. Ozna£-me
E(K) mnoºinu hrán kostry K
E(O) mnoºinu hrán kostry O.Ak E(O) = E(K), potom majú obe kostry rovnakú 
enu. Predpokladajme teda, ºe

E(O) 6= E(K) a uvaºujme hranu e ∈ E(K) \ E(O) s minimálnou 
enou. Pridaniehrany e k E(O) sp�sobí vznik jediného 
yklu e, e(1), e(2), . . . , e(k) v O. Zrejmeaspo¬ jedna z hrán e(1), e(2), . . . , e(k) nepatrí do E(K)4. Ne
h je to hrana e(j).Potom cena(e(j)) ≥ cena(e)(ak by to neplatilo, bol by Kruskalov algoritmus uva-ºoval hranu e(j) sk�r ako hranu e.)Zmena E(O) ← E(O) \ {e} ∪ {e(j)} nezvä£²í 
enu takto vzniknutej kostry NO.Pritom
|E(K) \ E(NO)| < |E(K) \ E(O)|Takto postupnými modi�ká
iami, ktoré nezhor²ujú 
enu, dostaneme z kostry Okostru K.

22.3.5 *Matroidy�teoreti
ké základy pre greedy metódy5V tejto £asti sa budeme venova´ teórii, ktorá nám m�ºe pom�
´ rozhodnú´, £i jedaná úloha vhodná na pouºitie greedy metódy alebo nie. Táto metóda je zaloºenána tzv. matroido
h. Je to len ukáºka teórie, nepokrýva v²etky úlohy, ktoré súrie²ite©né pomo
ou greedy metódy. matroidyDe�ní
ia 2.1 Matroid je usporiadaná dvoji
a M = (S, I), ktorá sp¨¬a nasledujú
epodmienky:1. Sje neprázdna kone£ná mnoºina2. Ije taký neprázdny systém podmnoºín S, tzv. nezávislé podmnoºiny mnoºiny S,pre ktoré (B ∈ I ∧A ⊆ S)⇒ A ∈ I. Hovoríme, ºe Imá vlastnos´ dedi£nosti.Samozrejme, ∅ musí patri´ do I.3. Ak A ∈ I, B ∈ I, |A| < |B|, tak existuje x ∈ B − A tak, ºe A ∪ {x} ∈ I.Hovoríme, ºe M má vlastnos´ zamenite©nosti.Príklad 2.6 Príkladom matroidu je tzv. grafový matroid MG = (SG, IG), ktorýzískame z neorientovaného grafu G = (E, V ):
• SG = E

• ak A je podmnoºina hrán E tak A ∈ IG ⇔ A je a
ykli
ká. Inými slovami,podmnoºina hrán je nezávislá práve vtedy, ak tvorí les.Overíme, ºe MG je matroid.1. SG = E je kone£ná neprázdna mnoºina.4pre£o?5Prebraté z Cormen, Leiserson, Rivest: Introdu
tion to Algorithms; £as´ 17.4



46KAPITOLA 2. ZÁKLADNÉMETÓDY TVORBY EFEKTÍVNYCH ALGORITMOV2. IG má vlastnos´ dedi£nosti, pretoºe podmnoºina a
ykli
kého grafu je a
ykli
-ká.3. Ke¤ máme dva lesy A, B, |B| > |A|, tak les B má menej stromov ako les A.Preto les B obsahuje taký strom T , ktorý má v dvo
h r�zny
h stromo
h lesa
A. Dokon
a via
 - vieme nájs´ takú hranu (u, v) v TB, ºe u, v leºia v r�zny
hstromo
h lesa A. Preto (u, v) m�ºme prida´ k A a ºiaden 
y
klus nevznikne;preto A ∪ (u, v) ∈ IG.roz²írenie Ne
h M = (S, I) je matroid, A ∈ I. Prvok x /∈ A nazveme roz²írenie A, ak

A ∪ {x} ∈ I.Nezávislá podmnoºinu A v matroide M nazveme maximálnou ak nemá roz²írenie.Veta 2.4 V²etky maximálne nezávislé podmnoºiny v matroide sú rovnako ve©ké.D�kaz: Argumentujme sporom. Ne
h A, B sú maximálne nezávislé, |B| > |A|.Potom existuje x ∈ B −A: A ∪ {x} ∈ I, £o je spor s maximalitou A. 2váºený matroid Ak k matroidu M = (S, I) pridáme váhova
iu funk
iu w, ktorá ∀x ∈ S priradíkladnú váhu w(x), dostaneme váºený matroid/matrod s váhou.Mnoho optimalza£ný
h úloh moºno formulova´ ako h©adanie naj´aº²ej maximálnejnezávislej podmnoºiny vo váºenom matroide. Ukáºeme, ºe v²etky tieto optimali-za£né úlohy m�ºme rie²i´ greedy metódou.Príklad 2.7 príkladom takejto optimaliza£nej úlohy je h©adanie najla
nej²ej kostryv ohodnotenom grafe G = (V, E, c), kde c je funk
ia, ktorá kaºdej hrane priradí ne-zápornú 
enu. Ke¤ºe h©adanie minimálnej kostry6 je minimaliza£ná úloha, pretrans-formujeme ju vhodnou de�ní
iou váhova
ej funk
ie na maximaliza£nú. Namiesto
eny c budeme uvaºova´ váhu w, ktorá hrane e ∈ E priradí váhu w(e) = cmax−c(e),kde cmax je £íslo, ktoré je vä£²ie ako maximálna 
ena hrany v E.Zrejme:� w(e) > 0 pre v²etky hrany e ∈ E� maximálna nezávislá podmnoºina A v matroide je kostra� w(A) = (|V | − 1)c0 − w(A)Postúpme k metóde greedy. M = (S, I) na¤alej ozna£uje matroid s váhova
oufunk
iou w. V²eobe
ný algoritmus pouºia greedy metódy na váºený
h matroido
hmoºno vyjadri´ Algoritmom 6 GREEDY(M,w).Algoritmus 6 GREEDY(M,w)1: A← ∅2: for x ∈ S nerastú
o pod©a w(x) do3: if A ∪ {x} ∈ I then A← A ∪ {x}4: return AKorektnos´ tohto prístupu dokáºeme v nasledujú
i
h lemá
h.vlastnos´ greedy-vo©by Lema 2.5 Ne
h v matroide M = (S, I)s váhova
ou funk
iou w je x naj´aº²í prvokv Staký, ºe x je nezávislá. Ak také x existuje, potom existuje optimálne rie²enie A,ktoré obsahuje x.6Minimálna kostra v grafe G je taký podstrom T , ktorý obshauje v²etky vr
holy a pre ktorý jesú£et 
ien hrán minimálny.



2.3. GREEDY ALGORITMY 47D�kaz: Ak také x neexistuje, potom je nezávislá len ∅. Kv�li sporu ne
h B je takáoptimálna nezávislá podmnoºina, ktorá neobsahuje x.
• Kaºdý prvok y ∈ B má váhu nanajvý² w(x), lebo y je nezávislá podmnoºinaa w(y) > w(x) je spor s vo©bou x.
• D�kaz existen
ie poºadovaného optimálnehon rie²enia A spravíme jeho kon-²truk
iou.� na za£iatok poloºíme A = {x}; {x} je nezávislá podmnoºina, preto je Anezávislá.� opakovane vyberáme prvok y ∈ B − A a za
hovajú
 nezávislos´ pridávameho k A: A← A ∪ {y}� skon£íme, ke¤ |A| = |B|. Vtedy A = B − {y} ∪ {x} a pod©a váh vieme, ºe

w(A) = w(B) − w(y) + w(x) ≥ w(B)

2Lema 2.6 Ne
h M = (S, I) je matroid. Ak x ∈ S je taký, ºe nie je roz²írením ∅,tak x nie je roz²írením ºiadnej nezávislej podmnoºiny A.D�kaz: Kv�li sporu ne
h x je roz²írenie A, ale nie roz²írenie ∅. Potom A ∪ {x} jenezávislá podmnoºina. Z dedi£nosti potom x je tieº nezávislá, £o je spor s predpo-kladom. 2 vlastnos´ opti-málnej ²truktúryLema 2.7 Ne
h x sme v GREEDY(M,w) vybrali ako prvé. Potom nám ostanedorie²i´ naj´aº²iu nezávislú podmnoºinu matroidu M ′ = (S′, I ′), kde
S′ = {y ∈ S : {x, y} ∈ I}
I ′ = {B ⊆ S − {x} | B ∪ {x} ∈ I}

}kontrak
ia M pod©a xD�kaz: Ak A je nezávislá podmnoºina v M maximálnej váhy, pri£om x ∈ A, tak
A′ = A− {x} je nezávislá v M ′. Naopak, nezávislá podmnoºiny A′ v M ′ implikujenezávislú A ∪ {x} v M . Ke¤ºe w(A) = w(A′) + w(x), je w(A) maximálne právevtedy, ke¤ je maximáne w(A′) 2Veta 2.8 Ak M = (S, I) je váºený matroid s váhovou funk
iou w, tak algoritmusGREEDY(M,w) dáva optimálne rie²enie.D�kaz: Prvky, ktoré nie sú roz²írením ∅ m�ºeme zahodi´. Akonáhle máme prvý pr-vok rie²enia, optimálne rie²enie pre kontrahovaný matroid M ′ vedie k optimálnemurie²eniu v M . 2


