
Kapitola 3Metódy zaloºené napreh©adávaní stavovéhopriestoruUvaºujme taký typ úloh, ktoré moºno 
harakterizova´ nasledovným sp�sobom. Vý-stupom úlohy je n-ti
a (mnoºina n-tí
, prípadne postupnos´), ktorá sp¨¬a nejakéohrani£enia. Pritom poºadované rie²enie moºno napísa´ v tvare (x1, x2, . . . , xn),kde xi ∈ Si, kde Si je kone£ná mnoºina. n dám na ²a-
hovni
iPríklad 3.1 Problém n-dám. Na ²a
hovni
u n×n 
h
eme umiestni´ n dám tak,aby v kaºdom riadku a v kaºdom st¨p
i stála dáma a aby sa navzájom neohrozovali.Rie²enie h©adáme vo forme vektora d¨ºky n, kde na s-tej pozí
ii je £íslo riadku, vktorom je v s-tom st¨p
i umiestnená dáma.Iným, nevhodným problémom, je aj problém triedenia, ktorý moºno naformulova´aj takto: ke¤ triedime n-prvkovú mnoºinu, výsledkom m�ºe by´ n-ti
a indexov
i1, i2, . . . , in, kde ij je index j-teho najmen²ieho prvku zo vstupu.V²etky poten
iálne n-ti
e tvoria poten
iálny stavový priestor úlohy/priestor rie-²ení. V¤aka kone£nosti jednotlivý
h mnoºín Si je tento priestor kone£ný. Ke¤ºev²ak stavový priestor úlohy obsahuje minimálne v²etky poten
iálne rie²enia, je jehove©kos´ aspo¬ |S1| · |S2| · . . . · |Sm|.Kone£nos´ priestoru rie²ení umoº¬uje h©ada´ poºadované rie²enie napríkladmetódou hrubej sily � vygenerujeme v²etky prípustné rie²enia a z ni
h vyberie-me tie, ktoré sp¨¬ajú nami poºadované poºiadavky. Zloºitos´ je ur£ite aspo¬ve©kos´ stavového priestoru, £o je ve©a.Budeme sa snaºi´ vektor budova´ postupne, pri£om pre kaºdý vygenerovaný za£ia-tok vektora zistíme, £i sa dá pred¨ºi´ na rie²enie. Má to tú výhodu, ºe ak pre nejakýza£iatok x1, x2, . . . , xk zistíme, ºe sa nedá pred¨ºi´, potom minimálne

|Sk+1| · . . . · |Sn|prípadov nemusíme generova´.Podmienky, ktoré má rie²enie sp¨¬a´, sú vä£²inou dvojakého 
harakteru� expli
itné, ktoré hovoria o xi ako takom. �pe
i�kujú hodnoty, ktoré m�ºe xi nado-búda´ (xi ∈ Si, xi ≤ 20, . . .). Tieto podmienky de�nujú stavový priestor problému49



50KAPITOLA 3. METÓDY ZALO�ENÉ NA PREH�ADÁVANÍ STAVOVÉHO PRIESTORU� impli
itné, ktoré hovoria o vz´ahu jednotlivý
h xi medzi sebou (dámy sa nemajúohrozova´, . . .), resp. ktoré sp¨¬ajú nejakú ohrani£ujú
u funk
iu£iasto£né sú£ty Príklad 3.2 Problém £iasto£ný
h sú£tovVstup: w1, w2, . . . , wn, M ; wi, M ≥ 0Výstup: mnoºina indexov J = {i1, i2, . . . , ik} taký
h, ºe ∑
t∈J wt = M .�o sú expli
itné podmienky? 1 ≤ ij ≤ nImpli
itné podmienky sa viaºu na medzisú£ty: ∑ij

t=i1
wt ≤MKv�li efektívnosti algoritmov pri preh©adávaní stavového priestoru vyºadujemesystemati
kos´ + efektívnos´, £o vedie k pouºitiu stromov.Zamyslime sa nad tým, ako máme organizova´ strom stavového priestoru1typ stromu stati
ký : kon²truk
ia stromu nezávisí od konkrétneho vstupu; vr
hol vyzerá nakaºdej úrovni rovnako � na i-tej úrovni rozhodujeme o zaradení alebo neza-radení wi do príslu²nej sumy. Kaºdý vnútorný vr
hol má teda práve dvo
hsynov. Rie²eniu odpovedá 
esta z kore¬a do príslu²ného listudynami
ký : kon²truk
ia stromu je závislá na vstupe; "vzh©ad" vr
holov sa lí²i súrov¬ou v strome. Napr: ak budeme (bez ujmy na v²eobe
nosti) predpokla-da´, ºe i1 ≤ i2 ≤ . . . ≤ ik, tak vr
hol, do ktorého sme pri²li po hrane ozna£enej

h má n− h synov, do ktorý
h ideme po hraná
h h + 1, h + 2, . . . , n. V tomtoprípade poten
iálnemu rie²eniu odpovedá kaºdý vr
hol vytvoreného stromu.

Na obrázku vidíme dynami
ký (v©avo) a stati
ký (vpravo) strom pre problém £ias-to£ný
h sú£tov pri vstupe w1 = 2, w2 = 5, w3 = 7. V prípade dynami
kého stromutvoria poten
iálne rie²enia vr
holy, ktoré sú pospájané do stromu. Stati
ký stromje vybudovaný nad listami, v ktorý
h sú uloºené rie²enia.1Strom stavového priestoru nevytvoríme na za£iatku; jeho £asti budeme v priebehu preh©adá-vania generova´, resp. nav²tevova´.
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Ke¤ máme predstavu o tom, ako by vyzeral strom stavového priestoru problému,musíme systemati
ky "generova´" vr
holy tohto stromu. K lep²iemu popisu budemeuvaºova´ 3 kategórie vr
holov: kategórie vr
ho-lovE(expand) � vr
hol, ktorý sa práve vybral na spra
ovanieL(live) � ºivý vr
hol, teda taký, ktorý sme uº vygenerovali, ale e²te sa do¬ budemevra
a´D(dead) � m¯tvy vr
hol, ktorý uº má spra
ované v²etky deti, resp. sme zistili, ºesa z neho nevieme dosta´ do prípustného rie²enia."Notori
ky známe" sú dva systemati
ké postupy preh©adávania stromov a grafov.Z ni
h vy
hádzajú aj dve základné metódy:Bran
h & Bound Ba
ktra
king
⇓ ⇓do ²írky + orezanie do h¨bky + orezanie3.1 Ba
ktra
king-preh©adávanie s návratomSpomedzi "priestor preh©adávajú
i
h metód" za£neme s metódou preh©adávania snávratom � tzv. ba
ktra
kingom. metódaNe
h T (X(1), . . . , X(k − 1)) je mnoºina poten
iálny
h hodn�t pre X(k)

Bk(X(1), . . . , X(k)) je booleovská funk
ia, ktorá dáva hodnotu true práve vtedyke¤ X(1), ..., X(k) je alebo m�ºe by´ pred¨ºené na rie²enie.Potom metódu moºno s
hémati
ky znázorni´ algoritmom 7. Efektívnos´ tejto me-tódy zrejme záleºí od� výpo£tu T (·), mohutnosti T (·)� výpo£tu Bk(·), po£tu prvkov, sp¨¬ajú
i
h Bk(·).



52KAPITOLA 3. METÓDY ZALO�ENÉ NA PREH�ADÁVANÍ STAVOVÉHO PRIESTORUAlgoritmus 7 BACKTRACK1: k ← 12: while k > 0 do3: if ∃ X(k); X(k) ∈ T (X(1), ..., X(k − 1)) a Bk(X(1), ..., X(k)) then4: if X(1),...,X(k) je 
esta do odpove¤ového vr
hola then5: return X(1),...,X(k)6: k ← k + 17: else k ← k − 1Zamyslime sa nad tým, £i a ako m�ºme ovplyvni´ po£et vr
holov stromu, ktoré pri skú²ame zmen²i´ve©kos´ prezreté-ho priestorupreh©adávaní stavového priestoru vygenerujeme.
• ak nezáleºí na poradí dop¨¬aný
h poloºiek výsledného vektora, zdá sa rozum-né generova´ poloºky v poradí, ktoré zodpovedá neklesajú
emu usporiadaniumohutností príslu²ný
h Si. Intuí
ia za tým � ak zistíme, ºe sa prvý
h k po-loºiek nedá doplni´ na rie²enie, potom S(k, m) = |Sk+1| · . . . · |Sm| prípadovnemusíme generova´. Ch
eli by sme, aby S(k, m) bolo £o moºno najvä£²ie£íslo.
• pre zvolenú postupnos´ i1, i2, . . . , in skúsime odhadnú´, ko©ko vr
holov budetreba vygenerova´. Ako? Ne
h pre vr
hol v h¨bke 1 vygenerujeme m1 synovsp¨¬ajú
i
h B1. Náhodne sa presu¬me do jedného z ni
h a zistime, ko©ko másynov, sp¨¬ajú
i
h B2. Ne
h je to m2 . . . Ne
h mi je po£et synov vr
hola vh¨bke i, ktorí sp¨¬ajú Bi. Potom po£et vygenerovaný
h vr
holov odhadnemeako

m1 + m1m2 + m1m2m3 + . . . + m1m2 . . .mn−1Zopakovaním pre nieko©ko zvolený
h permutá
ií m�ºme vybra´ tú permutá
iu,pre ktorú nám odhad vy
hádza najlep²ie.opä´ problémsú£tov Vrá´me sa k problému £iasto£ný
h sú£tov. Predpokladáme, ºe
w1 ≤ w2 ≤ . . . ≤ wn, M ∈ NBudeme aplikova´ stati
ký prístup. H©adáme teda vektor d¨ºky n, ktorého i-tapoloºka hovorí o prítomnosti, resp. neprítomnosti wi v sú£te. Ako bude vyzera´ohrani£ujú
a funk
ia?Predpokladajme, ºe k−1∑

i=1

xiwi < M

• Kedy m�ºme uvaºova´, ºe xk = 1?� Ak ∑k

i=1 wixi ≤M a ∑k

i=1 wixi +
∑n

i=k+1 wi ≥M , tak áno� Ak ∑k

i=1 wixi < M a ∑k

i=1 wixi + wk+1 > M , vtedy moºnos´ xk = 1nem�ºe vies´ k rie²eniu a preto ju neaplikujeme.
• Kedy m�ºme uvaºova´, ºe xk = 0?Vtedy, ak ∑k−1

i=1 wixi +
∑n

i=k+1 wi ≥MOzna£me
s =

k−1∑

i=1

wixi r =

n∑

i=k+1

wi



3.2. LC BRANCH AND BOUND 53Algoritmus 8 SumSub(s,k,r)
x(k)← 1;if s+w(k) = M then return (x(1), ..., x(k))else if s + w(k) + w(k+1) ≤ M thenSumSub(s+w(k), k+1, r-w(k))if s+r-w(k)≥ M a s+w(k+1) ≤ M then

X(k)← 0Sum-of-sub(s,k+1,r-w(k))3.2 LC Bran
h and BoundPreh©adávanie do h¨bky i do ²írky sú vlastne "slepé" metódy � postup preh©adávaniaje daný dopredu a príli² nezoh©ad¬uje kvalitu získavaného rie²enia. Metóda LCBran
h and Bound (LC-B&B)sa snaºí túto "slepos´" odstráni´. Rie²i sa to ur£ením ohodno
ujemevr
holyinteligentnej funk
ie c(x), ktorou ohodnotíme ºivé vr
holy. Hodnotu tejto funk
iepotom vyuºijeme pri vo©be nového E-vr
hola.�o by táto funk
ia mala odráºa´? Ideálne by bolo, keby hovorila o úsilí, ktoré e²tetreba vynaloºi´ na to, aby sme sa z daného vr
hola dostali k odpovedi (resp. ohodnote ú£elovej funk
ie, ktorú z daného vr
hola m�ºme dosiahnu´).
• po£et vr
holov, ktoré e²te treba vygenerova´
• po£et úrovní, ktoré nás delia od odpovedeKe¤ 
h
eme presnú hodnotu, znamenalo by to prezretie 
elého stavového priestoru,preto budeme pouºíva´ rad²ej len odhad.

ĉ(x) = f(h(x)) + ĝ(x) , kde
h(x) je 
ena dosiahnutia x z kore¬a
f() je nejaká neklesajú
a funk
ia
ĝ(x) je odhad úsilia do najbliº²ieho odpove¤ového listuAk zvolíme f(x) = 0, tak vlastne v�be
 neuvaºujeme úsilie vynaloºené na prí
hod dovr
hola. Zodpovedá to tomu, ºe 
elkom prirodzene predpokladáme, ºe ĝ(x) ≤ ĝ(y)ak x je synom y. Pritom sa snaºíme ís´ stále hlb²ie a hlb²ie a do ved©aj²ieho pod-stromu sa uº nikdy nedostaneme. Keby ĝ(x) bola reálna hodnota a nie len odhad,bol by to dobrý prístup. Preto f(x) 6= 0 dáva moºnos´ pre
hodu do ved©aj²iehopodstromu.Vyh©adávanie, ktoré zo ºivý
h vr
holov vyberá pod©a minimálnej hodnoty ĉ(x) savolá LC-SEARCH.BFS ĝ(x) = 0, f(h(x)) = úrove¬ xDFS f(h(x)) = 0, ĝ(x) < ĝ(y) pre x die´a y vlastnosti metó-dy LC-B &BVlastnosti LC Bran
h and Bound�asto rie²ime optimaliza£né úlohy. Vieme pomo
ou metódy LC-B&B dosiahnu´minimum (optimum)?Uvaºujme nasledovnú funk
iu
(x)=






ena 
esty z kore¬a do x, ak x je list s odpove¤ou
∞, ak x je list bez odpovede
min{c(y) | y je list stromu s kore¬om x}, ak x je vnútorný vr
hol



54KAPITOLA 3. METÓDY ZALO�ENÉ NA PREH�ADÁVANÍ STAVOVÉHO PRIESTORU�ahko vidno, ºe ak by LC-B&B pouºívalo pri rozhodovaní funk
iu c(x), dosiahliby sme optimálne rie²enie. Ke¤ºe (z h©adiska zloºitosti) efektívny výpo£et c() pririe²ení ´aºký
h problémov nemáme, pouºívame odhad ĉ(x). Pouºitie ĉ(x) namiesto
c(x) vo v²eobe
nosti optimálne rie²nie nedáva. Platí ale nasledujú
a veta.Veta 3.1 ĉ(x) ne
h je odhad c(x) taký, ºe

ĉ(x) < ĉ(z)⇔ c(x) < c(z)Potom algoritmus LC pouºívajú
i ĉ(x) namiesto c(x) nájde rie²enie minimálnej
eny a skon£í.Ohrani£ovanieohrani£ovanie Ak pouºívame odhad ĉ(x) taký, ºe ĉ(x) ≤ c(x), tak ĉ(x) vlastne dáva dolný odhad.Ak by sme mali aj horný odhad U, tak v²etky ºivé vr
holy s ĉ(x) > U moºnovylú£i´. Ako získame U?� heuristika� za£ínajú
 s ∞ vylep²ujeme pod©a toho, £o dosahujemeUkáºeme pouºitie pre optimaliza£nú úlohu. Ako c budeme pouºíva´ ú£elovú funk
iu,resp. ako ĉ(x) jej odhad.3.3 Problém ob
hodného 
estujú
eho.Pouºitie metódy LC-B &B ilustrujeme na probléme ob
hodného 
estujú
eho. Otomto probléme je známe, ºe je ´aºký2 Daný je ohodnotený orientovaný graf re-prezentujú
i mestá so vzdialenos´ami. Treba prejs´ 
ez v²etky mestá, v kaºdom, svýnimkou ²tartova
ieho, treba by´ práve raz. Zo ²tartova
ieho mesta výjdeme a po-tom sa do¬ vrátime. Treba minimalizova´ d¨ºku prejdenej 
esty, pri£om pod d¨ºkou
esty myslíme sú£et ohodnotení hrán, ktoré tvoria 
estu. Bez ujmy na v²eobe
nostim�ºme predpoklada´, ºe 
esta za£ína a kon£í v meste £.1.Aké hodnoty pre ĉ, c, U?
(A)� ak A je list, potom c(A) je d¨ºka 
esty de�novanej 
estou z kore¬a do listu A� ak A nie je list, tak c(A) je 
ena minimálnej 
eny listu v podstrome s kore¬om AJednodu
hý odhad ĉ(x) je zaloºený na tzv. redukovanej mati
i. Hovoríme, ºe� riadok(st¨pe
) mati
e je redukovaný, ak obsahuje aspo¬ jednu 0 a ostatnéprvky sú nezáporné;� mati
a je redukovaná, ak kaºdý riadok a st¨pe
, ktorý obsahuje aspo¬ jedenprvok r�zny od ∞, je redukovaný.Pre£o nás zaujíma redukovaná mati
a? Ne
h A je mati
a 
ien grafu. Uvedommesi, ºe kaºdá 
esta ob
hodného 
estujú
eho (OC) obsahuje práve jednu hranu A(i, j)pre i = k a práve jednu hranu A(i, j) pre j = k. Preto ke¤ odpo£ítame kon²tantu
t od kaºdého prvku v jednom riadku (resp. st¨p
i) mati
e 
ien A, kaºdá 
esta OCsa skráti práve o t. Nemení sa ale relatívny vz´ah 
iest. Minimálna 
esta ostávaminimálnou.Kaºdému bodu stavového priestoru priradíme redukovanú mati
u a 
enu nasledov-ným sp�sobom:2Tento prblém je NP-úplný, £o znamená, ºe máme dos´ d�vodov sa domnieva´, ºe pre¬ neexis-tuje polynomiálny algoritmus.



3.3. PROBLÉM OBCHODNÉHO CESTUJÚCEHO. 55Algoritmus 9 LC-B&B - Reduk
iaNe
h A je (aktuálna )mati
a 
ien grafu, r ozna£uje 
enu reduk
ie1: nájdi minimum ri v riadku i = 1, . . . , n. Ne
h je to prvok A(i, j) na pozí
ii (i, j)2: r ← r + ri3: odpo£ítaj ri od kaºdého prvku v riadku i. Tým na mieste A(i, j) vzniknehodnota 04: ak nevznikla redukovaná mati
a, postupuj analogi
ky ¤alej po tý
h st¨p
o
h,ktoré nie sú redukované, aº kým nezíska² redukovanú mati
u
• Kore¬u priradíme mati
u red(A), ktorá vznikla z mati
e 
ien vy²²ie popísa-ným Algoritmom 9. Cena tohto vr
hola je 
ena reduk
ie, ktorou sme vyrobiliredukovanú mati
u v koreni. Uvedomme si, ºe uvedená hodnota odpovedátomu, ºe sa snaºíme z kaºdého vr
hola odís´ po najkrat²ej hrane.
• Ne
h O je ote
 a S jeho syn taký, ºe odpovedá zaradeniu hrany (i, j) do 
estyOC. Zaradenie hrany (i, j) do 
esty OC znamená, ºe� nesmieme via
 pouºi´ hranu od
hádzajú
u z i. Preto kaºdý prvok v i-tomriadku nastavíme na ∞� nesmieme via
 pouºi´ hranu pri
hádzajú
u do j. Preto kaºdý prvok vst¨p
i j nastavíme na ∞� ak e²te ne
h
eme ís´ do 1, nastavíme A(j, 1) =∞Takto vznikla nová mati
a 
ien Ai,j , ktorá nemusí by´ redukovaná. Zredukuj-me ju, £ím získame mati
u red(Aij), ktorú priradíme vr
holu S. Ne
h r(i, j)je 
ena reduk
ie mati
e Aij na red(Aij) (redukujeme riadky a st¨p
e okremtý
h, ktoré obsahujú samé ∞).Potom ĉ(S) = ĉ(O) + A(i, j) + r(i, j)Postupujeme teda tak, ºe vypo£ítame redukovanú mati
u a 
enu pre kaºdého syna(bran
h) a pohneme sa do toho syna, ktorý má minimálnu 
enu (LC).Poznámka: Namiesto písania hodn�t ∞ m�ºme odpovedajú
i riadok a st¨pe
 zmati
e odstráni´. V tomto prípade bude mati
a odpoveda´ uº len podgrafu indu-kovanému doteraz nezaradený
h vr
holov.Analogi
ky m�ºme zváºi´ rozhodnutie o nezaradení hrany (i, j) do 
esty OC.
• ak X je ote
 a P jeho syn taký, ºe odpovedá nezaradeniu hrany (i, j) do 
esty

OC, tak mati
u A musíme modi�kova´ nasledovne� ke¤ºe hranu (i, j) via
 nemáme pouºi´, nastavíme A(i, j) =∞ reduk
ia.Takto vznikla nová mati
a B, ktorú musíme zredukova´. Uvedomme si, ºe budemeredukova´ len v tom prípade, ak p�vodná hodnota A(i, j) = 0. Redukovanú mati
u
B′ priradíme vr
holu P a 
enou bude ĉ(P ) = ĉ(X) + r(i, j), kde r(i, j) je 
enareduk
ie potrebná na získanie redukovanej mati
e B′.Teraz uº m�ºme uvaºova´ aj iné stratégie
• vyber hranu, ktorej nezaradenie vedie k maximálnej 
ene
• vyber hranu, pri ktorej je maximálny rozdiel medzi 
enou zaradenia ĉ(L) a
enou ĉ(P ) nezaradenia danej hrany do 
esty OC



56KAPITOLA 3. METÓDY ZALO�ENÉ NA PREH�ADÁVANÍ STAVOVÉHO PRIESTORU3.4 0/1 Plnenie batohaVysvetlili sme, ako metódu LC-B&B pouºívame na rie²enie minimaliza£ný
h prob-lémov. Je moºné ju pouºi´ aj na rie²enie problém 0/1 plnenia batoha, ktorý jemaximaliza£ný? �ahko vidno, ºe áno. Maximalizova´ ∑n

i=1 pixi je ekvivalentnéminimalizovaniu −∑n

i=1 pixi.Pouºime stati
kú reprezentá
iu stavového priestoru (zaradenie xi odpovedá 1-hrane,nezaradenie xi 0-hrane). Zrejme
(x)=




−
∑n

i=1 xipi, ak list x reprezentuje prípustné rie²enie
∞, ak list x neodpovedá prípustnému rie²eniu
min{c(0syn(x)), c(1syn(x))}, ak x je vnútorný vr
holBudeme pouºíva´ dva odhady - ĉ(x) a u(x) - také, ºe

ĉ(x) ≤ c(x) ≤ u(x)Ako tieto odhady získame? Ak x je vr
hol na úrovni j, tak 
esta z kore¬a do¬ ur£ujenastavenie pre xi, 1 ≤ i < j. Zrejme
c(x) ≤ −

j−1∑

i=1

xipia preto ako horný odhad ur£ite m�ºme pouºi´ u(x) = −
∑j−1

i=1 xipi. Vylep²enýhorný odhad získame algoritmom 10; pre q = −
∑

1≤i<j pixi pouºijeme
u(x) = UBOUND(q,

∑

1≤i<j

wixi, j − 1, M)Algoritmus 10 UBOUND(p,w,k,M)
P ← p; W ← wfor i← k + 1 to n doif W + wi ≤M then W ←W + wi; P ← P − pireturn(P)K ur£eniu dolného odhadu ĉ(x) si v²imnime Algoritmus 11. Horný odhad na pro�tje získaný simulovaním greedy prístupu k rie²eniu (maximaliza£nej verzie) problémuza predpokladu, ºe pi

wi
≥ pi+1

wi+1
. �ahko vidno, ºe

−BOUND(−q,
∑

1≤i<j

wixi, j − 1, M) ≤ c(x)preto ako dolný odhad pouºijeme
ĉ(x) = −BOUND(−q,

∑

1≤i<j

wixi, j − 1, M)



3.4. 0/1 PLNENIE BATOHA 57Algoritmus 11 BOUND(p,w,k,M)
p aktuálny pro�t
w aktuálny sú£et váh
k index posledne odstráneného prvku
M ve©kos´ batohavýsledkom je nový pro�t

P ← p; W ← wfor i← k to n do
W ←W + wiif W < M then P ← P + pielse return(

P +
(
1− (W−M)

wi

)
× pi

)return(P)


