Kapitola 3

Metody zalozené na
prehl'adavani stavového
priestoru

Uvazujme taky typ tloh, ktoré mozno charakterizovat nasledovnym sposobom. Vy-
stupom tlohy je n-tica (mnozina n-tic, pripadne postupnost), ktora spliia nejaké
ohranicenia. Pritom poZadované rieSenie moZno napisat v tvare (z1,za,...,2n),
kde z; € S;, kde S; je koneéna mnozina.

Priklad 3.1 Problém n-ddam. Na Sachovnicu n X n chceme umiestnit n ddm tak,
aby v kazdom riadku a v kazdom stlpci stila dima a aby sa navzdjom neohrozovali.
Riesenie hladdme vo forme vektora dizky n, kde na s-tej pozicii je ¢islo riadku, v
ktorom je v s-tom stlpci umiestnend ddma.

Inym, nevhodnym problémom, je aj problém triedenia, ktory mozno naformulovat
aj takto: ked triedime n-prvkovi mnozinu, vysledkom moze byt n-tica indexov
11,12,...,1n, kde 7; je index j-teho najmensieho prvku zo vstupu.

Vsetky potencidlne n-tice tvoria potencidlny stavovy priestor ulohy/priestor rie-
Seni. Vdaka kone¢nosti jednotlivych mnozin S; je tento priestor konecény. Kedze
vSak stavovy priestor tlohy obsahuje miniméalne vSetky potencialne rieSenia, je jeho
velkost aspont |Sy|-[Sa| ... [Sml-

Kone¢nost priestoru rieseni umoziuje hladat pozadované rieSenie napriklad

metodou hrubej sily — vygenerujeme vSetky pripustné rieSenia a z nich vyberie-
me tie, ktoré splhiaju nami pozadované poziadavky. ZloZitost je urcite aspon
velkost stavového priestoru, ¢o je vela.

Budeme sa snazit vektor budovat postupne, pricom pre kazdy vygenerovany zacia-
tok vektora zistime, ¢i sa da predlzit na rieSenie. M4 to ti vyhodu, Ze ak pre nejaky
zaciatok x1, s, ...,z zistime, Ze sa neda predlZit, potom minimalne

[Sk+1] - |Sn]
pripadov nemusime generovat.
Podmienky, ktoré ma rieSenie splhat, s vic¢sinou dvojakého charakteru

— explicitné, ktoré hovoria o x; ako takom. Speciﬁkujﬂ hodnoty, ktoré moze x; nado-
budat (z; € S;,x; < 20,...). Tieto podmienky definuji stavovy priestor problému
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— implicitné, ktoré hovoria o vztahu jednotlivych z; medzi sebou (ddmy sa nemaju
ohrozovat, ...), resp. ktoré spliiaju nejaku ohrani¢ujiacu funkciu

ciastocné sucty — Priklad 3.2 Problém c¢iastoénijch siuctov

Vstup: wy,wa,...,w,, M;w;, M >0
Vystup: mnozina indexov J = {i1, iz, ..., i} takych, Ze ),  ;wy = M.

Co st explicitné podmienky? 1 <1i; <n
Implicitné podmienky sa viazu na medzisiacty: Zi’:“ wy < M

Kvoli efektivnosti algoritmov pri prehl'adavani stavového priestoru vyzadujeme
systematickost + efektivnost, ¢o vedie k pouZitiu stromov.

Zamyslime sa nad tym, ako mame organizovat strom stavového priestoru!
typ stromu

staticky : konStrukcia stromu nezavisi od konkrétneho vstupu; vrchol vyzera na
kazdej trovni rovnako — na i-tej arovni rozhodujeme o zaradeni alebo neza-
radeni w; do prislusnej sumy. Kazdy vnutorny vrchol ma teda prave dvoch
synov. RieSeniu odpoveda cesta z korena do prislugného listu

dynamicky : konstrukcia stromu je zavisla na vstupe; "vzhlad" vrcholov sa lisi s
aroviou v strome. Napr: ak budeme (bez ujmy na vSeobecnosti) predpokla-
daft, ze i1 < iy < ... < g, tak vrchol, do ktorého sme prisli po hrane oznacenej
h ma n — h synov, do ktorych ideme po hranach h+1,h+2,...,n. V tomto
pripade potencidlnemu rieSeniu odpoveda kazdy vrchol vytvoreného stromu.
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Na obrazku vidime dynamicky (vlavo) a staticky (vpravo) strom pre problém ¢ias-
toénych sicétov pri vstupe w; = 2, wy = 5, w3 = 7. V pripade dynamického stromu
tvoria potencidlne rieSenia vrcholy, ktoré si pospajané do stromu. Staticky strom
je vybudovany nad listami, v ktorych st ulozené rieSenia.

IStrom stavového priestoru nevytvorime na zaciatku; jeho ¢asti budeme v priebehu prehlada-
vania generovat, resp. navstevovat.
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Ked mame predstavu o tom, ako by vyzeral strom stavového priestoru problému,
musime systematicky "generovat" vrcholy tohto stromu. K lep§iemu popisu budeme
uvazovat 3 kategorie vrcholov:

kategorie wvrcho-

E(expand) — vrchol, ktory sa prave vybral na spracovanie lov

L(live) —zivy vrchol, teda taky, ktory sme uz vygenerovali, ale eSte sa dofi budeme
vracat

D(dead) — mftvy vrchol, ktory uz ma spracované vietky deti, resp. sme zistili, Ze
sa z neho nevieme dostat do pripustného rieSenia.

"Notoricky zname" st dva systematické postupy prehladavania stromov a grafov.
Z nich vychadzaju aj dve zakladné metody:

Branch & Bound Backtracking
I I

do 8irky -+ orezanie do hibky + orezanie

3.1 Backtracking-prehl'adavanie s navratom

Spomedzi "priestor prehladéavajicich met6d" za¢neme s metdédou prehladavania s
navratom — tzv. backtrackingom.

) metoda
Nech T'(X(1),...,X(k — 1)) je mnoZina potencialnych hodnot pre X (k)
Bi(X(1),...,X(k)) je booleovska funkcia, ktorad dava hodnotu true prave vtedy
ked X (1),..., X (k) je alebo moze byt predizené na riesenie.

Potom metodu mozno schématicky znazornit algoritmom 7. Efektivnost tejto me-
tody zrejme zélezi od

— vypoctu T'(+), mohutnosti T'(-)

— v¥poétu By(-), poétu prvkov, spliiajicich By(-).
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Algoritmus 7 BACKTRACK

1: k1
2: while k > 0 do

if 3 X(k); X(k) € T(X(1), .. X(k — 1)) a Be(X(1),.., X (k) then
if X(1),...,.X(k) je cesta do odpovedového vrchola then
return X(1),...,X(k)
k—k+1
else k — k—1

Zamyslime sa nad tym, ¢i a ako mozme ovplyvnit pocet vrcholov stromu, ktoré pri
prehladavani stavového priestoru vygenerujeme.

e ak nezalezi na poradi doplhanych poloziek vysledného vektora, zda sa rozum-

né generovat polozky v poradi, ktoré zodpoveda neklesajucemu usporiadaniu
mohutnosti prislusnych S;. Intuicia za tym — ak zistime, Ze sa prvych k po-
loziek nedd doplnit na riesenie, potom S(k,m) = |Sk+1| - ... |Sm| pripadov
nemusime generovat. Chceli by sme, aby S(k,m) bolo ¢o moZno najvicsie
¢islo.

pre zvolent postupnost i1, s,...,%, skisime odhadnit, kolko vrcholov bude
treba vygenerovat. Ako? Nech pre vrchol v hibke 1 vygenerujeme m; synov
splhajucich B;. Nahodne sa presuiime do jedného z nich a zistime, kol'ko ma,
synov, spliiajicich By. Nech je to ms ... Nech m; je pocet synov vrchola v
hibke i, ktori splhaji B;. Potom pocet vygenerovanych vrcholov odhadneme
ako

mi 4+ mimo +mimeoms + ... +mima ... Mpy_—1

Zopakovanim pre niekol’ko zvolenych permutéacii moézme vybrat ti permutéciu,
pre ktorid nam odhad vychadza najlepsie.

problém Vrafme sa k problému ¢iastocnych stuctov. Predpokladdme, ze

wy <ws < ... <w,, M eN

Budeme aplikovat staticky pristup. Hladame teda vektor dlzky n, ktorého i-ta
polozka hovori o pritomnosti, resp. nepritomnosti w; v suc¢te. Ako bude vyzerat
ohranicujuca funkcia?

k—1
Predpokladajme, 7ze > x,w; < M

i=1

e Kedy mozme uvazovat, ze xix = 17

~AR Y was < MaF wi + > 1 wi > M, tak ano

— Ak Zle wix; < M a Zle w;x; + w1 > M, vtedy moznost z, = 1
nemoze viest k rieSeniu a preto ju neaplikujeme.

e Kedy mozme uvazovat, ze xx = 07

Vtedy, ak 0w + 30w > M

Oznafme

n

k—1
i=1

i=k+1

skisame zmensit
velkost prezreté-
ho priestoru
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Algoritmus 8 SumSub(s,k,r)

x(k) — 1;

if s+w(k) = M then return (z(1),...,z(k))

else if s + w(k) + w(k+1) <M then
SumSub(s+w(k), k+1, r-w(k))

if s+r-w(k)> M a s+w(k+1) < M then
X(k) <0
Sum-of-sub(s,k+1,r-w(k))

3.2 LC Branch and Bound

Prehl'adavanie do hibky i do sirky st vlastne "slepé" metody — postup prehladévania,

je dany dopredu a prili§ nezohladnuje kvalitu ziskavaného riesenia. Metoda LC

Branch and Bound (LC-B&B)sa snaZi tito "slepost" odstranit. Riesi sa to urfenim

inteligentnej funkcie ¢(x), ktorou ohodnotime zivé vrcholy. Hodnotu tejto funkcie ohodnocujeme
potom vyuzijeme pri volbe nového E-vrchola. vrcholy

Co by tato funkcia mala odrazat? Idedlne by bolo, keby hovorila o tsili, ktoré este
treba vynaloZit na to, aby sme sa z daného vrchola dostali k odpovedi (resp. o
hodnote ucelovej funkcie, ktort z daného vrchola mézme dosiahnut).

e pocet vrcholov, ktoré este treba vygenerovat
e pocet trovni, ktoré nas delia od odpovede

Ked chceme presnit hodnotu, znamenalo by to prezretie celého stavového priestoru,
preto budeme pouzivat radsej len odhad.

c(z) = f(h(z)) +g(x) , kde
h(z) je cena dosiahnutia = z korenia
() je nejaka neklesajuca funkcia
g(z) je odhad usilia do najblizsieho odpovedového listu

Ak zvolime f(x) = 0, tak vlastne vobec neuvazujeme tsilie vynaloZené na prichod do
vrchola. Zodpoveda to tomu, Ze celkom prirodzene predpokladame, ze g(z) < g(y)
ak x je synom y. Pritom sa snazime ist stale hlbgie a hlbsie a do vedlajsieho pod-
stromu sa uZ nikdy nedostaneme. Keby g(z) bola redlna hodnota a nie len odhad,
bol by to dobry pristup. Preto f(z) # 0 dava moZnost prechodu do vedlajsieho
podstromu.

Vyhladavanie, ktoré zo zivych vrcholov vybera podla minimélnej hodnoty ¢(x) sa
vola LC-SEARCH.

BFS g(x) =0, f(h(x)) = droveh x
DFS f(h(z)) =0, g(z) < g(y) pre = dieta y

Vlastnosti LC Branch and Bound vlastnosti metd-
Casto riesime optimalizatné tdlohy. Vieme pomocou metédy LC-B&B dosiahnuf dy LC-B &B
minimum (optimum)?
Uvazujme nasledovni funkciu

cena cesty z korena do x, ak x je list s odpovedou
c(x)=¢ oo, ak x je list bez odpovede

min{c(y) | y je list stromu s korefiom x}, ak x je vnutorny vrchol
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Lahko vidno, 7e ak by LC-B&B pouZivalo pri rozhodovani funkciu c(z), dosiahli
by sme optimélne riesenie. KedZe (z hladiska zlozZitosti) efektivny vypocet ¢() pri
rieSeni tazkych problémov nemame, pouzivame odhad ¢(x). Pouzitie ¢(z) namiesto
¢(x) vo veobecnosti optimalne riesnie nedava. Plati ale nasledujica veta.

Veta 3.1 ¢(x) nech je odhad c(z) taky, Ze
c(z) <e(z) & c(x) <c(z)

Potom algoritmus LC pouZivajici ¢(x) namiesto c(x) ndjde rieSenie minimdlnej
ceny a skonci.

Ohranicovanie
ohranicovanie Ak pouZivame odhad ¢(z) taky, Ze ¢(z) < ¢(x), tak ¢(x) vlastne déva dolny odhad.
Ak by sme mali aj horny odhad U, tak vSetky Zivé vrcholy s ¢(x) > U moZno
vylacit. Ako ziskame U?
— heuristika
— zatinajuc s oo vylepSujeme podla toho, ¢o dosahujeme

Ukazeme pouzitie pre optimaliza¢ni ilohu. Ako ¢ budeme pouzivat ti¢elovi funkciu,
resp. ako ¢(z) jej odhad.

3.3 Problém obchodného cestujtceho.

Pouzitie metody LC-B &B ilustrujeme na probléme obchodného cestujiuceho. O
tomto probléme je zname, 7e je tazky? Dany je ohodnoteny orientovany graf re-
prezentujici mesta so vzdialenostami. Treba prejst cez vSetky mesta, v kazdom, s
vynimkou Startovacieho, treba byt prave raz. Zo Startovacieho mesta vyjdeme a po-
tom sa doii vratime. Treba minimalizovat dizku prejdenej cesty, pricom pod dizkou
cesty myslime sicet ohodnoteni hran, ktoré tvoria cestu. Bez ujmy na vSeobecnosti
mozme predpokladaft, Ze cesta zacina a konc¢i v meste ¢.1.

Aké hodnoty pre ¢, ¢, U?

c(A)

—ak A je list, potom c(A) je dizka cesty definovanej cestou z koreiia do listu A
—ak A nie je list, tak ¢(A) je cena minimalnej ceny listu v podstrome s korefiom A

Jednoduchy odhad ¢(z) je zaloZeny na tzv. redukovanej matici. Hovorime, 7e

— riadok(stlpec) matice je redukovany, ak obsahuje aspoii jednu 0 a ostatné
prvky st nezdporné;

— matica je redukovana, ak kazdy riadok a stipec, ktory obsahuje aspoii jeden
prvok rézny od oo, je redukovany.

Preco nés zaujima redukovana matica? Nech A je matica cien grafu. Uvedomme
si, ze kazda cesta obchodného cestujiceho (OC) obsahuje prave jednu hranu A(i, j)
pre i = k a prave jednu hranu A(i, j) pre j = k. Preto ked odpocitame konstantu
t od kazdého prvku v jednom riadku (resp. stipci) matice cien A, kazda cesta OC
sa skrati prave o t. Nemeni sa ale relativny vztah ciest. Minimalna cesta ostava
minimé&lnou.

Kazdému bodu stavového priestoru priradime redukovanii maticu a cenu nasledov-
nym sposobom:

2Tento prblém je NP-tiplny, ¢o znamen, ze mame dost dévodov sa domnievat, Ze prefi neexis-
tuje polynomidlny algoritmus.
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Algoritmus 9 LC-B&B - Redukcia
Nech A je (aktualna )matica cien grafu, r oznatuje cenu redukcie

1: najdi minimum r; v riadku ¢ = 1,...,n. Nech je to prvok A(4, j) na pozicii (¢, j)

2: T =T+

3: odpoditaj r; od kazdého prvku v riadku i. Tym na mieste A(i,j) vznikne
hodnota 0

4: ak nevznikla redukovana matica, postupuj analogicky d'alej po tych stipcoch,
ktoré nie su redukované, az kym neziskas redukovani maticu

e Korefiu priradime maticu red(A), ktora vznikla z matice cien vySsie popisa-
nym Algoritmom 9. Cena tohto vrchola je cena redukcie, ktorou sme vyrobili
redukovani maticu v koreni. Uvedomme si, ze uvedend hodnota odpoveda
tomu, Ze sa snazime z kazdého vrchola odist po najkratSej hrane.

e Nech O je otec a S jeho syn taky, Ze odpoveda zaradeniu hrany (i, j) do cesty
OC. Zaradenie hrany (i,7) do cesty OC znamena, Ze

— nesmieme viac pouZzit hranu odchédzajicu z i. Preto kazdy prvok v i-tom
riadku nastavime na oo

— nesmieme viac pouzit hranu prichadzajiucu do j. Preto kazdy prvok v
stlpci j nastavime na oo

— ak eSte nechceme ist do 1, nastavime A(j,1) = oo

Takto vznikla nova matica cien A; ;, ktord nemusi byt redukovana. Zredukuj-
me ju, ¢im ziskame maticu red(4;;), ktort priradime vrcholu S. Nech r(3, j)
je cena redukcie matice A;; na red(A;;) (redukujeme riadky a stipce okrem
tych, ktoré obsahuju samé oo).

Potom ¢(S) = ¢(0) + A(i,5) + (4, )

Postupujeme teda tak, ze vypocitame redukovanii maticu a cenu pre kazdého syna
(branch) a pohneme sa do toho syna, ktory mé& minimalnu cenu (LC).

Poznamka: Namiesto pisania hodnot co mozme odpovedajici riadok a stipec z
matice odstranit. V tomto pripade bude matica odpovedat uz len podgrafu indu-
kovanému doteraz nezaradenych vrcholov.

Analogicky mozme zvazit rozhodnutie o nezaradeni hrany (i, j) do cesty OC.

e ak X je otec a P jeho syn taky, 7ze odpoveda nezaradeniu hrany (i, j) do cesty
OC, tak maticu A musime modifikovat nasledovne

— kedZe hranu (i, j) viac nemame pouzit, nastavime A(i, j) = oo redukcia.

Takto vznikla nova matica B, ktori musime zredukovat. Uvedomme si, Ze budeme
redukovat len v tom pripade, ak povodna hodnota A(i, j) = 0. Redukovant maticu
B’ priradime vrcholu P a cenou bude ¢(P) = ¢(X) + r(i,4), kde r(i,j) je cena
redukcie potrebné na ziskanie redukovanej matice B’.

Teraz uz moézme uvazovat aj iné stratégie
e vyber hranu, ktorej nezaradenie vedie k maximéalnej cene

e vyber hranu, pri ktorej je maximalny rozdiel medzi cenou zaradenia ¢(L) a
cenou ¢(P) nezaradenia danej hrany do cesty OC
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3.4 0/1 Plnenie batoha

Vysvetlili sme, ako metédu LC-B&B pouzivame na rieSenie minimaliza¢nych prob-
lémov. Je moZzné ju pouZif aj na rieSenie problém 0/1 plnenia batoha, ktory je
maximalizaény? Lahko vidno, 7e 4no. Maximalizovat Z?zl pix; je ekvivalentné
minimalizovaniu — Y1 | p;z;.

Pouzime statickt reprezentaciu stavového priestoru (zaradenie x; odpoveda 1-hrane,
nezaradenie z; 0-hrane). Zrejme

7271 T k list s . tné rieseni
i=1 iPiy a. 1ST X reprezentuje pripustne riesenie

c(x)=¢ oo, ak list x neodpoved4 pripustnému rieSeniu
min{c(0syn(z)), c(1syn(z))}, ak x je vniatorny vrchol

Budeme pouzivat dva odhady - ¢(z) a u(z) - také, 7e
(z) < e(x) < ulx)

Ako tieto odhady ziskame? Ak z je vrchol na trovni j, tak cesta z korena don urcuje
nastavenie pre z;,1 < i < j. Zrejme

j—1
c(x) < = mip;
1=1

a preto ako horny odhad ur¢ite moézme pouzit u(z) = 723;11 x;p;. VylepSeny
horny odhad ziskame algoritmom 10; pre ¢ = — >, _, ; pi; pouZijeme

u(z) =UBOUND(q, Y wiz;,j—1,M)

1<i<j

Algoritmus 10 UBOUND (p,w,k,M)
P—p,W —w
for : — k+1tondo

ifW4+w, <Mthen W — W +w;; P+— P —p;
return(P)

K urceniu dolného odhadu ¢(x) si viimnime Algoritmus 11. Horny odhad na profit
je ziskany simulovanim greedy pristupu k rieSeniu (maximaliza¢nej verzie) problému
za predpokladu, ze 2- > f;—ill LCahko vidno, Ze

~BOUND(—q, > wixi,j—1,M) < c(x)

1<i<j

preto ako dolny odhad pouzijeme

() = —=BOUND(-q, Y wzi,j—1,M)

1<i<y
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Algoritmus 11 BOUND(p,w,k,M)

p aktualny profit

w aktudlny siacet vah

k index posledne odstraneného prvku
M velkost batoha

vysledkom je novy profit
P—pW—uw
for i +— k to n do
if W< M then P+— P +p,
else return(P + (1 — M) X pi)

w;
return(P)




