
Kapitola 7Trieda NP a NP-úplnos´O význame triedy P ako triede prakti
ky rie²ite©ný
h problémov sme uº hovorili.Videli sme, ºe polynomiálny £as je taká vlastnos´ problémov, ktorá je nezávislá odvýberu výpo£tového modelu, pokia© sa hýbeme v prvej po£íta£ovej triede. Triedu
P rozhodne m�ºme povaºova´ za triedu prakti
ky rie²ite©ný
h úloh. (Nesk�r do²lo kposunu � za prakti
ky rie²ite©né povaºujeme aj pravdepodobnostné a aproxima£néalgoritmy polynomiálnej zloºitosti.)Je ve©a taký
h úloh, pre ktoré nepoznáme determinist
ké polynomiálne rie²enie;v²etky známe deterministi
ké algoritmy sú exponen
iálnej zloºitosti, £asto zaloºenéna preberaní v²etký
h moºností. Mnohé z ni
h sú v²ak také, ºe ak poznáme rie²enie,jeho správnos´ vieme overi´ v polynomiálnom £ase. Tak sme sa inak dostali k triede
NP - sú to problémy, ktorý
h rie²enie vieme overi´ v polynomiálnom £ase. Rie²eniesamotného problému moºno vyjadri´ ako "uhádni a over". Z tohto poh©adu jeotázka vz´ahu P?NP vlastne otázkou�£o je ©ah²ie, nájs´ rie²enie alebo overi´ jehosprávnos´?Nedeterminizmus priniesol do rie²enia problémov novú kvalitu. Ho
i po
hopenietohto kon
eptu nie je jednodu
hé, nedeterministi
ké rie²enia�algoritmy�sú £astozrozumite©nej²ie, elegantnej²ie. Vzh©adom na simulá
ie z pred
hádzaju
ej £asti vie-me, ºe pre
hod od nedeterminizmu k determinizmu nás m�ºe stá´ aº exponen
iálnynárast £asu. Je to nutné? Sú problémy rie²ite©né v nedeterministi
om polynomiál-nom £ase tak ´aºké, ºe sa nedajú rie²i´ v polynomiálnom deterministi
kom £ase?Otázka vz´ahu tried P a NP patrí k tým najvýznamnej²ím. Vä£²ina informati-kov predpokladá, ºe P 6= NP a namiesto rie²enia vz´ahu tý
hto dvo
h tried sasústre¤ujeme sk�r na to, ako rie²i´ tie problémy, ktoré sú ´aºké.Kedy hovoríme, ºe problém je ´aºký? Napr. vtedy, ak nepatrí do P . Dokáza´v²ak o konkrétnom probléme, ºe nepatrí do triedy P , je nesmierne obtiaºne. Uvi-díme, ºe existuje "nástroj", pomo
ou ktorého pre mnohé problémy pomerne ©ahkoukáºeme, ºe sa za predpokladu P 6= NP v polynomiálnom deterministi
kom £aserie²i´ nedajú. Týmto nástrojom sú NP-úplné problémy.K £omu je to dobré? Ak to nejde deterministi
ky polynomiálne, treba z nie£ohoz©avi´�aproxima£né, pravdepodobnostné, heuristi
ké rie²enia.7.1 Reduk
ie, NP-úplnos´Ukáºeme, ºe NP-úplné problémy sú "naj´aº²ie" problémy v triede NP . Za£nimede�ní
iami reduk
ií, ktoré umoº¬ujú porovnáva´ obtiaºnos´ problémov.87



88 KAPITOLA 7. TRIEDA NP A NP-ÚPLNOS�polynomiálna re-duk
ia L L′

De�ní
ia 7.1 Jazyk L sa nazýva polynomiálne redukovate©ný na jazyk L′, ak exis-tuje polynóm p a p(n)-£asovo ohrani£ený DTS M taký, ºe M prepí²e kaºdý vstupnýre´aze
 w ∈ Σ∗
L na re´aze
 w′ ∈ Σ∗

L′ tak, ºe w ∈ L ⇔ w′ ∈ L′.NP-´aºký, NP-úplný jazyk De�ní
ia 7.2 Jazyk L0 sa nazýva NP-´aºký,ak ∀L ∈ NP : L je polynomiálne re-dukovate©ný na L0. Ak navy²e L0 ∈ NP tak je jazyk NP-úplný.Triedu NP-úplný
h problémov budeme ozna£ova´ NPÚ.O význame NP -úplný
h problémov hovorí nasledujú
a veta, najmä podmienka 2.Veta 7.11. Ak existuje NP−úplný jazyk L, ktorý navy²e patrí do triedy P , tak P = NP2. Ak P 6= NP , tak trieda NP−úplný
h problémov patrí do rozdielu NP \ PD�kaz:
1. vyplýva z tranzitívnosti relá
ie polynomiálnej redukovate©nosti a z vlastnostískladania polynómov.
2. je d�sledkom 1.

2Z vety vidno, ºe ak 
h
eme ukáza´ rovnos´ tried P = NP , sta£í pre jediný NP-úplnýproblém nájs´ deterministi
ký polynomiálny algoritmus.Naopak � ak prijmeme hypotézu , ºe P 6= NP , je d�kaz NP -úplnosti d�kazomtoho, ºe problém je z NP \ P . Takto nám pojem NP -úplnosti poskytuje moºnos´alternatívneho "d�kazu" toho, ºe problém nie je prakti
ky rie²ite©ný.Existuje aj iná de�ní
ia NP -úplnosti, s ktorou sa stretávame v prípade problémov,ktoré nie sú rozhodova
ie.De�ní
ia 7.3 Problém L0 z NP je NP -úplný, ak z existen
ie algoritmu polyno-miálnej zloºitosti T (n) rie²ia
eho L0 vyplýva existen
ia algoritmu zloºitosti pL(T (n))pre kaºdý problém L ∈ NP , pri£om pL je polynóm, ktorý závisí od L.Pri dokazovaní NP-úplnosti robí problém najmä d�kaz toho, ºe problém je NP-´aºký.Tu vyuºijeme tranzitivitu relá
ie "by´ polynomiálne redukovate©ný".Ne
h problém L0 ∈ NP je NP-úplný. Potom ho m�ºme vyuºi´ pri d�kaze NP -NP-úplnos´reduk
iou úplnosti problému L nasledovne:1. ukáºeme, ºe L ∈ NP2. ukáºeme, ºe L0 je polynomiálne transformovate©ný na L; toto dokazuje poly-nomiálnu redukovate©nos´ ©ubovo©ného L′ na L (pre£o?)K pouºitiu tohto prístupu v²ak potrebujeme nejaký problém, o ktorom uº vieme,ºe je NP -úplný. NP-úplnos´ prvého problému musíme dokáza´ pod©a de�ní
ie.7.2 NP-úplnos´ problému splnite©nosti BFHlavným výsledkom tejto £asti je Cookova veta, ktorá o probléme splnite©nostiboolovskej formuly dokáºe, ºe je NP-úplný.De�ní
ia 7.4 Boolovskou formulou(BF) nazveme výrazy



7.2. NP-ÚPLNOS� PROBLÉMU SPLNITE�NOSTI BF 89
• x,¬x

• ak p, q sú boolovské formuly, tak aj (p ∨ q), (p ∧ q),¬p sú boolovské formuly
• iné boolovské formuly nie súNe
h BF je Boolovská formula n premenný
h x1, . . . , xn; ozna£ujeme BF (x1, . . . , xn).Hovoríme, ºe BF je splnite©ná, ak existuje také priradenie hodn�t 0, 1 premenným

x1, . . . , xn, pri ktorom BF nadobúda hodnotu 1Problém splnite©nosti BFVstup: Boolovská formula BF , resp. re´aze
, ktorý ju kódujeVýstup: 1, ak je formula splnite©ná0 inakPod©a potreby a kontextu bude SAT ozna£ova´ alebo problém splnite©nosti BFalebo triedu spnite©ný
h BF.Veta 7.2 (Cook) Problém splnite©nosti BF je NP -úplnýD�kaz: Príslu²nos´ problému splnite©nosti do NP ukáºeme kon²truk
iou NTS, ktorýho rie²i.� ne
h vstupom je BF (x1, . . . , xn); ne
h m ozna£uje d¨ºku vstupu� DTS uhádne priradenie hodn�t α1, . . . , αn premenným x1, . . . , xn(pre
hádzaním po vstupnej páske si na pra
ovnú pásku zapisuje premenné aim uhádnuté hodnoty; £asová zloºitos´ O(m2))� dosadí uhádnuté priradenie hodn�t α1, . . . , αn do BF(pre
hádzaním po vstupnej páske opisuje na druhú pra
ovnú pásku BF zovstupu, pri£om namiesto jednotlivý
h premenný
h pí²e hodnoty; £asová zlo-ºitos´ O(m2))� vyhodnotením BF s dosadenými hodnotami overí, £i BF (α1, . . . , αn) = 1;£asová zloºitos´ O(m2)

L ∈ NP ⇒ L je polynomiálne redukovate©ný na SAT K d�kazu tejto£asti treba skon²truova´ DTS polynomiálnej zloºitosti, ktorý pri vstupe w v £asepolynomiálnom skon²truuje BF tak, ºe w ∈ L ⇔ BF ∈ SAT . Ak pri kon²truk
iiDTS vyuºijeme len tie vlastnosti/znalosti o jazyku L, ktoré sú spolo£né v²etkýmjazykom z NP , bude táto kon²truk
ia platná pre v²etky jazyky z NP .Ak L ∈ NP , potom existuje NTS M rozpoznávajú
i L; L = L(M). O NTS Mm�ºme bez ujmy na v²eobe
nosti predpoklada´:
• NTSM je jednopáskový
• vstupná abe
eda Σ = {0, 1}

• abe
eda symbolov Γ = {1, 2, . . . , s}; pritom predpokladáme, ºe (napr) 1 ozna-£uje B (blank)
• mnoºina stavov je K = {1, 2, . . . , q}; ne
h 1 je po£iato£ný stav, q kon
ovýak
eptujú
i
• £asová zloºitos´ stroja M je zhora ohrani£ená polynómom p(n)



90 KAPITOLA 7. TRIEDA NP A NP-ÚPLNOS�O výpo£te C = C1, C2, . . . , CT NTS M m�ºme bez ujmy na v²eobe
nosti predpo-klada´, ºe
• je d¨ºky presne p(n)

• kaºdá kon�gurá
ia je ve©kosti p(n) - uvaºujeme teda aj prípadne "blanky"Booleovská formula BFw vytvorená DTS k vstupnému slovu w (pri znalosti popisu
NTS M) bude pouºíva´ tri skupiny premený
h. Ak za�xujeme nejaký konkrétnyvýpo£et NTS M C = C1, C2, . . . , Cp(n), moºno sa na tieto premenné pozera´ akona predikáty.
C(i, j, t), 1 ≤ i ≤ p(n), 1 ≤ j ≤ s, ?je pravda, ºe vo výpo£te C je v £ase t

0 ≤ t ≤ p(n) na i-tom polí£ku symbol j?
S(k, t), 1 ≤ k ≤ q,≤ t ≤ p(n) ?je pravda, ºe vo výpo£te C je v £ase tstroj v stave q?
H(i, t), 1 ≤ i ≤ p(n), 0 ≤ t ≤ p(n) ?je pravda, ºe vo výpo£te C je v £ase thlava na i-tom polí£ku?Máme tak O(p2(n)) premenný
h, na zápis kaºdej z ni
h sta£í priestor O(log n).Ne
h Q0, Q1, . . . , Qp(n) je popis postupnosti kon�gurá
ií. Tento popis je korektnýmpopisom ak
eptujú
eho výpo£tu, ak platí nasledujú
i
h 7 podmienok:1. Q0 je po£iato£ná kon�gurá
ia2. V kaºdom £ase je hlava na práve jednom polí£ku3. V kaºdom £ase je stroj práve v jednom stave4. V kaºdom £ase je na kaºdom polí£ku pásky práve jeden symbol5. Mení sa len to polí£ko, na ktorom je nastavená hlava6. Zmena sa deje pod©a pre
hodovej funk
ie7. Posledná kon�gurá
ia je ak
eptujú
aTeraz popí²eme výslednú formulu BFw. Táto vznikne ako logi
ký sú£in formúlABCDEFG. Pri kon²truk
ii tý
hto podformulí vyuºijeme predikát

U(y1, y2, . . . , yn) = (y1 ∨ y2 ∨ . . . ∨ yr) ·
∏

i6=j

(¬yi ∨ ¬yj)ktorý nadobúda hodnotu 1 práve vtedy, ke¤ práve jedna z premenný
h y1, . . . , yrnadobúda hodnotu 1. Uvedomme si, ºe zápis U(y1, . . . , yr) je len ozna£enie formuly,ktorá pouºíva O(r2) premenný
h a symbolov.K 1. Q0 je po£iato£ná kon�gurá
ia
A = S(1, 0) ∧ H(1, 0) ∧

∏

1≤i≤n

C(i, wi, 0) ∧
∏

n<i≤p(n)

C(i, 1, 0)K 2. V kaºdom £ase je hlava na práve jednom polí£ku Za�xujme £as t.Potom
Bt = U(H(1, t), . . . , H(p(n), t))



7.2. NP-ÚPLNOS� PROBLÉMU SPLNITE�NOSTI BF 91Ke¤ºe podmienka má plati´ v kaºdom £asovom okamihu,
B =

∏

0≤t≤p(n)

BtK 3. V kaºdom £ase je stroj práve v jednom stave
C =

∏

0≤t≤p(n)

U(S(1, t), . . . , S(q, t))K 4. V kaºdom £ase je na kaºdom polí£ku pásky práve jeden symbolZa�xujme najprv £as t a polí£ko i

Di,t = U(C(i, 1, t), . . . , C(i, s, t))Podmienka má plati´ v kaºdom £asovom okamihu a na kaºdom polí£ku, preto
D =

∏

1 ≤ p(n)
0 ≤ t ≤ p(n)

Di,tK 5. Mení sa len to polí£ko, na ktorom je nastavená hlavaTo znamená, ºe alebo je obsah polí£ka v dvo
h po sebe idú
i
h £asový
h okamiho
hrovnaký, alebo na ¬om bola nastavená hlava. Za�xujme najprv £as, polí£ko ajsymbol
Ei,j,t = (C(i, j, t) ≡ C(i, j, t + 1)) ∨ H(i, t)Podmienka má plati´ v kaºdom £ase (pre kaºdé polí£ko a symbol)

E =
∏

1 ≤ i ≤ p(n)
0 ≤ t ≤ p(n)
1 ≤ j ≤ s

Ei,j,tK 6. Zmena sa deje pod©a pre
hodovej funk
ieZa�xujme £as t, polí£ko i, symbol j a stav k. Tieto ²tyri hodnoty spolu alebo súvisia� v £ase t je stroj v stave k, hlavu má na polí£ku i a na tomto polí£ku je symbol jalebo spolu nesúvisia. Ne
h
δ(j, k) = {(j1, k1, pos1), . . . (jm(j,k), km(j,k), posm(j,k))}Potom

Fi,j,k,t = ¬C(i, j, t)∨¬S(k, t)∨¬H(i, t)∨
∑

1≤l≤m(j,k)

C(i, jl, t+1)∧H(i+posl, t+1)∧S(kl, t+1)Podmienka platí pre v²etky hodnoty i, j, k, t

F =
∏

1 ≤ i ≤ p(n)
0 ≤ t ≤ p(n)

1 ≤ j ≤ s, 1 ≤ k ≤ q

Fi,j,k,tK 7. Posledná kon�gurá
ia je ak
eptujú
aPri platnosti pred
hádzajú
i
h podmienok to znamená, ºe psledný stav má by´ak
eptujú
i
G = S(q, p(n))



92 KAPITOLA 7. TRIEDA NP A NP-ÚPLNOS�Výstupom DTS je teda výsledná formula BFw = A ∧ B ∧ C ∧ D ∧ E ∧ F ∧ G.Vzh©adom k tvaru podformúl A, B, C, D, E, F, G je zrejmé, ºe £asová zloºitos´ DTSje polynomiálna vzh©adom na ve©kos´ výslednej BFw . Sústredíme sa preto len nave©kos´ BFw.
A O(p(n) log n)
B O(p3(n) log n)
C O(q2p(n) log n)
D O(s2p(n) log n)
E O(p2(n)s · log n)
F O(p2(n)s · q · M · log n), kde M = max{m(i, j)}
G O(log n)Výsledná ve©kos´ BFw je O(p3(n) log n). E²te ostáva ukáza´, ºe w ∈ L ⇔ BFw ∈

SAT .
w ∈ L

m

∃ak
eptujú
i výpo£et Q = Q0, Q1, . . . , Qp(n)

mpriradenie hodn�t premenným C(i, j, t), S(k, t), H(i, t), pod©a predpisu
C(i, j, t) = 1 ⇔ je pravda, ºe vo výpo£te Q je na i-tom polí£ku v £ase t symbol j

S(k, t) = 1 ⇔ je pravda, ºe vo výpo£te Q je v £ase t stroj v stave q

H(i, t) = 1 ⇔ je pravda, ºe vo výpo£te Q je v £ase t hlava na i-tom polí£kuzabezpe£uje, ºe BFw(C(i, j, t), S(k, t), H(i, t)) = 1

2Ke¤ ºe vytvorenú formulu BFw vieme v polynomiálnom £ase previes´ na formuluv tvare KNF , dostávame nasledujú
i d�sledok.D�sledok 7.3 Problém splnite©nosti formuly v tvare KNF je z NP .7.3 Niektoré NP-úplné problémyKe¤ uº máme NP-úplný problém, metódou reduk
ie ukáºeme NP-úplnos´ aj o nie-ktorý
h ¤al²í
h.Problém 3 splnite©nostiVstup: formula 3BF v tvare 3KNF = F1 ∧ F2 ∧ . . . ∧ Fq, Fi = xσi1
i1

∨ x
σi2

i2
∨ x

σi3

i3Výstup: 1 ⇔ 3BF ∈ SATProblém k-klikyVstup: G = (V, E), k ∈ NVýstup: 1 ⇔ G obsahuje úplný podgraf o k vr
holo
h



7.3. NIEKTORÉ NP-ÚPLNÉ PROBLÉMY 93Problém k-pokrytiaVstup: G = (V, E), k ∈ NVýstup: 1 ⇔ ak existuje mnoºina vr
holov S, S ⊆ V , mohutnosti k tak,ºe ∀(u, v) ∈ E : (u ∈ S alebo v ∈ S)Problém k-zafarbite©nostiVstup: G = (V, E), k ∈ NVýstup: 1 ak mnoºinu vr
holov V vieme zafarbi´ k farbami tak,ºe ºiadna hrana nemá oba kon
e rovnakej farby.Problém HKVstup: G = (V, E)Výstup: 1 ⇔ G obsahuje hamiltonovskú kruºni
u(jednodu
hý 
yklus pre
hádzajú
i 
ez kaºdý vr
hol grafu)Veta 7.4 Problém 3-splnite©nosti je NPÚ.D�kaz: Tvrdenie dokazujeme reduk
iou z problému splnite©nosti formuly v tvareKNF.3-Splnite©nos´ ∈ NP vlastne netreba dokazova´, pretoºe v²ebe
ný problém spl-nite©nosti je z NP .Polynomiálna reduk
ia KNF splnite©nosti na 3 splnite©nos´: Ne
h KNFje formula v tvare KNF. Bez ujmy na v²eobe
nosti m�ºme predpoklada´, ºe je toformula tvaru (x1 ∨ . . . ∨ xn). Uvaºujme formulu
3BF = (x1∨x2∨y1)∧(y1∨x3∨y2)∧ . . .∧(yi−2∨xi∨yi−1)∧ . . .∧(yn−3∨xn−1∨xn)kde yj sú nové premenné. Túto formulu zrejme na TS vytvoríme v £ase polyno-miálnom od ve©kosti p�vodnej formuly BF. BF −→ 3BFBF ∈ SAT Ne
h α = (α1, . . . , αn) je sp¨¬ajú
i vektor hodn�t, na ktorom
BF (α) = 1. Potom existuje také i, ºe v α je xi = 1. De�nujme vektor hodn�t
β premenný
h y1, . . . , yn−3







yj = 1 pre j ≤ i − 2

yj = 0 pre i − 2 < j ≤ n − 3,Potom 3BF (α, β) = 1. 3BF−→BF3BF ∈ SAT Ne
h α = (α1, . . . , αn) je vektor hodn�t, na ktorom 3BF (α) = 1.Sta£í ukáza´, ºe existuje i také, ºe pre α = α1, . . . , αn, i = 1. Postupujme sporom.Ne
h by xi = 0 pre kaºdé i. Ke¤ºe 3BF (α) = 1, musí plati´:
yn−3 = 0 ⇒ yn−2 = 0 ⇒ . . . ⇒ y1 = 0To ale znamená, ºe (x1 ∨ x2 ∨ y1) = 0, £o je spor s predpokladom, ºe 3BF (α) = 1.

2Veta 7.5 Problém k-kliky je NPÚ.



94 KAPITOLA 7. TRIEDA NP A NP-ÚPLNOS�D�kaz: Tvrdenie dokazujeme reduk
iou z problému splnite©nosti formuly v tvareKNF. �as´ problém k-kliky je z NP prene
hávame £itate©ovi.Reduk
ia spo£íva v dvo
h kroko
h - k vstupnej formule F = F1 ∧ F2 ∧ . . . ∧ Fqzostrojíme v polynomiálnom £ase graf G = (V, E), o ktorom dokáºeme, ºe obsahuje
q-kliku práve vtedy, ke¤ formula F je splnite©ná.Kon²truk
ia grafu G Ne
h F = F1 ∧F2 ∧ . . .∧Fq, Fi = xi1 ∨ xi2 ∨ . . .∨ xik(i).
V = {[i, j] | 1 ≤ i ≤ q, 1 ≤ j ≤ k(i)}. Prvá zloºka ukazuje na i-tu elementárnudisjunk
iu, druhá zloºka na literál na j-tej pozí
ii.
E = {([i, j], [k, l]) | i 6= k, xij 6= ¬xkl To znamená

([i, j], [k, l]) ∈ E, xij = xσm

m , xkl = xσt

t m = t ⇒ σm = σtJe zrejmé, ºe tento popis vieme na DTS vytvori´ v polynomiálnom £ase.
F −→ G F je splnite©ná Ne
h formula F je splnite©ná. Potom existuje súbor hodn�t α ,

F (α) = 1. Ne
h xi,mi je ten literál elementárnej disjunk
ie Fi, ktorý sa vyhodno
ujena 1. Tvrdíme, ºe mnoºina vr
holov {[i, mi], 1 ≤ i ≤ q} tvorí kliku v grafe G. Kd�kazu sta£í overi´, ºe ∀i 6= j tvorí dvoji
a vr
holov [i, mi], [j, mj] hranu v grafe G.Ne
h by existovali také i 6= j, ºe ([i, mi], [j, mj]) /∈ E. Ke¤ºe i 6= j, znamená to, ºe
xi,mi = ¬xj,mj . To je ale v spore s faktom, ºe xi,mi = xj,mj = 1

G −→ F G obsahuje q-kliku Ne
h q-kliku tvorí mnoºina vr
holov {[i, mi]1 6= i 6= q}.Vytvorme dve mnoºiny premenný
h
S1 = {y | y = xi,mi, y je premenná, 1 ≤ i ≤ q}
S0 = {y | y = ¬xi,mi, y je premenná, 1 ≤ i ≤ q}Sporom ukáºeme, ºe S1∩S0 = ∅. Ak by ∃i 6= j také, ºe xi,mi = y = ¬xj,mj , potomby platilo, ºe ([i, mi], [j, mj]) /∈ E.Potom pre vektor hodn�t α, ktorý vznikne tak, ºe y = h ak y ∈ Sh, h = 0, 1 platí:

F (α) = 1

2Cvi£enie 7.1 Reduk
iou z problému k-kliky dokáºte, ºe problém k-pokrytia je NPÚ.Veta 7.6 Problém k-zafarbite©nosti je NPÚ.D�kaz: Tvrdenie dokazujeme reduk
iou z problému 3splnite©nosti. To, ºe problémk-zafarbite©nosti patrí do NP prene
hávame £itate©ovi.Reduk
iu spravíme v dvo
h kroko
h - k danej vstupnej formule F = F1 ∧ . . . ∧ Ftnad premennými x1, . . . , xn zostrojíme graf G = (V, E), o ktorom ukáºeme, ºe F jesplnite©ná práve vtedy ke¤ G je (n + 1)-zafarbite©ný.kon²truk
ia G Graf G budeme kon²truova´ tak, aby sme vynútili pouºitie n farieb (úplný graf na
n vr
holo
h) a aby sta£ila jedna ¤al²ia farba práve vtedy, ak je formula splnite©-ná. Farbenie touto novou farbou bude odpoveda´ priradeniu hodnoty 0 príslu²nejpremennej.
V = {xi,¬xi, vi, 1 ≤ i ≤ n} ∪ {Fi, 1 ≤ i ≤ t}

E = {(vi, vj) i 6= j} ∪
{(vi, xj), (vi,¬xj) i 6= j} ∪
{(xi,¬xi)} ∪
{(xi, Fj) | xi nie je termom Fj} ∪
{(¬xi, Fj) | ¬xi nie je termom Fj}



7.3. NIEKTORÉ NP-ÚPLNÉ PROBLÉMY 95V²imnime si, ºe vr
holy v1, . . . , vn tvoria úplný podgraf, preto na i
h zafarbeniepotrebujeme n farieb. Ne
h teda vi je zafarbené i-tou farbou.Ke¤ºe oba vr
holy xi,¬xi sú spojené s kaºdým vj , j 6= i, m�ºme pri farbení vr
holov
xi,¬xi pouºíva´ i-tu farbu. Navy²e je ale kaºdý vr
hol xi spojený s vr
holom ¬xi,preto potrebujeme novú farbu � nazvime ju s. Takºe z dvoji
e xi,¬xi je jedenvr
hol zafarbený i-tou farbou a druhý farbou s. Uvedomme si, ºe ak 
h
eme graffarbi´ minimálnym po£tom farieb, je popísané farbenie "jednozna£né".Ostáva farbenie vr
holov/termov. �o vieme o Fj? Fj je elementárna disjunk
iatro
h termov. Ak teda n ≥ 4, pre kaºdé j existuje i(j) také, ºe Fj je spojený aj s
xi(j) aj s ¬xi(j). To vylu£uje pouºitie farby s na farbenie vr
hola Fj .Ukáºeme, ºe pri farbení vr
holov Fj nepotrebujeme ¤al²iu farbu právevtedy, ak F je splnite©ná formula.Ne
h Fj obsahuje literál y, pri£om ¬y je zafarbený farbou s. Potom Fj nie jespojený so ºiadnym iným vr
holom, ktorý má rovnakú farbu ako y (y má i-tufarbu - rovnako ako vi, ktoré je spojené s kaºdým ¤al²ím xr, resp. ¬xr. Pretoºiaden z vr
holov, s ktorými je spojený Fj , nem�ºe ma´ farbu ako vi ). V takomtoprípade m�ºeme Fj zafarbi´ rovnakou farbou ako y. Ak budeme zafarbenie farbou
s povaºova´ za priradenie hodnoty 0 a zafarbenie farbou 1, 2, . . . , n za priradeniehodnoty 1, dostávame

Fj m�ºe by´ zafarbené bez pouºitia ¤al²ej farby
m

∃ priradenie (n + 1) farieb literálom tak, ºe ∀ elementárna disjunk
ia obsahujeliterál y taký, ºe ¬y má priradenú farbu s

mak moºno priradi´ hodnoty premenným tak, ºe ∀ elementárna disjunk
ia obsahuje
y = 1 (¬y má farbu s, ¬y = 0)

mF je splnite©ná
2Veta 7.7 Problém HK je NPÚD�kaz: Tvrdenie budeme opä´ dokazova´ reduk
iou - tentokrát z problému vr
holo-vého pokrytia. Príslu²nos´ problému HK do NP ne
hávame £itate©ovi ako 
vi£enie.Reduk
iu problému spravíme v dvo
h kroko
h � k vstupnému neorientovanému gra-fu G = (V, E) a prirodzenému £íslu k zostrojíme orientovaný graf GD = (VD, ED),o ktorom ukáºeme, ºe GD má HK práve vtedy, ke¤ G má vr
holové pokrytie mo-hutnosti k. kon²truk
ia GDVD = {a1, a2, . . . , ak} ∪ {[v, e, b] | v ∈ V, e ∈ E, b ∈ {0, 1}, v in
identný s e}

ED : Ku kaºdému vr
holu vi ∈ V m�ºme priradi´ usporiadaný zoznam hrán
fi1, . . . , fip(i) s ním in
identný
h; pre vr
hol vi ne
h p(i) ozna£uje po£et hrán in
i-dentný
h s vi. Potom do ED pridávame hrany
∀j, i aj → [vi, ei1, 0], ei1 je prvá na zozname pre vi

[vi, eip(i), 1] → aj , eip(i) je posledná na zozname pre vi



96 KAPITOLA 7. TRIEDA NP A NP-ÚPLNOS�Kaºdá hrana (vi, vj) ∈ E sp�sobí vznik podgrafu o 4 vr
holo
h
[vi, eij, 0] ⇄ [vj , eji, 0] A ⇄ B

↓ ↓ ↓ ↓
[vi, eij, 1] ⇄ [vj, eji, 1] C ⇄ Dpokrytie −→ HK Ne
h v1, . . . , vk tvoria pokrytie v G. Ukáºeme, ºe v grafe GD existuje HK. Uvaºujmenajprv kruºni
u

K = a1, [v1, f11, 0], [v1, f11, 1], . . . , [v1, f1p(1), 0], [v1, f1p(1), 1],
a2, [v2, f21, 0], . . . , , [v2, f2p(2), 1],
. . .
ak, [vk, fk1, 0], . . . , [vk, fkp(k), 1], a1Ak ostali nejaké nezaradené vr
holy [vj , eij , 0], [vj , e)ij, 1], tak vr
hol vi je z pokrytia(pre£o?). Vtedy modi�kujeme K tak, ºe úsek

[vi, eij , 0], [vi, eij , 1]nahradíme
[vi, eij , 0], [vj , eij , 0], [vj , eij , 1], [vi, eij , 1]Týmto sp�sobom zaradíme v²etky doteraz nezaradené vr
holy a na záver bude Ktvori´ HK.HK −→ pokrytie Ne
h v GD existuje HK K. Vr
holy a1, . . . , ak rozde©ujú K na k úsekov (kv�lijednodu
hosti predpokladajme, ºe a1, . . . , ak je to poradie, v ktorom sa tieto vr
holyvyskytujú na K ). Vzh©adom k tomu, ºe ak vojdeme do vr
hola A (obr. vy²²ie) jepre
hod ²tvori
ou vr
holov A, B, C, D v HK moºný jedine dvomi sp�sobmi - ABCDalebo AD, de�nuje kaºdý úsek medzi ai a ai+1 vlastne jeden vr
hol z pokrytia;kaºdému takémuto úseku moºno priradi´ vr
hol vt ∈ V taký, ºe kaºdý vr
hol z tohtoúseku je tvaru [vt, etj, 0], [vt, etj , 1] alebo [vi, etj , 0], [vi, etj , 1]. Týmto sp�sobom HK

K de�nuje v grafe G vr
holové pokrytie mohutnosti nanajvý² k.
2


