Kapitola 7

Trieda NP a NP-uplnost

O vyzname triedy P ako triede prakticky riesitelnych problémov sme uz hovorili.
Videli sme, ze polynomialny ¢as je taka vlastnost problémov, ktora je nezéavisla od
vyberu vypoc¢tového modelu, pokial sa hybeme v prvej pocitacovej triede. Triedu
P rozhodne mozme povazovat za triedu prakticky riegitelnych uloh. (Neskor doglo k
posunu — za prakticky riesitelné povazujeme aj pravdepodobnostné a aproximatné
algoritmy polynomialnej zlozitosti.)

Je vela takych tloh, pre ktoré nepozname deterministcké polynomiélne rieSenie;
vSetky zname deterministické algoritmy st exponencialnej zlozitosti, ¢asto zalozené
na preberani vietkych moznosti. Mnohé z nich sa vsak také, ze ak pozname riesenie,
jeho spravnost vieme overit v polynomidlnom ¢ase. Tak sme sa inak dostali k triede
NP - st to problémy, ktorych riesenie vieme overit v polynomialnom ¢ase. RieSenie
samotného problému mozno vyjadrit ako "uhadni a over". Z tohto pohladu je
otazka vztahu P?N P vlastne otazkou——co je l'ahSie, najst rieSenie alebo overit jeho
spravnost?

Nedeterminizmus priniesol do rieSenia problémov novii kvalitu. Hoci pochopenie
tohto konceptu nie je jednoduché, nedeterministické rieSenia—algoritmy—su ¢asto
zrozumitelnejsie, elegantnejsie. Vzhl'adom na simulécie z predchadzajucej ¢asti vie-
me, 7e prechod od nedeterminizmu k determinizmu nas moze stat az exponencialny
narast ¢asu. Je to nutné? Su problémy riefitelné v nedeterministicom polynomial-
nom cCase tak tazké, Ze sa nedaju riesit v polynomialnom deterministickom cCase?
Otézka vzfahu tried P a NP patri k tym najvyznamnejsim. V&c8ina informati-
kov predpoklada, 7e P # NP a namiesto rieSenia vztahu tychto dvoch tried sa
sustred'ujeme skor na to, ako riegit tie problémy, ktoré su tazké.

Kedy hovorime, 7ze problém je tazky? Napr. vtedy, ak nepatri do P. Dokézat
vSak o konkrétnom probléme, Ze nepatri do triedy P, je nesmierne obtiazne. Uvi-
dime, Ze existuje "nastroj", pomocou ktorého pre mnohé problémy pomerne Tahko
ukizeme, 7e sa za predpokladu P # NP v polynomidlnom deterministickom ¢ase
riegit nedaju. Tymto nastrojom stu NP-tplné problémy.

K ¢omu je to dobré? Ak to nejde deterministicky polynomialne, treba z niec¢oho
zlavit—aproximacné, pravdepodobnostné, heuristické riegenia.

7.1 Redukcie, NP-tiplnost

Ukazeme, ze NP-uiplné problémy st "najtazsie" problémy v triede NP. Zafnime
definiciami redukcii, ktoré umoziiuju porovnavat obtiaznost problémov.
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Definicia 7.1 Jazyk L sa nazjva polynomialne redukovatelny na jazyk L', ak exis-
tuje polynom p a p(n)-céasovo ohraniceny DTS M taky, Ze M prepise kazdy vstupny
retazec w € ¥} na retazec w' € X}, tak, Zew € L & w' € L'.

Definicia 7.2 Jazyk Lo sa nazjva NP-tazky,ak VL € NP: L je polynomidlne re-
dukovatelnyj na Lg. Ak navySe Lo € NP tak je jazyk NP-uplny.
Triedu NP-uplngch problémov budeme oznacovat NPU.

O vyzname N P-uplnych problémov hovori nasledujica veta, najmé podmienka 2.

Veta 7.1
1. Ak ezistuje N P—iplny jazyk L, ktory navyse patri do triedy P, tak P = NP
2. Ak P # NP, tak trieda N P—1iplngch problémov patri do rozdielu NP \ P

Dokaz:
1. vyplyva z tranzitivnosti relacie polynomialnej redukovatelnosti a z vlastnosti
skladania polynémov.

2. je dosledkom 1.
O

Z vety vidno, Ze ak chceme ukéazat rovnost tried P = N P, sta¢i pre jediny NP-uplny
problém néjst deterministicky polynomialny algoritmus.

Naopak — ak prijmeme hypotézu , ze P # NP, je dokaz N P-uplnosti dokazom
toho, Ze problém je z NP\ P. Takto ndm pojem N P-tuplnosti poskytuje moZznost
alternativneho "dokazu" toho, zZe problém nie je prakticky riesitelny.

Existuje aj ina definicia N P-tplnosti, s ktorou sa stretavame v pripade problémov,

ktoré nie su rozhodovacie.

Definicia 7.3 Problém Ly z NP je N P-uplny, ak z existencie algoritmu polyno-
midlnej zloZitosti T'(n) rieSiaceho Lo vyplyva existencia algoritmu zloZitosti pr,(T(n))
pre kazdy problém L € NP, pricom py, je polynom, ktory zdvisi od L.

Pri dokazovani NP-tplnosti robi problém najmé& dokaz toho, Ze problém je NP-tazky.
Tu vyuZzijeme tranzitivitu relacie "byt polynomiélne redukovatelny".

Nech problém Lo € NP je NP-tiplny. Potom ho mézme vyuzit pri dokaze N P-
tplnosti problému L nasledovne:

1. ukdzeme, 7e L € NP

2. ukdzeme, ze Lo je polynomialne transformovatelny na L; toto dokazuje poly-
nomialnu redukovatelnost l'ubovolného L' na L (preco?)

K pouzitiu tohto pristupu v8ak potrebujeme nejaky problém, o ktorom uz vieme,
ze je N P-uplny. NP-uplnost prvého problému musime dokézat podla definicie.
7.2 NP-uplnost problému splnitelnosti BF

Hlavnym vysledkom tejto Gasti je Cookova veta, ktora o probléme splnitelnosti
boolovskej formuly dokaze, ze je NP-uplny.

Definicia 7.4 Boolovskou formulou(BF) nazveme vijrazy



7.2. NP-UPLNOST PROBLEMU SPLNITELNOSTI BF 89

® I, T
e ak p,q su boolovské formuly, tak aj (pV q), (p A q), —p st boolovské formuly

e iné boolovské formuly nie si

Nech BF je Boolovskd formula n premenngch x1, ..., zy,; oznacujeme BF (xq,...,2y,).
Hovorime, Ze BF je splnitelna, ak existuje také priradenie hodnét 0,1 premennym
T1,...,Tyn, pri ktorom BF nadobida hodnotu 1

Problém splnitel'nosti BF

Vstup: Boolovska formula BF', resp. retazec, ktory ju koduje
Vystup: 1, ak je formula splnitelné
0 inak

Podla potreby a kontextu bude SAT oznacovat alebo problém splnitelnosti BF
alebo triedu spnitelnych BF.

Veta 7.2 (Cook) Problém splnitelnosti BF je N P-iplnyg

Dokaz: Prislugnost problému splnitelnosti do NP ukédzeme konstrukciou NTS, ktory
ho riesi.

— nech vstupom je BF(x1,...,x,); nech m oznacuje dizku vstupu

— DTS uhadne priradenie hodnét ag, ..., a, premennym z1,...,x,
(prechddzanim po vstupnej paske si na pracovni pasku zapisuje premenné a
im uhadnuté hodnoty; ¢asova zloZitost O(m?))

— dosadi uhaddnuté priradenie hodnét a4, ...,a, do BF
(prechddzanim po vstupnej paske opisuje na druhu pracovnt pasku BF zo
vstupu, pricom namiesto jednotlivych premennych piSe hodnoty; ¢asova zlo-
zitost O(m?))

— vyhodnotenim BF s dosadenymi hodnotami overi, ¢&i BF (aq,...,ay) = 1;
casova zlozitost O(m?)

L € NP = L je polynomialne redukovatelny na SAT K dokazu tejto
Casti treba skonstruovat DTS polynomialnej zlozitosti, ktory pri vstupe w v Case
polynomiélnom skonstruuje BF' tak, 7ze w € L <& BF € SAT. Ak pri kons§trukcii
DTS vyuZijeme len tie vlastnosti/znalosti o jazyku L, ktoré su spolotné vietkym
jazykom z N P, bude tato konstrukcia platna pre vSetky jazyky z NP.

Ak L € NP, potom existuje NTS M rozpoznavajuci L; L = L(M). O NTS M
mozme bez ujmy na vSeobecnosti predpokladat:

e NTSM je jednopéskovy
e vstupna abeceda ¥ = {0,1}

e abeceda symbolov I' = {1, 2,..., s}; pritom predpokladdme, Ze (napr) 1 ozna-
¢uje B (blank)

e mnozina stavov je K = {1,2,...,¢}; nech 1 je pociato¢ny stav, ¢ koncovy
akceptujuci

e Casova zlozitost stroja M je zhora ohranic¢ena polynémom p(n)
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O vypocte C = Cy,Cs,...,Cpr NT'S M mozme bez ujmy na vSeobecnosti predpo-
kladat, ze

e je dizky presne p(n)
e kazda konfiguracia je velkosti p(n) - uvazujeme teda aj pripadne "blanky"

Booleovska formula BF,, vytvorena DTS k vstupnému slovu w (pri znalosti popisu
NTS M) bude pouzivat tri skupiny premenych. Ak zafixujeme nejaky konkrétny

vypotet NT'S M C = C1,Cq,...,Cyp), mozno sa na tieto premenné pozerat ako

na predikaty.

C(i,j,t), 1<i<p(n),1<j<s, ?je pravda, ze vo vypocte C je v Case t
0<t<pn) na i-tom policku symbol 5?

S(k,t), 1<k<gqg,<t<pn) ?je pravda, ze vo vypocte C je v Case t

stroj v stave ¢7

H(i,t), 1<i<p(n),0<t<p(n) ?jepravda, ze vo vypocte C je v Case ¢
hlava na i-tom policku?

Méame tak O(p?(n)) premennych, na zapis kazdej z nich sta¢i priestor O(logn).

Nech Qo, Q1, ..., Qp(n) je popis postupnosti konfiguracii. Tento popis je korektnym
popisom akceptujiceho vipoctu, ak plati nasledujucich 7 podmienok:

1. Qo je poGiatocna konfiguricia

2. V kazdom case je hlava na prave jednom policku

3. V kazdom case je stroj prave v jednom stave

4. V kazdom c¢ase je na kazdom policku pasky prave jeden symbol
5. Meni sa len to policko, na ktorom je nastavena hlava

6. Zmena sa deje podla prechodovej funkcie

7. Posledné konfiguracia je akceptujica

Teraz popiSeme vyslednt formulu BF,,. Tato vznikne ako logicky sucin formil
ABCDEFG. Pri konstrukeii tychto podformuli vyuzijeme predikat

Ui, y2,-5yn) = (1 V2 Voo V) - [ [(owi v )
i#]

ktory nadobida hodnotu 1 prave vtedy, ked prdve jedna z premennych yi,...,y.
nadobuda hodnotu 1. Uvedomme si, 7ze zapis U (y1, - . ., ¥») je len oznacenie formuly,
ktora pouziva O(r?) premennych a symbolov.

K 1. Qg je pociatoéna konfiguracia

A=S1,00AH1L0)A ] Clw,00n [ C(i,1,0)

1<i<n n<i<p(n)

K 2. V kaZdom case je hlava na prave jednom polic¢ku Zafixujme ¢as t.
Potom

By =U(H(1,t),...,H(p(n),t))
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KedZe podmienka ma platit v kazdom ¢asovom okamihu,
B= ][] B
0<t<p(n)
K 3. V kaZzdom ¢Ease je stroj prave v jednom stave
c= II v, sqn)
0<t<p(n)

K 4. V kaZzdom ¢ase je na kazdom poli¢ku pasky prave jeden symbol
Zafixujme najprv ¢as t a policko i

D;,, =U(C(,1,t),...,C(i,8,t))
Podmienka mé platit v kazdom ¢asovom okamihu a na kazdom poli¢ku, preto
D= H D;+

1 < p(n)
0<t<p(n)

K 5. Meni sa len to poli¢ko, na ktorom je nastavena hlava
To znamené, ze alebo je obsah polic¢ka v dvoch po sebe iducich ¢asovych okamihoch
rovnaky, alebo na fiom bola nastavena hlava. Zafixujme najprv ¢as, policko aj
symbol

Eiji= (C(la.j’ t) = C(iaj’t + 1)) v H(i’ t)

Podmienka ma platit v kazdom ¢ase (pre kazdé poli¢ko a symbol)
E = 11 Eij
1 <i<p(n)
0<t<p(n)
I<j<s

K 6. Zmena sa deje podl'a prechodovej funkcie

Zafixujme Cas ¢, policko i, symbol j a stav k. Tieto §tyri hodnoty spolu alebo suvisia
— v Case t je stroj v stave k, hlavu mé na policku ¢ a na tomto policku je symbol j
alebo spolu nesiivisia. Nech

6(j, k) = {(J1, k1,0081); - - (Gmn(jk)s Bm(ik)> POSm(jk)) }
Potom

Fijne = =C(i,j,)V=S(k,)V=H(i,t)v Y C(i, ji, t+1)AH (i+posi, t+1)AS (ki t+1)
1<I<m(j,k)

Podmienka plati pre vSetky hodnoty i, j, k,t

F =

—

Fijkt

p(n
p(n
1<

=

INININ
» o
[AVAN

1
0
1<

o~

<q

K 7. Posledna konfiguracia je akceptujaca
Pri platnosti predchadzajicich podmienok to znamena, Ze psledny stav méa byt
akceptujuci

G = S(g,p(n))
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Vystupom DTS je teda vysledna formula BF,, = ANABANCANDANEAF AG.
Vzhl'adom k tvaru podformul A, B,C, D, E, F,G je zrejmé, 7e ¢asova zlozitost DTS
je polynomialna vzhl'adom na velkost vyslednej BF,,. Sustredime sa preto len na
velkost BF,,.

O(p(n)logn)

¢’p(n)logn)

s2p(n)logn)

p?(n)s - logn)

p2(n)s-q- M -logn), kde M = max{m(i,7)}

QT Qm e
SO QOO

Vysledna velkost BF,, je O(p®(n)logn). Este ostava ukéazat, ze w € L < BF,, €
SAT.
weL

T
Jakceptujici vypocet Q = Qo, Q1, - - ., Qpn)

0

priradenie hodnot premennym C(i, j,t), S(k,t), H(i,t), podla predpisu

C(i,j,t) = 1 < je pravda, Ze vo vypocte @ je na i-tom poli¢ku v ¢ase ¢ symbol j

S(k,t) =1 < je pravda, Ze vo vypocte @ je v Case t stroj v stave ¢

H(i,t) = 1<% je pravda, Ze vo vypocte @ je v Case t hlava na i-tom policku

zabezpetuje, 7ze BF,,(C(i, j,t), S(k,t), H(i,t)) =1
|

Ked Zze vytvorenu formulu BF,, vieme v polynomialnom ¢ase previest na formulu
v tvare K N F', dostavame nasledujici dosledok.

Désledok 7.3 Problém splnitelnosti formuly v tvare KNF je z NP.

7.3 Niektoré NP-tuplné problémy

Ked uz mame NP-uplny problém, metodou redukcie ukdzeme NP-uplnost aj o nie-
ktorych dalsich.
Problém 3 splnitelnosti

Vstup: formula 3BF v tvare SKNF =Fy ANFy A...NF,, F, = x?lil v x‘;i? v xzd
Vystup: 1< 3BF € SAT

Problém k-kliky

Vstup: G=(V,E), keN
Vystup: 1< G obsahuje uplny podgraf o k& vrcholoch
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Problém k-pokrytia

Vstup: G=(V,E), keN
Vystup: 1< ak existuje mnozina vrcholov S, S C V|, mohutnosti k tak,
7e V(u,v) € E: (u € S alebo v € S)

Problém k-zafarbitel nosti

Vstup: G=(V,E), keN
Vystup: 1 ak mnozinu vrcholov V' vieme zafarbit k farbami tak,
7e ziadna hrana nemé oba konce rovnakej farby.

Probléem HK

Vstup: G=(V,E)
Vystup: 1< G obsahuje hamiltonovsku kruznicu
(jednoduchy cyklus prechadzajuci cez kazdy vrchol grafu)

Veta 7.4 Problém 3-splnitelnosti je NPU.

Dokaz: Tvrdenie dokazujeme redukciou z problému splnitelnosti formuly v tvare
KNF.

3-Splnitel'nost € NP vlastne netreba dokazovaf, pretoze viebecny problém spl-
nitelnosti je z NP.

Polynomialna redukcia KNF splnitel'nosti na 3 splnitelnost: Nech KNF
je formula v tvare KNF. Bez ujmy na v8eobecnosti mézme predpokladat, ze je to
formula tvaru (z1 V...V z,). Uvazujme formulu

3BF = (x1 Va2 Vy1) AN @i VasVy) A . ATz Ve Vyi—1) A . A(Un—3VTp_1Vay,)

kde y; st nové premenné. Tito formulu zrejme na TS vytvorime v ¢ase polyno-
mialnom od velkosti povodnej formuly BF.

BF € SAT Nech a = (ai,...,a,) je spliajici vektor hodnot, na ktorom BF — 3BF
BF(«a) = 1. Potom existuje také i, ze v a je x; = 1. Definujme vektor hodnot

y; =1 prej<i—2
[ premennych y1,...,Yn—3

y; =0 prei—2<j<n-—3,

Potom 3BF(a, 3) = 1.

3BF € SAT Nech a = (a1, ...,ay) je vektor hodnot, na ktorom 3BF («) = 1. $BF— BF
Staci ukazat, Ze existuje ¢ také, Zze pre a = aq, ..., a,, i = 1. Postupujme sporom.
Nech by z; = 0 pre kazdé i. KedZe 3BF(«) = 1, musi platit:
Yn-3=0=>yp, o0=0=...=2y; =0
To ale znamena, ze (x1 V a2 V y1) = 0, ¢o je spor s predpokladom, %e 3BF(a) = 1.

a

Veta 7.5 Problém k-kliky je NPU.
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Dékaz: Tvrdenie dokazujeme redukciou z problému splnitelnosti formuly v tvare
KNF. Cast problém k-kliky je z NP prenechavame citatelovi.

Redukcia spociva v dvoch krokoch - k vstupnej formule F' = Fy A Fa A ... AN F,
zostrojime v polynomialnom ¢ase graf G = (V, E), o ktorom dokaZeme, Ze obsahuje
g-kliku prave vtedy, ked formula F' je splnitelna.

Konstrukcia grafu G =~ Nech F=Fi AN A ANFL, Fy=21Vap V...V Tik(s) -
V={[j11<i<gql<j<k()}  Prvarzlozka ukazuje na i-tu elementérnu
disjunkciu, druha zlozka na literal na j-tej pozicii.

E = {([t,4],[k,1]) | i # k,xi; # xi To znamena
([¢, 5], [k,1]) € B,y = a0 apg = 2]t m=1t= 0, =0,
Je zrejmé, Ze tento popis vieme na DTS vytvorit v polynomialnom case.

F je splnitel'na Nech formula F je splnitelna. Potom existuje sibor hodnot a
F(a) = 1. Nech x; 1, je ten literal elementarnej disjunkcie F;, ktory sa vyhodnocuje
na 1. Tvrdime, zZe mnozina vrcholov {[i,mi],1 < i < ¢} tvori kliku v grafe G. K
dokazu staci overit, ze Vi # j tvori dvojica vrcholov [i, mi], [j, mj] hranu v grafe G.
Nech by existovali také i # j, 7e ([i,mi], [j,mj]) ¢ E. KedZe i # j, znamena to, 7e
Timi = T%j,m;. 10 je ale v spore s faktom, 7e x; mi = Tjm; =1

G obsahuje ¢-kliku Nech g¢-kliku tvori mnozina vrcholov {[i, mi]l # i # q}.
Vytvorme dve mnoziny premennych

S1={y | y=ximiy je premennd, 1 <i < g}

S0 ={y | y = ~imi,y je premennd, 1 < i < q}
Sporom ukazeme, ze S1NS0 = (. Ak by Ji # j také, ze ;i = Yy = ) m;, potom
by platilo, ze ([i,mil, [j, mj]) ¢ E.
Potom pre vektor hodnét «, ktory vznikne tak, ze y = h ak y € Sh, h =0, 1 plati:
Fla)=1

O
Cvicenie 7.1 Redukciou z problému k-kliky dokdzte, Ze problém k-pokrytia je NPU.
Veta 7.6 Problém k-zafarbitelnosti je NPU.

Dokaz: Tvrdenie dokazujeme redukciou z problému 3splnitelnosti. To, Ze problém
k-zafarbitelnosti patri do NP prenechavame ¢itatelovi.

Redukciu spravime v dvoch krokoch - k danej vstupnej formule F' = Fy A ... A F}
nad premennymi x1, ..., z, zostrojime graf G = (V| E), o ktorom ukizeme, Ze F je
splnitelna prave vtedy ked G je (n + 1)-zafarbitelny.

Graf G budeme konstruovat tak, aby sme vynutili pouzitie n farieb (uplny graf na
n vrcholoch) a aby stacila jedna d’alsia farba prave vtedy, ak je formula splnitel-
né. Farbenie touto novou farbou bude odpovedaft priradeniu hodnoty 0 prislusnej
premenne;j.

V:{l‘i,_'l‘i,’l)i,]. §z§n}U{Fl,1 §z§t}
E = {(vi,v;) i #j} U
)s (v, ) i 7 j} U
SL'i,_KL‘i)} U
x; nie je termom Fj;} U
| —2; nie je termom Fj}

1
8
<
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Vsimnime si, ze vrcholy vy,...,v, tvoria uplny podgraf, preto na ich zafarbenie
potrebujeme n farieb. Nech teda v; je zafarbené i-tou farbou.

Kedze oba vrcholy z;, ~x; st spojené s kazdym v;, j # 4, moézme pri farbeni vrcholov
x;, ~x; pouzivat i-tu farbu. NavySe je ale kazdy vrchol x; spojeny s vrcholom —ux;,
preto potrebujeme novu farbu — nazvime ju s. Takze z dvojice x;, —x; je jeden
vrchol zafarbeny i-tou farbou a druhy farbou s. Uvedomme si, Zze ak chceme graf
farbit minimalnym poc¢tom farieb, je popisané farbenie "jednoznacné".

Ostéava farbenie vrcholov/termov. Co vieme o F;? Fj je elementarna disjunkcia
troch termov. Ak teda n > 4, pre kazdé j existuje i(j) take, ze F} je spojeny aj s
Ti) aj 8 ~x;(;)- To vyluCuje pouZitie farby s na farbenie vrchola Fj.

Ukazeme, ze pri farbeni vrcholov F, nepotrebujeme d’alsiu farbu prave
vtedy, ak I je splnitel'na formula.

Nech Fj obsahuje literal y, pricom -y je zafarbeny farbou s. Potom F} nie je
spojeny so ziadnym inym vrcholom, ktory mé rovnaku farbu ako y (y ma i-tu
farbu - rovnako ako v;, ktoré je spojené s kazdym dalsim x,., resp. —x,.. Preto
ziaden z vrcholov, s ktorymi je spojeny F;, nemoze mat farbu ako v; ). V takomto
pripade mozeme F; zafarbit rovnakou farbou ako y. Ak budeme zafarbenie farbou
s povazovat za priradenie hodnoty 0 a zafarbenie farbou 1,2,... n za priradenie
hodnoty 1, dostavame

F; moze byt zafarbené bez pouzitia dalsej farby

0

3 priradenie (n + 1) farieb literalom tak, 7e V elementarna disjunkcia obsahuje
literal y taky, ze -y méa priradenu farbu s

0

ak mozno priradit hodnoty premennym tak, Ze V elementarna disjunkcia obsahuje
y =1 (-y mé farbu s, —y = 0)

)

F je splnitelna

Veta 7.7 Problém HK je NPU

Dokaz: Tvrdenie budeme opét dokazovat redukciou - tentokrat z problému vrcholo-
vého pokrytia. Prislugnost problému HK do N P nechavame ¢itatelovi ako cvicenie.

Redukciu problému spravime v dvoch krokoch — k vstupnému neorientovanému gra-
fu G = (V, E) a prirodzenému ¢islu k zostrojime orientovany graf Gp = (Vp, Ep),
o ktorom ukazeme, ze Gp ma HK prave vtedy, ked G ma vrcholové pokrytie mo-
hutnosti k.

Vp ={ai,a2,...,a5,t U{[v,e,b] | v € V,e € E,b € {0,1},v incidentny s e}

Ep : Ku kazdému vrcholu v; € V mozme priradit usporiadany zoznam hran
fit, -+, fipiy s nim incidentnych; pre vrchol v; nech p(i) oznacuje pocet hran inci-
dentnych s v;. Potom do Ep priddvame hrany

Vi i aj — [vi,ein, 0], €;1 je prva na zozname pre v;
[Vi,s €ip(i), 1] — ay, €ip(i) je poslednd na zozname pre v;

konstrukcia Gp



pokrytie — HK

HK — pokrytie
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Kazda hrana (v;,v;) € E sposobi vznik podgrafu o 4 vrcholoch

[’Ui, €ij, O] = [Uj, eji, 0] A 2 B
| ! | !

[vi,eij, 1] 2 [vg, €5, 1] C = D
Nech vy, ..., vy tvoria pokrytie v G. Ukazeme, Ze v grafe G p existuje HK. Uvazujme
najprv kruznicu
K = az, [Ula flla O]a [UL flla 1]) ey [U17 flp(1)7 0]7 [Ula flp(l)a 1]7

a2, [U25f2150]5'"77[U25f2p(2))1]7

Qg [vka fkla 0]7 ceey [vka fkp(k)7 1]7 ai

Ak ostali nejaké nezaradené vrcholy [v;, e;5,0], [v;,e)ij, 1], tak vrchol v; je z pokrytia
(preco?). Vtedy modifikujeme K tak, ze tusek

[Ui;eijao]a [Uiaeija 1]

nahradime
[vi, €ijs 0], [’Uj; €ij, 0l, [Uja €ij, 1], [vi, €ij, 1]

Tymto spésobom zaradime vSetky doteraz nezaradené vrcholy a na zaver bude K
tvorit HK.

Nech v Gp existuje HK K. Vrcholy aq,...,a; rozdeluja K na k tusekov (kvoli
jednoduchosti predpokladajme, ze a1, . . . , ax je to poradie, v ktorom sa tieto vrcholy
vyskytuja na K ). Vzhladom k tomu, Ze ak vojdeme do vrchola A (obr. vyssie) je
prechod §tvoricou vrcholov A, B, C; D v HK mozny jedine dvomi spésobmi - ABC'D
alebo AD, definuje kazdy tsek medzi a; a a;y1 vlastne jeden vrchol z pokrytia;
kazdému takémuto iseku mozno priradit vrchol vy € V' taky, ze kazdy vrchol z tohto
useku je tvaru [vg, e45, 0], [vg, €45, 1] alebo [v;, €45, 0], [vi, €4, 1]. Tymto sposobom HK
K definuje v grafe G vrcholové pokrytie mohutnosti nanajvys k.



