
Kapitola 5Výpo£tové modely a vz´ahymedzi nimiD�vodom pre de�novanie abstraktného výpo£tového modelu je snaha o dokazovanievlastností, ktoré hovoria o problémo
h ako taký
h. Ch
eme hovori´ o zloºitostiproblémopv a tá nemá by´ závislá na výbere konkrétneho po£íta£a. Model v²akmusí by´ dostato£ne silný, aby odpovedal ná²mu intuitívnemu vnímaniu toho, £o jea £o nie je vypo£itate©né. Zatia© sme mali dva modely - TS a (M)RAM.Pre dokazovanie toho, £o sa na TS nedá, je jeho de�ní
ia vyhovujú
a, pretoºe jedostato£ne jednodu
há, stroj sa dá jednodu
ho popísa´ a má malú mnoºinu ele-mentárny
h in²truk
ií, ktoré m�ºe pouºíva´. Ak 
h
eme TS ako výpo£tový model"programova´", je to nepohodlné. Zade�nujeme preto via
ero jeho modi�ká
ií, kto-ré nám programovanie u©ah£ia. Ukáºeme, ºe na²e modi�ká
ie nemajú vplyv nasamotnú výpo£tovú silu TS; len na zloºitos´. Tieº si budeme v²íma´ vz´ah TS a(M)RAMu, ktorý je predsalen bliº²í po£íta£u...Ako prvú modi�ká
iu dovolíme TS pouºíva´ via
 pások.5.1 k-páskový Turingov strojExistuje via
ero moºností, ako de�nova´ k-páskový TS. V podstate nám ide o to,ºe namiesto jednej pásky, na ktorej mohol £íta´ i zapisova´, uvaºujeme k pások akaºdá má "svoju" hlavu. V jednom kroku sa TS "pozrie" na obsah polí£ok podhlavami, na aktuálny stav a na základe toho zmení stav, obsah polí£ok pod hlavamia patri£ne pohne jednotlivými hlavami.Otázkou je, kde sa na
hádza vstup. Presnej²ie, £i ho moºno prepisova´. Máme dvazákladné prístupy:(i) vstupná páska sa m�ºe prepisova´ a je teda pra
ovná(ii) jedna z pások je len vstupom; vstup sa z nej iba £íta, nesmie sa prepisova´. Vtomto prípade rozpoznávame 2 modely ONLINE (jednosmerný pohyb £íta
ejhlavy) a OFFLINE (obojsmerný pohyb £íta
ej hlavy)Vo v²etký
h prípado
h budeme predpoklada´, ºe v²etky pásky sú jednosmerne ne-kone£né smerom doprava, s ©avým okrajom ozna£eným ²pe
iálnym znakom ç (vprípade ONLINE/OFFLINE modelu je vstup ozna£ený aj z prava zna£kou $ ).Nasleduje de�ní
ia deterministi
kého k-páskového TS, prvá páska obsahuje na za-£iatku výpo£tu vstup. 71
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De�ní
ia 5.1 Deterministi
ký k-páskový TS je sedmi
a (Σ, Γ, K, δ, B, q0, F ), kde
Σ, Γ(Σ ⊆ Γ), K, B, q0 a F majú význam ako pri de�ní
ii TS,

δ : (Γk × K) ֌ (Γk × K × {0, 1,−1}k)je pre
hodová funk
ia.Pojem kon�gurá
ie, kroku odvodenia, výpo£tu,.. sa de�nuje analogi
ky ako v prí-pade TS. Pritom platí:Ak δ(c1, c2, .., ck, k) = (c′1, c
′

2, .., c
′

k, p, pos1, .., posk)tak ∀ i také, ºe ci =ç je posi ∈ {0, 1}∧ c′i = ci . (Pripú²´ame prepisovanie vstupu.)Formálnu de�ní
iu ONLINE,OFFLINE k-páskovéhoTS prene
hávam £itate©ovi (vstup-ná páska sa nesmie prepisova´, pozor na pohyb hlavy na vstupe).Základné miery zloºitosti de�nované pre TS sú £asová a pamä´ová zloºitos´. De�-nujú sa analogi
ky ako v prípade zloºitosti konkrétny
h algoritmov.Uvedomme si, ºe ak uvaºujeme do pamä´ovej zloºitosti aj priestor vstupu, je najme-²ia moºná pamä´ová zloºitos´ lineárna. Pritom vieme, ºe v prípade rozpoznávaniaregulárny
h jazykov je vlastne pamä´ kon²tantná. Zdá sa preto rozumné rozli²ova´medzi vstupom a tým, £o naozaj musí by´ v pamäti. Na úrovni abstraktného mo-delu to rie²ime takým modelom TS, ktorý má jedinú vstupnú pásku a nieko©ký
hpamä´ový
h pások, ktoré moºno prepisova´. Do priestorovej�pamä´ovej zloºitostipo£ítame len pamä´ové pásky. Pri de�novaní zloºitosti uvaºujeme základný modelTS - deterministi
ký via
páskový TS s k jednosmerne nekone£nými páskami.£as � po£et krokov, resp. d¨ºka výpo£tu; ozna£ujeme T(n)pamä´ � maximále £íslo polí£ka nav²tívené po£as výpo£tu na niektorej z pamä´o-vý
h pások; ozna£ujeme S(n), resp. niekedy L(n)De�ní
ia 5.2 Hovoríme, ºe£as TS je T(n) - £asovo ohrani£ený, ak pre ºiadne vstupné slovo d¨ºky n nespraví via
ako T(n) krokov; jazyk/problém je £asovej zloºitosti T(n), ak existuje T(n)-£asovoohrani£ený TS, ktorý ho rozpoznáva/rie²ipriestor TS je S(n) -priestorovo (páskovo) ohrani£ený, ak pri výpo£te na ºiadnom vstupnomslove d¨ºky n nepouºije via
 ako S(n) polí£ok pásky; jazyk je priestorovej zloºitostiS(n), ak existuje S(n) priestorovo ohrani£ený TS, ktorý ho rozpoznáva



5.1. K-PÁSKOVÝ TURINGOV STROJ 73Príklad 5.1 Napí²te TS, ktorý rozpoznáva nasledujú
e jazyky1. L = {x1y| x, y ∈ {a, b}∗, |x| = |y|}2. L = {wcw| w ∈ {a, b}∗}3. L = {anbn| n ≥ 0}Aká je zloºitos´ vami navrhnutý
h TS? k→1Veta 5.1 Ku kaºdému k-páskovému S(n)-páskovo ohrani£enému TS existuje ek-vivalentný jednopáskový S(n)-páskovo ohrani£ený TS . Ku kaºdému k-páskovému
T (n)-£asovo ohrani£enému TS existuje ekvivalentný jednopáskový O(T 2(n))-£asovoohrani£ený TS.D�kaz: : Obsahy k-pások Tk si jednopáskový T1 uloºí do st�p. Budeme ma´ 2k simulá
iast�p. V kaºdej dvoji
i st�p jedna stopa u
hováva obsah simulovanej pásky, druháslúºi na u
hovanie informá
ie o polohe hlavy na tejto páske.Takºe: v stope 2i bude uloºený obsah i-tej pásky. Stopa 2i−1 slúºi na zapamätaniepozí
ie hlavy na i-tej páske; j-te polí£ko 2i − 1 -ej stopy obsahuje ²pe
iálny znak ♯práve vtedy ak i-ta hlava simulovaného Tk je na j-tom polí£ku.Simulá
ia prebieha v takto
h. V jednom takte odsimuluje T1 jeden krok Tk:

• T1 prejde hlavou z©ava doprava, pri£om si do stavu zapamätá symboly a1, . . . , akpod hlavami stroja Tk. V priebehu tohto posunu je T1 v stave, ktorý vyzeránasledovne:
[q, x1, .., xk], pri£om

q je stav simulovaného Tk

xi = ai ak v priebehu tohto posunu bola hlava T1 na polí£ku, ktoré v stope
2i obsahovalo symbol ai a v stope 2i − 1 bol symbol pre polohu hlavy

xi = − ak sme v priebehu tohto posunu e²te neboli na polí£ku, ktoré v stope
2i − 1 obsahovalo symbol pre polohu hlavyJe zrejmé, ºe v okamihu, ke¤ dosiahne stav [q, a1, .., ak], má T1 informá
iupotrebnú pre "aplikovanie" pre
hodovej funk
ie Tk.

• V stave aplikuje pre
hodovú funk
iu. Ne
h δk(q, a1, . . . , ak) = (p, b1, . . . , bk, pos1, . . . , posk);
T1 si v stave u
hová (p, b1, . . . , bk, pos1, . . . , posk)

• Pre
hodom sprava do©ava upraví pásku tak, aby odpovedala kroku Tk - prepí²e
ai symbolom bi a posunie "hlavou" j-tej pásky pod©a posj , nastaví aktuálnystav Tk na p.Uvedomme si, ºe "posun hlavy" znamená posun zna£ky ozna£ujú
ej polohu hlavya m�ºe znamena´, ºe sa T1 posunulo vºdy o jedno polí£ko doprava (ak sa hlava máposunú´ doprava). zloºitos´ simulá-
ieTeraz sa pozrime na zloºitos´ tejto simulá
ie. Ne
h Tk(n), T1(n), Sk(n), S1(n) ozna-£ujú £asovú, resp. priestorovú zloºitos´ i-páskového TS Ti, i = 1, k. pamä´Reprezentá
ia via
erý
h pások v stopá
h jedinej pásky sp�sobí, ºe priestorová zlo-ºitos´ stroja je daná stopou, ktorá simuluje p�vodne najdlh²iu pásku. £asSimulá
ia jedného taktu stroja T1 je (lineárne)úmerná ve©kosti pásky stroja Tk.Ke¤ºe pásková zloºitos´ je vºdy zhora ohrani£ená £asovou zloºitos´ou, dostávame:

T1(n) = O(Tk(n) × Sk(n)) = O(T 2
k (n))
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2Situá
ia je tro
hu iná, ak uvaºujeme simulá
iu k-páskového TS na dvojpáskovomTS. Moºnos´ pouºívania pomo
nej pásky sa odrazí na zloºitosti tejto simulá
ie.k→2 Veta 5.2 Ku kaºdému k-páskovému T (n)-£asovo ohrani£enému TS Tk existuje ek-vivalentný dvojpáskový O(Tk(n) log Tk(n)) £asovo ohrani£ený TS T2.D�kaz: (Ná£rt) Jednu z pások T2 budeme pouºíva´ ako pamä´ovú, druhá budepomo
ná. Ke¤ºe nárast £asu pri simulá
ii bol sp�sobený tým, ºe sme v zloºitosti

O(Tk(n)) zis´ovali obsah polí£ok pod hlavami simulovaného Tk, budeme "²etri´"tým, ºe po skon£ení kaºdého taktu bude obsah pásky upravený tak, aby sa v²etkysimulované hlavy na
hádzali na jednom polí£ku pamä´ovej pásky (kaºdá v inej sto-pe). Popí²eme, akým sp�sobom sa pomo
ou pomo
nej pásky realizuje prepísanie£ítaného symbola a posun na jednej simulovanej páske. Celkový krok Tk potompozostáva z k po sebe nasledujú
i
h prepisov a posunov; zmenu na kaºdej z k pásokrealizujeme zvlá²´, jednu po druhej.Pri simulá
ii� predpokladáme, ºe páska je obojstranne nekone£ná� kaºdá z k pások Tk je na pamä´ovej páske T2 reprezentovaná dvomi sto-pami. Stopy sú rozdelené (aº v okamihu, ke¤ sa na príslu²né polí£kodostaneme) do blokov . . . , B−i, . . . , B−1, B0, B1, . . . , Bi, . . ., pri£om |Bi| =
|B−i| = 2i−1, |B0| = 1� predpokladáme, ºe na za£iatku výpo£tu sú symboly uloºené v spodnej stopeuloºenie pásky v2 stopá
h j-ta páska simulovaného Tk je v dvo
h stopá
h T2 uloºená nasledovne:Pre bloky Bi a B−i, i > 0, platíak je jeden plný (pouºíva obe stopy), je druhý prázdnyoba pouºívajú len spodnú stopuObsahy blokov sú po sebe idú
e polí£ka reprezentovanej pásky, pri£omv Bi sú polí£ka na hornej stope pred polí£kami na spodnej stopev B−i sú polí£ka na hornej stope pred polí£kami na spodnej stope

Bi reprezentuje polí£ka na©avo od Bj , 0 ≤ i < j

B0 reprezentuje polí£ko pod hlavou Tkposun hlavy v©a-vo Ak simulovaný Tk 
h
e posunú´ hlavou do©ava, my musíme "potiahnu´" pásku do-prava. potrebujeme do bloku B0 "dosta´" prvý symbol, ktorý sa na
hádza na©avood neho. To sú£asne znamená, ºe blok B0 musíme uvo©ni´. Budeme ho presúva´ do£asti napravo.Algoritmus 12 popisuje simulá
iu jedného kroku Tk. Pod©a hodnoty i budemejednému vykonaniu tohto algoritmu hovori´ Bi−operá
ia.V²imnime si, ºe� realizá
ia Bi operá
ie je úmerná ve©kosti |Bi|� po realizá
ii Bi−operá
ie pouºívajú bloky B1, . . . , Bi−1 len spodnú stopu.Preto kaºdú Bi operá
iu m�ºme vykona´ nanajvý² raz za 2i−1 krokovstroja Tk (musíme najprv zaplni´ hornú stopu, ktorú sme pri poslednej Bioperá
ii vyprázdnili.)� maximálny index i bloku, do ktorého sa po£as simulá
ie dostane hlava T2 jezhora ohrani£ený i ≤ log Tk(n) + 1



5.1. K-PÁSKOVÝ TURINGOV STROJ 75Algoritmus 12 posun hlavy do©ava1: ne
h i > 0 je najmen²ie také, ºe blok Bi nie je plný;2: if Bi nie je úplne prázdny (pouºíva spodnú stopu) then prekopíruj B0, B1, . . . , Bi napomo
nú pásku3: uloº obsah pomo
nej pásky do spodnej stopy blokov B1, . . . , Bi−1 a obo
h st�pbloku Bi4: pomo
ou pomo
nej pásky uloº obsah bloku B
−i do spodnej stopy blokov

B
−(i−1), . . . , B05: else (Bi je úplne prázdny) prekopíruj B0, B1, . . . , Bi−1 na pomo
nú pásku6: uloº obsah pomo
nej pásky do spodnej stopy blokov B1, . . . , Bi7: pomo
ou pomo
nej pásky prekopíruj obsah bloku B

−1 do spodnej stopy blokov
B

−i, . . . , B0�asovú zloºitos´ stroja T2 teda m�ºme odhadnú´ nasledovne
T2(n) ≤

log Tk(n)+1
∑

i=1

m · 2i ·
Tk(n)

2i−1
≤ l · Tk(n) log Tk(n) = O(Tk(n) log Tk(n))

25.1.1 Reduk
ia £asu a reduk
ia páskyV prípade zloºitosti konkrétny
h algoritmov sme sa uspokojili s "rádovou" zloºitos-´ou; pouºívali sme asymptotiku "O", multipkikatívnu kon²tantu sme zanedbávali.Ako je to pri zloºitosti de�novanej na TS? Ukáºeme, ºe aj v prípade TS m�ºmemultiplikatívne kon²tanty zanedba´. reduk
ia páskyVeta 5.3 Ku kaºdému f(n)-priestorovo ohrani£enému TS M a kon²tante 0 < c < 1existuje ekvivalentný cf(n)-ohrani£ený TS N .D�kaz: Základom d�kazu je zvä£²enie abe
edy páskový
h symbolov. Ne
h M jejednopáskový TS bez oddeleného vstupu, ktorého pásková zloºitos´ je f(n); v tomtoprípade zrejme f(n) ≥ n.
M = (Σ, Γ, K, δ, q0, F )Skon²truujeme nový TS N , ktorého pásková zloºitos´ bude nanajvý² c · f(n). Kon-²truk
ia TS N je zaloºená na tom, ºe jedno polí£ko stroja N bude simulova´ mpolí£ok stroja M . Polohu hlavy vrám
i simulovanej m-ti
e si stroj N bude pamäta´v stave ako index i, 1 ≤ i ≤ m. To umoºní, aby N simuloval M krok za krokom.Presnej²ie:

N = (Σ, {B} ∪ Γm, K ∪ K × {1, . . . , m} ∪ K ′, δN , q0, F × {1, . . . , m})kde pre
hodová funk
ia δN je ur£ená nie 
elkom formálnym popisom £innosti N . £innos´ N1 TS N najprv "skomprimuje" vstup; vyuºitím stavov z mnoºiny K ′ zakódujevstup w = w1 . . . wn do prvý
h r, r = ⌈n/m⌉, polí£ok pásky. Ne
h bi je obsah
i−teho polí£ka pásky, bi = [w(i−1)m+1w(i−1)m+2 . . . aim], aj = B pre j > n .
2 Po£iato£nú kon�gurá
iu stroja M vytvorí N tak, ºe nastaví hlavu na prvépolí£ko a stav KSRJ na [q0, 1].

3 A teraz uº N simuluje krok za krokom výpo£et TS M . Poloºka i stavu ur£uje,kedy sa hlava simulovaného stroja hýbe v rám
i snímaného polí£ka a nesp�sobujepohyb hlavy stroja N a kedy hlavou pohne aj N .
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δN (B, [q, i]) = ([B, . . . , B], [q, i], 0) q ∈ KKu kaºdému prvku δ(x, q) = (y, p, pos) pre
hodovej funk
ie stroja M vytvorí-me nieko©ko prvkov pre
hodovej funk
ie stroja N . Jednotlivé prípady odpovedajúr�znym hodnotám parametra i.

x = xi, 1 < i < m δN ([x1 . . . xi . . . xm], [q, i]) = ([x1 . . . y . . . xm], [p, i + pos], 0)

x = xi, i = 1

δN ([x1 . . . xm], [q, 1]) =







([y . . . xm], [p, 1 + pos], 0), pos 6= −1;
([y . . . xm], [p, m],−1), pos = −1.

x = xi, i = m

δN ([x1 . . . xm], [q, m]) =







([x1 . . . y], [p, m + pos], 0), pos 6= 1;
([x1 . . . y], [p, 1], 1), pos = 1.Aká je pamä´ová zloºitos´ TS N? SN (n) = max{n, ⌈S(n)/m⌉}. Je zrejmé, ºekon²tantu m vieme nastavi´ pod©a kon²tanty c tak, aby SN (n) ≤ c · S(n). Aký máby´ vz´ah c a m?Ak M je TS s oddeleným vstupom a jednou pamä´ovou páskou, kumulovanie msymbolov do jediného budeme aplikova´ len na pamä´ovej páske. Formálny zápisne
hávame ako 
vi£enie.

2reduk
ia £asu Veta 5.4 Ne
h M je f(n)-£asovo ohrani£ený TS, c kon²tanta, 0 < c < 1, f(n)/n →
0. Potom existuje ekvivalentný TS N , ktorý je cf(n)-£asovo ohrani£ený.D�kaz: Ak p�vodný TS M je k−páskový, tak ekvivalentný TS N bude (k + 1)-páskový. Pre jednodu
hos´ budeme predpoklada´, ºe M bol jednopáskový. D�kazpre k > 1 je analogi
ký.Z pred
hádzajú
eho d�kazu sa ne
háme in²pirova´ kompresiou pásky. Kompresiuvyuºijeme k tomu, aby sme mali moºnos´ v jednom kroku odsimulova´ m krokovvýpo£tu p�vodného stroja M . Uvedomme si, ºe k tomu, aby sme mohli odsimulova´
m krokov stroja M , potrebujeme pozna´ nielen stav, ale aj pásku ve©kosti 2m − 1,
m − 1 polí£ok na©avo od teraj²ej polohy a m − 1 polí£ok napravo.príprava simulá-
ie 1 TS N skomprimuje vstup a1 . . . an do prvý
h ⌈n/m⌉ polí£ok druhej pásky.Ne
h bi ozna£uje obsah i−teho polí£ka pásky, bi = [a(i−1)m+1a(i−1)m+2 . . . aim],pri£om aj = B pre j > n. Od tohto okamihu pásku, na ktorej bol p�vodne vstup,nepouºíva a preto ju nebudeme uvaºova´.
2 TS N nastaví hlavu na prvé polí£ko pásky a stav KSRJ na [q0, 1]; rovnako akov pred
hádzajú
om d�kaze hodnota 1 indikuje, ºe hlava simulovaného stroja snímaprvý z m symbolov, ktoré sa na
hádzajú na polí£ku pod hlavou.1 takt simulá
ie 3 TS N pra
uje v takto
h: ne
h stav N na za£iatku taktu je [q, i], 1 ≤ i ≤ m,obsah snímaného polí£ka a1, . . . , am� TS N v 3 kroko
h pre£íta obsah domá
eho aj susedný
h polí£ok; v stave si tedapamätá

[l1, . . . , lm, a1, . . . , am, r1, . . . , rm, q, m + i]



5.2. VZ�AH DTS A MRAM 77� aplikovaním svojej pre
hodovej funk
ie (v jednom kroku) v stave odsimuluje mkrokov TS M - tieto sa realizujú na úseku vymedzenom domá
im a susednýmipolí£kami, preto sa to dá. Zmenený stav bude
[L1, . . . , Lm, A1, . . . , Am, R1, . . . , Rm, p, j, k]� nanajvý² v 6 kroko
h (pod©a info v stave) prepí²e N hodnoty domá
i
h a sused-ný
h polí£ok a pohne správne hlavou�asová zloºitos´ stroja N je daná £asom potrebným na komprimovanie vstupu a £aszloºitos´ou samotnej simulá
ie.

TN (n) ≤ 2n + 10 · ⌈TM (n)/m⌉Pri vhodnej vo©be m (akej?) m�ºme tvrdi´
2n + 10 · ⌈TM (n)/m⌉ ≤ c · TM (n)

25.2 Vz´ah DTS a MRAMUkáºeme, ºe výpo£tové modely (M)RAM a TS sú z h©adiska výpo£tovej sily ek-vivalentné. Sústredíme sa na zmenu zloºitosti pri pre
hode od jedného modelu kdruhému. Pri ozna£ovaní £asovej zloºitosti TS, resp. (M)RAMu budeme dodrºiava´nasledujú
e zna£enie
T (n) £asová zloºitos´ TS
TU (n) £asová zloºitos´ (M)RAMu pri jednotkovej 
ene
Tlog(n) £asovú zloºitos´ (M)RAMu pri logaritmoi
kej 
ene TS −→ RAMVeta 5.5 Ne
h M = (Σ, Γ, K, q0, δ, F ) je jednopáskový TS rozhodujú
i jazyk Lv £ase T (n). Potom existuje ekvivalentý RAM, pre £asovú zloºitos´ ktorého platí

TU (n) = O(T (n)), resp. Tlog(n) = O(T (n) log T (n))D�kaz: Kon�gurá
iu TS v RAMe1 reprezentujeme tak, ºe obsah pásky uloºíme dopamäte RAMu a stav si budeme pamäta´ návestím programu. Nezabúdajme, ºe prisimulovaní kroku TS potrebuje pozna´ nielen stav, ale aj symbol pod hlavou. Tentozistíme pomo
ou zapamätaného indexu registra, v ktorom sa na
hádza.Pri simulá
ii TS postupuje RAM nasledovne:
1 prekopíruje vstup do registrov R(2), . . . , R(n + 1)

2 do R(1) uloºí polohu hlavy na páske (£íslo registra, v ktorom je uloºený symbolz toho polí£ka pásky, na ktorom je nastavená hlava)
3 krok za krokom nasleduje simulá
ia TS. Pre kaºdý stav q ∈ K máme saduin²truk
ií, ktorá pozostáva z |Γ| podpostupností. Ne
h j-ta podpostupnos´ q-tejsady za£ína in²truk
iou N(q, j). Ne
h δ(q, sj) = (p, sj′ ,D). Potom in²truk
ie j-tejpodpostupnosti sú nasledujú
e:1RAM po£íta funk
iu ΦL. Ak L je jazyk, tak ΦL ozna£uje 
harakteristi
kú funk
iu tohtojazyka. Na slová
h z jazyka dáva hodnotu 1, na slová
h, ktoré nie sú z jazyka, dáva hodnotu 0.
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N(q, j) LOAD ∗ 1
N(q, j) + 1 SUB = j
N(q, j) + 2 JZERO N(q, j) + 4
N(q, j) + 3 JUMP N(q, j + 1)
N(q, j) + 4 LOAD = j′

N(q, j) + 5 STORE ∗ 1
N(q, j) + 6 LOAD 1
N(q, j) + 7 ADD = D
N(q, j) + 8 STORE 1
N(q, j) + 9 JUMP N(p, 1)� simulá
ia za£ína v po£iato£nom stave

4 kon
ovým stavom áno, nie odpovedajú jednodu
hé postupnosti in²truk
ií, kto-ré uloºia do akumulátora 1, resp. 0 a ukon£ia výpo£et RAMu.�asová a pamä-´ová zloºitos´. Uvedomme si, ºe uvedená simulá
ia platí aj pre (M)RAM. Ke¤ºe je jeden krokvýpo£tu TS simulovaný po£tom krokov, ktoré sa dajú ohrani£i´ kon²tantou, a ke-dºe jediný register R(1) sa kon²tantou ohrani£i´ nedá ale závisí od polohy hlavy,dostávame: TS (M)RAM-jednotková (M)RAM-logaritmi
káT(n) O(T(n)) O(T(n)log n)S(n) O(S(n))→ O(T(n)) O(S(n)log(S(n)))
⇓O(T(n)log(T(n)))

2Cvi£enie 5.1 Modi�kujte simulá
iu RAMu v prípade, ºe TS bol k−páskový. Za-
hovajte zloºitos´ simulá
ie.(M)RAM → TS Veta 5.6 Ku kaºdému (M)RAMu existuje ekvivalentný TS.D�kaz: Vy
hádzame z (M)RAMu, ktorý po£íta funk
iu f(n). Kon²truovaný TSbude 5-páskový. Pamä´�registre (M)RAMu budú uloºené na pamä´ovej páske, prog-ram spolu s £íta£om in²truk
ií si pamätáme v stave. Simulá
ia prebieha in²truk
iuza in²truk
iou.
1 Prvá páska obsahuje vstup
2 Druhá páska slúºi na simulá
iu akumulátora
3 Tretia (pamä´ová) páska slúºi na simulá
iu pamäte (M)RAMu. Jej obsahom jepostupnos´ re´az
ov ♯♯b(i)♯b(R(i)), kde

b(i) je binárne zapísaná adresa
b(R(i)) je binárne zapísaný obsah registra R(i)

4 V stave TS si pamätáme program (M)RAMu a hodnotu £íta£a in²truk
ií
5 Simulá
ia (M)RAMu prebieha v takto
h; jeden takt simuluje vykonanie jednejin²truk
ie (M)RAMu. Na uskuto£nenie ©ubovo©nej in²truk
ie sta£ia dva operandy;tieto si m�ºeme uloºi´ na ²tvrtú a piatu pásku. Potom uº odsimulovanie jednotli-vý
h in²truk
ií nie je problém.
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ie STORE ∗ 4� na pamä´ovej páske nájdi ♯♯b(4)♯b(R(4))� prepí² b(R(4)) na pomo
nú pásku a nájdi na pamä´ovej páske ♯♯b(R(4))♯b(b(R(4)));pamä´ová páska je teda v tvare α♯♯b(R(4)♯b(b(R(4)))♯♯β� presu¬ obsah pamä´ovej pásky ♯♯β na pomo
nú pásku� prekopíruj obsah akumulátora za α♯♯b(R(4)♯ a na záver opä´ presu¬ ♯♯β zpomo
nej pásky �asová zloºitos´.�asovú zloºitos´ TS získame, ak po£et simulovaný
h in²truk
ií (M)RAMu prenáso-bíme £asom, potrebným na odsimulovanie jednej in²truk
ie. Pritom� £as potrebný na simulá
iu jednej RAMovskej in²truk
ie je úmerný ve©kostipamä´ovej pásky� ke¤ºe násobenie a delenie sú na TS kvadrati
kej zloºitosti, v prípade MRAMumusíme na simulá
iu jednej in²truk
ie uvaºova´ s £asom kvadrati
kým odve©kosti pamä´ovej pásky� po£et simulovaný
h in²truk
ií je zhora ohrani£ený £asovou zloºitos´ou (M)RAMuOstáva sa zamyslie´ nad tým, aká je ve©kos´ pamä´ovej pásky?- pri logaritmi
kej 
ene O(T (n)) - sta£í si uvedomi´, ºe logaritmi
ká 
ena in-²truk
ie, ktorou (na páske vzniká, resp.) sa modi�kuje ten-ktorý register, jeúmerná po£tu polí£ok, ktoré na pamä´ovej páske zápis bloku zaberá- pri jednotkovej 
ene - O(po£et blokov × ve©kos´ bloku)po£et blokov je nanajvý² T (n)ve©kos´ bloku ohrani£íme na základe nasledujú
eho faktu:Fakt 5.7 Ne
h I je vstup (M)RAMu d¨ºky n, l(B) maximálna d¨ºka £ísla pouºité-ho v programe. Po t kroko
h výpo£tu (M)RAMu má obsah kaºdého registra d¨ºkunanajvý²� n + l(B) + t v prípade RAMu;� ct v prípade MRAMu, pri£om c = max{n, l(B)}K d�kazu si sta£í uvedomi´, ºe ke¤ máme dve binárne £ísla s d¨ºkami binárnehozápisu a, resp. b, tak� pre d¨ºku c sú£tu tý
hto £ísel platí: c ≤ max{a, b} + 1� pre d¨ºku c sú£inu tý
hto £ísel platí: c ≤ a + b£asová zloºitos´ TSRAM jednotková TU (n) O(T 3
U (n))logaritmi
ká Tlog(n) O(T 2
log(n))MRAM jednotková TU (n) O(dTU (n))logaritmi
ká Tlog(n) O(T 3
log(n))

2
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ia 5.3 Ne
h M, N sú dva r�zne modely. Hovoríme, ºe M je polynomiálneredukovate©ný na N , ak existuje polynóm p(n) taký, ºe ku kaºdému výpo£tu CM na
M £asovej zloºitosti TM (n) existuje ekvivalentný výpo£et CN na N £asovej zloºitosti
O(p(TM (n)))De�ní
ia 5.4 Modely M, N sú polynomiálne ekvivalentné, ak M je polynomiálneredukovate©ný na N a naopak.De�ní
ia 5.5 Prvú po£íta£ovú triedu tvoria tie výpo£tové modely, ktoré sú poly-nomiálne ekvivalentné via
páskovému DTS.Zhrnutím pred
hádzajú
i
h výsledkov dostávame.Veta 5.8 RAM, MRAM s logaritmi
kou 
enou, jednopáskový a via
páskový DTSsú polynomiálne ekvivalentné modely, ktoré patria do prvej po£íta£ovej triedy.


