Kapitola 1

Uvod

1.1 Co je to Computer Science?

Namiesto tvodu par myslienok z ivodu knihy Juraja Hromkovica: Theoretical Com-
puter Science — An Introduction to Automata, Computability, Complexity, Algo-
rithmics, Randomization, Communication, and Cryptography

Na oznacenie vedy, ktorej sa venuje tento material, sa najcastejsie pouziva ozna-
Cenie Informatika (z anglického computer science, resp. informatics). Kazdy, kto
studuje alebo sa zaoberd touto vednou disciplinou, by sa z ¢asu na ¢as mal zamysliet
nad tym, ako by zadefinoval informatiku, mal by premyslat o jej prinose pre vedu,
vzdelavanie, kazdodenny zivot. Je dolezité, aby sme si uvedomili, ze ziskavanie ¢o-
raz vic¢sieho mnozstva poznatkov o vedeckej discipline, prehlbovanie pochopenia jej
podstaty vzdy vedie k vyvoju ndsho nazoru na ulohu tejto vedy v kontexte vietkych
vedeckych disciplin. Je preto najmi pre Studentov nesmierne dolezité, aby si ne-
ustédle premietali svoje vnimanie informatiky ako vedy. Trafneme si vyprovokovat
konflikt medzi vasim terajs$im vnimanim informatiky a stanoviskom, prezentovanym
v tomto uvode; podnietime diskusiu, ktora moze viest k vyvoju vasho chapania in-
formatiky.

Pokusme sa najskor zodpovedat otazku

"Co je to informatika?"

Je tazké poskytnut exaktnu a uplnu definiciu tejto vedeckej discipliny. VSeobecne
akceptovana definicia je nasledovna:

"Informatika je nduka o algoritmickom spracovdvani, reprezentdcii, ukla-

dani a prenose informdcii"

Podla tejto definicie st hlavnymi objektami vyskumu informatiky ako vedeckej
discipliny informacia a algoritmus. Tato definicia vSak zanedbava uplné odhalenie
podstaty a metodoldgie informatiky. DalSou otazkou o podstate informatiky je

"Ku ktorej vedeckej discipline informatika patri? Je to metadisciplina
ako matematika a filozofia, prirodnd veda alebo inZinierska disciplina?"

Odpoved na tito otazku sluzi nielen na identifikdciu objektu vyskumu, musi tiez
ur¢it metodologiu a prispevok informatiky ako vedy. Odpovedou je, ze informati-
ka nemoze byt jednoznacne priradend k Ziadnej z tychto disciplin. Informatika v
sebe zahifa aspekty matematiky, prirodnych vied ale aj inzinierskych disciplin. V
kréatkosti vysvetlime, preco.
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Podobne ako filozofia a matematika, informatika skiima vSeobecné kategorie, ako

determinizmus, nedeterminizmus, ndhodnost, informdcia, pravda, nepravda, zloZi-
tost, jazyk, dokaz, znalost, komunikdcia, aprorimdcia, algoritmus, simuldcia, atd.

a prispieva k ich pochopeniu. Informatika vrhla nové svetlo na tieto kategorie,
priniesla novy vyznam mnohym z nich.

Prirodnéa veda, na rozdiel od filozofie a matematiky, skima konkrétne prirodné ob-
jekty a procesy, urcuje hranicu medzi moznym a nemoznym, skiima kvantitativne
vztahy prirodnych procesov. Modeluje, analyzuje a dokazuje vierohodnost hypote-
tickych modelov experimentmi. Tieto aspekty st bezné aj v informatike. Objektami
st informacie a algoritmy (programy, pocitate) a skimanymi procesmi su (redlne
existujice) vypocty. Presved¢ime sa o tom sledovanim vyvoja informatiky. Histo-
ricky prvou doélezitou vyskumnou otézkou bolo:

"Existuji dobre definované problémy, ktoré nemdzu byt rieSené automa-
ticky (pocitacom, bez ohladu na silu sicasnygch a budicich pocitaéov )?"

Snaha o zodpovedanie tejto otazky viedla k zakladom informatiky ako nezavislej
vedy. Odpoved na otazku je kladna. V stucasnosti sme si o mnohych praktickych
problémov, ktoré by sme radi riesili algoritmicky, vedomi toho, ze algoritmicky rie-
Site[né nie su. Tento zaver je zaloZeny na ¢isto matematickom dokaze algoritmickej
neriesitelnosti (inymi slovami, na dokaze neexistencie algoritmu rieSiaceho dany
problém) a nie na tom, Ze sa Ziadne algoritmickeé rieSenie doteraz nenaslo.

Po tom, ako bola vyvinuta metdda na klasifikiaciu problémov podl'a ich rie§itelnosti,
zacali si Tudia klast nasledujtcu vedecku otazku:

"Ako tazké si konkrétne algoritmické problémy?"

Pritom obtiaznost nemeriame obtiaznostou najst algoritmické riesenie, ¢i velkostou
vytvoreného programu. Obtiaznost meriame mnoZzstvom prace potrebnej a postacu-
jucej k tomu, aby sme pre dany vstup algoritmicky vypocitali rieSenie. Dozvedédme
sa o existencii tazkych problémov, na rieSenie ktorych treba energiu presahujucu
energiu celého vesmiru. Existuju také algoritmicky riesitelné problémy, pre ktoré
by vypocet Tubovolného programu na ich rieSenie vyzadoval viac ¢asu ako uplynul
od "Velkého tresku". Takze ¢ira existencia programu na rieSenie nejakého problému
eSte nezarucuje, Ze je tento problém prakticky riesitelny.

Pokusy o klasifikiciu problémov na prakticky riesitelné (tractable) a prakticky ne-
riesitelné viedli k najfascinujicejsim vedeckym objavom teoretickej informatiky.
Ako priklad si vezmime pravdepodobnostné (randomized) algoritmy. Va&Sina prog-
ramov (algoritmov) tak, ako ich pozname, je deterministickd. Determinizmom roz-
umieme to, ze program a vstup tplne urcuji vsetky kroky spracovavania problému.
V kazdom okamihu je nasledujica akcia programu jednoznac¢ne urcend a zavisi iba
od momentalnych tdajov. Pravdepodobnostné algoritmy moézu nasledujiicu akciu
programu vyberat z viacerych moznosti. Pracu pravdepodobnostného algoritmu
si mozno predstavit tak, Zze algoritmus z ¢asu na ¢as hadze mincou, aby urcil na-
sledujuci krok, napr. vybral nasledujicu stratégiu pri hfadani korektnej odpovede.
Pravdepodobnostny program tak moze mat pre jeden vstup niekol’ko roznych vypoé-
tov. Na rozdiel od deterministickych programov, ktoré vierohodne vratia pre kazdy
vstup spravny vysledok, pravdepodobnostné programy mozu poskytnut aj nesprav-
ny vysledok. Cielom je zniZovat/potlacat pravdepodobnost takychto nespravnych
vysledkov, ¢o za urcitych podmienok znamené znizovat pocet nespravnych vypoc-
tov.

Na prvy pohlad sa pravdepodobnostné programy mozu zdat, na rozdiel od de-
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terministickych programov, nespolahlivé. Preco ich teda potrebujeme? FExistuje
vel'a redlnych problémov, ktorych riesenie najlep$imi zndmymi algoritmami vyza-
duje viac pocitacovej prace ako je realisticky mozné. Takéto problémy su prakticky
nerieSitelné. Moze sa vSak stat zazrak: tym zézrakom moze byt pravdepodobnostny
algoritmus, ktory riesi problém za niekolko minit s miniméalnou pravdepodobnos-
tou chyby jednej triliontiny. MoZeme takyto program zavrhnut ako nespolahlivy?
Deterministicky program, ktorého vypocet trva niekolko dni, je menej spolahlivy
ako pravdepodobnostny program beziaci niekolko mintt, pretoze pravdepodobnost
vyskytu hardverovej chyby poc¢as 24 hodin je ovela vicsia ako pravdepodobnost
chyby rychleho pravdepodobnostného programu. Konkrétnym pripadom prakticky
nesmierne dolezitého problému je testovanie prvociselnosti. Vo vSadepritomnych
kryptografickych systémoch zaloZenych na verejnych kl'i¢och je nevyhnutné, aby
sa generovali velké (500 ciferné) prvocisla. Prvé deterministické algoritmy na tes-
tovanie prvociselnosti boli zalozené na delitelnosti vstupu n. Uz samotny pocet
prvocisel, mensich ako /n , je pre tak velké ¢isla vicsi, ako pocet proténov in the
universe. Takéto deterministické algoritmy su teda prakticky nepouzitelné. Nedav-
no sa objavil novy deterministicky algoritmus na testovanie prvociselnosti, ktorého
zlozitost je O(m'?), kde m je dlzka binarneho zapisu &isla n. Na testovanie 500ci-
ferného ¢isla vSak tento algoritmus vyzaduje vykonanie viac ako 1032 pocitaéovych
inStrukcii; ani na najrychlejsich poé¢itacoch by ¢as od Velkého tresku nebol dosta-
to¢ny na realizaciu tohto vypoc¢tu. Mame vSak niekolko randomized algoritmov
pomocou ktorych mozeme otestovat prvociselnost tak velkych ¢isel na beznych PC
v priebehu niekol'kych minut, dokonca sekund.

Inym exemplarnym prikladom je komunika¢ny protokol pre porovnanie obsahu
dvoch databéz, ktoré si ulozené na dvoch vzdialenych pocitacoch. Matematic-
ky sa da dokazat, Ze kazdy deterministicky protokol, ktory testuje ekvivalenciu
ich obsahov, vyzaduje, aby sa vymenilo tolko bitov, kolko ich je ulozenych v da-
tabazach. Pre databazu velkosti 10'® by to bolo Gnavné. Pravdepodobnostnym
komunika¢nym protokolom moézeme testovat ekvivalenciu dvoch databaz vymenou
spravy dizky priblizne 2000 bitov. Pravdepodobnost chyby je pritom mensia ako
jedna triliontina.

Ako je to mozné? Bez vyuzitia zékladnych znalosti informatiky sa to vysvetlu-
je tazko. Hladanie vysvetlenia sily pravdepodobnostnych algoritmov je fascinujuci
vyskumny projekt, ktory zachadza do najhlbsich zakladov matematiky, filozofie a
prirodnych vied. Priroda je nas najlepsi ucitel a ndhoda hra v prirode ovela do-
lezitejsiu ulohu, ako si dokdZeme pripustit. Informatici mézu vymenovat mnoho
systémov, ktorych pozadované charakteristiky a spravanie sa daji dosiahnut iba
pomocou randomizicie. V takychto pripadoch st vetky dostupné deterministické
systémy zlozené z bilibnov podsystémov, ktoré musia interagovat korektne. Tak
komplexny systém, vysoko zavisly od velkého poc¢tu komponent, je neprakticky. V
pripade vyskytu chyby by bolo takmer nemozné ju odhalit. Netreba ani hovorit, ze
cena za vyvoj takéhoto systému by bola tiez astronomicka. Na druhej strane moze-
me skonstruovat maly randomized systém s pozadovanymi vlastnostami. Vzhl'adom
na mala velkost st takéto systémy lacné a funkénost ich komponent sa Tahko tes-
tuje. Klafovym pritom ostéva, ze pravdepodobnost chyby takého systému je tak
minimalna, a7 je zanedbatelna.

Popri doteraz prezentovanych vedeckych aspektoch je pre mnohych vedcov informa-

tika typicky problémovo orientované a prakticky inzinierska disciplina. Informatika
nielenze zahrna technické aspekty ako:

organizdcia procesov (fdzy, milestones, dokumentdcia), formuldcia stra-
tegickiyjch cielov a obmedzeni, modelovanie, popis, Specifikdcia, zabezpece-
nie kvality, testovanie, integrdicia do existujicich systémouv, viacndsobné
pouZitie, podporné ndstroje,
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Zahtna tiez aspekty manazmentu ako:

organizdacia a vedenie timu, odhad cien, planovanie, produktivita, ma-
nazment kvality, odhad casovijch planov a terminov, product release, pod-
mienky kontraktov a marketing.

Informatici by mali byt aj naozaj pragmatickymi praktikmi. Pri kongtrukcii kom-
plexného softverového alebo hardverového systému musi ¢lovek ¢asto robit rozhod-
nutia na zaklade vlastnej skuisenosti, pretoze nemé moznost modelovat a analyzovat
komplexnu realitu.

Na zaklade naSej definicie informatiky mozno nadobudnut dojem, Ze $tudium in-
formatiky je prili§ obtiazne. Clovek potrebuje matematické vedomosti, chapanie
uvazovania v prirodnych vedach a navySe, schopnost pracovat ako inZinier. Toto
naozaj mozu byt vysoké poziadavky, je to v8ak tiez velkd vyhoda tohto typu vzde-
lania. Hlavnou nevyhodou stucasnej vedy je jej vysoka $pecializacia, ktord vedie k
vyvoju malych nezavislych disciplin. Kazda z nich si buduje svoj vlastny jazyk, kto-
ry je ¢asto nezrozumitelny dokonca aj pre vedcov z pribuznej oblasti. Zaglo to tak
d'aleko, Ze spOsob Standartnej argumentécie jednej oblasti sa povaZzuje za povrchny
a nepripustny v inej oblasti. Spomaluje to vyvoj interdisciplinarneho vyskumu.
A informatika je v svojej podstate interdisciplinarna. Sustreduje sa na hladanie
rieSenia problémov vSetkych oblasti vedy a kazdodenného Zivota; vSade tam, kde
je predstavitelné pouZitie pocitaca. Sucasne s tym vyvija Siroké spektrum metod,
pocnuc preciznymi matematickymi metdédami, konciac inzinierskym "know-how",
zalozenom na skusenosti. MoZnost subezného ucenia sa roznych jazykov roznych
oblasti a roznym spodsobom uvazovania v jednej discipline, to je najcennejsi dar,
ktory studenti informatiky dostavaju.

1.2 Fascinujtca teoéria

Kniha je tvodom do zakladov teoretickej informatiky. Teoreticks informatika je fas-

cinujtca vedecka disciplina. Svojimi velkolepymi vysledkami a vdaka svojej velkej

interdisciplinarite prispela velkym dielom k na§mu pohladu na svet. Ako by Statis-

tiky potvrdili, nie je teoretické informatika najobltibenejsim predmetom Studentov.
Niekol'ko dovodov pre jej studium:

Existuju problémy, ktoré su algoritmicky neriesitelné? Ak ano, kde lezi hranica
medzi rieSitelnymi a nerieSitelnymi problémami?

St nedeterministické a nahodou riadené procesy schopné riesit viac ako determinis-
tické?

Ako definujeme obtiaznost(zloZitost) problému?

Kde st hranice praktickej riesitelnosti?

Co je to matematicky dokaz? Je tazsie algoritmicky najst dokaz alebo algoritmicky
overit jeho platnost?

Ako definujeme nahodné objekty /nahodnost?

Bez pojmov teoretickej informatiky by sme tie problémy nemohli ani poriadne sfor-
mulovat, ani na ne dat odpoved.

TT suvisi s praxou. Poskytuje metodologie, ktoré aplikujeme pri pociato¢nom né-
vrhu, ale aj tie, ktoré vyuzijeme pocas celého procesu navrhu, dokazovania, imple-
mentacie. Existuje nemélo optimaliza¢nych tloh, kde relaxacia poziadaviek vedie
k efektivnejsiemu rieSeniu. Verite, Ze mozno niekoho presvedcit o znalosti tajného
heslo bez toho, aby sme ho povedali? Verite, ze dve osoby moézu zistit, kto je starsi
bez toho, aby prezradili svoj vek? Verite, ze mozeme overit platnost niekol'ko tisic
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strankového dokazu bez toho, aby sme ho cely citali, ale videli iba niektoré jeho
néhodne zvolené useky? Vsetko toto sa da...

Zatial ¢o zhruba polovica vedomosti o software a hardware je po 5 rokoch neaktu-
alna, metodologické vysledky TI pretrvavaju niekolko desiatok rokov...

TT je vo svojej podstate interdisciplindrna, nachadzame jej uplatnenie v mnohych
inych oblastiach - genetika, medicinska diagnostika, optimalizacia v ekonomickych
a technickych disciplinach, automatické rozpoznavanie reci, prehladavanie priesto-
;...

Nie je to jednostrannd spolupraca. T1 tiez profituje z tych inych disciplin: kvantova
fyzika a kvantove pocitace; DNA vypocty; kalenie a metdda simulovaného zihania;...

TT podporuje vytvaranie a analyzovanie matematickych modelov, vytvaranie poj-
mov a metodoloégii na rieSenie problémov.

Zivostnost wvedo-
mosti

interdisciplinarita

sposob myslenia
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1.3 A teraz uz moj tvod

Pri pohlade dozadu si v suvislosti s efektivnou riesitelnostou problémov mdzme
vsimnut niekolko medznikov

e Vyznamnym krokom bolo formalizovanie pojmu algoritmuszhruba v 30-tych
rokoch minulého storocia. Vdadime za to definovaniu abstraktného vypoc-
tového modelu - Turingovho stroja (TS), ktory bol vseobecne akceptovany
ako "definicia" pojmu algoritmus. Vdaka tomuto pojmu dochédza k deleniu
problémov na riegitelné a neriesitelné.

e Po vymedzeni triedy rieSitelnych problémov sa pozornost prestuva k vymedze-
niu triedy prakticky riesitelngch problémov. Prakticka riesitelnost sa (vAcsi-
nou) vztahuje na ¢asové naroky potrebné na riegenie toho-ktorého problému.

Za prakticky rieSitelny sa dlho povazoval problém, ktory sa da riesit
sekvencéne v deterministickom polynomialnom ¢ase. Na trovni abstraktného
modelu ozna¢ujeme tuto triedu P. Zatial ¢o pojem rieSitelného problému
je zrejme nemenny, definicia prakticke] riesitelnosti sa postva. V dnesnych
diioch st uz za prakticky rieSitelné povazované aj problémy, ktoré si rieSitelné
v polynomialnom ¢ase pravdepodobnostnymi algoritmami, aproximacénymi al-
goritmami, rychlymi heuristickymi algoritmami, paralelnymi algoritmami, . ..

e Pozornost sa sustredila na porovnavanie problémov z hl'adiska naro¢nosti ich
realizicie, skimaju sa pritom rozne miery zloZitosti (popisnd, ¢as, pamét,
pocet porovnani,...)

Pozrime sa na problematiku z pohladu teodrie a praxe.

ZloZitost konkrétnych vypoctovijch iloh sa zaoberé rieSenim konkrétnych vy-
poctovych problémov. Viimame si zloZitost riesenia, ktoré je vyjadrené/vnimané
ako algoritmus v nejakom pseudo-programovacom jazyku. Popri hladani ¢o
najlepsich algoritmov na rieSenie problémov, ktoré nas zaujimaja, sa snazime
o ziskanie v8eobecnejsich poznatkov. Medzi takéto rozhodne patria

— metddy tvorby efektivnych algoritmov; stretneme sa s metédou rozdel'uj
a panuj, dynamickym programovanim, pazravymi algoritmami, prehladavaci-
mi algoritmamis,. . .

— dokazovanie zlozitosti konkrétnych algoritmov.

Abstrakind teoria zloZitosti - sa zaoberd rieSenim problémov trochu inak. V
pozadi stoja abstraktné vypoc¢tové modely. SnaZzime sa o ziskanie takych po-
znatkov o vypoctoch, ktoré su invariantné vzhladom na vyber pocitaca (z
danej rozumnej triedy). Definovanie toho, ¢o je to "rozumny pocitac" je
samo o sebe nie celkom trividlny problém. Prvd pocitacovd trieda obsahuje
vietky vypoctové modely, ktoré st polynomiélne ekvivalentné! deterministic-
kému TS. Uvedomme si, Ze vietky pocitace z prvej pocitacovej triedy definuju
triedu prakticky riesitelnych problémov—teda problémov, riesitelnych v po-
lynomialnom c¢ase, rovnako. Problém je riesitelny v polynomialnom case bez
ohladu na vyber pocitaca z tejto triedy. Druhd pocitacovd trieda obsahuje
vSetky také modely, ktoré vedia efektivne vyuZivat priestor. To znamené, Ze
trieda problémov, ktoré sa daju riesit v priestore f(n) sa rovna triede problé-
mov, ktoré sa daju riesit v ¢ase exponencialnom od f(n).

Na problematiku sa moézme pozriet aj na zaklade spracovania informacie. To vedie
k vymedzeniu teorie sekvencnijch a paralelngjch vypoctov.

IModely st polynomialne ekvivalentné, ak zlozitost rieSenia kazdého problému je na oboch
rovnaka az na polyném.
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1.4 Zakladné pojmy a definicie

Zacfnime opakovanim pojmov, s ktorymi ste sa uz iste stretli na predchadzajicich
prednéaskach, napr. na prednaske "Datové struktury a algoritmy".

Problém

e zobrazenie z mnoziny vstupnych retazcov do mnoziny vystupnych retaz-
cov

e konetné problémy (z konetnej mnoziny do kone¢nej mnoziny) - napr.
booleovské funkcie

e rozhodovacie problémy (odpoved je d4no-nie - je dany retazec znakov syn-
takticky spravnym programom v danom programovacom jazyku, existuje
v danej mnoZine objekt s danou vlastnostou, su dve (potencialne neko-
nefné) mnoziny rovnaké,...)

e ...

Algoritmus

e povod slova algoritmus je "al-kawarizmi" v mene Perzského matemati-
ka(9. storocie)

e konecny navod na rieSenie problému s pouzitim danych elementarnych
operécii. Vyzadujeme, aby kazda z elementarnych operacii mala presne
§pecifikovany vztah medzi vstupom a vystupom, aby bola vykonatelné v
kone¢nom Case a konetnej pamiti (strojovo a jazykovo nezdvislé instruk-
cie)

Program

e implementécia algoritmu

e postupnost korektne zapisanych instrukcii, ktoré maju byt vykonané na
pocitaci

e tieto inStrukcie st zapisané v programovacom jazyku

1.4.1 Analyza zlozitosti

Vicdsinou je naSou snahou najst éo najlepsi algoritmus na rieSenie skimaného prob-
lému. Co to ale znamena najlepsi? Pozor, nejde o spravnost, kvalitu riesenia®. Kva-
litou algoritmu budeme rozumiet jeho zlozitost. Lenze na rieSenie jedného problému
existuje viacero pristupov, ktoré vedu k algoritmom roznej zlozitosti. Aka je teda
zlozitost nasho problému?

Analyza algoritmu: vyuzitie matematickych metod k predikcii ¢asu a pamite
potrebnej na realizaciu algoritmu (pri zbehnuti programu)

Uvazujme mieru zloZitosti X (va¢Sinou ¢as, resp. paméft, pocet aritmetickych ope-
récii,..) a model M (modelom rozumieme vy$pecifikovanie mnoziny elementarnych
instrukcii, ktoré model poskytuje).

Zlozitost algoritmu A je funkcia velkosti vstupnych déat udavajica mnoZzstvo
miery zlozitosti X spotrebovanej algoritmom A pri rieSeni problémov daného rozsa-
hu.

XM (w) — mnozstvo miery zlozitosti X spotrebovanej algoritmom A
pri spracovani vstupu w

2In4 situacia je pri optimaliza¢nych problémoch, ked tzv. aproximacné algoritmy nemusia
déavat presné - optimélne - riegenie. Vtedy hovorime o kvalite rieSenia a zlozitosti algoritmu
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M ) =n{ X3 (w)}, zloZitost najhorsieho pripad
X4 (n)
Miny jw|=n{ X (w)}, zlozitost najlepsieho pripadu

KedZe najlepsi aj najhorsi pripad su vlastne extremélnymi hodnotami, nedavaja
celkom presni predstavu o zlozitosti pre konkrétny pripad. Preto je lepSou charak-
teristikou zloZitost priemerného pripadu

XY (n) =Y plwi) X} (w;), kde

w;

sumu poéitame cez vietky slova w; dizky n a p(w;) je pravdepodobnost vyskytu
konkrétneho vstupu w;. Problémom v8ak je, ze

— Casto nepozname pravdepodobnostné rozdelenie vstupnych tidajov

— samotna suma sa tazko pocita.
Preto niekedy predpokladdame rovnomerné rozdelenie a pocitame priemernu zloZi-
tost ako normélny aritmeticky priemer

T = S X w)

A , kde W,, je mnozina v8etkych vstupov velkosti n.
n

Uvedomme si vyznam parametra M! Predpokladajme, ze X oznatuje pocet arit-
metickych operécii. Ako sa zmeni zlozitost klasického algoritmu nésobenia, ak za
zékladnu aritmeticka operaciu budeme povaZzovat nasobenie jednocifernym ¢islom
v porovnani s pripadom, ked’ zakladnou aritmetickou operéaciou je nésobenie I'ubo-
volne velkych &isel?

Casovu zlozitost budeme va¢sinou oznacovat T.
Co je dobra miera zloZitosti?

- CPU cas
strojovo zavisla (pre rozne architektiry moze byt rozna)

- pocet (vykonatelnych) prikazov
zéavisi od programovacieho jazyka, od programéatorovho stylu,..

- pocéet opakovani cyklu
zéavisi od jazyka; dlzka realizacie jedného behu cyklu sa meni

+ pocdet zakladnych operacii
fixujeme mnozinu elementarnych instrukcii(model); toto je strojovo nezavislé

problém pocitané zakladné operacie
Vyhladévanie v zozname Porovnanie

Nasobenie matic Nasobenie (jednotlivych prvkov)
Triedenie Porovnanie

Prehladavanie (BS) Prehladanie vrchola

Preéo potrebujeme analyzovat algoritmy?
analyza

e lepSie odréaza skutocnost ako experimentovanie

e umozihuje nam porovnavat kvalitu algoritmov bez ich implementécie
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e umoznuje odhad ¢asu a pamétovych narokov implementacie

e umoznuje lep§ie pochopenie algoritmu, identifikiciu rychlych a pomalych ¢asti

Algoritmus | T(n) | max. rozsah | problému
sek min
Al n 1000 60 000
A2 nlogn 141 4 893
A3 n? 31 244
A4 n? 10 39
A5 2" 9 15

Predstavme si, Ze pocita¢ 10-nasobne urychlime (rychlost M je mensia ako rychlost
N). Ako sa zmeni maximélny rozsah problému, ktory mézme v danom ¢ase riesit?

Algoritmus | T(n) || max. na M | max. na N
Al n S1 10*S1
A2 nlogn S2 10*S2
A3 n? S3 3.16*S3
A4 n? S4 2.15%S4
A5 2" S5 S5+3.3

Asymptoticka zloZitost

KedZe konstanty (rozumnej velkosti) nemaju podstatny vplyv na celkovu efek-
tivnost algoritmu, uspokojime sa ¢asto len s asymptotickym odhadom zloZitosti
(zanedbame konstanty). Preto sa v stvislosti so zlozitostou algoritmu va¢sinou
stretneme s pojmom asymptotickej zlozitosti. Zopakujme si definicie asymptotik:

g(n) =O(f(n)) | 3e,n, € N ¥n >mng g(n) < cf(n)
g(n) = () | Je,no € N ¥n>ng g(n) > cf (n)
9(n) = O(f(n)) | g(n) = O(f(n) Ag(n) = f(n))
9(n) = ol f(n)) lim 425 = 0

A teraz sa mozme vratit k tomu, aby sme hovorili o zloZitosti problému. Ako
stvisi zlozitost X (n) algoritmu A rieSiaceho dany problém P so zlozitostou X (n)
daného problému?

° X;,W(n) < X4 (n) - kazdy algoritmus rieiaci dany problém poskytuje horny
odhad zloZitosti problému; pokial mame len tento odhad, nevieme posudit
kvalitu nami ziskaného algoritmu.

° Xéw(n) > f(n) < neexistuje algoritmus (z danej triedy M) rieSiaci problém
P so zlozitostou mensou ako f(n). Ak sa ndm také nie¢o podari ukazat, potom
f(n) je dolny odhad zloZitosti problému.
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Ked v nerovnici f(n) < X} (n) < Xé”(n)vsﬁ hranice f(n) a X} (w) blizko pri sebe,
podarilo sa nadm néjst dobry algoritmus. Tazko moZno ocakavat, Ze by sme dosiahli
uplnu rovnost.

optimalny, ak f(n) = X4 (n);
algoritmus A je
asymptoticky optimalny, ak X;)VI (n) = 0(X4 (n))

1.4.2 Analyza problému triedenia

Uvazujme problém triedenia. Pytame sa, aka je zlozitost tohto problému v triede
tzv. porovnavacich algoritmov (algoritmov, ktoré nevedia "rozoberat" kluce, ale
jedina informéciu mozu ziskat pomocou porovnania dvoch klacov).

Vsimnime si najprv horny odhad - budeme uvaZovat jeden z najznamejsich algorit-
mov za predpokladu, Ze vstupné hodnoty st rozne (ako sa algoritmus a nasledujica
analyza zmenia, ked tento predpoklad odstranime?)

Algorithm QSort(S)

vyber a € S,

Sl={be S;b<a};

S2={be S;b>a};

return( QSort(S1) . a. QSort(S2) )

Co vieme povedat o zlozitosti tohto algoritmu? Merani poc¢tom porovnani ju vo
vieobecnosti vyjadrime nasledovne:
T(|S]) =T(|S1]) + T([S52]) +n

LCahko vidime, Ze zlozitost podstatne zavisi od konkrétnych velkosti mnozin S1, S2.
Takze zlozitost jednotlivych zaujimavych pripadov dostaneme jednoduchou analy-
zou vztahu velkosti mnozin S1, S2.

Naghorsi pripad nastava, ak pri kazdom vybere prvku a zvolime prvok, ktory je naj-
mensi alebo najvacsi v mnozine; ma to za nasledok, ze zlozitost najhorgieho pripadu
je O(n?).

Skasme sa zamysliet nad priemerngm pripadom. Bez ohladu na to, aké s skutoc¢né
hodnoty triedenych prvkov, na zlozitost algoritmu mé najviacsi vplyv poradie (po

usporiadani mnoziny) prvku a - tento ma totiz vplyv na mohutnosti mnozin S1 ,
S2. Preto zlozitost priemerného pripadu vyjadrime nasledovne:

T(n) <13 (T(i—1)+T(n—1i)+n)
T(0)=T(1)=b T(i)=0prei<0

T) < =) (T +Tn—i=1)+n)
- anr%{T(O)JrT(nf1)+T(1)+T(n72)+...T(n71)+T(0))}

n—1
2
- 2 ;
= cn+ - ZE:O (i)
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Dokaz spravime matematickou indukciou.
IP: T(n) < knlogn,k = 2¢+ 2b

T@2)<en+ 23" (T(i) =2c+ 2(T(0)+ T(1)) = 2c+2b

T(n) <cn+ 2{T(0)+T(1)} + %ZZ:; kilogi = cn + 22 4 2k Z?;; ilogi

n—1 n
Kedze ,-§=2 ilogi < /2 zlogzda [5””210 g — %L

1 2 1 2
<§n21()gn —-2- % + 1) < 571210971 — nz

— nel ., . 4k
tak T'(n) < 22 4 2k Ziz; ilogi < en+ — — 771 +knlogn < knlogn
n

Uvedomtesi,iepren22,k:20+2bjecn+%—% <0

Ostalo nam este ndjst dolny odhad na zloZitost problému triedenia. Musime vy-
argumentovaft, kol'ko porovnani minimalne musi pouZit kazdy triediaci algoritmus?.
Pomozeme si abstraktnym modelom; vyuzijeme rozhodovaci strom. Co to je?

Rozhodovaci strom je neuniformny vypoc¢tovy model - pre kazdy rozsah vstupu
sa konstruuje iny rozhodovaci strom. Rozhodovaci strom pre triedenie n-prvkovej
mnoziny prvkov ozna¢ime RS(n). Opéat predpokladdme, Ze vstupné hodnoty st
rozne. Ako sa RS(n) zmeni, ak tento predpoklad vynechéame?

a<b

b<c c<b

a<b<c a<c c<b<a c<a

+
L]
+
L]

[ a<c<b ] [ c<a<b ] [ b<c<a ] [ b<a<c ]

Obrazok 1.1: Rozhodovaci strom pre triedenie 3 prvkov. Zvyraznend cesta odpoveda
vstupnym hodnotdm a =7,b=2,c=3

e vnutorné vrcholy RS(n) obsahujt porovnanie 7a < b?

e listy RS(n) obsahuju permutaciu a(iy), ..., a(i,) vstupnych hodnot (resp. sprav-
ny vysledok pre dany vstup)

32 triedy porovnavacich algoritmov
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Ako prebieha vypocet? "Postavime sa" do koreia RS(n). V pripade kladnej odpo-
vede na porovnanie "postupujeme" dolava, v pripade zapornej odpovede doprava.
Vysledna permutécia (odpoved) je v liste, do ktorého sme sa dostali.

Zlozitost konkrétneho pripadu je rovnéa dizke realizovanej cesty v rozhodovacom
strome. Najlepsi pripad je najkratgia cesta od korena do listu, najhorsi pripad je
hlbka stromu. Takze sa presunieme k analyze binarnych stromov.

Dolny odhad pre zlozitost problému triedenia:

e pocet listov kazdého rozhodovacieho stromu triediaceho n-prvkovi mnozinu
je aspon n!

e pocet listov binarneho stromu hibky & je nanajvys 2"
e pocet porovnani je pre konkrétny rozhodovaci strom rovny jeho hibke
e pre lubovolny algoritmus A moZno pre kazdé n zostrojit RSA(n)
n! < pocet listov RSA(n) < 2" | kde h je hibka RSA(n)
I

h > logn! = ¢ * nlogn

Kedze tento vztah plati pre Tubovolny algoritmus, je cnlogn dolnym odhadom pre
zlozitost problému triedenia merani poc¢tom porovnani.
O

1.4.3 Dolny odhad pre problém minMax

vstup: n-prvkovid mnozina S s definovanym usporiadanim
vystup: maximélny a minimélny prvok mnoziny S

Venujme sa dolnému odhadu (zamyslite sa nad efektivnymi algoritmami).

e V prvom rade si treba ujasnit, ¢o budeme povazovat za mieru zloZitosti. Bude
to opét pocet porovnani - takéto algoritmy st nezévislé od skuto¢nej mnoziny
prvkov; treba len spravne realizovat porovnanie.

e Pri dolnom odhade si opat pomozeme abstrakciou; tentokrat to bude stavovy
priestor. V kazdom okamihu rieSenia priradime rozpracovanej tlohe nejaky
stav/charakterizaciu. Mnozina v8etkych potencidlnych stavov potom tvorf
stavovy priestor.

e Pociato¢nu situédciu charakterizuje nejaky stav (resp. mnoZina stavov) a vy-
stupna situacia tiez zodpoveda nejakému stavu, resp. mnozine stavov.

e Stav ulohy sa meni len pri vykonavani nejakych operécii - v naSom pripade sa
stav meni nasledkom porovnania. Takto konkrétnemu priebehu vykonavania
algoritmu odpoved4 cesta v stavovom priestore.

e Dolny odhad na potet porovnani ziskame argumentaciou o dlzke cesty z pocia-
to¢ného stavu do koncového stavu. Kazdé porovnanie moze zmenit rozloZenie
prvkov v mnozinéch, a teda stav. Kedze dl7ka cesty tvori dolny odhad na
pocet porovnani, budeme sa zaujimat o dlzku cesty z pociatotného stavu do
koncového. Ide o "hru" medzi nami a algoritmom. My sa snazime cestu pre-
dlzovat a mame k tomu jediny prostriedok - volbu vstupu. Naproti tomu
algoritmus sa snazi cestu skracovat - robi to vol'bou krokov (vyberom prvkov,
ktoré sa v tom ktorom okamihu porovnaja).
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Stav (pre problém minMax) je Stvorica (a,b,c,d), kde
a je pocet prvkov, ktoré sa eSte neporovnavali, A meno tejto mnoziny

b je pocet prvkov, ktoré sa uz porovnavali a v kazdom porovnani boli vicsie, B
meno tejto mnoziny

c je poCet prvkov, ktoré sa uz porovnavali a v kazdom porovnani boli mensie, C
meno tejto mnoziny

d je pocet prvkov, ktoré sa uz porovnavali a boli aj menSie aj vicgie, D meno tejto
mnoziny

Stavovy priestor mnozina {(a,b,c,d);a,b,c,d € {0,1,...n},a+b+c+d=n}
Pociatoény stav je charakterizovany Stvoricou (n,0,0,0)
Koncovy stav je charakterizovany Stvoricou (0,1,1,n — 2)
KedZe sa potrebujeme dostat z bodu (n,0,0,0) do bodu (0,1,1,n-2), musi
e prva zlozka (mohutnost mnoziny A) klesnit o n-2,
e tretia a Stvrtd (mohutnost mnozin B, C) stupnut o 1,
e posledna zlozka (mohutnost mnoziny D) stapnut o n-2.

Vsimnime si, ako jedno porovnanie mdze zmenit stav tlohy:

porovnavané prvky | vysledok porovnania | stary stav (novy stav
1 reAyeA T <y (a,b,e,d) | (a-2, b+1, c+1, d)
x>y (a-2, b+1, c+1, d)
2 reAyeB <y (a,b,c,d) (a-1, b, c+1, d)
x>y a-1, b, c,d+1)
3 reAyeC <y (a,b,c,d) (a-1, b+1, ¢, d)
x>y a-1, b, c,d+1)
4 reAyeD T <y (a,b,c,d) (a-1, b, c+1, d)
x>y (a-1, b, ¢,d+1)
5 reB,yeB T <y (a,b,c,d) (a, b-1, ¢, d+1)
x>y (a, b-1, ¢,d+1)
6 reCyelC <y (a,b,c,d) (a, b, c-1, d+1)
x>y (a, b, c-1,d+1)
7 reB,yel <y (a,b,c,d) (a, b-1, c-1, d+2)
x>y (a, b, c,d)
8 reC,yeD T <y (a,b,c,d) (a, b, c, d)
x>y (a, b, c-1,d+1)
9 r€ByeD <y (a,b,c,d) (a, b-1, ¢, d+1)
x>y (a, b, c,d)

Ak si predstavime, Ze porovnavané prvky sa po porovnani presuvaji do prislusnej
mnoziny, musi sa kazdy prvok, ktory skon¢i v mnozine D, najprv presunut do jednej
z mnozin B,C a az potom do mnoziny D. Prvky, ktoré skon¢ia v B, resp. C, sa
zicastnili aspon jedného porovnania. Dolny odhad teda ziskame ako stéet poctu
porovnani, ktorymi sa prvky presund z mnoziny A plus pocet porovnani, ktorymi
sa prvky presuni z BU C do D.

Uvedomme si, ako stvisi naga "hra"s tabulkou, ktora zobrazuje mozné zmeny sta-
vu. Algoritmus "vybera"hruby riadok, my vhodnou volbou pociato¢nych hodnot
mozme ovplyvnit, ktord z moznosti v zvolenom riadku nastala.
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e Pretoze algoritmu nemdZzme zabranit, aby prvky z mnoziny A nepresuval pod-
la bodu 1, na presun prvkov z A do B alebo C mo6zme pocitat iba n/2 porov-
nani - algoritmus vybral pre nis najhor§iu moznost.

e Kolko porovnani moZno ratat na presuny do mnoziny D? Vidime, Z%e posled-
na zlozka sa v jedinom pripade moze zvysit o 2 (pripad 7). Nie je tazké si
uvedomit, Zze vieme skonstruovat taky vstup, aby kazdy prvok z mnoziny B
bol vagsi ako kazdy prvok z mnoziny C (ako?). V takejto situécii pripad 7
nikdy nenastane , a preto na zmenu poslednej suradnice treba minimélne n-2
porovnani.

Dostavame teda

3
pocet porovnani > 3 +n—-2= 771 — 2.

3

1.5 Amortizovana zlozitost

Vieme, 7e zlozitost je funkcia velkosti/rozsahu vstupu. Pri analyzovani zloZitosti
konkrétneho algoritmu vicésinou postupujeme tak, ze najprv zanalyzujeme zlozi-
tost jednotlivych operécii (¢asto v najhorSsom pripade) a potom sé¢itame cez vsetky
realizované operacie. Ked teda mame cyklus, spoc¢itame (vi¢sinou) zloZitost trva-
nia jednej iterdcie a potom prendsobime poctom opakovani. Inym pristupom je
tzv.amortizovand zloZitost, ked analyzujeme postupnost realizovanych operécii ako
celok.

1.5.1 Metdéda zoskupeni

Princip tejto metédy spociva v tom, ze jednotlivé operécie rozdelime do skupin
a potom analyzujeme skupinu ako celok. Aplikujme na priklad manipulacie so
zasobnikom a s binarnym pocitadlom.

Priklad 1.1 UvazZujme idajovi Struktiru zdasobnik s tromi operdciami

Push(S,x)
vloZi do zdsobnika S prvok x. Cena/zloZitost realizdcie tejto operdcie je 1

Pop(S)
(destruktivne) vrdti vrchny prvok zdsobnika S. Cena realizdcie tejto operdcie
je tiez 1.

Multipop(S,k)
vyberie zo zdasobnika k prvkov, resp. zdasobnik vyprdzdni, ak v iom bolo menej

ako k prvkov. Cena realizdcie operdcie je prirodzene k (resp. pocet naozaj
odstranengch prokov)

Predpokladajme, Ze mdme postupnost n operdcii, ktoré manipuluji so zdsobnikom
S. Zaugima nds zloZitost realizdcie tejto postupnosti.

LIV

Zrejme najhorsia/najtazsia operacia je Multipop, ktorého cena je nanajvys n. Preto
klasicky pocitana zloZitost

pocet realizovanych operécii x zlozitost najfazsej = n-n = O(n?)

Pri pouziti metoédy zoskupeni na problém manipulacie so zasobnikom rozdelime
jednotlivé operacie do dvoch skupin.
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I Push da sa vzdy realizovat, vzdy stoji 1, preto je celkovy
prispevok skupiny n
11 Pop, Multipop nemoézme vybrat viac prvkov ako sme vlozili, preto je

sumarny prispevok tejto skupiny tiez n
Ziskali sme presnejsi odhad zlozitosti — 2n

Priklad 1.2 UvaZujme k-bitové bindrne pocitadlo realizované ako pole A[0...k-1].
Hodnota pocitadla reprezentovaného polom Alag . ..ar—1] je

k—1
D A -2
i=0

Pripocitanie jednotky mozno vyjadrit takto

INC(A);

1+ 0
while (i <k—1 AND A(i) =1) do A(i) «— 0;i — i+ 1
if i <k—1 then A(i) — 1

Ak ako mieru zlozitosti uvazujeme pocet preklopenych bitov, stoji nas jedno prici-
tanie jednotky zrejme nanajvys k. Pri realizovani postupnosti n takychto instrukecii
sa tak klasicky dostaneme k celkovému poctu

n-k

Pouzime metdédu zoskupeni. Vytvorime k skupin, pricom ¢-tu skupinu tvori preklo-
penie A(7). Uvedomme si, ze A(i) sa preklopi v kazdom 2’-tom volani INC. Preto
celkovu zlozitost vyjadrime

|log n ] n |log n ] 1
> |z sn X g
i=0 i=0

1.5.2 Metoda sactov

Okrem prirodzenej ceny dostane kazd4 (sledovana)opericia kredit*. Pri realizacii
operacie platime jej kreditom. Ak je kredit vicsi ako prirodzena cena operacie,
akoby sme si predplatili nejaka dal$iu manipulaciu s objektami.

cena < kredit zvy$né kredity (rozdiel medzi kreditmi a cenou) si ulozime na tucet
k pouzitiu v budicnosti

kredit < cena rozdiel musi operécia doplatit z uétu

Kvoli bezproblémovému realizovaniu postupnosti operacii musime mat tcet v prie-
behu celého vypoctu nezaporny = nesmieme ist do debetu. Ak tomu tak je,
potom sucet kreditov dava horny odhad na zlozitost.

ZASOBNIK
cena kredit
Push 1 2
Pop 1 0
Multipop | min{k, |S|} 0

4prepocitaniu na kredity sa niekedy hovori amortizovana cena operacie
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Vsimnime si, ze hoci je cena realizacie Pop jednotkova, priradili sme tejto operécii 2
kredity — akoby sme si predplatili aj odstranenie prave vlozeného prvku. Je zrejmé,
ze zlozitost je nanjavys 2n.

PociTADLO

cena | kredit
nastavenie bitu na 1 1 2
nastavenie bitu na 0 1 0

Hodnota kreditu 2 pri nastavovani prislusného bitu na 1 opét pocita "s budicnos-
tou" — ked sa nabudice dostaneme na toto miesto, budeme ho musiet preklopit.
Opét l'ahko vidno, ze zlozitost realizovania n binarnych pripocitani je 2n. Staci si
uvedomit, ze kazdé pripoc¢itanie jednotky preklopi len jeden bit z 0 na 1 a na 0
preklapam len taky bit, ktory som predtym nastavila na 1 (a teda som si na tato
operéciu usetrila).
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1.6 Zakladné vypoctové modely

Rozvoj pocitatov spdsobil, ze za formalny popis rieSenia problémnu mozme pova-
zovaf rieSenie napisané v programovacom jazyku. Pocita¢ potom realizuje program
na jednotlivych vstupoch. Hovorime teda o algoritmickom rieSeni problémov.

Ak chceme dokazat, ze problém je algoritmicky rieSitelny, napiSeme jeho rieSe-
nie v programovacom (algoritmickom) jazyku. Na tejto drovni nie je nutné jazyk
fixovat. Potreba formaélej definicie pojmu algoritmus vyvstava, ked chceme hovorit
o rieditelnosti/nerieitelnosti problémov, resp. o takych aspektoch zloZitosti prob-
lémov, ktoré st nezéavislé od vyberu konkrétneho z rozumnej triedy modelov.

Stretavame sa s viacerymi modelmi vypoctov. Potrebujeme, aby bol model
jednoduchy, s malym poc¢tom jednoduchych elementarnych instrukciii, ale pritom
aby odrazal naSe intuitivne vnimanie pojmu algoritmu/algoritmickej riesitelnos-
ti/vypocitatelnosti. Za takyto model sa berie Turingov stroj (TS). V suvislosti so
skiimanim zloZzitosti konkrétnych problémov sa tiez Studuje tzv. RAM.

1.6.1 (M)RAM

V tejto ¢asti sa budeme venovat abstraktnému vypoc¢tovému modelu, ktory pripo-
mina asembler. (M)RAM je skratkou z anglického Random Access Machine, teda
pocitac s priamym pristupom do paméti.

(M)RAM = Program + Datova Struktura (pamit)

(M)RAM je model pocitaca von Neumanovského typu - pamét, program, ¢itac in-
Strukcii. Pri jeho definovani teda musime popisat sposob komunikaciu s okolim —
vstupy/vystupy; organiziciu pamite a sposob jej adresacie; programovaci jazyk,
Cize zékladné ingtrukcie. Abstrakcia tohto modelu je najmé v jeho potencidlne ne-
kone¢nej paméti.

Pamit je pole registrov, v ktorych sa nachadzaji ¢isla. Pritom predpokladame
— velkost registrov je neobmedzené/operacie nad nekone¢ne velkymi ¢islami
— pocet registrov je neobmedzeny
— priamy pristup do kazdého registra (indexovanie)

Vstup je konecna postupnost celych ¢isel, ktora ¢itame zlava doprava. Predpo-
kladame jednosmerné ¢itanie, ¢o znamend, ze po vykonani jednej operécie nacitania
sa "¢itacia hlava'nastavi na d'algie ¢islo v poradi.

Program je kone¢né postupnost instrukcii. Nech

i oznacuje Cislo zo vstupu

c(j) oznacuje obsah registra R(j)

P je ¢itac¢ inStrukcif (¢islo prave vykonavaného riadku programu); kazdé instrukcia zvysi
jeho hodnotu o jedna, ak to skokovou instrukciou nie je uréené inak

X je Tubovolny operand typu

=j (konstanta),
j (priama adresécia)
*j (nepriame adresovanie)

R(0) oznacuje akumulator

x je ¢islo j, obsah registra R(j)
adresné mody T je xj, obsah registra, ktorého ¢islo je ulozené v registri R(j)
T je =7, priamo ¢islo j
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instrukcia operand sémantika

READ i (1) « ¢islo zo vstupu
READ *1 ¢(c(i)) « ¢islo zo vstupu
STORE J c(j) < ¢(0)

STORE *j c(e(y)) < ¢(0)

LOAD x c(0) — =z

ADD x c(0) «—¢(0) + =

SUB x c(0) «—¢(0) —z
JUMP J P3j

JPOS j if ¢(0) >0 then P« j
JZERO J if ¢(0) =0then P« j
HALT ukoncenie vypoctu
WRITE -y j

WRITE j c(5)

WRITE *7j c(e(4))

Na RAM sa mozeme pozerat dvomi sposobmi

1. RAM poéita funkciu f. Niekedy sa stretneme s tym, Ze v takomto pripade
sa nepouzivaju instrukcie WRITE, ale za vystup po zastaveni vypoctu sa
povazuje obsah akumulédtora.

2. RAM déava ako vysledok viacero ¢isel. Vtedy sa pouZiva aj inStrukcia zapisu.
Vystup je postupnost celych ¢isel. Po zapisani ¢isla na vystupe sa hlava postuva
dalej, ¢o znamend, ze vysledkom je postupnost ¢isel zapisand na vystupnej
paske.

Ako je to s definovanim zlozitosti? Prirodzené by bolo definovat ¢asovu zlozitost ako
pocet vykonanych ingtrukcii. Vzhladom k tomu, Ze mame potencidlne nekone¢ny
register a teda potencialne nekonecéne vel'ké ¢isla, asi by to niekedy bolo zavadzajuce.
Preto sa rozlisuju dva rozne pristupy

Pri jednotkovej cene je manipulacia s ¢islom/registrom jednotkovej zlozitosti

e Cas je pocet vykonanych instrukcii
e priestor, resp. pamit je pocet pouZitych registrov

Je zrejmé, 7e jednotkové cena odraza zlozitost vtedy, ak velkost ¢isel (dizku zapisu)
mozme ohranicit konstantou. Vtedy manipulaciu s ¢islom moézme povazovat za kon-
stantu; kedze vicSinou nas zaujima asymptotické spravanie zlozitosti, je vaéSinou
jedno, ¢ uvazujeme O(f(n)) alebo O(cf(n)), kde ¢ je konstanta.

Logaritmicka cena berie do tuvahy velkost ¢isel, s ktorymi pracujeme. Cena in-
strukcie nie je 1, ale |logi|+1, kde ¢ je najvicsia absolutna hodnota z ¢isel, s ktorymi
pri vykonavani danej ingtrukcie manipulujeme (niekedy aj pocet bitov, ktoré sa pri
vykonani instrukcie spracuji; rozdiel v tychto dvoch definiciach je v multiplikativnej
konstante). Analogicka uvaha je pre paméatovu zlozitost, kde velkost (cena) pou-
zitého registra nie je jednotkova, ale je to maximana dlzka ¢isla, ulozeného pocas
vypoctu v tom-ktorom registri.

e Cas je sucet cien vykonanych instrukcif

e pamiit je sicet cien vietkych registrov, pouzitych v priebehu vypoétu

Vidime, ze logaritmicka cena odstrafuje — z hladiska zloZitosti — abstrakciu RAMu,
ktorou je dvojrozmerné nekonecnost paméte - pocet registrov aj ich velkost mozu
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byt nekonecne velké. Ak pracujeme s nekonecne velkymi ¢islami, st vSetky povolené
operacie RAMu linearnej zlozitosti vzhladom na dizku binarneho zapisu. Teraz uz
asi vidno, preco sme pri definovani aritmetickych operacii nedefinovali nédsobenie a
delenie. Suvisi to s tym, ze algoritmy nasobenia a delenia nie st linedrne. Je zrejmé,
7e pridanim nasobenia a delenia

e neovplyvnime vypocétovi silu RAMu
e zlozitost nebude tuplne zodpovedat tomu, ¢o o¢akavame

Model s nasobenim a delenim je v8ak uZito¢ny, preto ho budeme pouzivat a budeme
ho oznacovat MRAM.

MRAM je RAM, ktory ma navySe instrukcie

DIV celociselné delenie
MULT nasobenie

KedZe nie je jednoduché pocitat logaritmicka zloZitost presne, postupujeme vAcSi-
nou tak, Ze vypocitame zloZitost pri jednotkovej cene a prenasobime ju maximéalnou
dizkou ¢isla, ktoré sa v priebehu vypoétu pouzilo. Ziskame tak horny odhad na lo-
garitmicku zloZitost.

Uloha: Napiste RAM pre problém triedenia. Zacnite s jednoduchym (z hl'adis-
ka programovania, nie efektivnosti) algoritmom Bubblesort. Uréte zloZitost Vasho
programu pri jednotkovej aj logaritmickej cene.

Uloha: Napiste RAM pre problém Insertsort. Uréte zlozitost Vasho programu
pri jednotkovej aj logaritmickej cene.

Uloha:  Napiste RAM, ktory nacita "retazec"—postupnost ¢isel: n,ay,...,an,
kde a; € {1,2}*. Na vystup vypise:

1. as,ai,as,a4,...,a,,ay,_1 alebo as,ay,as,aq,...,0,_2,0,_1,a, podla toho,
¢i je n parne alebo nepérne

2. 1 ak tvori vstupna postupnost palindréom (ay ...a, = an ...a1)

3. 1 ak vstupna postupnost obsahuje ako suvisly podretazec palindrom dizky
aspoii n/2

4. 1 ak ¢islo, ktorého desiatkovym zapisom je vstupna postupnost, je prvocislo

Uréte zlozitost Vasho programu pri jednotkovej aj logaritmickej cene.

1.6.2 Zakladny model Turingovho stroja

V tejto ¢asti sa budeme venovaft z nejakého pohladu najjednoduchsej verzii Turin-
govho stroja (TS) - bude to model, ktorého vypo¢tova sila je ekvivalentna tomu, ¢o
povazujeme za algoritmicky rieSitelné. Analogicky ako v pripade (M)RAMu ide o
abstaktny vypoctovy model, kde abstrakciou je jednak ztzenie mnoZziny elementéar-
nych instrukeii a na strane druhej uvazovanie neobmedzene velkej paméte.

Pamét TS je (jednosmerne)potencialne nekone¢na péaska, tvorena potencialne neko-
ne¢nou postupnostou policok. Kazdé politko moze obsahovat prave jeden z koneénej
mnoziny symbolov. Vstupné slovo je na zaciatku ulozené v sivislom bloku po sebe

MRAM
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idacich policok, ¢itacia hlava je nastavena na prvom symbole vstupného slova. Lavy
okraj pasky budeme oznacovat Specidlnym symbolom $. Ostatné policka obsahuju
Specialny znak, tzv. B (blank), ktory vyjadruje to, Ze policko je prazdne. Prechodo-
va funkcia na zéklade symbolu pod hlavou ( v tomto pripade Gitacou i zapisujicou)
a stavu konecnostavovej riadiacej jednotky urcuje novy obsah poli¢ka pod hlavou,
novy stav a posun hlavy (nanajvys o jedno policko dol'ava, resp. doprava).

Turingov stroj ~ Definicia 1.1 Turingov stroj je Sestica T = (X,T', K, qo, 0, F'), kde

¥ B,$¢ X, je konecnd neprdizdna mnoZina symbolov, tzv. vstupna abeceda,

;Y Cr je koneénd neprdzdna mnoZina symbolov, tzv. pracovna abeceda

K je koneénd neprdzdna mnoZina stavov

qo,qo € K je pociatoCny stav

F,F C K, jemnozina koncovych/akceptujicich stavov

J: Kx{l'-$}— Kx{I'-B} x{0,1,-1} UK x$ - K x$x {0,1,}
je prechodova funkcia

konfigurdcia TS Konfigurdcia C Turingovho stroja T je refazec ag3, kde o je celd neprazdna ¢ast
pasky , ¢ je stav, hlava T' je umiestnena na prvom policku-znaku z 3. Uvedomme
si, ze konfiguracia je len dohodnutym popisom kompletnej informécie o stroji 7.

pociatocnd kon- Pociatocnd konfigurdcia je Cy = qoaias...an, kde aias...a,, je vstupné slovo. Je
figurdcia zrejmé, ze Cy popisuje situaciu na zaciatku vypoctu.

krok vijpoctu Elementarnymi in§trukciami stroja 7' st zrejme prvky prechodovej funkcie 6. Apli-
kovaniu prechodovej funkcie hovorime krok vyjpoctu. Hovorime, ze konfiguraciu C; 1
vieme dostat z konfiguricie C; v jednom kroku, znacime C; — Cj;1, ak

Ci = a102...;9j41Aj42...Am A

a1a2...0;pbajt2...ay, pricom (p,b,0) € 6(g, a;+1); hlava stoji
Ciy1 = ¢ aias...a;bpajiz...an, pricom (p,b,1) € §(q, aj4+1); hlava sa hybe doprava

a1az...pa;baja...am, pricom (p,b, —1) € 6(q, a;+1); hlava sa hybe dolava

Symbolom —* oznacujeme reflexivny tranzitivny uzaver —.

vygpocet Vijpocet Turingovho stroja T' je postupnost konfiguracii Cy, C1, Co, ..., C,y,, pricom
Cy je pociatocné konfiguracia a C; — Ciqq.

TS ako akceptor Ked TS pouzivame ako akceptor, inymi slovami, ak na TS rie§ime rozhodovacie
problémy, zaujima nés, ¢i vstupné slovo patri alebo nepatri do prislusného jazyka.
V takom pripade sa zvykne hovorit o akceptujicom vijpocte. Akceptujici vypocet je
vypocet, ktory kondi konfiguraciou so stavom z mnoziny koncovych stavov (ktorému
sa vtedy hovori aj akceptujuci stav). Potom jazyk L akceptovany TS T je mnoZina
slov
L(T) = {w|gow —* agf, q € F}?

TS ocitajuci ; - ) .
. p J 5Uvedomme si, Ze sme ne3pecifikovali, ako sa ma skon&it vypocet na takom vstupe, ktory nepatri
funkcw do daného jazyka. Ak k danému jazyku L vieme skon§truovat taky TS, ktorého vypocet na kazdom

vstupe skon¢i, vtedy je L rekurzivny jazyk; hovorime tiez, ze TS jazyk L rozhoduje/rozpoznéava.
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Ak povazujeme TS za model pocitaca, chceli by sme, aby na vstup reagoval vy-
stupom. KedZe méame (zatial) len jednu pasku, musime aj vystup napisat na nu.
V takomto pripade od koncovej konfiguricie C,, vyzadujeme, aby sme na paske
videli/nasli vystup. Nech teda Cy, Cy, Ca, ..., C,, je vypocet TS T.
Konfiguracia C), = a.,q0Bm je koncovd, ak
qgeF
Bm = Ym#ty, pricom y je vystup/vysledok.
Je zrejmé, Ze akceptor dostaneme aj tak, ze y € {0,1}.

Uloha: Napiste TS, ktory rozhoduje jazyk

o L ={wcw | w e {a,b}*}
o L ={wwe{a,b}*}

Ak je prislusny TS taky, ze vieme zarucit kone¢ny vypocet len na slovach z jazyka a pri vstupoch,
ktoré z jazyka nie st sa moZe stat, ze vypocet je nekoneény, vtedy TS jazyk akceptuje a prislusny

jazyk je rekurzivne vycislitelny.



