
Kapitola 1Úvod1.1 �o je to Computer S
ien
e?Namiesto úvodu pár my²lienok z úvodu knihy Juraja Hromkovi£a: Theoreti
al Com-puter S
ien
e � An Introdu
tion to Automata, Computability, Complexity, Algo-rithmi
s, Randomization, Communi
ation, and CryptographyNa ozna£enie vedy, ktorej sa venuje tento materiál, sa naj£astej²ie pouºíva ozna-£enie Informatika (z angli
kého 
omputer s
ien
e, resp. informati
s). Kaºdý, kto²tuduje alebo sa zaoberá touto vednou dis
iplínou, by sa z £asu na £as mal zamyslie´nad tým, ako by zade�noval informatiku, mal by premý²©a´ o jej prínose pre vedu,vzdelávanie, kaºdodenný ºivot. Je d�leºité, aby sme si uvedomili, ºe získavanie £o-raz vä£²ieho mnoºstva poznatkov o vede
kej dis
iplíne, prehlbovanie po
hopenia jejpodstaty vºdy vedie k vývoju ná²ho názoru na úlohu tejto vedy v kontexte v²etký
hvede
ký
h dis
iplín. Je preto najmä pre ²tudentov nesmierne d�leºité, aby si ne-ustále premietali svoje vnímanie informatiky ako vedy. Trúfneme si vyprovokova´kon�ikt medzi va²im teraj²ím vnímaním informatiky a stanoviskom, prezentovanýmv tomto úvode; podnietime diskusiu, ktorá m�ºe vies´ k vývoju vá²ho 
hápania in-formatiky.Pokúsme sa najsk�r zodpoveda´ otázku"�o je to informatika?"Je ´aºké poskytnú´ exaktnú a úplnú de�ní
iu tejto vede
kej dis
iplíny. V²eobe
neak
eptovaná de�ní
ia je nasledovná:"Informatika je náuka o algoritmi
kom spra
ovávaní, reprezentá
ii, ukla-daní a prenose informá
ií"Pod©a tejto de�ní
ie sú hlavnými objektami výskumu informatiky ako vede
kejdis
iplíny informá
ia a algoritmus. Táto de�ní
ia v²ak zanedbáva úplné odhaleniepodstaty a metodológie informatiky. �al²ou otázkou o podstate informatiky je"Ku ktorej vede
kej dis
iplíne informatika patrí? Je to metadis
iplínaako matematika a �lozo�a, prírodná veda alebo inºinierska dis
iplína?"Odpove¤ na túto otázku slúºi nielen na identi�ká
iu objektu výskumu, musí tieºur£i´ metodológiu a príspevok informatiky ako vedy. Odpove¤ou je, ºe informati-ka nem�ºe by´ jednozna£ne priradená k ºiadnej z tý
hto dis
iplín. Informatika vsebe zah¯¬a aspekty matematiky, prírodný
h vied ale aj inºiniersky
h dis
iplín. Vkrátkosti vysvetlíme, pre£o. 5



6 KAPITOLA 1. ÚVODPodobne ako �lozo�a a matematika, informatika skúma v²eobe
né kategórie, akodeterminizmus, nedeterminizmus, náhodnos´, informá
ia, pravda, nepravda, zloºi-tos´, jazyk, d�kaz, znalos´, komuniká
ia, aproximá
ia, algoritmus, simulá
ia, at¤.a prispieva k i
h po
hopeniu. Informatika vrhla nové svetlo na tieto kategórie,priniesla nový význam mnohým z ni
h.Prírodná veda, na rozdiel od �lozo�e a matematiky, skúma konkrétne prírodné ob-jekty a pro
esy, ur£uje hrani
u medzi moºným a nemoºným, skúma kvantitatívnevz´ahy prírodný
h pro
esov. Modeluje, analyzuje a dokazuje vierohodnos´ hypote-ti
ký
h modelov experimentmi. Tieto aspekty sú beºné aj v informatike. Objektamisú informá
ie a algoritmy (programy, po£íta£e) a skúmanými pro
esmi sú (reálneexistujú
e) výpo£ty. Presved£íme sa o tom sledovaním vývoja informatiky. Histo-ri
ky prvou d�leºitou výskumnou otázkou bolo:"Existujú dobre de�nované problémy, ktoré nem�ºu by´ rie²ené automa-ti
ky (po£íta£om, bez oh©adu na silu sú£asný
h a budú
i
h po£íta£ov )?"Snaha o zodpovedanie tejto otázky viedla k základom informatiky ako nezávislejvedy. Odpove¤ na otázku je kladná. V sú£asnosti sme si o mnohý
h prakti
ký
hproblémov, ktoré by sme radi rie²ili algoritmi
ky, vedomí toho, ºe algoritmi
ky rie-²ite©né nie sú. Tento záver je zaloºený na £isto matemati
kom d�kaze algoritmi
kejnerie²ite©nosti (inými slovami, na d�kaze neexisten
ie algoritmu rie²ia
eho danýproblém) a nie na tom, ºe sa ºiadne algoritmi
ké rie²enie doteraz nena²lo.Po tom, ako bola vyvinutá metóda na klasi�ká
iu problémov pod©a i
h rie²ite©nosti,za£ali si ©udia klás´ nasledujú
u vede
kú otázku:"Ako ´aºké sú konkrétne algoritmi
ké problémy?"Pritom obtiaºnos´ nemeriame obtiaºnos´ou nájs´ algoritmi
ké rie²enie, £i ve©kos´ouvytvoreného programu. Obtiaºnos´ meriame mnoºstvom prá
e potrebnej a posta£u-jú
ej k tomu, aby sme pre daný vstup algoritmi
ky vypo£ítali rie²enie. Dozvedámesa o existen
ii ´aºký
h problémov, na rie²enie ktorý
h treba energiu presahujú
uenergiu 
elého vesmíru. Existujú také algoritmi
ky rie²ite©né problémy, pre ktoréby výpo£et ©ubovo©ného programu na i
h rie²enie vyºadoval via
 £asu ako uplynulod "Ve©kého tresku". Takºe £íra existen
ia programu na rie²enie nejakého problémue²te nezaru£uje, ºe je tento problém prakti
ky rie²ite©ný.Pokusy o klasi�ká
iu problémov na prakti
ky rie²ite©né (tra
table) a prakti
ky ne-rie²ite©né viedli k najfas
inujú
ej²ím vede
kým objavom teoreti
kej informatiky.Ako príklad si vezmime pravdepodobnostné (randomized) algoritmy. Vä£²ina prog-ramov (algoritmov) tak, ako i
h poznáme, je deterministi
ká. Determinizmom roz-umieme to, ºe program a vstup úplne ur£ujú v²etky kroky spra
ovávania problému.V kaºdom okamihu je nasledujú
a ak
ia programu jednozna£ne ur£ená a závisí ibaod momentálny
h údajov. Pravdepodobnostné algoritmy m�ºu nasledujú
u ak
iuprogramu vybera´ z via
erý
h moºností. Prá
u pravdepodobnostného algoritmusi moºno predstavi´ tak, ºe algoritmus z £asu na £as hádºe min
ou, aby ur£il na-sledujú
i krok, napr. vybral nasledujú
u stratégiu pri h©adaní korektnej odpovede.Pravdepodobnostný program tak m�ºe ma´ pre jeden vstup nieko©ko r�zny
h výpo£-tov. Na rozdiel od deterministi
ký
h programov, ktoré vierohodne vrátia pre kaºdývstup správny výsledok, pravdepodobnostné programy m�ºu poskytnú´ aj nespráv-ny výsledok. Cie©om je zniºova´/potlá£a´ pravdepodobnos´ taký
hto nesprávny
hvýsledkov, £o za ur£itý
h podmienok znamená zniºova´ po£et nesprávny
h výpo£-tov.Na prvý poh©ad sa pravdepodobnostné programy m�ºu zda´, na rozdiel od de-
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ký
h programov, nespo©ahlivé. Pre£o i
h teda potrebujeme? Existujeve©a reálny
h problémov, ktorý
h rie²enie najlep²ími známymi algoritmami vyºa-duje via
 po£íta£ovej prá
e ako je realisti
ky moºné. Takéto problémy sú prakti
kynerie²ite©né. M�ºe sa v²ak sta´ zázrak: tým zázrakom m�ºe by´ pravdepodobnostnýalgoritmus, ktorý rie²i problém za nieko©ko minút s minimálnou pravdepodobnos-´ou 
hyby jednej trilióntiny. M�ºeme takýto program zavrhnú´ ako nespo©ahlivý?Deterministi
ký program, ktorého výpo£et trvá nieko©ko dní, je menej spo©ahlivýako pravdepodobnostný program beºia
i nieko©ko minút, pretoºe pravdepodobnos´výskytu hardverovej 
hyby po£as 24 hodín je ove©a vä£²ia ako pravdepodobnos´
hyby rý
hleho pravdepodobnostného programu. Konkrétnym prípadom prakti
kynesmierne d�leºitého problému je testovanie prvo£íselnosti. Vo v²adeprítomný
hkryptogra�
ký
h systémo
h zaloºený
h na verejný
h k©ú£o
h je nevyhnutné, abysa generovali ve©ké (500 
iferné) prvo£ísla. Prvé deterministi
ké algoritmy na tes-tovanie prvo£íselnosti boli zaloºené na delite©nosti vstupu n. Uº samotný po£etprvo£ísel, men²í
h ako √n , je pre tak ve©ké £ísla vä£²í, ako po£et protónov in theuniverse. Takéto deterministi
ké algoritmy sú teda prakti
ky nepouºite©né. Nedáv-no sa objavil nový deterministi
ký algoritmus na testovanie prvo£íselnosti, ktoréhozloºitos´ je O(m12), kde m je d¨ºka binárneho zápisu £ísla n. Na testovanie 500
i-ferného £ísla v²ak tento algoritmus vyºaduje vykonanie via
 ako 1032 po£íta£ový
hin²truk
ií; ani na najrý
hlej²í
h po£íta£o
h by £as od Ve©kého tresku nebol dosta-to£ný na realizá
iu tohto výpo£tu. Máme v²ak nieko©ko randomized algoritmovpomo
ou ktorý
h m�ºeme otestova´ prvo£íselnos´ tak ve©ký
h £ísel na beºný
h PCv priebehu nieko©ký
h minút, dokon
a sekúnd.Iným exemplárnym príkladom je komunika£ný protokol pre porovnanie obsahudvo
h databáz, ktoré sú uloºené na dvo
h vzdialený
h po£íta£o
h. Matemati
-ky sa dá dokáza´, ºe kaºdý deterministi
ký protokol, ktorý testuje ekvivalen
iui
h obsahov, vyºaduje, aby sa vymenilo to©ko bitov, ko©ko i
h je uloºený
h v da-tabáza
h. Pre databázu ve©kosti 1016 by to bolo únavné. Pravdepodobnostnýmkomunika£ným protokolom m�ºeme testova´ ekvivalen
iu dvo
h databáz výmenousprávy d¨ºky pribliºne 2000 bitov. Pravdepodobnos´ 
hyby je pritom men²ia akojedna trilióntina.Ako je to moºné? Bez vyuºitia základný
h znalostí informatiky sa to vysvet©u-je ´aºko. H©adanie vysvetlenia sily pravdepodobnostný
h algoritmov je fas
inujú
ivýskumný projekt, ktorý za
hádza do najhlb²í
h základov matematiky, �lozo�e aprírodný
h vied. Príroda je ná² najlep²í u£ite© a náhoda hrá v prírode ove©a d�-leºitej²iu úlohu, ako si dokáºeme pripusti´. Informati
i m�ºu vymenova´ mnohosystémov, ktorý
h poºadované 
harakteristiky a správanie sa dajú dosiahnu´ ibapomo
ou randomizí
ie. V taký
hto prípado
h sú v²etky dostupné deterministi
késystémy zloºené z biliónov podsystémov, ktoré musia interagova´ korektne. Takkomplexný systém, vysoko závislý od ve©kého po£tu komponent, je neprakti
ký. Vprípade výskytu 
hyby by bolo takmer nemoºné ju odhali´. Netreba ani hovori´, ºe
ena za vývoj takéhoto systému by bola tieº astronomi
ká. Na druhej strane m�ºe-me skon²truova´ malý randomized systém s poºadovanými vlastnos´ami. Vzh©adomna malú ve©kos´ sú takéto systémy la
né a funk£nos´ i
h komponent sa ©ahko tes-tuje. K©ú£ovým pritom ostáva, ºe pravdepodobnos´ 
hyby takého systému je takminimálna, aº je zanedbate©ná.Popri doteraz prezentovaný
h vede
ký
h aspekto
h je pre mnohý
h ved
ov informa-tika typi
ky problémovo orientovaná a prakti
ky inºinierska dis
iplína. Informatikanielenºe zah¯¬a te
hni
ké aspekty ako:organizá
ia pro
esov (fázy, milestones, dokumentá
ia), formulá
ia stra-tegi
ký
h 
ie©ov a obmedzení, modelovanie, popis, ²pe
i�ká
ia, zabezpe£e-nie kvality, testovanie, integrá
ia do existujú
i
h systémov, via
násobnépouºitie, podporné nástroje,



8 KAPITOLA 1. ÚVODZah¯¬a tieº aspekty manaºmentu ako:organizá
ia a vedenie tímu, odhad 
ien, plánovanie, produktivita, ma-naºment kvality, odhad £asový
h plánov a termínov, produ
t release, pod-mienky kontraktov a marketing.Informati
i by mali by´ aj naozaj pragmati
kými praktikmi. Pri kon²truk
ii kom-plexného softverového alebo hardverového systému musí £lovek £asto robi´ rozhod-nutia na základe vlastnej skúsenosti, pretoºe nemá moºnos´ modelova´ a analyzova´komplexnú realitu.Na základe na²ej de�ní
ie informatiky moºno nadobudnú´ dojem, ºe ²túdium in-formatiky je príli² obtiaºne. �lovek potrebuje matemati
ké vedomosti, 
hápanieuvaºovania v prírodný
h vedá
h a navy²e, s
hopnos´ pra
ova´ ako inºinier. Totonaozaj m�ºu by´ vysoké poºiadavky, je to v²ak tieº ve©ká výhoda tohto typu vzde-lania. Hlavnou nevýhodou sú£asnej vedy je jej vysoká ²pe
ializá
ia, ktorá vedie kvývoju malý
h nezávislý
h dis
iplín. Kaºdá z ni
h si buduje svoj vlastný jazyk, kto-rý je £asto nezrozumite©ný dokon
a aj pre ved
ov z príbuznej oblasti. Za²lo to tak¤aleko, ºe sp�sob ²tandartnej argumentá
ie jednej oblasti sa povaºuje za povr
hnýa neprípustný v inej oblasti. Spoma©uje to vývoj interdis
iplinárneho výskumu.A informatika je v svojej podstate interdis
iplinárna. Sústre¤uje sa na h©adanierie²enia problémov v²etký
h oblastí vedy a kaºdodenného ºivota; v²ade tam, kdeje predstavite©né pouºitie po£íta£a. Sú£asne s tým vyvíja ²iroké spektrum metód,po£nú
 pre
íznymi matemati
kými metódami, kon£ia
 inºinierskym "know-how",zaloºenom na skúsenosti. Moºnos´ súbeºného u£enia sa r�zny
h jazykov r�zny
hoblastí a r�znym sp�sobom uvaºovania v jednej dis
iplíne, to je naj
ennej²í dar,ktorý ²tudenti informatiky dostávajú.1.2 Fas
inujú
a teóriaKniha je úvodom do základov teoreti
kej informatiky. Teoreti
ká informatika je fas-
inujú
a vede
ká dis
iplína. Svojimi ve©kolepými výsledkami a v¤aka svojej ve©kejinterdis
iplinarite prispela ve©kým dielom k ná²mu poh©adu na svet. Ako by ²tatis-tiky potvrdili, nie je teoreti
ká informatika najob©úbenej²ím predmetom ²tudentov.Nieko©ko d�vodov pre jej ²túdium:�lozo�
ká h¨bka Existujú problémy, ktoré sú algoritmi
ky nerie²ite©né? Ak áno, kde leºí hrani
amedzi rie²ite©nými a nerie²ite©nými problémami?Sú nedeterministi
ké a náhodou riadené pro
esy s
hopné rie²i´ via
 ako determinis-ti
ké?Ako de�nujeme obtiaºnos´(zloºitos´) problému?Kde sú hrani
e prakti
kej rie²ite©nosti?�o je to matemati
ký d�kaz? Je ´aº²ie algoritmi
ky nájs´ d�kaz alebo algoritmi
kyoveri´ jeho platnos´?Ako de�nujeme náhodné objekty/náhodnos´?Bez pojmov teoreti
kej informatiky by sme tie problémy nemohli ani poriadne sfor-mulova´, ani na ne da´ odpove¤.aplikovate©nos´a ve©kolepévýsledky TI súvisí s praxou. Poskytuje metodológie, ktoré aplikujeme pri po£iato£nom ná-vrhu, ale aj tie, ktoré vyuºijeme po£as 
elého pro
esu návrhu, dokazovania, imple-mentá
ie. Existuje nemálo optimaliza£ný
h úloh, kde relaxá
ia poºiadaviek vediek efektívnej²iemu rie²eniu. Veríte, ºe moºno niekoho presved£i´ o znalosti tajnéhoheslo bez toho, aby sme ho povedali? Veríte, ºe dve osoby m�ºu zisti´, kto je star²íbez toho, aby prezradili svoj vek? Veríte, ºe m�ºeme overi´ platnos´ nieko©ko tisí




1.2. FASCINUJÚCA TEÓRIA 9stránkového d�kazu bez toho, aby sme ho 
elý £ítali, ale videli iba niektoré jehonáhodne zvolené úseky? V²etko toto sa dá... ºivostnos´ vedo-mostíZatia© £o zhruba polovi
a vedomostí o software a hardware je po 5 roko
h neaktu-álna, metodologi
ké výsledky TI pretrvávajú nieko©ko desiatok rokov... interdis
iplinaritaTI je vo svojej podstate interdis
iplinárna, na
hádzame jej uplatnenie v mnohý
hiný
h oblastia
h - genetika, medi
ínska diagnostika, optimalizá
ia v ekonomi
ký
ha te
hni
ký
h dis
iplína
h, automati
ké rozpoznávanie re£i, preh©adávanie priesto-ru,...Nie je to jednostranná spoluprá
a. TI tieº pro�tuje z tý
h iný
h dis
iplín: kvantovafyzika a kvantove po£íta£e; DNA výpo£ty; kalenie a metóda simulovaného ºíhania;... sp�sob mysleniaTI podporuje vytváranie a analyzovanie matemati
ký
h modelov, vytváranie poj-mov a metodológii na rie²enie problémov.



10 KAPITOLA 1. ÚVOD1.3 A teraz uº m�j úvodPri poh©ade dozadu si v súvislosti s efektívnou rie²ite©nos´ou problémov m�ºmev²imnú´ nieko©ko medzníkov
• Významným krokom bolo formalizovanie pojmu algoritmuszhruba v 30-ty
hroko
h minulého storo£ia. V¤a£íme za to de�novaniu abstraktného výpo£-tového modelu - Turingovho stroja (TS), ktorý bol v²eobe
ne ak
eptovanýako "de�ní
ia" pojmu algoritmus. V¤aka tomuto pojmu do
hádza k deleniuproblémov na rie²ite©né a nerie²ite©né.
• Po vymedzení triedy rie²ite©ný
h problémov sa pozornos´ presúva k vymedze-niu triedy prakti
ky rie²ite©ný
h problémov. Prakti
ká rie²ite©nos´ sa (vä£²i-nou) vz´ahuje na £asové nároky potrebné na rie²enie toho-ktorého problému.Za prakti
ky rie²ite©ný sa dlho povaºoval problém, ktorý sa dá rie²i´sekven£ne v deterministi
kom polynomiálnom £ase. Na úrovni abstraktnéhomodelu ozna£ujeme túto triedu P . Zatia© £o pojem rie²ite©ného problémuje zrejme nemenný, de�ní
ia prakti
kej rie²ite©nosti sa posúva. V dne²ný
hd¬o
h sú uº za prakti
ky rie²ite©né povaºované aj problémy, ktoré sú rie²ite©név polynomiálnom £ase pravdepodobnostnými algoritmami, aproxima£nými al-goritmami, rý
hlymi heuristi
kými algoritmami, paralelnými algoritmami, . . .

• Pozornos´ sa sústredila na porovnávanie problémov z h©adiska náro£nosti i
hrealizá
ie, skúmajú sa pritom r�zne miery zloºitosti (popisná, £as, pamä´,po£et porovnaní,...)Pozrime sa na problematiku z poh©adu teórie a praxe.Zloºitos´ konkrétny
h výpo£tový
h úloh sa zaoberá rie²ením konkrétny
h vý-po£tový
h problémov. V²ímame si zloºitos´ rie²enia, ktoré je vyjadrené/vnímanéako algoritmus v nejakom pseudo-programova
om jazyku. Popri h©adaní £onajlep²í
h algoritmov na rie²enie problémov, ktoré nás zaujímajú, sa snaºímeo získanie v²eobe
nej²í
h poznatkov. Medzi takéto rozhodne patria� metódy tvorby efektívny
h algoritmov; stretneme sa s metódou rozde©uja panuj, dynami
kým programovaním, paºravými algoritmami, preh©adáva
í-mi algoritmami,. . .� dokazovanie zloºitosti konkrétny
h algoritmov.Abstraktná teória zloºitosti - sa zaoberá rie²ením problémov tro
hu inak. Vpozadí stoja abstraktné výpo£tové modely. Snaºíme sa o získanie taký
h po-znatkov o výpo£to
h, ktoré sú invariantné vzh©adom na výber po£íta£a (zdanej rozumnej triedy). De�novanie toho, £o je to "rozumný po£íta£" jesamo o sebe nie 
elkom triviálny problém. Prvá po£íta£ová trieda obsahujev²etky výpo£tové modely, ktoré sú polynomiálne ekvivalentné1 deterministi
-kému TS. Uvedomme si, ºe v²etky po£íta£e z prvej po£íta£ovej triedy de�nujútriedu prakti
ky rie²ite©ný
h problémov�teda problémov, rie²ite©ný
h v po-lynomiálnom £ase, rovnako. Problém je rie²ite©ný v polynomiálnom £ase bezoh©adu na výber po£íta£a z tejto triedy. Druhá po£íta£ová trieda obsahujev²etky také modely, ktoré vedia efektívne vyuºíva´ priestor. To znamená, ºetrieda problémov, ktoré sa dajú rie²i´ v priestore f(n) sa rovná triede problé-mov, ktoré sa dajú rie²i´ v £ase exponen
iálnom od f(n).Na problematiku sa m�ºme pozrie´ aj na základe spra
ovania informá
ie. To vediek vymedzeniu teórie sekven£ný
h a paralelný
h výpo£tov.1Modely sú polynomiálne ekvivalentné, ak zloºitos´ rie²enia kaºdého problému je na obo
hrovnaká aº na polynóm.



1.4. ZÁKLADNÉ POJMY A DEFINÍCIE 111.4 Základné pojmy a de�ní
ieZa£nime opakovaním pojmov, s ktorými ste sa uº iste stretli na pred
hádzajú
i
hpredná²ka
h, napr. na predná²ke "Dátové ²truktúry a algoritmy".Problém
• zobrazenie z mnoºiny vstupný
h re´az
ov do mnoºiny výstupný
h re´az-
ov
• kone£né problémy (z kone£nej mnoºiny do kone£nej mnoºiny) - napr.booleovské funk
ie
• rozhodova
ie problémy (odpove¤ je áno-nie - je daný re´aze
 znakov syn-takti
ky správnym programom v danom programova
om jazyku, existujev danej mnoºine objekt s danou vlastnos´ou, sú dve (poten
iálne neko-ne£né) mnoºiny rovnaké,...)
• ...Algoritmus
• p�vod slova algoritmus je "al-kawarizmi" v mene Perzského matemati-ka(9. storo£ie)
• kone£ný návod na rie²enie problému s pouºitím daný
h elementárny
hoperá
ií. Vyºadujeme, aby kaºdá z elementárny
h operá
ií mala presne²pe
i�kovaný vz´ah medzi vstupom a výstupom, aby bola vykonate©ná vkone£nom £ase a kone£nej pamäti (strojovo a jazykovo nezávislé in²truk-
ie)Program
• implementá
ia algoritmu
• postupnos´ korektne zapísaný
h in²truk
ií, ktoré majú by´ vykonané napo£íta£i
• tieto in²truk
ie sú zapísané v programova
om jazyku1.4.1 Analýza zloºitostiVä£²inou je na²ou snahou nájs´ £o najlep²í algoritmus na rie²enie skúmaného prob-lému. �o to ale znamená najlep²í? Pozor, nejde o správnos´, kvalitu rie²enia2. Kva-litou algoritmu budeme rozumie´ jeho zloºitos´. Lenºe na rie²enie jedného problémuexistuje via
ero prístupov, ktoré vedú k algoritmom r�znej zloºitosti. Aká je tedazloºitos´ ná²ho problému?Analýza algoritmu: vyuºitie matemati
ký
h metód k predik
ii £asu a pamätepotrebnej na realizá
iu algoritmu (pri zbehnutí programu)Uvaºujme mieru zloºitosti X (vä£²inou £as, resp. pamä´, po£et aritmeti
ký
h ope-rá
ií,..) a model M (modelom rozumieme vy²pe
i�kovanie mnoºiny elementárny
hin²truk
ií, ktoré model poskytuje).Zloºitos´ algoritmu A je funk
ia ve©kosti vstupný
h dát udávajú
a mnoºstvomiery zloºitosti X spotrebovanej algoritmom A pri rie²ení problémov daného rozsa-hu.

XM
A (w) � mnoºstvo miery zloºitosti X spotrebovanej algoritmom Apri spra
ovaní vstupu w2Iná situá
ia je pri optimaliza£ný
h problémo
h, ke¤ tzv. aproxima£né algoritmy nemusiadáva´ presné - optimálne - rie²enie. Vtedy hovoríme o kvalite rie²enia a zloºitosti algoritmu
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XM

A (n)







maxw,|w|=n{XM
A (w)}, zloºitos´ najhor²ieho prípad

minw,|w|=n{XM
A (w)}, zloºitos´ najlep²ieho prípaduKe¤ºe najlep²í aj najhor²í prípad sú vlastne extremálnymi hodnotami, nedávajú
elkom presnú predstavu o zloºitosti pre konkrétny prípad. Preto je lep²ou 
harak-teristikou zloºitos´ priemerného prípadu

XM
A (n) =

∑

wi

p(wi)X
M
A (wi), kdesumu po£ítame 
ez v²etky slová wi d¨ºky n a p(wi) je pravdepodobnos´ výskytukonkrétneho vstupu wi. Problémom v²ak je, ºe� £asto nepoznáme pravdepodobnostné rozdelenie vstupný
h údajov� samotná suma sa ´aºko po£íta.Preto niekedy predpokladáme rovnomerné rozdelenie a po£ítame priemernú zloºi-tos´ ako normálny aritmeti
ký priemer

XM
A (n) =

∑
p(wi)X

M
A (wi)

|Wn|
, kde Wn je mnoºina v²etký
h vstupov ve©kosti n.Uvedomme si význam parametra M! Predpokladajme, ºe X ozna£uje po£et arit-meti
ký
h operá
ií. Ako sa zmení zloºitos´ klasi
kého algoritmu násobenia, ak zazákladnú aritmeti
kú operá
iu budeme povaºova´ násobenie jedno
iferným £íslomv porovnaní s prípadom, ke¤ základnou aritmeti
kou operá
iou je násobenie ©ubo-vo©ne ve©ký
h £ísel?�asovú zloºitos´ budeme vä£²inou ozna£ova´ T.�o je dobrá miera zloºitosti?- CPU £asstrojovo závislá (pre r�zne ar
hitektúry m�ºe by´ r�zna)- po£et (vykonate©ný
h) príkazovzávisí od programova
ieho jazyka, od programátorovho ²týlu,..- po£et opakovaní 
ykluzávisí od jazyka; d¨ºka realizá
ie jedného behu 
yklu sa mení+ po£et základný
h operá
ií�xujeme mnoºinu elementárny
h in²truk
ií(model); toto je strojovo nezávisléproblém po£ítané základné operá
ieVyh©adávanie v zozname PorovnanieNásobenie matí
 Násobenie (jednotlivý
h prvkov)Triedenie PorovnaniePreh©adávanie (BS) Preh©adanie vr
holaPre£o potrebujeme analyzova´ algoritmy?analýza

• lep²ie odráºa skuto£nos´ ako experimentovanie
• umoº¬uje nám porovnáva´ kvalitu algoritmov bez i
h implementá
ie
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• umoº¬uje odhad £asu a pamä´ový
h nárokov implementá
ie
• umoº¬uje lep²ie po
hopenie algoritmu, identi�ká
iu rý
hly
h a pomalý
h £astíAlgoritmus T(n) max. rozsah problémusek minA1 n 1000 60 000A2 nlogn 141 4 893A3 n2 31 244A4 n3 10 39A5 2n 9 15Predstavme si, ºe po£íta£ 10-násobne urý
hlime (rý
hlos´ M je men²ia ako rý
hlos´

N). Ako sa zmení maximálny rozsah problému, ktorý m�ºme v danom £ase rie²i´?Algoritmus T(n) max. na M max. na NA1 n S1 10*S1A2 nlogn S2 10*S2A3 n2 S3 3.16*S3A4 n3 S4 2.15*S4A5 2n S5 S5+3.3Asymptoti
ká zloºitos´Ke¤ºe kon²tanty (rozumnej ve©kosti) nemajú podstatný vplyv na 
elkovú efek-tívnos´ algoritmu, uspokojíme sa £asto len s asymptoti
kým odhadom zloºitosti(zanedbáme kon²tanty). Preto sa v súvislosti so zloºitos´ou algoritmu vä£²inoustretneme s pojmom asymptoti
kej zloºitosti. Zopakujme si de�ní
ie asymptotík:
g(n) = O(f(n)) ∃c, no ∈ N ∀n ≥ n0 g(n) ≤ cf(n)

g(n) = Ω(f(n)) ∃c, no ∈ N ∀n ≥ n0 g(n) ≥ cf(n)

g(n) = Θ(f(n)) g(n) = O(f(n)) ∧ g(n) = Ω(f(n))

g(n) = o(f(n)) lim g(n)
f(n) = 0A teraz sa m�ºme vráti´ k tomu, aby sme hovorili o zloºitosti problému. Akosúvisí zloºitos´ XM

A (n) algoritmu A rie²ia
eho daný problém P so zloºitos´ou XM
P (n)daného problému?

• XM
p (n) ≤ XM

A (n) - kaºdý algoritmus rie²ia
i daný problém poskytuje hornýodhad zloºitosti problému; pokia© máme len tento odhad, nevieme posúdi´kvalitu nami získaného algoritmu.
• XM

p (n) ≥ f(n) ⇔ neexistuje algoritmus (z danej triedy M) rie²ia
i problém
P so zloºitos´ou men²ou ako f(n). Ak sa nám také nie£o podarí ukáza´, potom
f(n) je dolný odhad zloºitosti problému.
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i f(n) ≤ XM
p (n) ≤ XM

A (n) sú hrani
e f(n) a XM
A (w) blízko pri sebe,podarilo sa nám nájs´ dobrý algoritmus. �aºko moºno o£akáva´, ºe by sme dosiahliúplnú rovnos´.algoritmus A je 





optimálny, ak f(n) = XM
A (n);asymptoti
ky optimálny, ak XM

p (n) = Θ(XM
A (n))1.4.2 Analýza problému triedeniaUvaºujme problém triedenia. Pýtame sa, aká je zloºitos´ tohto problému v triedetzv. porovnáva
í
h algoritmov (algoritmov, ktoré nevedia "rozobera´" k©ú£e, alejedinú informá
iu m�ºu získa´ pomo
ou porovnania dvo
h k©ú£ov).V²imnime si najprv horný odhad - budeme uvaºova´ jeden z najznámej²í
h algorit-mov za predpokladu, ºe vstupné hodnoty sú r�zne (ako sa algoritmus a nasledujú
aanalýza zmenia, ke¤ tento predpoklad odstránime?)Algorithm QSort(S)vyber a ∈ S;

S1 = {b ∈ S; b < a} ;
S2 = {b ∈ S; b > a} ;
return( QSort(S1 ) . a . QSort(S2 ) )�o vieme poveda´ o zloºitosti tohto algoritmu? Meranú po£tom porovnaní ju vov²eobe
nosti vyjadríme nasledovne:

T (|S|) = T (|S1|) + T (|S2|) + n�ahko vidíme, ºe zloºitos´ podstatne závisí od konkrétny
h ve©kostí mnoºín S1, S2.Takºe zloºitos´ jednotlivý
h zaujímavý
h prípadov dostaneme jednodu
hou analý-zou vz´ahu ve©kostí mnoºín S1, S2.Najhor²í prípad nastáva, ak pri kaºdom výbere prvku a zvolíme prvok, ktorý je naj-men²í alebo najvä£²í v mnoºine; má to za následok, ºe zloºitos´ najhor²ieho prípaduje O(n2).Skúsme sa zamyslie´ nad priemerným prípadom. Bez oh©adu na to, aké sú skuto£néhodnoty triedený
h prvkov, na zloºitos´ algoritmu má najvä£²í vplyv poradie (pousporiadaní mnoºiny) prvku a - tento má totiº vplyv na mohutnosti mnoºín S1 ,S2. Preto zloºitos´ priemerného prípadu vyjadríme nasledovne:
T (n) ≤ 1

n

∑n

i=1(T (i− 1) + T (n− i) + n)

T (0) = T (1) = b T (i) = 0 pre i < 0Ukáºeme, ºe rie²ením je T (n) ≈ nlogn:
T (n) ≤ 1

n

n∑

i=0

(T (i) + T (n− i− 1) + n)

= cn +
1

n
{T (0) + T (n− 1) + T (1) + T (n− 2) + . . . T (n− 1) + T (0))}

= cn +
2

n

n−1∑

i=0

T (i)



1.4. ZÁKLADNÉ POJMY A DEFINÍCIE 15D�kaz spravíme matemati
kou induk
iou.IP: T (n) ≤ knlogn, k = 2c + 2b

T (2) ≤ cn + 2
n

∑n

i=0(T (i)) = 2c + 2
2 (T (0) + T (1)) = 2c + 2b

T (n) ≤ cn + 2
n
{T (0) + T (1)}+ 2

n

∑n−1
i=2 kilogi = cn + 4b

n
+ 2k

n

∑n−1
i=2 ilogiKe¤ºe n−1∑

i=2

ilogi ≤
∫ n

2

xlogxdx =

[
1

2
x2logx− x2

4

]n

2

=

(
1

2
n2logn− 2− n2

4
+ 1

)

≤ 1

2
n2logn− n2

4tak T (n) ≤ 4b
n

+ 2k
n

∑n−1
i=2 ilogi ≤ cn +

4b

n
− kn

2
︸ ︷︷ ︸

+knlogn ≤ knlognUvedomte si, ºe pre n ≥ 2, k = 2c + 2b je cn + 4b
n
− kn

2 ≤ 0Ostalo nám e²te nájs´ dolný odhad na zloºitos´ problému triedenia. Musíme vy-argumentova´, ko©ko porovnaní minimálne musí pouºi´ kaºdý triedia
i algoritmus3.Pom�ºeme si abstraktným modelom; vyuºijeme rozhodova
í strom. �o to je?Rozhodova
í strom je neuniformný výpo£tový model - pre kaºdý rozsah vstupusa kon²truuje iný rozhodova
í strom. Rozhodova
í strom pre triedenie n-prvkovejmnoºiny prvkov ozna£íme RS(n). Opä´ predpokladáme, ºe vstupné hodnoty súr�zne. Ako sa RS(n) zmení, ak tento predpoklad vyne
háme?

Obrázok 1.1: Rozhodova
í strom pre triedenie 3 prvkov. Zvýraznená 
esta odpovedávstupným hodnotám a = 7, b = 2, c = 3

• vnútorné vr
holy RS(n) obsahujú porovnanie ?a ≤ b?

• listy RS(n) obsahujú permutá
iu a(i1), ..., a(in) vstupný
h hodn�t (resp. správ-ny výsledok pre daný vstup)3z triedy porovnáva
í
h algoritmov



16 KAPITOLA 1. ÚVODAko prebieha výpo£et? "Postavíme sa" do kore¬a RS(n). V prípade kladnej odpo-vede na porovnanie "postupujeme" do©ava, v prípade zápornej odpovede doprava.Výsledná permutá
ia (odpove¤) je v liste, do ktorého sme sa dostali.Zloºitos´ konkrétneho prípadu je rovná d¨ºke realizovanej 
esty v rozhodova
omstrome. Najlep²í prípad je najkrat²ia 
esta od kore¬a do listu, najhor²í prípad jeh¨bka stromu. Takºe sa presunieme k analýze binárny
h stromov.Dolný odhad pre zloºitos´ problému triedenia:
• po£et listov kaºdého rozhodova
ieho stromu triedia
eho n-prvkovú mnoºinuje aspo¬ n!

• po£et listov binárneho stromu h¨bky h je nanajvý² 2h

• po£et porovnaní je pre konkrétny rozhodova
í strom rovný jeho h¨bke
• pre ©ubovo©ný algoritmus A moºno pre kaºdé n zostroji´ RSA(n)

n! ≤ po£et listov RSA(n) ≤ 2h , kde h je h¨bka RSA(n)
⇓

h ≥ logn! ≈ c ∗ nlognKe¤ºe tento vz´ah platí pre ©ubovo©ný algoritmus, je 
nlogn dolným odhadom prezloºitos´ problému triedenia meranú po£tom porovnaní.
21.4.3 Dolný odhad pre problém minMaxproblém minMax vstup: n-prvková mnoºina S s de�novaným usporiadanímvýstup: maximálny a minimálny prvok mnoºiny SVenujme sa dolnému odhadu (zamyslite sa nad efektívnymi algoritmami).

• V prvom rade si treba ujasni´, £o budeme povaºova´ za mieru zloºitosti. Budeto opä´ po£et porovnaní - takéto algoritmy sú nezávislé od skuto£nej mnoºinyprvkov; treba len správne realizova´ porovnanie.
• Pri dolnom odhade si opä´ pom�ºeme abstrak
iou; tentokrát to bude stavovýpriestor. V kaºdom okamihu rie²enia priradíme rozpra
ovanej úlohe nejakýstav/
harakterizá
iu. Mnoºina v²etký
h poten
iálny
h stavov potom tvorístavový priestor.
• Po£iato£nú situá
iu 
harakterizuje nejaký stav (resp. mnoºina stavov) a vý-stupná situá
ia tieº zodpovedá nejakému stavu, resp. mnoºine stavov.
• Stav úlohy sa mení len pri vykonávaní nejaký
h operá
ií - v na²om prípade sastav mení následkom porovnania. Takto konkrétnemu priebehu vykonávaniaalgoritmu odpovedá 
esta v stavovom priestore.
• Dolný odhad na po£et porovnaní získame argumentá
iou o d¨ºke 
esty z po£ia-to£ného stavu do kon
ového stavu. Kaºdé porovnanie m�ºe zmeni´ rozloºenieprvkov v mnoºiná
h, a teda stav. Ke¤ºe d¨ºka 
esty tvorí dolný odhad napo£et porovnaní, budeme sa zaujíma´ o d¨ºku 
esty z po£iato£ného stavu dokon
ového. Ide o "hru" medzi nami a algoritmom. My sa snaºíme 
estu pre-dlºova´ a máme k tomu jediný prostriedok - vo©bu vstupu. Naproti tomualgoritmus sa snaºí 
estu skra
ova´ - robí to vo©bou krokov (výberom prvkov,ktoré sa v tom ktorom okamihu porovnajú).



1.4. ZÁKLADNÉ POJMY A DEFINÍCIE 17Stav (pre problém minMax) je ²tvori
a (a,b,
,d), kdea je po£et prvkov, ktoré sa e²te neporovnávali, A meno tejto mnoºinyb je po£et prvkov, ktoré sa uº porovnávali a v kaºdom porovnaní boli vä£²ie, Bmeno tejto mnoºiny
 je po£et prvkov, ktoré sa uº porovnávali a v kaºdom porovnaní boli men²ie, Cmeno tejto mnoºinyd je po£et prvkov, ktoré sa uº porovnávali a boli aj men²ie aj vä£²ie, D meno tejtomnoºinyStavový priestor mnoºina {(a, b, c, d); a, b, c, d ∈ {0, 1, ..., n}, a + b + c + d = n}Po£iato£ný stav je 
harakterizovaný ²tvori
ou (n, 0, 0, 0)Kon
ový stav je 
harakterizovaný ²tvori
ou (0, 1, 1, n− 2)Ke¤ºe sa potrebujeme dosta´ z bodu (n,0,0,0) do bodu (0,1,1,n-2), musí
• prvá zloºka (mohutnos´ mnoºiny A) klesnú´ o n-2,
• tretia a ²tvrtá (mohutnos´ mnoºín B, C) stúpnu´ o 1,
• posledná zloºka (mohutnos´ mnoºiny D) stúpnu´ o n-2.V²imnime si, ako jedno porovnanie m�ºe zmeni´ stav úlohy:porovnávané prvky výsledok porovnania starý stav (nový stav1 x ∈ A, y ∈ A x < y (a,b,
,d) (a-2, b+1, 
+1, d)

x > y (a-2, b+1, 
+1, d)2 x ∈ A, y ∈ B x < y (a,b,
,d) (a-1, b, 
+1, d)
x > y a-1, b, 
,d+1)3 x ∈ A, y ∈ C x < y (a,b,
,d) (a-1, b+1, 
, d)
x > y a-1, b, 
,d+1)4 x ∈ A, y ∈ D x < y (a,b,
,d) (a-1, b, 
+1, d)
x > y (a-1, b, 
,d+1)5 x ∈ B, y ∈ B x < y (a,b,
,d) (a, b-1, 
, d+1)
x > y (a, b-1, 
,d+1)6 x ∈ C, y ∈ C x < y (a,b,
,d) (a, b, 
-1, d+1)
x > y (a, b, 
-1,d+1)7 x ∈ B, y ∈ C x < y (a,b,
,d) (a, b-1, 
-1, d+2)
x > y (a, b, 
,d)8 x ∈ C, y ∈ D x < y (a,b,
,d) (a, b, 
, d)
x > y (a, b, 
-1,d+1)9 x ∈ B, y ∈ D x < y (a,b,
,d) (a, b-1, 
, d+1)
x > y (a, b, 
,d)Ak si predstavíme, ºe porovnávané prvky sa po porovnaní presúvajú do príslu²nejmnoºiny, musí sa kaºdý prvok, ktorý skon£í v mnoºine D, najprv presunú´ do jednejz mnoºín B,C a aº potom do mnoºiny D. Prvky, ktoré skon£ia v B, resp. C, sazú£astnili aspo¬ jedného porovnania. Dolný odhad teda získame ako sú£et po£tuporovnaní, ktorými sa prvky presunú z mnoºiny A plus po£et porovnaní, ktorýmisa prvky presunú z B ∪ C do D.Uvedomme si, ako súvisí na²a "hra"s tabu©kou, ktorá zobrazuje moºné zmeny sta-vu. Algoritmus "vyberá"hrubý riadok, my vhodnou vo©bou po£iato£ný
h hodn�tm�ºme ovplyvni´, ktorá z moºností v zvolenom riadku nastala.
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• Pretoºe algoritmu nem�ºme zabráni´, aby prvky z mnoºiny A nepresúval pod-©a bodu 1, na presun prvkov z A do B alebo C m�ºme po£íta´ iba n/2 porov-naní - algoritmus vybral pre nás najhor²iu moºnos´.
• Ko©ko porovnaní moºno ráta´ na presuny do mnoºiny D? Vidíme, ºe posled-ná zloºka sa v jedinom prípade m�ºe zvý²i´ o 2 (prípad 7). Nie je ´aºké siuvedomi´, ºe vieme skon²truova´ taký vstup, aby kaºdý prvok z mnoºiny Bbol vä£²í ako kaºdý prvok z mnoºiny C (ako?). V takejto situá
ii prípad 7nikdy nenastane , a preto na zmenu poslednej súradni
e treba minimálne n-2porovnaní.Dostávame teda po£et porovnaní ≥ n

2
+ n− 2 =

3n

2
− 2.

21.5 Amortizovaná zloºitos´Vieme, ºe zloºitos´ je funk
ia ve©kosti/rozsahu vstupu. Pri analyzovaní zloºitostikonkrétneho algoritmu vä£²inou postupujeme tak, ºe najprv zanalyzujeme zloºi-tos´ jednotlivý
h operá
ií (£asto v najhor²om prípade) a potom s£ítame 
ez v²etkyrealizované operá
ie. Ke¤ teda máme 
yklus, spo£ítame (vä£²inou) zloºitos´ trva-nia jednej iterá
ie a potom prenásobíme po£tom opakovaní. Iným prístupom jetzv.amortizovaná zloºitos´, ke¤ analyzujeme postupnos´ realizovaný
h operá
ií ako
elok.1.5.1 Metóda zoskupeníPrin
íp tejto metódy spo£íva v tom, ºe jednotlivé operá
ie rozdelíme do skupína potom analyzujeme skupinu ako 
elok. Aplikujme na príklad manipulá
ie sozásobníkom a s binárnym po£ítadlom.Príklad 1.1 Uvaºujme údajovú ²truktúru zásobník s tromi operá
iamiPush(S,x)vloºí do zásobníka S prvok x. Cena/zloºitos´ realizá
ie tejto operá
ie je 1Pop(S)(de²truktívne) vráti vr
hný prvok zásobníka S. Cena realizá
ie tejto operá
ieje tieº 1.Multipop(S,k)vyberie zo zásobníka k prvkov, resp. zásobník vyprázdni, ak v ¬om bolo menejako k prvkov. Cena realizá
ie operá
ie je prirodzene k (resp. po£et naozajodstránený
h prvkov)Predpokladajme, ºe máme postupnos´ n operá
ií, ktoré manipulujú so zásobníkom
S. Zaujíma nás zloºitos´ realizá
ie tejto postupnosti.Zrejme najhor²ia/naj´aº²ia operá
ia je Multipop, ktorého 
ena je nanajvý² n. Pretoklasi
ky po£ítaná zloºitos´po£et realizovaný
h operá
ií × zloºitos´ naj´aº²ej = n · n = O(n2)Pri pouºití metódy zoskupení na problém manipulá
ie so zásobníkom rozdelímejednotlivé operá
ie do dvo
h skupín.



1.5. AMORTIZOVANÁ ZLO�ITOS� 19I Push dá sa vºdy realizova´, vºdy stojí 1, preto je 
elkovýpríspevok skupiny nII Pop, Multipop nem�ºme vybra´ via
 prvkov ako sme vloºili, preto jesumárny príspevok tejto skupiny tieº nZískali sme presnej²í odhad zloºitosti � 2nPríklad 1.2 Uvaºujme k-bitové binárne po£ítadlo realizované ako pole A[0 . . . k-1].Hodnota po£ítadla reprezentovaného po©om A[a0 . . . ak−1] je
k−1∑

i=0

A(i) · 2iPripo£ítanie jednotky moºno vyjadri´ taktoINC(A);
i← 0while (i ≤ k − 1 AND A(i) = 1) do A(i)← 0; i← i + 1if i ≤ k − 1 then A(i)← 1Ak ako mieru zloºitosti uvaºujeme po£et preklopený
h bitov, stojí nás jedno pri£í-tanie jednotky zrejme nanajvý² k. Pri realizovaní postupnosti n taký
hto in²truk
iísa tak klasi
ky dostaneme k 
elkovému po£tu

n · kPouºime metódu zoskupení. Vytvoríme k skupín, pri£om i-tu skupinu tvorí preklo-penie A(i). Uvedomme si, ºe A(i) sa preklopí v kaºdom 2i-tom volaní INC. Preto
elkovú zloºitos´ vyjadríme
⌊log n⌋
∑

i=0

⌊ n

2i

⌋

≤ n ·
⌊log n⌋
∑

i=0

1

2i
≤ 2n1.5.2 Metóda sú£tovOkrem prirodzenej 
eny dostane kaºdá (sledovaná)operá
ia kredit4. Pri realizá
iioperá
ie platíme jej kreditom. Ak je kredit vä£²í ako prirodzená 
ena operá
ie,akoby sme si predplatili nejakú ¤al²iu manipulá
iu s objektami.
ena ≤ kredit zvy²né kredity (rozdiel medzi kreditmi a 
enou) si uloºíme na ú£etk pouºitiu v budú
nostikredit < 
ena rozdiel musí operá
ia doplati´ z ú£tuKv�li bezproblémovému realizovaniu postupnosti operá
ií musíme ma´ ú£et v prie-behu 
elého výpo£tu nezáporný ⇒ nesmieme ís´ do debetu. Ak tomu tak je,potom sú£et kreditov dáva horný odhad na zloºitos´.Zásobník
ena kreditPush 1 2Pop 1 0Multipop min{k, |S|} 04prepo£ítaniu na kredity sa niekedy hovorí amortizovaná 
ena operá
ie



20 KAPITOLA 1. ÚVODV²imnime si, ºe ho
i je 
ena realizá
ie Pop jednotková, priradili sme tejto operá
ii 2kredity � akoby sme si predplatili aj odstránenie práve vloºeného prvku. Je zrejmé,ºe zloºitos´ je nanjavý² 2n. Po£ítadlo
ena kreditnastavenie bitu na 1 1 2nastavenie bitu na 0 1 0Hodnota kreditu 2 pri nastavovaní príslu²ného bitu na 1 opä´ po£íta "s budú
nos-´ou" � ke¤ sa nabudú
e dostaneme na toto miesto, budeme ho musie´ preklopi´.Opä´ ©ahko vidno, ºe zloºitos´ realizovania n binárny
h pripo£ítaní je 2n. Sta£í siuvedomi´, ºe kaºdé pripo£ítanie jednotky preklopí len jeden bit z 0 na 1 a na 0preklápam len taký bit, ktorý som predtým nastavila na 1 (a teda som si na tútooperá
iu u²etrila).



1.6. ZÁKLADNÉ VÝPO�TOVÉ MODELY 211.6 Základné výpo£tové modelyRozvoj po£íta£ov sp�sobil, ºe za formálny popis rie²enia problémnu m�ºme pova-ºova´ rie²enie napísané v programova
om jazyku. Po£íta£ potom realizuje programna jednotlivý
h vstupo
h. Hovoríme teda o algoritmi
kom rie²ení problémov.Ak 
h
eme dokáza´, ºe problém je algoritmi
ky rie²ite©ný, napí²eme jeho rie²e-nie v programova
om (algoritmi
kom) jazyku. Na tejto úrovni nie je nutné jazyk�xova´. Potreba formálej de�ní
ie pojmu algoritmus vyvstáva, ke¤ 
h
eme hovori´o rie²ite©nosti/nerie²ite©nosti problémov, resp. o taký
h aspekto
h zloºitosti prob-lémov, ktoré sú nezávislé od výberu konkrétneho z rozumnej triedy modelov.Stretávame sa s via
erými modelmi výpo£tov. Potrebujeme, aby bol modeljednodu
hý, s malým po£tom jednodu
hý
h elementárny
h in²truk
iíí, ale pritomaby odráºal na²e intuitívne vnímanie pojmu algoritmu/algoritmi
kej rie²ite©nos-ti/vypo£itate©nosti. Za takýto model sa berie Turingov stroj (TS). V súvislosti soskúmaním zloºitosti konkrétny
h problémov sa tieº ²tuduje tzv. RAM.1.6.1 (M)RAMV tejto £asti sa budeme venova´ abstraktnému výpo£tovému modelu, ktorý pripo-mína asembler. (M)RAM je skratkou z angli
kého Random A

ess Ma
hine, tedapo£íta£ s priamym prístupom do pamäti.(M)RAM = Program + Dátová ²truktúra (pamä´)(M)RAM je model po£íta£a von Neumanovského typu - pamä´, program, £íta£ in-²truk
ií. Pri jeho de�novaní teda musíme popísa´ sp�sob komuniká
iu s okolím �vstupy/výstupy; organizá
iu pamäte a sp�sob jej adresá
ie; programova
í jazyk,£iºe základné in²truk
ie. Abstrak
ia tohto modelu je najmä v jeho poten
iálne ne-kone£nej pamäti.Pamä´ je pole registrov, v ktorý
h sa na
hádzajú £ísla. Pritom predpokladáme� ve©kos´ registrov je neobmedzená/operá
ie nad nekone£ne ve©kými £íslami� po£et registrov je neobmedzený� priamy prístup do kaºdého registra (indexovanie)Vstup je kone£ná postupnos´ 
elý
h £ísel, ktorú £ítame z©ava doprava. Predpo-kladáme jednosmerné £ítanie, £o znamená, ºe po vykonaní jednej operá
ie na£ítaniasa "£íta
ia hlava"nastaví na ¤al²ie £íslo v poradí.Program je kone£ná postupnos´ in²truk
ií. Ne
h
i ozna£uje £íslo zo vstupu
c(j) ozna£uje obsah registra R(j)
P je £íta£ in²truk
ií (£íslo práve vykonávaného riadku programu); kaºdá in²truk
ia zvý²ijeho hodnotu o jedna, ak to skokovou in²truk
iou nie je ur£ené inak
x je ©ubovo©ný operand typu=j (kon²tanta),j (priama adresá
ia)*j (nepriame adresovanie)R(0) ozna£uje akumulátoradresné módy 





x je £íslo j, obsah registra R(j)
x je ∗j, obsah registra, ktorého £íslo je uloºené v registri R(j)
x je = j, priamo £íslo j



22 KAPITOLA 1. ÚVODIn²truk
ie in²truk
ia operand sémantika
READ i c(i)← £íslo zo vstupu
READ ∗i c(c(i))← £íslo zo vstupu
STORE j c(j)← c(0)
STORE ∗j c(c(j))← c(0)
LOAD x c(0)← x
ADD x c(0)← c(0) + x
SUB x c(0)← c(0)− x
JUMP j P ← j
JPOS j if c(0) > 0 then P ← j
JZERO j if c(0) = 0 then P ← j
HALT ukon£enie výpo£tu
WRITE = j j
WRITE j c(j)
WRITE ∗j c(c(j))Na RAM sa m�ºeme pozera´ dvomi sp�sobmi1. RAM po£íta funk
iu f . Niekedy sa stretneme s tým, ºe v takomto prípadesa nepouºívajú in²truk
ie WRITE, ale za výstup po zastavení výpo£tu sapovaºuje obsah akumulátora.2. RAM dáva ako výsledok via
ero £ísel. Vtedy sa pouºíva aj in²truk
ia zápisu.Výstup je postupnos´ 
elý
h £ísel. Po zapísaní £ísla na výstupe sa hlava posúva¤alej, £o znamená, ºe výsledkom je postupnos´ £ísel zapísaná na výstupnejpáske.Ako je to s de�novaním zloºitosti? Prirodzené by bolo de�nova´ £asovú zloºitos´ akopo£et vykonaný
h in²truk
ií. Vzh©adom k tomu, ºe máme poten
iálne nekone£nýregister a teda poten
iálne nekone£ne ve©ké £ísla, asi by to niekedy bolo zavádzajú
e.Preto sa rozli²ujú dva r�zne prístupyjednotkové krité-rium Pri jednotkovej 
ene je manipulá
ia s £íslom/registrom jednotkovej zloºitosti
• £as je po£et vykonaný
h in²truk
ií
• priestor, resp. pamä´ je po£et pouºitý
h registrovJe zrejmé, ºe jednotková 
ena odráºa zloºitos´ vtedy, ak ve©kos´ £ísel (d¨ºku zápisu)m�ºme ohrani£i´ kon²tantou. Vtedy manipulá
iu s £íslom m�ºme povaºova´ za kon-²tantu; ke¤ºe vä£²inou nás zaujíma asymptoti
ké správanie zloºitosti, je vä£²inoujedno, £i uvaºujeme O(f(n)) alebo O(cf(n)), kde c je kon²tanta.logaritmi
ké kri-térium Logaritmi
ká 
ena berie do úvahy ve©kos´ £ísel, s ktorými pra
ujeme. Cena in-²truk
ie nie je 1, ale ⌊log i⌋+1, kde i je najvä£²ia absolútna hodnota z £ísel, s ktorýmipri vykonávaní danej in²truk
ie manipulujeme (niekedy aj po£et bitov, ktoré sa privykonaní in²truk
ie spra
ujú; rozdiel v tý
hto dvo
h de�ní
iá
h je v multiplikatívnejkon²tante). Analogi
ká úvaha je pre pamä´ovú zloºitos´, kde ve©kos´ (
ena) pou-ºitého registra nie je jednotková, ale je to maximána d¨ºka £ísla, uloºeného po£asvýpo£tu v tom-ktorom registri.
• £as je sú£et 
ien vykonaný
h in²truk
ií
• pamä´ je sú£et 
ien v²etký
h registrov, pouºitý
h v priebehu výpo£tuVidíme, ºe logaritmi
ká 
ena odstra¬uje � z h©adiska zloºitosti � abstrak
iu RAMu,ktorou je dvojrozmerná nekone£nos´ pamäte - po£et registrov aj i
h ve©kos´ m�ºu



1.6. ZÁKLADNÉ VÝPO�TOVÉ MODELY 23by´ nekone£ne ve©ké. Ak pra
ujeme s nekone£ne ve©kými £íslami, sú v²etky povolenéoperá
ie RAMu lineárnej zloºitosti vzh©adom na d¨ºku binárneho zápisu. Teraz uºasi vidno, pre£o sme pri de�novaní aritmeti
ký
h operá
ií nede�novali násobenie adelenie. Súvisí to s tým, ºe algoritmy násobenia a delenia nie sú lineárne. Je zrejmé,ºe pridaním násobenia a delenia
• neovplyvníme výpo£tovú silu RAMu
• zloºitos´ nebude úplne zodpoveda´ tomu, £o o£akávameModel s násobením a delením je v²ak uºito£ný, preto ho budeme pouºíva´ a budemeho ozna£ova´ MRAM. MRAMMRAM je RAM, ktorý má navy²e in²truk
ieDIV 
elo£íselné delenieMULT násobenieKe¤ºe nie je jednodu
hé po£íta´ logaritmi
kú zloºitos´ presne, postupujeme vä£²i-nou tak, ºe vypo£ítame zloºitos´ pri jednotkovej 
ene a prenásobíme ju maximálnoud¨ºkou £ísla, ktoré sa v priebehu výpo£tu pouºilo. Získame tak horný odhad na lo-garitmi
kú zloºitos´.Úloha: Napí²te RAM pre problém triedenia. Za£nite s jednodu
hým (z h©adis-ka programovania, nie efektívnosti) algoritmom Bubblesort. Ur£te zloºitos´ Vá²hoprogramu pri jednotkovej aj logaritmi
kej 
ene.Úloha: Napí²te RAM pre problém Insertsort. Ur£te zloºitos´ Vá²ho programupri jednotkovej aj logaritmi
kej 
ene.Úloha: Napí²te RAM, ktorý na£íta "re´aze
"�postupnos´ £ísel: n, a1, . . . , an,kde ai ∈ {1, 2}∗. Na výstup vypí²e:1. a2, a1, a3, a4, . . . , an, an−1 alebo a2, a1, a3, a4, . . . , an−2, an−1, an pod©a toho,£i je n párne alebo nepárne2. 1 ak tvorí vstupná postupnos´ palindróm (a1 . . . an = an . . . a1)3. 1 ak vstupná postupnos´ obsahuje ako súvislý podre´aze
 palindróm d¨ºkyaspo¬ n/24. 1 ak £íslo, ktorého desiatkovým zápisom je vstupná postupnos´, je prvo£ísloUr£te zloºitos´ Vá²ho programu pri jednotkovej aj logaritmi
kej 
ene.1.6.2 Základný model Turingovho strojaV tejto £asti sa budeme venova´ z nejakého poh©adu najjednodu
h²ej verzii Turin-govho stroja (TS) - bude to model, ktorého výpo£tová sila je ekvivalentná tomu, £opovaºujeme za algoritmi
ky rie²ite©né. Analogi
ky ako v prípade (M)RAMu ide oabstaktný výpo£tový model, kde abstrak
iou je jednak zúºenie mnoºiny elementár-ny
h in²truk
ií a na strane druhej uvaºovanie neobmedzene ve©kej pamäte.Pamä´ TS je (jednosmerne)poten
iálne nekone£ná páska, tvorená poten
iálne neko-ne£nou postupnos´ou polí£ok. Kaºdé polí£ko m�ºe obsahova´ práve jeden z kone£nejmnoºiny symbolov. Vstupné slovo je na za£iatku uloºené v súvislom bloku po sebe
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i
h polí£ok, £íta
ia hlava je nastavená na prvom symbole vstupného slova. �avýokraj pásky budeme ozna£ova´ ²pe
iálnym symbolom $. Ostatné polí£ka obsahujú²pe
iálny znak, tzv. B (blank), ktorý vyjadruje to, ºe polí£ko je prázdne. Pre
hodo-vá funk
ia na základe symbolu pod hlavou ( v tomto prípade £íta
ou i zapisujú
ou)a stavu kone£nostavovej riadia
ej jednotky ur£uje nový obsah polí£ka pod hlavou,nový stav a posun hlavy (nanajvý² o jedno polí£ko do©ava, resp. doprava).Turingov stroj De�ní
ia 1.1 Turingov stroj je ²esti
a T = (Σ, Γ, K, q0, δ, F ), kde
Σ; B, $ /∈ Σ, je kone£ná neprázdna mnoºina symbolov, tzv. vstupná abe
eda,
Γ; Σ ⊆ Γ je kone£ná neprázdna mnoºina symbolov, tzv. pra
ovná abe
eda
K je kone£ná neprázdna mnoºina stavov
q0, q0 ∈ K je po£iato£ný stav
F, F ⊆ K, je mnoºina kon
ový
h/ak
eptujú
i
h stavov
δ : K × {Γ− $}→ K × {Γ−B} × {0, 1,−1}

⋃
K × $→ K × $× {0, 1, }je pre
hodová funk
iakon�gurá
ia TS Kon�gurá
ia C Turingovho stroja T je re´aze
 αqβ, kde αβ je 
elá neprázdna £as´pásky , q je stav, hlava T je umiestnená na prvom polí£ku-znaku z β. Uvedommesi, ºe kon�gurá
ia je len dohodnutým popisom kompletnej informá
ie o stroji T .po£iato£ná kon-�gurá
ia Po£iato£ná kon�gurá
ia je C0 = q0a1a2...an, kde a1a2...an je vstupné slovo. Jezrejmé, ºe C0 popisuje situá
iu na za£iatku výpo£tu.krok výpo£tu Elementárnymi in²truk
iami stroja T sú zrejme prvky pre
hodovej funk
ie δ. Apli-kovaniu pre
hodovej funk
ie hovoríme krok výpo£tu. Hovoríme, ºe kon�gurá
iu Ci+1vieme dosta´ z kon�gurá
ie Ci v jednom kroku, zna£íme Ci ֌ Ci+1, ak

Ci = a1a2...ajqaj+1aj+2...am a
Ci+1 =







a1a2...ajpbaj+2...am, pri£om (p, b, 0) ∈ δ(q, aj+1); hlava stojí
a1a2...ajbpaj+2...am, pri£om (p, b, 1) ∈ δ(q, aj+1); hlava sa hýbe doprava
a1a2...pajbaj+2...am, pri£om (p, b,−1) ∈ δ(q, aj+1); hlava sa hýbe do©avaSymbolom ֌

∗ ozna£ujeme re�exívny tranzitívny uzáver ֌.výpo£et Výpo£et Turingovho stroja T je postupnos´ kon�gurá
ií C0, C1, C2, ..., Cm, pri£om
C0 je po£iato£ná kon�gurá
ia a Ci ֌ Ci+1.TS ako ak
eptor Ke¤ TS pouºívame ako ak
eptor, inými slovami, ak na TS rie²ime rozhodova
ieproblémy, zaujíma nás, £i vstupné slovo patrí alebo nepatrí do príslu²ného jazyka.V takom prípade sa zvykne hovori´ o ak
eptujú
om výpo£te. Ak
eptujú
i výpo£et jevýpo£et, ktorý kon£í kon�gurá
iou so stavom z mnoºiny kon
ový
h stavov (ktorémusa vtedy hovorí aj ak
eptujú
i stav). Potom jazyk L ak
eptovaný TS T je mnoºinaslov

L(T ) = {w|q0w ֌
∗ αqβ, q ∈ F}5TS po£ítajú
ifunk
iu 5Uvedomme si, ºe sme ne²pe
i�kovali, ako sa má skon£i´ výpo£et na takom vstupe, ktorý nepatrído daného jazyka. Ak k danému jazyku L vieme skon²truova´ taký TS, ktorého výpo£et na kaºdomvstupe skon£í, vtedy je L rekurzívny jazyk; hovoríme tieº, ºe TS jazyk L rozhoduje/rozpoznáva.



1.6. ZÁKLADNÉ VÝPO�TOVÉ MODELY 25Ak povaºujeme TS za model po£íta£a, 
h
eli by sme, aby na vstup reagoval vý-stupom. Ke¤ºe máme (zatia©) len jednu pásku, musíme aj výstup napísa´ na ¬u.V takomto prípade od kon
ovej kon�gurá
ie Cm vyºadujeme, aby sme na páskevideli/na²li výstup. Ne
h teda C0, C1, C2, ..., Cm je výpo£et TS T .Kon�gurá
ia Cm = αmqβm je kon
ová, ak
q ∈ F
βm = γm#y, pri£om y je výstup/výsledok.Je zrejmé, ºe ak
eptor dostaneme aj tak, ºe y ∈ {0, 1}.Úloha: Napí²te TS, ktorý rozhoduje jazyk
• L = {wcw | w ∈ {a, b}∗}
• L = {ww ∈ {a, b}∗}

Ak je príslu²ný TS taký, ºe vieme zaru£i´ kone£ný výpo£et len na slová
h z jazyka a pri vstupo
h,ktoré z jazyka nie sú sa m�ºe sta´, ºe výpo£et je nekone£ný, vtedy TS jazyk ak
eptuje a príslu²nýjazyk je rekurzívne vy£íslite©ný.


