Kapitola 6

Zlozitostné triedy

V tejto casti sa budeme zaoberaft zlozitostou na TS. Bude nas zaujimat, aky vplyv
ma mnozstvo prislusnej miery zlozitosti na triedu problémov, ktoré sa s danou
zlozitostou dajua rie§it. Pritom sa sustredime nielen na vysledky, ale aj na metody,
ktoré sa na ich rieSenie pouzivaju.

V casti 6.1 sa budeme venovat dolnym odhadom; vysvetlime pouZitie prechodovej
postupnosti pri ziskani dolného odhadu na ¢as a prechodovej matice pri dolnom
odhade na priestor. Potom vysvetlime dévody pre zavedenie pojmu konstruovatel-
nej/pocitatelnej funkcie a ukazeme, Ze existuje nekone¢na hierarchia ¢asu(6.2.2) a
priesotru(6.2.1). V Casti 6.3 zavedieme nedeterministicky TS a napokon v Casti 6.4
sa budeme venovat vzfahu determinizmu a nedeterminizmu a hierarchii zlozitost-
nych tried.

6.1 Niektoré metédy dolnych odhadov

Najprv uvedieme pouzitie prechodovej postupnosti pre ziskanie dolného odhadu na
¢as pri rozpoznavani jazyka na jednopaskovom TS. Pri dolnych odhadoch na priestor
sa zas vyuziva pojem prechodovej matice.

Zopakujme si:

sup f(n) je limita najnizSej hornej hranice postupnosti f(n), f(n +1),...
n—oo

inf f(n) je limita najvyssej dolnej hranice postupnosti f(n), f(n+1),...
n—oo

Tieto pojmy sa pouzivaju v pripade, ked funkcia limitu nemé, napriek tomu sup,
resp. inf existuje. Napr.

3=

pre n parne;
fn) =
n pre n neparne.

inf f(n)=0, sup f(n)= oo ale limita funkcie neexistuje.
n—00 n—00

6.1.1 Prechodova postupnost a dolny odhad na ¢as

Majme jednopaskovy TS, ktorého jedind jednosmerne nekonec¢nd péska je ¢itacia aj
prepisovacia zaroven. Predpokladajme, Ze stroj najprv zmeni stav a az potom pohne
hlavou. Potom pre fixovany vypocet a kaZzdé prirodzené i ma zmysel uvazovat o
postupnosti stavov, v ktorych stroj prechadza hranicu medzi polickom 7 a i+1. Ttto
postupnost stavov (pre fixovany vypocet) nazveme prechodova postupnost medzi i-
tym a (i + 1)-ym polickom.
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Obrazok 6.1: Prechodové postupnost

Lema 6.1 Nech w = ajas...a, je akceptované jednopiskovgym TS T a nech pre-
chodovd postupnost medzi i,i + 1 je rovnakd ako medzi j,j + 1 (i < j). Potom T
akceptuje aj slovo w = aras...a;0541 ... 0y,

Dokaz: Bez ujmy na vSeobecnosti predpokladame, Ze stroj kon¢i v konfiguracii s
hlavou umiestnenou na poslednom symbole vstupu.

Majme uvazovany akceptujici vypocet A(w) na slove w = ajas . ..a,. Nech uvazo-
vand prechodova postupnost medzi i,7 + 1 (resp. 4,7 + 1) je 1,92, ..., ¢s.
Oznac¢me L(i,t) ta cast vypoctu A(w), ktord lezi medzi prichodom sprava na policko
a; v stave q; a odchodom doprava z policka a; v stave g;41, t parne

(L(7,0) je zaciatok vypoctu A(w) do okamihu, ked stroj prvykrat prekro¢i hranicu
medzi 7,7 + 1).

Nech R(i,t) oznacuje tu cast vypoctu, ktora zatina prichodom zl'ava na polic¢ko a;41
v stave ¢ a odchodom z tohto politka dolava v stave gy1,t neparne.

Potom akceptujici vypocet na slove aias...a;a41 . ..a, modze prebiehat nasledov-
ne:

L(i,0), R(j, 1), L(i,2), R(4,3), ...

Analogicky sa d& dokazat nasledovné tvrdenie.

Lema 6.2 Nech v =ajas...an,, u=>b1bs...b,, su akceptované jednopdskovym TS
T a nech prechodovd postupnost medzi a;, a;y1 je rovnakd ako medzi by, b;j 1. Potom
T akceptuje aj slovo ayasz . ..a;bj11...by, resp. biba ... bjaipq ... an.

Prechodova postupnost akymsi sposobom zachytava "komunikaciu" medzi dvomi
¢astami vstupného slova, resp. vstupnych slov.

Cvicenie 6.1 Ukdzte, Ze Ziadny jednopdskovy TS rozhodujici jazyk {a™b™ | n > 0}
nemd dizku prechodovijch postupnosti ohraniceni konstantou.

Ako ale suvisia prechodové postupnosti s odhadom na cas?
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Fakt 6.3 Ak T je T(n) casovo ohraniceny TS, potom sicet dizok prechodouych
postupnosti je najviac T (n).

Je zrejmé, 7ze ak chceme zdola odhadnuf ¢as, staci zdola odhadnif sucet dizok
prechodovych postupnosti.

Veta 6.4 Ak je jazyk L = {wcw|w € {0,1}*} rozpozndvany jednopdskovym TS T,
tak pre jeho éasovi zloZitost T'(n) plati

T(n)

>0
n2

sup
n—oo

Dokaz: Na zéklade predchadzajucich liem je zrejmé, ze nemozu existovat také slova
wiwacwiwlt wawscwfwk| pre ktoré plati (*):

o |wi| = |ws
® wy # ws

e v akceptujicich vypoétoch na slovach wiwycwfwf, wzwscwfwk je precho-
dové postupnost medzi wy,ws rovnaka ako medzi ws, wy.

dolng odhad na
cas

V opa¢nom pripade by totiz stroj akceptoval® aj slova wqwacwEwl, resp. wswscwliw!
y 4 W3, 2 Wi

ktoré nie st z jazyka.

Zafixujme dlzku slova n a oznaéme p(i) priemernt dizku prechodovej postupnosti
medzi i-tym a (i + 1)-ym polickom — pritom priemer uvazujeme cez vietky slova
dizky n z jazyka. Potom plati, Ze aspoi polovica slov (dlzky n) z jazyka ma dizku
prechodovej postupnosti medzi 4,7 + 1 nanajvys 2p(z). Tychto slov (oznafme ich
W) je aspon

%2—“?” = o1 (6.1)

Kolko je vietkych moznych prechodovych postupnosti dizky nanajvys 2p(i)?

2p(i)
s < g2+ (6.2)

Jj=1

Ak teda spravime rozklad mnoziny slov W,, podla reldcie - mat rovnaku prechodovi
postupnost medzi 7,7+ 1 - vieme odhadnut priemerny pocet prvkov v jednej triede
tohto rozkladu. Tento pocet dostaneme ako pocet slov z W,, (6.1) lomeno pocet
prechodovych postupnosti dizky nanajvys 2p(i) (6.2). Pritom tento pocet nesmie
byt vacsi ako pocet vietkych moznych dokonéeni medzi i+1a (n—1)/2. V opa¢nom
pripade by sme totiz v jednej triede mali dve slova, ktoré spliiaji (*).

Teda .
2%_1 (n—1) .
- <92z Tt
82p(2)+1 -

9i—1 < (2p(i)+1

(1—1)log2 < (2p(i) + 1) log s < 3p(7) log s

lyvyplyva z Lemy
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Pre priemernt dizku prechodovej postupnosti teda dostavame:

1—1
3logs

< p(i)

Ak s¢itame priemerné dizky, dostaneme odhad na priemerny ¢as. Kedze aspoi jeden
vypocet musi mat zlozitost aspon priemernii, poskytuje dolny odhad na priemerny
cas aj dolny odhad na cas ako taky.

(n=1)/2 -1 __ (n—1)/ (n=1)/2 ¢
Zi:l 3logs 3logs <Z Z )

:31c1>g5 <(n l)s(nﬂ) —5(n— 1)> B Wlogs(n2 —4n+3)

T(n) - 1
su
S IS 241og s

6.1.2 Prechodova matica a dolny odhad na paméit

Na rieSenie niektorych problémov paméft, presnejSie paméatovi pasku, nepotrebuje-
me; vystac¢ime si s konStantnou pamétou, ktora nam poskytuje stav. Ako je to vsak
s pamétovou zlozitostou v pripade, ked ndm kongtantna pamét nestaci?

Pre TS s jednou vstupnou a jednou paméatovou paskou je stav pamdte dany

e obsahom pamétovej pasky
e polohou hlavy na pamétovej paske
e stavom konecnostavovej riadiacej jednotky

Uvedomme si, 7e ak L(n) je paskova zlozitost TS, tak pocet roznych stavov pamite
je zhora ohranic¢eny hodnotou

tLM L(n)s, kde t oznacuje mohutnost paskovej abecedy
s je pocCet stavov

Majme vstupné slovo dlzky n. Nech 7 je pocet stavov pamite, ktoré stroj pri
spracovani slova dlzky n moze dosiahnut. Mozeme predpokladat, Ze jednotlivé stavy
paméte st ocislované 1,2,...,r.

Prechodovd matica pre L(n) paskovo ohrani¢eny TS je matica T, ktorej prvky
st z mnoziny {00,01,10,11}.
Nech w je vstupné slovo dlzky n, u jeho koncové podslovo (sufix), r = t“(") L(n)s.

Hovorime ze prechodovd matica T . popisuje koncové podslovo u ak plati

r><r7

e ak TS zac¢ne ¢itat u v stave paméti ¢ a dosiahne stav paméte j bez toho, aby
opustil koncové podslovo u, tak T™(i, j) = 1x (inak T"(i,j) = 0%)>

e ak TS zacne ¢itaf u v stave paméti 7 a prvykrat opusti v dolava v stave paméti
j, tak T™(7,5) = *1 (inak T"(i,5) = *0)

Veta 6.5 Nech TS je L(n) pdskovo ohraniceny TS s jednou vstupnou a jednou
pamdtovou paskou. Nech wy,wy st vstupné slovd dizky n, ktoré TS akceptuje. Nech
w; = viuq, ¢ = 1,2 a nech nejakd prechodovd matica T popisuje aj ui aj us. Potom
TS akceptuje aj slovo vouy, resp. vius.

2*0znaguje Tubovolny zo symbolov {0, 1}
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Dokaz: Mozeme predpokladat, Ze po akceptovani stroj neurobi Ziadne kroky. Maj-
me postupnost konfiguracii C' stroja TS, ktora vedie k akceptovaniu slova viu;.
Nech Q1,Q2,...,Q), je postupnost stavov paméte, v ktorych pri tomto vypocte
prekracuje hranicu medzi v; a u;. Potom C' mozno napisat

C=afrafbs...,
kde

a; je Cast vypoctu na Casti slova vy pred i-tym prekrocenim hranice medzi vy a uy
B je cast vypoctu na Casti slova uy pred i-tym prekro¢enim hranice medzi u; a vy

Vsimnime si vypocet TS pri vstupe na vius. Vypocet zacina a;. Potom stroj v
stave paméte Q1 vstupi na ¢ast slova us. Kedze T popisuje aj u; aj us a kedze sa
TS pri vypocte C vracia na cast slova v; v stave paméte o, existuje vypocet v;
TS, ktory zacina vstupenim TS na uy v stave paméte @1 a jeho opustenim smerom
dolava v stave paméte Q2. Analogicky dalej. Vypocéet D TS na slove vius teda
mozno popisat nasledovne

D =aimazys ...

Ak pri vypocte C stroj akceptoval s hlavou v ¢asti vy, bude tomu tak aj v pripade
D. Ak pri vypocte C stroj akceptoval s hlavou v casti uq, tak hranicu medzi u
a v poslednykrat prekracoval v stave paméite Q),. Z tohto stavu paméte sa bez
opustenia slova u; vedel dostat do stavu paméte Q4 odpovedajucom akceptovaniu.
Druha polozka T(Q,,Q4) je teda 1 a zarucuje, ze ak stroj vstipi na ug v stave
pamite (Qp, moze bez opustenia slova us dosiahnut stav paméte Q4 - moze teda
akceptovat.

a

Analogické tvrdenie vieme dokéazat aj pre pripad, ked prechodovd matica popisuje
dve rozne koncové podslova toho istého vstupného slova.

Teraz uz moézme prejst k vyuzitiu prechodovej matice pri dolnom odhade na priestor.

Veta 6.6 Nech T je L(n) pdskovo ohraniceny, kde L(n) nie je zhora ohranicend dolng odhad na
Ziadnou konstantou. Potom pamat
L(n)

n—oo loglogn
Dokaz:

e KedZe hodnota L(n) nie je ohrani¢ené konStantou, potom pre kazdé k existuje
najmensie také ny, ze L(ng) >k

e Nech r je pocet stavov pamiti, ktoré neobsahuju viac ako L(ny) policok

e Nech wy, |wg| = ni je najkratsie také, ze sa pri jeho spracovani pouZije aspoi
k policok

1. Ukadzeme, Ze wy nemoze mat dve rdzne koncové podslova popisané tou istou
prechodovou maticou. Inak by sme totiz vedeli skon§truovat slovo kratsie ako n,
pri spracovani ktorého sa pouzije aspon k policok.

2. Potom spocitame pocet vSetkych moznych prechodovych matic, ktory nesmie
byt mensi, ako pocet vSetkych roznych koncovych podslov slova wy.
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K bodu 1 Nech w = vivavs, vy # €, T(™) popisuje aj vovs, aj vs. Potom stroj
pri spracovani slova vyvs pouzije aspon k policok péasky.
Prec¢o? Dokaz je podobny ako v pripade Veta 6.6, treba len akceptujicu
konfiguriciu nahradit konfiguraciou, ktora pouzije k policok pasky. To je ale
spor s predpokladom, Ze wy bolo najkratsie také, pri spracovani ktorého sa
pouzilo asponi k policok pasky.

K bodu 2 Musi teda existovat gspofl nk — 1 roznych prechodovych matic typu
r x r. Takychto matic je 47, kde r = s - tL("») L") Preto

n—1< 47’
log(ng — 1) < r?log4d = (s - tF(™) . L(ny))? - log 4
loglog(ny — 1) < 2(log s + L(ng)logt +log L(nk)) + 1
1 loglogny < 3L(ny)log2st

3 Pre nekonec¢ne vela n takych, ze n = ny(pre nejaké k) teda plati

L(n) - 1
loglogn — 6log2st

6.2 Hierarchia ¢asu a priestoru

Pri definovani vypoctového modelu definujeme aj miery zlozitosti, ktoré su pren
relevantné. Potom mé zmysel uvazovat o triede problémov, ktoré sa daju riegit s
nejakym obmedzenim na tu-ktord mieru zlozitosti. Prirodzene sa tak dostavame
k zlozitostnym triedam. Hlavnym vypoctovym modelom je pre nas TS, pricom
zékladné zlozitostné triedy su definované ohrani¢enim jeho mier zlozitosti - ¢asu a
priestoru. Vo vieobecnosti sa pouziva znacenie DTIM E(f(n)) na oznacenie triedy
problémov, ktoré sa daji na deterministickom TS riesit s Gasovou zloZitostou f(n) a
DSPACE(f(n)) oznatuje tu triedu problémov, ktoré sa daji na deterministickom
TS riesit s priestorovou zlozitostou f(n).

Majme teda TS, ktory je f(n) — ¢ u% ¢asovo, alebo priestorovo — ohrani¢eny. Ak by
sme nejakéme inému T'S tuto informéciu nejako vedeli odovzdat, mohol by ju moZno
vyuzit. Bol by napriklad schopny spocitat pocet vietkych moznych konfiguracii, do
ktorych sa povodny TS pri vipocte na danom vstupe (dizky n) moze dostaf a tak
by vhodnou simulédciou a poéitanim krokov mohol identifikovat, Ze sa povodny TS
dostal do cyklu. Teraz uZ zrejme budeme rozumiet, pre¢o uvadzame nasledujuce
definicie, zavadzame definované pojmy.

Definicia 6.1 Funkcia L(n) sa nazgva pdskovo konstruovatelnd, ok existuje deter-
ministicky Turingov stroj T, ktory je L(n) priestorovo ohraniceny a ktory na kaZdom
vstupe dlZky n pouZije na prvej pdske presne L(n) policok.

Definicia 6.2 Funkcia T(n) sa nazgjva casovo konStruovatelnd, ak existuje deter-
ministicky Turingov stroj T, ktory na kaZdom vstupe dizky n spravi presne T (n)
krokov.

Veta 6.7 Ku kazdej konstruovatelnej funkcii f(n) existuje rekurzivny jazyk LT,
resp. LS taky, ze LT ¢ DTIME(f(n)) a LS ¢ DSPACE(f(n)).

3loglog(ny — 1) > % loglog ny, pre ny >3
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Dokaz: Uvedieme dokaz len pre pripad ¢asu; dokaz pre priestor je analogicky. Nech
f(n) je konstruovatelna funkcia a My TS, ktory ju konstruuje. Nech x je binarny
retazec. Potom ozna¢me M, ten DTS, ktorého kodom je prave x; ak x nie je kodom
TS, mozme ho povazovat za kod TS rozhodujiceho prazdny jazyk. Definujme jazyk
L nasledovne:

Ly = {x| vypolet M, na vstupe x sa zastavi po nanajvys f(|z|) krokoch v zamie-
tajucej konfiguracii}

Jazyk Ly je rekurzivny. Doékaz spravime konstrukciou DTS T, ktory ho rozho-
duje.
- T so vstupom w najprv odsimuluje My
- chape w ako kod M,, a simuluje f(Jw|) krokov vypocétu M, so vstupom
w

- ak M, zastavil v zamietajicej konfiguracii, akceptuje.

L¢ ¢ DTIME(f(n)) vyargumentujeme sporom. Nech existuje DTS M rozhodujuci
Ly v case f(n). Nech M = M, pre nejaké .

x€Ls=LM) & x¢ L(M,)=L(M)

6.2.1 Priestorova hierarchia

Veta 6.8 Nech fi1(n), fo(n) si konstruovatelné funkcie a nech fi(n) = o(fa(n)).
Potom existuje jazyk L, ktory patri do DSPACE(f2(n)), ale nepatri do DSPACE(f1(n)).

Dokaz: Jazyk L popiseme konstrukciou TS T, ktory ho rozhoduje. Tento budeme
konstruovat tak, aby bol fa(n) priestorovo ohrani¢eny. Potom ukaZeme, 7e L sa
neda rozhodovat 7iadnym TS s priestorovou zloZitostou fi(n).

Nech T2 = (X2,Ts, K», 02, B, qo2, F»2) je TS, ktory konstruuje funkciu fa(n). Stroj
T, T=(1,K,6,B,q, F), rozhodujuci jazyk L, pracuje nasledovne:

1. abeceda X = {ay|a € ¥o,z € {0,1}}

2. nech w je vstupné slovo; ozna¢me bin(w) binarny retazec tvoreny indexami
vstupného slova w

3. ignorujic indexy T simuluje 72 a vyhradi na paske priestor velkosti fo(n);
odteraz zastavi bez akceptovania vzdy, ked by chcel opustit tento vyhradeny
priestor. Takto sme zabezpecili, ze L € DSPACE(f2(n))

4. T chape bin(w) ako binarny zapis ¢isla i; vygeneruje kod i-teho TS M;
5. T simuluje M; so vstupom bin(w)

6. T akceptuje vtedy a len vtedy ak M, zastane a zamieta, resp. ak sa vypocet
M; zacykli

Diagonalizaciou ukéZeme, 7e neexistuje fi(n) priestorovo ohranic¢eny TS rozhodu-
juci L = L(T).

Nech takyto TS existuje. Nech je v ¢islovani strojov j-ty, teda M;. Uvazujme
vstupné slovo w také, Ze bin(w) je dvojkovym zapisom &isla j. Uvedomme si, Ze
takychto slov je vlastne nekonecne vela, lebo ak bin(w) je zapisom ¢isla j, tak aj
0 % bin(w) je zapisom &isla j. Potrebujeme vyargumentovat, 7ze sa T v svojej praci
uspesne dostane cez body 3.,4.,5. Potom v bode 6. nastane spor.
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K bodu 4. Nech N4 je také, ze fo(N4) > dlzka kodu M;

K bodu 5. Vzhladom k tomu, ze abeceda stroja T je fixna, musi abecedu stroja
M; kédovat. Na kodovanie znakov pouzije c(j) znakov(je to konstanta zavisla
od j). Takto sa priestorova zlozitost zmeni z fi(w) na c(j)f1(w). Kedze
fi(n) = o(f2(n)), existuje N5 take, ze Vn > N5: ¢(j) f1(n) < (f2(n)).

K bodu 6. Aby sme zistili, ¢i sa M; zacyklil, potrebujeme vediet (staci) pocet

vietkych moznych konfiguracii stroja M; na slove dlzky |w|. Na vypocet tejto
hodnoty H staci znalost fi(n) - to vieme, mohutnost pracovnej abecedy — to
vyc¢itame z kodu, dlzka vstupného slova — ti vieme zistit.
Kedze f1(n) je konstruovatelné, nie je problém H vypocitat (napisat TS, ktory
bude H pocitat). Pri simulovani M; po¢itame pocet odsimulovanych krokov a
pri presiahnuti hodnoty H vieme, Ze stroj sa zacyklil. H = [['|/1(n) f1(n)| K],
¢o znamend, 7Ze existuje N6 také, Ze pocet bitov, potrebnych na zapisanie
hodnoty H je mensi ako f3(IN6).

Nech N = maxz{N4, N5, N6, [logj]| + 1}. Uvazujme slovo v = O*bin(w), |v| >
Pre takto zvolené slovo sa T dostane az do bodu 6 a plati: v € L = L(T)
L(M;) < v ¢ L(Mj)

O

6.2.2 Hierarchia ¢asu

Veta 6.9 Nech fa(n) je konstruovatelnd funkcia a nech f1(n)logfi(n) = o(f2(n)).
Potom existuje jazyk, ktory patri do DTIME(fo(n)), ale nepatri do DTIM E(f1(n)).

Dokaz: Analogicky ako v pripade priestorovej hierarchie. Navrhneme fs(n)-¢asovo
ohranic¢eny TS M, ktory rozpoznava jazyk L € {0,1}*.
Stroj M na vstupe w, |w| = n,

1. vypocita fo(Jw|)
2. w = 1"0v v chape ako kéd TS M,
3. M simuluje prvych nanajvys fa(Jw|) krokov stroja M,

4. M akceptuje w prave vtedy, ak M tspesne ukoncil simulaciu M, pricom M,
neakceptoval w

Predpokladajme, 7e M je fi(n)-Casovo ohrani¢eny. Potom existuje taky vstup a,
7e M = M,. Kedze M, moze mat l'ubovolny pocet pasok a my ho simulujeme
na stroji s fixovanym poctom pésok, moze dojst k logaritmickému spomaleniu. To
je jeden zdroj spomalenia. Druhy zdroj je pocitanie krokov simulovaného stroja -
pocitadlo je velkosti 4log f1(n) - teda tiez logaritmické spomalenie.

VzhTadom na platnost podmienky f1(n)logfi(n) = o(f2(n)) méa M, dostatocne vela
¢asu na simulaciu M, a v bode 4. dochéadza k sporu, ked M akceptuje vstupné
slovo « prave vtedy, ked ho M, neakceptuje. Pritom viak L(M) = L(M,). O

Poziadavka na kongtruovatelnost funkcie v predchadzajucej vete je podstatna. Ak
by sme od nej upustili, dostaneme pomerne prekvapivy vysledok:

Veta 6.10 Euxistuje rekurzivna funkcia f : N — N takd, Ze¢ DTIME(f(n)) =
DTIME(2/(™)
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Dokaz: Dokaz je zalozeny na vhodnej konstrukeii funkcie f(n). Zadefinujeme fun-
kciu f tak, Ze vypocet kazdého DTS na vstupe dlzky n sa zastavi alebo nanajvys
po f(n) krokoch, alebo po viac ako 27(n) krokoch, alebo sa nezastavi vobec.

Uvazujme rastice usporiadanie kédov TS - My, My, .... Pre kazda dvojicu priro-
dzenych ¢isel 4, k definujme vlastnost P(i, k)

P(i,k) = 1 & vypocet kazdého spomedzi strojov My, M1, ..., M; na kazdom vstu-
pe dizky i sa bud zastavi po nanajvys k krokoch, alebo sa zastavi po viac ako
2% krokoch, alebo sa nezastavi vobec.

Napriek tomu, Ze niektoré spomedzi uvazovanych vypoctov mozu byt nekonecné, je
vlastnost P(i, k) rozhodnutelnd - pre kazdy zo strojov My, My, ..., M; staci odsimu-
lovat nanajvys 2**! krokov vypo¢tu na kazdom vstupe dizky s.

UvaZujme postupnost c¢isel
ki=2iaprej=23,... kj=2k141

Uvedomme si, 7e kazdy zo vstupov dlzky i moze narusit platnost vlastnosti P(i, k;)
pre nanajvys jednu hodnotu j, resp. k;. Ak totiz stroj na danom vstupe zastal
po t krokoch, pricom k; <t < 2%i | tak zastal po nanajvys 2Fi+1 krokoch.

Existuje ¢islo ¢ také, ze P(i,c) = 1.

Potom pomocou tejto hodnoty definujeme hodnotu nagej funkcie v bode i - f(i) := ke

Kedze DTIME(f(n)) € DTIME(27(™) stagi ukdzaf iba platnost opaénej inkli-
zie.

L € DTIME(2f(™) = L €¢ DTIME(f(n)) Jazyk L je rozhodovany nejakym TS,
nech je to stroj M;j, v Case 2/(") " Potom pre kazdy vstup w dlzky |w| > j
(teda pre vSetky vstupy aZ na konecne vela) nie je mozné, aby sa vypocet
stroja M, zastavil po viac ako f(Jw|) a menej ako 27D krokoch. 4 Ked7ze
ale stroj urite zastavi po nanajvys 27D krokoch, tak vlastne zastane po
nanjvys f(Jw|) krokoch.

Tato vlastnost ale plati len pre slova dlzky aspon j. Pre ostatné - ktorych
je ale konecne wvela, staci na ich rozpoznanie kone¢ny stav. Pre tuto kone¢nu
mnozinu slov teda na rozpoznanie staci linedrny cas.

6.3 Nedeterministicky TS

Poslednou modifikiciou Turingovho stroja je pridanie nedeterministického rozho-
dovania. Nedeterministickym rozhodovanim myslime potenciadlnu moznost vyberu
nasledujiceho kroku z konecnej mnoZiny moznosti. Ak pridame TS moZnost nede-
terministického rozhodovania, dostaneme nedeterministicky TS.

Formaélnejsie: Nedeterministicky k-pdskovy TS (NTS)je sedmica (X, T, K, §, B, qo, F),
kde
3,1, K, B, qo, ' maju vyznam ako pri definicii TS,

4pri definovani hodnoty f(d),d > j sme brali do avahy aj stroj M;

definicia f(i)

NTS
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5 (2 x Tk x K) — 20" K {0.1,=13"x{0.1,-1} 56 prechodova funkcia®.
Pojmy konfiguracia, krok, vypocet, akceptujici vypocet ostavaju rovnaké ako v
pripade deterministického Turingovho stroja. Co si treba vyjasnit, je akceptovanie.
Vzhl'adom k tomu, Ze z danej konfiguracie existuje viacero moznosti, ako pokracovat
vo vypocCte, mame moznost realizovat pre jedno vstupné slovo viacero vypoctov.
Pritom niektoré z tychto vypoc¢tov mozu kondit v akceptujucej konfigurécii, iné v
zamietajuce;j. Co v takom pripade?

NTS akceptuje prave vtedy, ked existuje akceptujuci vypocet a zamieta, ak akcep-
tujici vypocet neexistuje. To znamené, ze zamieta, ak v8etky vypocty na danom
vstupe koncia v zamietajicej konfiguracii (resp. neskoncia)

Zamyslime sa nad tym, ¢o v pripade TS nedeterminizmus prinasa. UkaZzeme, ze v
porovnani s deterministickym TS sa vypoc¢tova sila nemeni. Meni sa len zloZitost
vypoctov.

Veta 6.11 Nech N je nedeterministicky TS rozhodujici jazyk L. Potom existuje
ekvivalentny deterministicky TS D.

Doékaz: Bez ujmy na veobecnosti mozeme predpokladat, ze NTS N je jednopéas-
kovy. Uvazujme strom vypoctu 7 stroja N. V koreni stromu je pociatocna kon-
figuracia, vrchol-konfiguracia C' ma ako syna vrchol-konfiguraciu C’ prave vtedy,
ked C+—py C.

DTS D bude dvojpaskovy a bude simulovat vypocet NTS N "prechddzanim" stromu
vypoctu do Sirky. V kazdom okamihu simulacie je na jednej z pasok DTS uloze-
na postupnost konfiguracii z i—tej trovne 7 (stard), na druhej paske sa vytvéara
(i 4+ 1)—4 troven stromu vypoctu 7 (nova). Ulohu péasok (ktord je nova a ktora
stard) rozlisujeme stavom.

Nech obsahom starej péasky je i—ta uroven 7.
e hlavy DTS D stoja na zaciatku pasok

e kym nie je koniec starej pasky
—nech C' je konfiguracia zo starej pasky;

— vytvor na novej paske konfiguracie C1, ..., Cy také, ze C —pyn C
e posuh hlavy na oboch péskach dol'ava
e vymen tulohy starej a novej pasky

Ukoncenie prace DTS nastane z dvoch dévodov:
—ak DTS D vytvori akceptujicu konfiguraciu, zastane a akceptuje
— ak vytvorend troven obsahuje len listy, pricom kazdy odpoveda zamietajiicej
konfiguraci, DTS D zastane a zamieta.

Casové aj priestorova zlozitost touto simuldciou narastie exponencialne. Efektiv-
nejsie simulacie v nasledujtcej casti.

5Pre mnozinu A oznacime symbolom 24 mnozinu vSetkych podmnoZin mnoziny A



6.4. VZTAHY MEDZI ZLOZITOSTNYMI TRIEDAMI 81

6.4 Vztahy medzi zloZzitostnymi triedami

V tejto Casti nds budu zaujimat vztahy medzi zloZitostnymi triedami. Specialne
si budeme vSimaf vztah nedeterministického a deterministického ¢asu a priestoru,
resp. to, kolko "zaplatime" za prechod od nedeterminizmu k determinizimu.

Pre niektoré (najcastejsie pouZivané) zlozitostné triedy pouzivame Specialne ozna-

Cenie:
P = = Uyso DTIME(nk)
NP = =Upso NTIME(n*
ETIME =U,>o DTIME(2%7)
NETIME =Upso NTIME(2k")
EXPTIME — =J,-, DTIME(2""
NEXPTIME =J,oo NTIME(2"")

DLOG = DSPACE(logn)
NLOG = NSPACE(logn)
PSPACE  =|J;~,DSPACE(n")

NPSPACE = ;g NSPACE(n")

Veta 6.12 Nech f(n) je konstruovatelnd funkcia. Potom

1. DSPACE(f(n)) € NSPACE(f(n)) a DTIME(f(n)) C NTIME(f(n))

2. NTIME(f(n)) € DSPACE(f(n))

3. NSPACE(f(n)) C ..o DTIME(c°m+i(m)

4. NTIME(f(n)) € U, DTIME(c! (™)

5. NSPACE(f(n)) € DSPACE(f(n)?) pre funkciu f(n) > logn[Savitchova

vetal

Dokaz:

1. plati trividlne — determinizmus je Specidlnym pripadom nedeterminizmu

2. Nech N je NTS, f(n) jeho ¢asova zlozitost, d miera nedeterminizmu (odcha-
dzajuci stupen vrchola v strome vypo¢tu; max pocCet moznosti vyberu na
pravej strane prechodovej funkcie). Uvazujme nasledovnt simuldciu NTS N

deterministickym strojom D:

- D si na prvej paske pamété vstupné slovo

- na druhej paske systematicky generuje postupnosti aias...af(n),a; €

{1,2,....d}

- na tretej paske simuluje vypocet N so vstupom w, pri¢om v i-tom kroku
vyberé a;-tu moznost z mnoziny moznosti; ak ich tol'ko nie je, prechadza

na dalsiu postupnost

- ak sa pri simulacii dostane D do akceptujicej konfiguracie IV, akceptuje

a zastane. Inak zamieta.

3. Nech N je f(n) priestorovo ohrani¢eny TS. Kazda konfiguracia stroja N je
jednoznaé¢ne ur¢ené poziciou hlavy na vstupe, obsahom péasky a polohou hlavy
na nej, stavom. Preto je pocet #(CN) vSetkych moZnych konfiguracii stroja

N mozno ohranic¢it nasledovne

#(CN) < n|K|log(f(n))|L|F) < dleanti )
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Ak chceme vediet, ¢ N akceptuje vstupné slovo w, pytame sa, ¢i sa zo vstupnej
konfiguracie (ktora je jednozna¢nd) vie N dostat do akceptujucej konfigura-
cie (konfiguracia s akceptujiucim stavom; bez ujmy na vSeobecnosti predpo-
kladame, ze N ma jediny akceptujuci stav). Ak si predstavime, ze vSetky
konfigurécie tvoria (orientovany) konfiguraény graf :

— mnozina vrcholov je tvorend mnozinou konfiguracii

— C1 je synom C2 prave vtedy ked z C1 sa da v jednom kroku dostat do C2,
zredukovali sme n&8 problém na problém dosiahnutelnosti akceptujtucej konfi-
guracie z pociatotnej konfiguracie. Samotné prehladavanie grafov je zloZitosti
O(m) = O(#(CN)?). Predpoklada ale, Ze pozname susedov. My ich vzdy,
ked treba, vygenerujeme. Toto generovanie sposobi zdrzanie O(logn + f(n)).
Preto je celkovy ¢as O((logn + f(n))(#(CN))?) = O(clean+/(n))

4. Analyza ¢asu simulacie z bodu 2.
5. dokaz Savitchovej vety Uvazujme nasledujicu funkciu OV ER(Cy, Ca,t),
kde C1, Cs su konfiguracie, t je ¢as

1, aksaz Cy do Cy dostaneme za. t krokov;

0, inak.

Nech T'(n) je pocet vSetkych moZnych konfiguracii nedeterministického TS
N s priestorovou zlozitostou S(n). Zrejme T'(n) = #(CN). Bez ujmy na
v8eobecnosti predpokladajme, 7e kazdy vypocet tohto stroja trva presne T'(n)
krokov (prefo mozme?) Potom

w e L(N) < Y0, OVER(Co, Ca, T(n)) = 1, kde

Co je pociatoéna konfiguracia

OVER(Cy,Co,t) = {

C4 je akceptujica konfiguracia

disjunkcia ide cez vsetky akceptujice konfiguracie.

Funkciu OV ER(Cy, Cs,t) mdzeme pocitat rekurzivne:

t=0, OVER(Cy,Cat)=1< C; =Cy;

t=1, OVER(C1,CQ,t):1<:>C1l—>CQ;

t>2, OVER(Cy,Cs,t)=>.oOVER(Cy,C,t/2) N\OVER(C,Cs,t/2),
kde disjunkcia ide cez vSetky konfiguracie C stroja N.

Vypocet rekurzivnej funkcie simulujeme na TS simuldciou systémového zé-
sobnika. Potrebujeme si uchovéavat jednotlivé volania = parametre C, Co, t.
O priestorovej zlozitosti Sp(n) plati:

Sp(n) = O(hlbka vnorenia- velkost hlavicky volania)
= O(logT(n)-S(n))
Preto Sp(n) = O(S?%(n)).

Zhrnutim dostavame

DLOGC NLOGCPCNPCNPSPACE =PSPACEC EXPTIME C NEXPTIME

Pri v8etkych inklazidch predpokladédme, Ze su ostré, ale ani pre jednu z nich sa to
nepodarilo ani dokazat ani vyvratit. Z vysledkov o hierarchiach vieme, Ze
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DLOG C PSPACE NLOG C NPSPACE
P Cc EXPTIME NP C NEXPTIME

Ukéazat ostrost niektorej z inklazii je centralnym problémom tedrie zlozitosti. Pre-
zentujeme techniku, ktora by mohla byt ndpomocné.

Veta 6.13 Ak DSPACE(n) C P, tak P = PSPACE

Dokaz: Kedze P C PSPACUE, potrebujeme vlastne ukéazat, 7e za predpokladu, ze
DSPACE(n) C P, plati aj opa¢na inklazia PSPACE C P.

Nech teda DSPACE(n) C P a L € PSPACE. Ukazeme, ze potom L € P.

Uvazujme ten DTS M polynomiélnej priestorovej zloZitosti p(n), ktory rozhoduje
L, L(M) = L. Skonstruujme novy jazyk L’ nasledovne:

L' = {w10PvD|w € L}
Konstrukciou TS M’, L(M') = L', linearnej ¢asovej zlozitosti ukazeme, ze L' €
DSPACE(n). M’ pracuje (napriklad) takto:

- M’ néajde najpravsi symbol 1 = tym pozna aj vstupné slovo w, aj méa vyme-
dzeny priestor velkosti p(|w|)

- M’ simuluje M so vstupom w, na ¢o mu sta¢i priestor p(|w|), ¢o je v8ak
linearne vzhladom na velkost vstupu do M’!

Preto M’ patri do DSPACE(n) a teda aj P. To znamena, Ze existuje polynomiélne
¢asovo ohraniceny TS M", ktory rozpoznava L’. Tento stroj M” vyuZzijeme na
rozpoznanie povodného jazyka L v polynomidlnom ¢ase nasledovne:

- v polynomialnom ase vyrobi zo vstupu w na pracovni pasku w10P(wD

- simuluje vypocet M" na vstupe w10P(®)

Tym sme ukazali, ze PSPACE C P.

Désledok 6.14 P # DSPACE(n)

6.5 Uzavretost nedeterministického TS na komple-
ment

V poslednej casti tejto kapitoly sa budeme venovat otdzke uzavretosti nedetermi-
nistického priestoru na komplement. Otédzka uzavretosti kontextovych jazykov, a
teda linedrneho priestoru, na komplement bola otvorena velmi dlho. Napokon sa ju
podarilo vyriesit v rovnakom ¢ase nezavisle dvom I'undom—Neilovi Immermanovi a
Robertovi szelepcsenyimu®. Ziskany vysledok je vieobecnej$i, hovori o uzavretosti
nedeterministického priestoru na komplement.

Veta 6.15 (Immerman-Szelepcsenyi) Nech funkcia f(n) je konstruovatelnd, pri-
dom f(n) >logn. Potom trieda NSPACE(f(n)) je uzavretd na komplement.

6Robert bol v tom ¢ase Studentom informatiky na nagej fakulte
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Doékaz: Majme jazyk L rozpoznavany f(n)-priestorovo ohrani¢enym TS T. Kedy
slovo w patri/nepatri do jazyka L? Slovo w patri do L(T') prave vtedy, ak existuje
akceptujici vypocet T na w a nepatri do L(T') prave vtedy, ak ziadna konfiguracia,
dosiahnutelna vypoctom zacinajicom v pociatocnej konfiguracii s w na paske, nie je
akceptujuca. Na tomto jednoduchom fakte je zalozeny algoritmus, ktory rozhoduje
jazyk L¢ = LY(T). Oznaéme

KON mnozinu v8etkych konfiguracii stroja 7. Mozme predpokladat, Ze na tejto
mnoZine existuje usporiadanie (napr. lexikografické na retazcoch odpoveda-
jucich konfiguraciam)

K(n) mnozinu vSetkych konfiguracii, do ktorych sa T' moéze dostat pri spracovani
slova dlzky n

D(w) mnozinu konfiguracii, dosiahnutelnych strojom T pri spracovavani slova w

Pri kongtrukeii stroja T'C, ktory rozhoduje komplement jazyka L(T') sa zameriame
na prehl'adavanie mnoziny D(w)—plati w € L€ <= D(w)" neobsahuje akceptujticu
konfiguraciu. Problém sa teda zredukoval na prehladavanie D(w) v priestore f(|w]).
Oznatme card (M) mohutnost mnoziny M

Predpokladajme, 7e card(D(w)) pozname. Potom konstrukcia NTS, ktory nielenze
postupne vypise vietky prvky z D(w), ale aj spravne odpovie na otézku w € L¢?
je jednoducha:

1. card:=0

2. postupne generuj konfiguracie z K(Jw|). Pre kazda vygenerovanu konfigu-
raciu k nedeterministicky uhadni, ¢ k& € D(w). Odpoved &no prever nede-
terministickou simulaciou pévodného stroja T so vstupom w; pri dosiahnuti
konfiguracie k je odpoved potvrdena - card < card + 1.

3. ak po skonceni je card = card(D(w)), mali sme "v ruke" vSetky dosiahnutelné
konfiguracie a moézme korektne odpovedat
NIE - ak niektora z konfiguracii v D(w) bola akceptujica, ANO v opa¢nom
pripade

VzhTadom k tomu, Ze nepotrebujeme vetky konfiguracie naraz, stac¢i nam k takému
vypoctu priestor f(|w]). Ostava vSak vypoéet card(D(w)).

e Nech D;(w) ozna¢uje mnozinu tych konfiguracii, ktoré su strojom T’ dosia-
hnutelné zo vstupného slova w maximélne v ¢ krokoch.

e Dj(w) obsahuje len pociato¢ni konfiguraciu, preto pozname card(Dgy(w)),
Max(Dy(w)).

e vypocet card(Dj;1(w))
Zrejme card(D;q1(w)) = card(D;(w)) + A, kde A je pocet tych konfiguracii
k ¢ D;(w), pre ktoré existuje konfiguracia ko € D;(w) taka, 7e ko — k. Preto

- vy$8ie popisanym sposobom zacne stroj vymenovavat vSetky konfigura-
cie ko € D;(w). Pri overeni prislugnosti k D;(w) simuluje len i krokov
vypoctu.

- nech kg € D;(w), ko — k a count je momentélna hodnota pocitadla kon-
figuracii z D;(w). Ostava overit, ¢i sa ma k zapocitat do A. Odpoved je
ano, ak

"D(w) sa vztahuje k povodnému stroju T pre jazyk L
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() k¢ Di(w)

(b) neexistuje konfiguracia l € D;(w) mensia ako ko taka, ze | — k. Ove-
renie spravime opit postupnym vymenovavanim - tentokrét konfiguracii
z D;(w), ktoré st mensie ako ko. Pre kaZzdua z nich overime, ¢i sa z nej v
jednom kroku nedostaneme do k. Ak taka neexistuje a nam sa podarilo
vymenovat vetky konfiguracie z D;(w) mensie ako kg (dopocitali sme
sa do momentalnej hodnoty count pocitadla pre porovnanie s hodnotou
card(D;(w)) ), tak konfiguraciu k "zaradime" do D;1(v), teda zvy§ime
hodnotu A, pripadne zmenime hodnotu Max(D;1(w))

Nie je tazké si uvedomit, Ze popisani kongtrukciu mozme na viacpaskovom TS robit
v paméti f(|w]).



