
Kapitola 6Zloºitostné triedyV tejto £asti sa budeme zaobera´ zloºitos´ou na TS. Bude nás zaujíma´, aký vplyvmá mnoºstvo príslu²nej miery zloºitosti na triedu problémov, ktoré sa s danouzloºitos´ou dajú rie²i´. Pritom sa sústredíme nielen na výsledky, ale aj na metódy,ktoré sa na i
h rie²enie pouºívajú.V £asti 6.1 sa budeme venova´ dolným odhadom; vysvetlíme pouºitie pre
hodovejpostupnosti pri získaní dolného odhadu na £as a pre
hodovej mati
e pri dolnomodhade na priestor. Potom vysvetlíme d�vody pre zavedenie pojmu kon²truovate©-nej/po£ítate©nej funk
ie a ukáºeme, ºe existuje nekone£ná hierar
hia £asu(6.2.2) apriesotru(6.2.1). V £asti 6.3 zavedieme nedeterministi
ký TS a napokon v £asti 6.4sa budeme venova´ vz´ahu determinizmu a nedeterminizmu a hierar
hii zloºitost-ný
h tried.6.1 Niektoré metódy dolný
h odhadovNajprv uvedieme pouºitie pre
hodovej postupnosti pre získanie dolného odhadu na£as pri rozpoznávaní jazyka na jednopáskovomTS. Pri dolný
h odhado
h na priestorsa zas vyuºíva pojem pre
hodovej mati
e.Zopakujme si:
sup

n→∞
f(n) je limita najniº²ej hornej hrani
e postupnosti f(n), f(n + 1), . . .

inf
n→∞

f(n) je limita najvy²²ej dolnej hrani
e postupnosti f(n), f(n + 1), . . .Tieto pojmy sa pouºívajú v prípade, ke¤ funk
ia limitu nemá, napriek tomu sup,resp. inf existuje. Napr.
f(n) =







1
n

pre n párne;
n pre n nepárne.

inf
n→∞

f(n) = 0, sup
n→∞

f(n) =∞ ale limita funk
ie neexistuje.6.1.1 Pre
hodová postupnos´ a dolný odhad na £asMajme jednopáskový TS, ktorého jediná jednosmerne nekone£ná páska je £íta
ia ajprepisova
ia zárove¬. Predpokladajme, ºe stroj najprv zmení stav a aº potom pohnehlavou. Potom pre �xovaný výpo£et a kaºdé prirodzené i má zmysel uvaºova´ opostupnosti stavov, v ktorý
h stroj pre
hádza hrani
u medzi polí£kom i a i+1. Tútopostupnos´ stavov (pre �xovaný výpo£et) nazveme pre
hodová postupnos´ medzi i-tym a (i + 1)-ým polí£kom. 71
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Obrázok 6.1: Pre
hodová postupnos´Lema 6.1 Ne
h w = a1a2 . . . an je ak
eptované jednopáskovým TS T a ne
h pre-
hodová postupnos´ medzi i, i + 1 je rovnaká ako medzi j, j + 1 (i < j). Potom Tak
eptuje aj slovo ω = a1a2 . . . aiaj+1 . . . an.D�kaz: Bez ujmy na v²eobe
nosti predpokladáme, ºe stroj kon£í v kon�gurá
ii shlavou umiestnenou na poslednom symbole vstupu.Majme uvaºovaný ak
eptujú
i výpo£et A(w) na slove w = a1a2 . . . an. Ne
h uvaºo-vaná pre
hodová postupnos´ medzi i, i + 1 (resp. j, j + 1) je q1, q2, . . . , qs.Ozna£me L(i, t) tú £as´ výpo£tu A(w), ktorá leºí medzi prí
hodom sprava na polí£ko
ai v stave qt a od
hodom doprava z polí£ka ai v stave qt+1, t párne(L(i, 0) je za£iatok výpo£tu A(w) do okamihu, ke¤ stroj prvýkrát prekro£í hrani
umedzi i, i + 1).Ne
h R(i, t) ozna£uje tú £as´ výpo£tu, ktorá za£ína prí
hodom z©ava na polí£ko ai+1v stave qt a od
hodom z tohto polí£ka do©ava v stave qt+1, t nepárne.Potom ak
eptujú
i výpo£et na slove a1a2 . . . aiaj+1 . . . an m�ºe prebieha´ nasledov-ne:

L(i, 0), R(j, 1), L(i, 2), R(j, 3), . . .

2Analogi
ky sa dá dokáza´ nasledovné tvrdenie.Lema 6.2 Ne
h v = a1a2 . . . an, u = b1b2 . . . bm sú ak
eptované jednopáskovým TST a ne
h pre
hodová postupnos´ medzi ai, ai+1 je rovnaká ako medzi bj , bj+1. PotomT ak
eptuje aj slovo a1a2 . . . aibj+1 . . . bm, resp. b1b2 . . . bjai+1 . . . an.Pre
hodová postupnos´ akýmsi sp�sobom za
hytáva "komuniká
iu" medzi dvomi£as´ami vstupného slova, resp. vstupný
h slov.pouºitie pre
ho-dovej postupnos-ti Cvi£enie 6.1 Ukáºte, ºe ºiadny jednopáskový TS rozhodujú
i jazyk {anbn | n ≥ 0}nemá d¨ºku pre
hodový
h postupností ohrani£enú kon²tantou.Ako ale súvisia pre
hodové postupnosti s odhadom na £as?



6.1. NIEKTORÉ METÓDY DOLNÝCH ODHADOV 73Fakt 6.3 Ak T je T (n) £asovo ohrani£ený TS, potom sú£et d¨ºok pre
hodový
hpostupností je najvia
 T (n).Je zrejmé, ºe ak 
h
eme zdola odhadnú´ £as, sta£í zdola odhadnú´ sú£et d¨ºokpre
hodový
h postupností. dolný odhad na£asVeta 6.4 Ak je jazyk L = {wcwR|w ∈ {0, 1}∗} rozpoznávaný jednopáskovým TS T,tak pre jeho £asovú zloºitos´ T (n) platí
sup

n→∞

T (n)

n2
> 0D�kaz: Na základe pred
hádzajú
i
h liem je zrejmé, ºe nem�ºu existova´ také slová

w1w2cw
R
2 wR

1 , w3w4cw
R
4 wR

3 , pre ktoré platí (*):
• |w1| = |w3|

• w1 6= w3

• v ak
eptujú
i
h výpo£to
h na slová
h w1w2cw
R
2 wR

1 , w3w4cw
R
4 wR

3 je pre
ho-dová postupnos´ medzi w1, w2 rovnaká ako medzi w3, w4.V opa£nom prípade by totiº stroj ak
eptoval1 aj slováw1w4cw
R
4 wR

3 , resp. w3w2cw
R
2 wR

1 ,ktoré nie sú z jazyka.Za�xujme d¨ºku slova n a ozna£me p(i) priemernú d¨ºku pre
hodovej postupnostimedzi i-tym a (i + 1)-ým polí£kom � pritom priemer uvaºujeme 
ez v²etky slovád¨ºky n z jazyka. Potom platí, ºe aspo¬ polovi
a slov (d¨ºky n) z jazyka má d¨ºkupre
hodovej postupnosti medzi i, i + 1 nanajvý² 2p(i). Tý
hto slov (ozna£me i
h
Wn) je aspo¬

1

2
2

(n−1)
2 = 2

(n−1)
2 −1 (6.1)Ko©ko je v²etký
h moºný
h pre
hodový
h postupností d¨ºky nanajvý² 2p(i)?

2p(i)
∑

j=1

sj ≤ s2p(i)+1 (6.2)Ak teda spravíme rozklad mnoºiny slov Wn pod©a relá
ie - ma´ rovnakú pre
hodovúpostupnos´ medzi i, i + 1 - vieme odhadnú´ priemerný po£et prvkov v jednej triedetohto rozkladu. Tento po£et dostaneme ako po£et slov z Wn (6.1) lomeno po£etpre
hodový
h postupností d¨ºky nanajvý² 2p(i) (6.2). Pritom tento po£et nesmieby´ vä£²í ako po£et v²etký
h moºný
h dokon£ení medzi i+1 a (n−1)/2. V opa£nomprípade by sme totiº v jednej triede mali dve slová, ktoré sp¨¬ajú (*).Teda
2

(n−1)
2

−1

s2p(i)+1
≤ 2

(n−1)
2

−i

2i−1 ≤ s2p(i)+1

(i− 1) log 2 ≤ (2p(i) + 1) log s ≤ 3p(i) log s1vyplýva z Lemy



74 KAPITOLA 6. ZLO�ITOSTNÉ TRIEDYPre priemernú d¨ºku pre
hodovej postupnosti teda dostávame:
i− 1

3 log s
≤ p(i)Ak s£ítame priemerné d¨ºky, dostaneme odhad na priemerný £as. Ke¤ºe aspo¬ jedenvýpo£et musí ma´ zloºitos´ aspo¬ priemernú, poskytuje dolný odhad na priemerný£as aj dolný odhad na £as ako taký.

∑(n−1)/2
i=1

i−1
3 log s

= 1
3 log s

(

∑(n−1)/2
i=1 i−

∑(n−1)/2
i=1 1

)= 1
3 log s

(

(n−1)(n+1)
8

− 1
2
(n− 1)

)

= 1
24 log s

(n2 − 4n + 3)

sup
n→∞

T (n)

n2
≥

1

24 log s
> 0

26.1.2 Pre
hodová mati
a a dolný odhad na pamä´Na rie²enie niektorý
h problémov pamä´, presnej²ie pamä´ovú pásku, nepotrebuje-me; vysta£íme si s kon²tantnou pamä´ou, ktorú nám poskytuje stav. Ako je to v²aks pamä´ovou zloºitos´ou v prípade, ke¤ nám kon²tantná pamä´ nesta£í?stav pamäte Pre TS s jednou vstupnou a jednou pamä´ovou páskou je stav pamäte daný
• obsahom pamä´ovej pásky
• polohou hlavy na pamä´ovej páske
• stavom kone£nostavovej riadia
ej jednotkyUvedomme si, ºe ak L(n) je pásková zloºitos´ TS, tak po£et r�zny
h stavov pamäteje zhora ohrani£ený hodnotou

tL(n)L(n)s, kde t ozna£uje mohutnos´ páskovej abe
edy
s je po£et stavovMajme vstupné slovo d¨ºky n. Ne
h r je po£et stavov pamäte, ktoré stroj prispra
ovaní slova d¨ºky n m�ºe dosiahnu´. M�ºeme predpoklada´, ºe jednotlivé stavypamäte sú o£íslované 1, 2, . . . , r.pre
hodová ma-ti
a Pre
hodová mati
a pre L(n) páskovo ohrani£ený TS je mati
a T n

r×r, ktorej prvkysú z mnoºiny {00, 01, 10, 11}.Ne
h w je vstupné slovo d¨ºky n, u jeho kon
ové podslovo (su�x), r = tL(n)L(n)s.Hovoríme ºe pre
hodová mati
a T n
r×r popisuje kon
ové podslovo u ak platí

• ak TS za£ne £íta´ u v stave pamäti i a dosiahne stav pamäte j bez toho, abyopustil kon
ové podslovo u, tak T n(i, j) = 1∗ (inak T n(i, j) = 0∗)2
• ak TS za£ne £íta´ u v stave pamäti i a prvýkrát opustí u do©ava v stave pamäti

j, tak T n(i, j) = ∗1 (inak T n(i, j) = ∗0)Veta 6.5 Ne
h TS je L(n) páskovo ohrani£ený TS s jednou vstupnou a jednoupamä´ovou páskou. Ne
h w1, w2 sú vstupné slová d¨ºky n, ktoré TS ak
eptuje. Ne
h
wi = viui, i = 1, 2 a ne
h nejaká pre
hodová mati
a T popisuje aj u1 aj u2. PotomTS ak
eptuje aj slovo v2u1, resp. v1u2.2*ozna£uje ©ubovo©ný zo symbolov {0, 1}



6.1. NIEKTORÉ METÓDY DOLNÝCH ODHADOV 75D�kaz: M�ºeme predpoklada´, ºe po ak
eptovaní stroj neurobí ºiadne kroky. Maj-me postupnos´ kon�gurá
ií C stroja TS, ktorá vedie k ak
eptovaniu slova v1u1.Ne
h Q1, Q2, . . . , Qp je postupnos´ stavov pamäte, v ktorý
h pri tomto výpo£teprekra£uje hrani
u medzi v1 a u1. Potom C moºno napísa´
C = α1β1α2β2 . . . ,kde

αi je £as´ výpo£tu na £asti slova v1 pred i-tym prekro£ením hrani
e medzi v1 a u1

βi je £as´ výpo£tu na £asti slova u1 pred i-tym prekro£ením hrani
e medzi u1 a v1V²imnime si výpo£et TS pri vstupe na v1u2. Výpo£et za£ína α1. Potom stroj vstave pamäte Q1 vstúpi na £as´ slova u2. Ke¤ºe T popisuje aj u1 aj u2 a ke¤ºe saTS pri výpo£te C vra
ia na £as´ slova v1 v stave pamäte Q2, existuje výpo£et γ1TS, ktorý za£ína vstúpením TS na u2 v stave pamäte Q1 a jeho opustením smeromdo©ava v stave pamäte Q2. Analogi
ky ¤alej. Výpo£et D TS na slove v1u2 tedamoºno popísa´ nasledovne
D = α1γ1α2γ2 . . .Ak pri výpo£te C stroj ak
eptoval s hlavou v £asti v1, bude tomu tak aj v prípade

D. Ak pri výpo£te C stroj ak
eptoval s hlavou v £asti u1, tak hrani
u medzi u1a v1 poslednýkrát prekra£oval v stave pamäte Qp. Z tohto stavu pamäte sa bezopustenia slova u1 vedel dosta´ do stavu pamäte QA odpovedajú
om ak
eptovaniu.Druhá poloºka T (Qp, QA) je teda 1 a zaru£uje, ºe ak stroj vstúpi na u2 v stavepamäte Qp, m�ºe bez opustenia slova u2 dosiahnu´ stav pamäte QA - m�ºe tedaak
eptova´.
2Analogi
ké tvrdenie vieme dokáza´ aj pre prípad, ke¤ pre
hodová mati
a popisujedve r�zne kon
ové podslová toho istého vstupného slova.Teraz uº m�ºme prejs´ k vyuºitiu pre
hodovej mati
e pri dolnom odhade na priestor. dolný odhad napamä´Veta 6.6 Ne
h T je L(n) páskovo ohrani£ený, kde L(n) nie je zhora ohrani£enáºiadnou kon²tantou. Potom

sup
n→∞

L(n)

log log n
> 0D�kaz:

• Ke¤ºe hodnota L(n) nie je ohrani£ená kon²tantou, potom pre kaºdé k existujenajmen²ie také nk, ºe L(nk) ≥ k

• Ne
h r je po£et stavov pamäti, ktoré neobsahujú via
 ako L(nk) polí£ok
• Ne
h wk, |wk| = nk je najkrat²ie také, ºe sa pri jeho spra
ovaní pouºije aspo¬

k polí£ok1. Ukáºeme, ºe wk nem�ºe ma´ dve r�zne kon
ové podslová popísané tou istoupre
hodovou mati
ou. Inak by sme totiº vedeli skon²truova´ slovo krat²ie ako nk,pri spra
ovaní ktorého sa pouºije aspo¬ k polí£ok.2. Potom spo£ítame po£et v²etký
h moºný
h pre
hodový
h matí
, ktorý nesmieby´ men²í, ako po£et v²etký
h r�zny
h kon
ový
h podslov slova wk.



76 KAPITOLA 6. ZLO�ITOSTNÉ TRIEDYK bodu 1 Ne
h w = v1v2v3, v2 6= ǫ, T (nk) popisuje aj v2v3, aj v3. Potom strojpri spra
ovaní slova v1v3 pouºije aspo¬ k polí£ok pásky.Pre£o? D�kaz je podobný ako v prípade Veta 6.6, treba len ak
eptujú
ukon�gurá
iu nahradi´ kon�gurá
iou, ktorá pouºije k polí£ok pásky. To je alespor s predpokladom, ºe wk bolo najkrat²ie také, pri spra
ovaní ktorého sapouºilo aspo¬ k polí£ok pásky.K bodu 2 Musí teda existova´ aspo¬ nk − 1 r�zny
h pre
hodový
h matí
 typu
r × r. Taký
hto matí
 je 4r2 , kde r = s · tL(nk)L(nk). Preto

nk − 1 ≤ 4r2

log(nk − 1)≤ r2 log 4 = (s · tL(nk) · L(nk))2 · log 4
log log(nk − 1)≤ 2(log s + L(nk) log t + log L(nk)) + 1

1
2 log log nk ≤ 3L(nk) log 2st3 Pre nekone£ne ve©a n taký
h, ºe n = nk(pre nejaké k) teda platí

L(n)

log log n
≥

1

6 log 2st

26.2 Hierar
hia £asu a priestoruPri de�novaní výpo£tového modelu de�nujeme aj miery zloºitosti, ktoré sú pre¬relevantné. Potom má zmysel uvaºova´ o triede problémov, ktoré sa dajú rie²i´ snejakým obmedzením na tú-ktorú mieru zloºitosti. Prirodzene sa tak dostávamek zloºitostným triedam. Hlavným výpo£tovým modelom je pre nás TS, pri£omzákladné zloºitostné triedy sú de�nované ohrani£ením jeho mier zloºitosti - £asu apriestoru. Vo v²eobe
nosti sa pouºíva zna£enie DTIME(f(n)) na ozna£enie triedyproblémov, ktoré sa dajú na deterministi
kom TS rie²i´ s £asovou zloºitos´ou f(n) a
DSPACE(f(n)) ozna£uje tú triedu problémov, ktoré sa dajú na deterministi
komTS rie²i´ s priestorovou zloºitos´ou f(n).Majme teda TS, ktorý je f(n) � £i uº £asovo, alebo priestorovo � ohrani£ený. Ak bysme nejakéme inému TS túto informá
iu nejako vedeli odovzda´, mohol by ju moºnovyuºi´. Bol by napríklad s
hopný spo£íta´ po£et v²etký
h moºný
h kon�gurá
ií, doktorý
h sa p�vodný TS pri výpo£te na danom vstupe (d¨ºky n) m�ºe dosta´ a takby vhodnou simulá
iou a po£ítaním krokov mohol identi�kova´, ºe sa p�vodný TSdostal do 
yklu. Teraz uº zrejme budeme rozumie´, pre£o uvádzame nasledujú
ede�ní
ie, zavádzame de�nované pojmy.páskovo kon²tru-ovate©ná funk
ia De�ní
ia 6.1 Funk
ia L(n) sa nazýva páskovo kon²truovate©ná, ak existuje deter-ministi
ký Turingov stroj T, ktorý je L(n) priestorovo ohrani£ený a ktorý na kaºdomvstupe d¨ºky n pouºije na prvej páske presne L(n) polí£ok.£asovo kon²tru-ovate©ná funk
ia De�ní
ia 6.2 Funk
ia T (n) sa nazýva £asovo kon²truovate©ná, ak existuje deter-ministi
ký Turingov stroj T, ktorý na kaºdom vstupe d¨ºky n spraví presne T (n)krokov.Veta 6.7 Ku kaºdej kon²truovate©nej funk
ii f(n) existuje rekurzívny jazyk LT,resp. LS taký, ºe LT /∈ DTIME(f(n)) a LS /∈ DSPACE(f(n)).3log log(nk − 1) ≥ 1

2
log log nk pre nk ≥ 3



6.2. HIERARCHIA �ASU A PRIESTORU 77D�kaz: Uvedieme d�kaz len pre prípad £asu; d�kaz pre priestor je analogi
ký. Ne
h
f(n) je kon²truovate©ná funk
ia a Mf TS, ktorý ju kon²truuje. Ne
h x je binárnyre´aze
. Potom ozna£me Mx ten DTS, ktorého kódom je práve x; ak x nie je kódomTS, m�ºme ho povaºova´ za kód TS rozhodujú
eho prázdny jazyk. De�nujme jazyk
Lf nasledovne:
Lf = {x| výpo£et Mx na vstupe x sa zastaví po nanajvý² f(|x|) kroko
h v zamie-tajú
ej kon�gurá
ii}Jazyk Lf je rekurzívny. D�kaz spravíme kon²truk
iou DTS T, ktorý ho rozho-duje.- T so vstupom w najprv odsimuluje Mf- 
hápe w ako kód Mw a simuluje f(|w|) krokov výpo£tu Mw so vstupom

w- ak Mw zastavil v zamietajú
ej kon�gurá
ii, ak
eptuje.
Lf /∈ DTIME(f(n)) vyargumentujeme sporom. Ne
h existuje DTS M rozhodujú
i

Lf v £ase f(n). Ne
h M = Mx pre nejaké x.
x ∈ Lf = L(M)⇔ x /∈ L(Mx) = L(M)

26.2.1 Priestorová hierar
hiaVeta 6.8 Ne
h f1(n), f2(n) sú kon²truovate©né funk
ie a ne
h f1(n) = o(f2(n)).Potom existuje jazyk L, ktorý patrí do DSPACE(f2(n)), ale nepatrí do DSPACE(f1(n)).D�kaz: Jazyk L popí²eme kon²truk
iou TS T, ktorý ho rozhoduje. Tento budemekon²truova´ tak, aby bol f2(n) priestorovo ohrani£ený. Potom ukáºeme, ºe L sanedá rozhodova´ ºiadnym TS s priestorovou zloºitos´ou f1(n).Ne
h T 2 = (Σ2, Γ2, K2, δ2, B, q02, F2) je TS, ktorý kon²truuje funk
iu f2(n). StrojT, T = (Σ, Γ, K, δ, B, q0, F ), rozhodujú
i jazyk L, pra
uje nasledovne:1. abe
eda Σ = {ax|a ∈ Σ2, x ∈ {0, 1}}2. ne
h w je vstupné slovo; ozna£me bin(w) binárny re´aze
 tvorený indexamivstupného slova w3. ignorujú
 indexy T simuluje T 2 a vyhradí na páske priestor ve©kosti f2(n);odteraz zastaví bez ak
eptovania vºdy, ke¤ by 
h
el opusti´ tento vyhradenýpriestor. Takto sme zabezpe£ili, ºe L ∈ DSPACE(f2(n))4. T 
hápe bin(w) ako binárny zápis £ísla i; vygeneruje kód i-teho TS Mi5. T simuluje Mi so vstupom bin(w)6. T ak
eptuje vtedy a len vtedy ak Mi zastane a zamieta, resp. ak sa výpo£et
Mi za
yklíDiagonalizá
iou ukáºeme, ºe neexistuje f1(n) priestorovo ohrani£ený TS rozhodu-jú
i L = L(T ).Ne
h takýto TS existuje. Ne
h je v £íslovaní strojov j-ty, teda Mj. Uvaºujmevstupné slovo w také, ºe bin(w) je dvojkovým zápisom £ísla j. Uvedomme si, ºetaký
hto slov je vlastne nekone£ne ve©a, lebo ak bin(w) je zápisom £ísla j, tak aj

0 ∗ bin(w) je zápisom £ísla j. Potrebujeme vyargumentova´, ºe sa T v svojej prá
iúspe²ne dostane 
ez body 3.,4.,5. Potom v bode 6. nastane spor.



78 KAPITOLA 6. ZLO�ITOSTNÉ TRIEDYK bodu 4. Ne
h N4 je také, ºe f2(N4) ≥ d©ºka kódu MjK bodu 5. Vzh©adom k tomu, ºe abe
eda stroja T je �xná, musí abe
edu stroja
Mj kódova´. Na kódovanie znakov pouºije c(j) znakov(je to kon²tanta závisláod j). Takto sa priestorová zloºitos´ zmení z f1(w) na c(j)f1(w). Kedºe
f1(n) = o(f2(n)), existuje N5 také, ºe ∀n ≥ N5: c(j)f1(n) ≤ (f2(n)).K bodu 6. Aby sme zistili, £i sa Mj za
yklil, potrebujeme vedie´ (sta£í) po£etv²etký
h moºný
h kon�gurá
ií stroja Mj na slove dlºky |w|. Na výpo£et tejtohodnoty H sta£í znalos´ f1(n) - to vieme, mohutnos´ pra
ovnej abe
edy � tovy£ítame z kódu, dlºka vstupného slova � tú vieme zisti´.Kedºe f1(n) je kon²truovate©ná, nie je problém H vypo£íta´ (napísa´ TS, ktorýbude H po£íta´). Pri simulovaní Mj po£ítame po£et odsimulovaný
h krokov apri presiahnutí hodnoty H vieme, ºe stroj sa za
yklil.H = |Γ|f1(n)f1(n)|Kj |,£o znamená, ºe existuje N6 také, ºe po£et bitov, potrebný
h na zapísaniehodnoty H je men²í ako f2(N6).Ne
h N = max{N4, N5, N6, ⌊logj⌋+ 1}. Uvaºujme slovo v = O∗bin(w), |v| ≥ N .Pre takto zvolené slovo sa T dostane aº do bodu 6 a platí: v ∈ L = L(T ) =

L(Mj)⇔ v /∈ L(Mj)

26.2.2 Hierar
hia £asuVeta 6.9 Ne
h f2(n) je kon²truovate©ná funk
ia a ne
h f1(n)logf1(n) = o(f2(n)).Potom existuje jazyk, ktorý patrí do DTIME(f2(n)), ale nepatrí do DTIME(f1(n)).D�kaz: Analogi
ky ako v prípade priestorovej hierar
hie. Navrhneme f2(n)-£asovoohrani£ený TS M , ktorý rozpoznáva jazyk L ∈ {0, 1}∗.Stroj M na vstupe w, |w| = n,1. vypo£íta f2(|w|)2. w = 1∗0v v 
hápe ako kód TS Mv3. M simuluje prvý
h nanajvý² f2(|w|) krokov stroja Mv4. M ak
eptuje w práve vtedy, ak M úspe²ne ukon£il simulá
iu Mv, pri£om Mvneak
eptoval wPredpokladajme, ºe M je f1(n)-£asovo ohrani£ený. Potom existuje taký vstup α,ºe M = Mα. Kedºe Mα m�ºe ma´ ©ubovo©ný po£et pások a my ho simulujemena stroji s �xovaným po£tom pások, m�ºe d�js´ k logaritmi
kému spomaleniu. Toje jeden zdroj spomalenia. Druhý zdroj je po£ítanie krokov simulovaného stroja -po£ítadlo je ve©kosti 4logf1(n) - teda tieº logaritmi
ké spomalenie.Vzh©adom na platnos´ podmienky f1(n)logf1(n) = o(f2(n)) má Mα dostato£ne ve©a£asu na simulá
iu Mα a v bode 4. do
hádza k sporu, ke¤ M ak
eptuje vstupnéslovo α práve vtedy, ke¤ ho Mα neak
eptuje. Pritom v²ak L(M) = L(Mα). 2Poºiadavka na kon²truovate©nos´ funk
ie v pred
hádzajú
ej vete je podstatná. Akby sme od nej upustili, dostaneme pomerne prekvapivý výsledok:Veta 6.10 Existuje rekurzívna funk
ia f : N → N taká, ºe DTIME(f(n)) =
DTIME(2f(n))



6.3. NEDETERMINISTICKÝ TS 79D�kaz: D�kaz je zaloºený na vhodnej kon²truk
ii funk
ie f(n). Zade�nujeme fun-k
iu f tak, ºe výpo£et kaºdého DTS na vstupe d¨ºky n sa zastaví alebo nanajvý²po f(n) kroko
h, alebo po via
 ako 2f(n) kroko
h, alebo sa nezastaví v�be
.Uvaºujme rastú
e usporiadanie kódov TS - M0, M1, . . .. Pre kaºdú dvoji
u priro-dzený
h £ísel i, k de�nujme vlastnos´ P (i, k)

P(i,k) = 1⇔ výpo£et kaºdého spomedzi strojov M0, M1, . . . , Mi na kaºdom vstu-pe d¨ºky i sa bu¤ zastaví po nanajvý² k kroko
h, alebo sa zastaví po via
 ako
2k kroko
h, alebo sa nezastaví v�be
.Napriek tomu, ºe niektoré spomedzi uvaºovaný
h výpo£tov m�ºu by´ nekone£né, jevlastnos´ P (i, k) rozhodnute©ná - pre kaºdý zo strojov M0, M1, . . . , Mi sta£í odsimu-lova´ nanajvý² 2k+1 krokov výpo£tu na kaºdom vstupe d¨ºky i. de�ní
ia f(i)Uvaºujme postupnos´ £ísel
k1 = 2i a pre j = 2, 3, . . . kj = 2kj−1 + 1Uvedomme si, ºe kaºdý zo vstupov d¨ºky i m�ºe naru²i´ platnos´ vlastnosti P (i, kj)pre nanajvý² jednu hodnotu j, resp. kj . Ak totiº stroj na danom vstupe zastalpo t kroko
h, pri£om kj < t < 2kj , tak zastal po nanajvý² 2kj+1 kroko
h.Existuje £íslo c také, ºe P(i, c) = 1.Potom pomo
ou tejto hodnoty de�nujeme hodnotu na²ej funk
ie v bode i - f(i) := kcKe¤ºe DTIME(f(n)) ⊆ DTIME(2f(n)), sta£í ukáza´ iba platnos´ opa£nej inklú-zie.

L ∈ DTIME(2f(n))⇒ L ∈ DTIME(f(n)) Jazyk L je rozhodovaný nejakým TS,ne
h je to stroj Mj, v £ase 2f(n). Potom pre kaºdý vstup w d¨ºky |w| ≥ j(teda pre v²etky vstupy aº na kone£ne ve©a) nie je moºné, aby sa výpo£etstroja Mj zastavil po via
 ako f(|w|) a menej ako 2f(|w|) kroko
h. 4 Ke¤ºeale stroj ur£ite zastaví po nanajvý² 2f(|w|) kroko
h, tak vlastne zastane ponanjvý² f(|w|) kroko
h.Táto vlastnos´ ale platí len pre slová d¨ºky aspo¬ j. Pre ostatné - ktorý
hje ale kone£ne ve©a, sta£í na i
h rozpoznanie kone£ný stav. Pre túto kone£númnoºinu slov teda na rozpoznanie sta£í lineárny £as.
26.3 Nedeterministi
ký TSPoslednou modi�ká
iou Turingovho stroja je pridanie nedeterministi
kého rozho-dovania. Nedeterministi
kým rozhodovaním myslíme poten
iálnu moºnos´ výberunasledujú
eho kroku z kone£nej mnoºiny moºností. Ak pridáme TS moºnos´ nede-terministi
kého rozhodovania, dostaneme nedeterministi
ký TS. NTSFormálnej²ie: Nedeterministi
ký k-páskový TS (NTS)je sedmi
a (Σ, Γ, K, δ, B, q0, F ),kde

Σ, Γ, K, B, q0, F majú význam ako pri de�ní
ii TS,4pri de�novaní hodnoty f(d), d ≥ j sme brali do úvahy aj stroj Mj
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δ : (Σ× Γk ×K)→ 2Γk×K×{0,1,−1}k×{0,1,−1} je pre
hodová funk
ia5.Pojmy kon�gurá
ia, krok, výpo£et, ak
eptujú
i výpo£et ostávajú rovnaké ako vprípade deterministi
kého Turingovho stroja. �o si treba vyjasni´, je ak
eptovanie.Vzh©adom k tomu, ºe z danej kon�gurá
ie existuje via
ero moºností, ako pokra£ova´vo výpo£te, máme moºnos´ realizova´ pre jedno vstupné slovo via
ero výpo£tov.Pritom niektoré z tý
hto výpo£tov m�ºu kon£i´ v ak
eptujú
ej kon�gurá
ii, iné vzamietajú
ej. �o v takom prípade?NTS ak
eptuje práve vtedy, ke¤ existuje ak
eptujú
i výpo£et a zamieta, ak ak
ep-tujú
i výpo£et neexistuje. To znamená, ºe zamieta, ak v²etky výpo£ty na danomvstupe kon£ia v zamietajú
ej kon�gurá
ii (resp. neskon£ia)Zamyslime sa nad tým, £o v prípade TS nedeterminizmus priná²a. Ukáºeme, ºe vporovnaní s deterministi
kým TS sa výpo£tová sila nemení. Mení sa len zloºitos´výpo£tov.Veta 6.11 Ne
h N je nedeterministi
ký TS rozhodujú
i jazyk L. Potom existujeekvivalentný deterministi
ký TS D.D�kaz: Bez ujmy na v²eobe
nosti m�ºeme predpoklada´, ºe NTS N je jednopás-kový. Uvaºujme strom výpo£tu T stroja N . V koreni stromu je po£iato£ná kon-�gurá
ia, vr
hol�kon�gurá
ia C má ako syna vr
hol�kon�gurá
iu C′ práve vtedy,ke¤ C 7→N C′.DTS D bude dvojpáskový a bude simulova´ výpo£et NTS N "pre
hádzaním" stromuvýpo£tu do ²írky. V kaºdom okamihu simulá
ie je na jednej z pások DTS uloºe-ná postupnos´ kon�gurá
ií z i−tej úrovne T (stará), na druhej páske sa vytvára

(i + 1)−á úrove¬ stromu výpo£tu T (nová). Úlohu pások (ktorá je nová a ktorástará) rozli²ujeme stavom.i −→ i+1 Ne
h obsahom starej pásky je i−ta úrove¬ T .
• hlavy DTS D stoja na za£iatku pások
• kým nie je konie
 starej pásky� ne
h C je kon�gurá
ia zo starej pásky;� vytvor na novej páske kon�gurá
ie C1, . . . , Ck také, ºe C 7→N Ck

• posu¬ hlavy na obo
h páska
h do©ava
• vyme¬ úlohy starej a novej páskyukon£enie Ukon£enie prá
e DTS nastane z dvo
h d�vodov:� ak DTS D vytvorí ak
eptujú
u kon�gurá
iu, zastane a ak
eptuje� ak vytvorená úrove¬ obsahuje len listy, pri£om kaºdý odpovedá zamietajú
ejkon�gurá
i, DTS D zastane a zamieta.�asová aj priestorová zloºitos´ touto simulá
iou narastie exponen
iálne. Efektív-nej²ie simulá
ie v nasledujú
ej £asti.

25Pre mnoºinu A ozna£íme symbolom 2A mnoºinu v²etký
h podmnoºín mnoºiny A



6.4. VZ�AHY MEDZI ZLO�ITOSTNÝMI TRIEDAMI 816.4 Vz´ahy medzi zloºitostnými triedamiV tejto £asti nás budú zaujíma´ vz´ahy medzi zloºitostnými triedami. �pe
iálnesi budeme v²íma´ vz´ah nedeterministi
kého a deterministi
kého £asu a priestoru,resp. to, ko©ko "zaplatíme" za pre
hod od nedeterminizmu k determinizimu.Pre niektoré (naj£astej²ie pouºívané) zloºitostné triedy pouºívame ²pe
iálne ozna-£enie:
P = =

⋃

k≥0 DTIME(nk) DLOG = DSPACE(logn)

NP = =
⋃

k≥0 NTIME(nk) NLOG = NSPACE(logn)

ETIME =
⋃

k≥0 DTIME(2kn) PSPACE =
⋃

k≥0 DSPACE(nk)

NETIME =
⋃

k≥0 NTIME(2kn) NPSPACE =
⋃

k≥0 NSPACE(nk)

EXPTIME =
⋃

k≥0 DTIME(2nk

)

NEXPTIME =
⋃

k≥0 NTIME(2nk

)Veta 6.12 Ne
h f(n) je kon²truovate©ná funk
ia. Potom1. DSPACE(f(n)) ⊆ NSPACE(f(n)) a DTIME(f(n)) ⊆ NTIME(f(n))2. NTIME(f(n)) ⊆ DSPACE(f(n))3. NSPACE(f(n)) ⊆
⋃

c>0 DTIME(clogn+f(n))4. NTIME(f(n)) ⊆
⋃

c>0 DTIME(cf(n))5. NSPACE(f(n)) ⊆ DSPACE(f(n)2) pre funk
iu f(n) ≥ logn[Savit
hovaveta℄D�kaz:1. platí triviálne � determinizmus je ²pe
iálnym prípadom nedeterminizmu2. Ne
h N je NTS, f(n) jeho £asová zloºitos´, d miera nedeterminizmu (od
há-dzajú
i stupe¬ vr
hola v strome výpo£tu; max po£et moºností výberu napravej strane pre
hodovej funk
ie). Uvaºujme nasledovnú simulá
iu NTS Ndeterministi
kým strojom D:- D si na prvej páske pamätá vstupné slovo- na druhej páske systemati
ky generuje postupnosti a1a2 . . . af (n), ai ∈
{1, 2, . . . , d}- na tretej páske simuluje výpo£et N so vstupom w, pri£om v i-tom krokuvyberá ai-tu moºnos´ z mnoºiny moºností; ak i
h to©ko nie je, pre
hádzana dal²iu postupnos´- ak sa pri simulá
ii dostane D do ak
eptujú
ej kon�gurá
ie N , ak
eptujea zastane. Inak zamieta.3. Ne
h N je f(n) priestorovo ohrani£ený TS. Kaºdá kon�gurá
ia stroja N jejednozna£ne ur£ená pozí
iou hlavy na vstupe, obsahom pásky a polohou hlavyna nej, stavom. Preto je po£et #(CN) v²etký
h moºný
h kon�gurá
ií strojaN moºno ohrani£i´ nasledovne

#(CN) ≤ n|K|log(f(n))|Γ|f(n) ≤ dlogn+f(n)
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h
eme vedie´, £i N ak
eptuje vstupné slovow, pýtame sa, £i sa zo vstupnejkon�gurá
ie (ktorá je jednozna£ná) vie N dosta´ do ak
eptujú
ej kon�gurá-
ie (kon�gurá
ia s ak
eptujú
im stavom; bez ujmy na v²eobe
nosti predpo-kladáme, ºe N má jediný ak
eptujú
i stav). Ak si predstavíme, ºe v²etkykon�gurá
ie tvoria (orientovaný) kon�gura£ný graf :� mnoºina vr
holov je tvorená mnoºinou kon�gurá
ií� C1 je synom C2 práve vtedy ke¤ z C1 sa dá v jednom kroku dosta´ do C2,zredukovali sme ná² problém na problém dosiahnute©nosti ak
eptujú
ej kon�-gurá
ie z po£iato£nej kon�gurá
ie. Samotné preh©adávanie grafov je zloºitosti
O(m) = O(#(CN)2). Predpokladá ale, ºe poznáme susedov. My i
h vºdy,ked treba, vygenerujeme. Toto generovanie sp�sobí zdrºanie O(logn + f(n)).Preto je 
elkový £as O((logn + f(n))(#(CN))2) = O(clogn+f(n))4. Analýza £asu simulá
ie z bodu 2.5. d�kaz Savit
hovej vety Uvaºujme nasledujú
u funk
iu OV ER(C1, C2, t),kde C1, C2 sú kon�gurá
ie, t je £as
OV ER(C1, C2, t) =

{

1, ak sa z C1 do C2 dostaneme za t krokov;
0, inak.Ne
h T (n) je po£et v²etký
h moºný
h kon�gurá
ií nedeterministi
kého TS

N s priestorovou zloºitos´ou S(n). Zrejme T (n) = #(CN). Bez ujmy nav²eobe
nosti predpokladajme, ºe kaºdý výpo£et tohto stroja trvá presne T (n)krokov (pre£o m�ºme?) Potom
w ∈ L(N)⇔

∑

CA
OV ER(C0, CA, T (n)) = 1, kde

CO je po£iato£ná kon�gurá
ia
CA je ak
eptujú
a kon�gurá
iadisjunk
ia ide 
ez v²etky ak
eptujú
e kon�gurá
ie.Funk
iu OV ER(C1, C2, t) m�ºeme po£íta´ rekurzívne:

t = 0, OV ER(C1, C2, t) = 1⇔ C1 = C2;
t = 1, OV ER(C1, C2, t) = 1⇔ C1 7→ C2;
t ≥ 2, OV ER(C1, C2, t) =

∑

C OV ER(C1, C, t/2)
∧

OV ER(C, C2, t/2),kde disjunk
ia ide 
ez v²etky kon�gurá
ie C stroja N.Výpo£et rekurzívnej funk
ie simulujeme na TS simulá
iou systémového zá-sobníka. Potrebujeme si u
hováva´ jednotlivé volania = parametre C1, C2, t.O priestorovej zloºitosti SD(n) platí:
SD(n) = O(h¨bka vnorenia · ve©kos´ hlavi£ky volania)

= O(log T (n) · S(n))Preto SD(n) = O(S2(n)).
2Zhrnutím dostávame

DLOG ⊆ NLOG ⊆ P ⊆ NP ⊆ NPSPACE = PSPACE ⊆ EXPTIME ⊆ NEXPTIMEPri v²etký
h inklúziá
h predpokladáme, ºe sú ostré, ale ani pre jednu z ni
h sa tonepodarilo ani dokáza´ ani vyvráti´. Z výsledkov o hierar
hiá
h vieme, ºe
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DLOG ⊂ PSPACE NLOG ⊂ NPSPACE

P ⊂ EXPTIME NP ⊂ NEXPTIMEUkáza´ ostros´ niektorej z inklúzií je 
entrálnym problémom teórie zloºitosti. Pre-zentujeme te
hniku, ktorá by mohla by´ nápomo
ná.Veta 6.13 Ak DSPACE(n) ⊆ P , tak P = PSPACED�kaz: Kedºe P ⊆ PSPACE, potrebujeme vlastne ukáza´, ºe za predpokladu, ºe
DSPACE(n) ⊆ P , platí aj opa£ná inklúzia PSPACE ⊆ P .Ne
h teda DSPACE(n) ⊆ P a L ∈ PSPACE. Ukáºeme, ºe potom L ∈ P .Uvaºujme ten DTS M polynomiálnej priestorovej zloºitosti p(n), ktorý rozhoduje
L, L(M) = L. Skon²truujme nový jazyk L′ nasledovne:
L′ = {w10p(|w|)|w ∈ L}Kon²truk
iou TS M ′, L(M ′) = L′, lineárnej £asovej zloºitosti ukáºeme, ºe L′ ∈
DSPACE(n). M ′ pra
uje (napríklad) takto:- M ′ nájde najprav²í symbol 1 = tým pozná aj vstupné slovo w, aj má vyme-dzený priestor ve©kosti p(|w|)- M ′ simuluje M so vstupom w, na £o mu sta£í priestor p(|w|), £o je v²aklineárne vzh©adom na ve©kos´ vstupu do M ′!Preto M ′ patrí do DSPACE(n) a teda aj P . To znamená, ºe existuje polynomiálne£asovo ohrani£ený TS M ′′, ktorý rozpoznáva L′. Tento stroj M ′′ vyuºijeme narozpoznanie p�vodného jazyka L v polynomiálnom £ase nasledovne:- v polynomiálnom £ase vyrobí zo vstupu w na pra
ovnú pásku w10p(|w|)- simuluje výpo£et M ′′ na vstupe w10p(|w|)Tým sme ukázali, ºe PSPACE ⊆ P .

2D�sledok 6.14 P 6= DSPACE(n)6.5 Uzavretos´ nedeterministi
kého TS na komple-mentV poslednej £asti tejto kapitoly sa budeme venova´ otázke uzavretosti nedetermi-nisti
kého priestoru na komplement. Otázka uzavretosti kontextový
h jazykov, ateda lineárneho priestoru, na komplement bola otvorená ve©mi dlho. Napokon sa jupodarilo vyrie²i´ v rovnakom £ase nezávisle dvom ©u¤om�Neilovi Immermanovi aRobertovi szelep
senyimu6. Získaný výsledok je v²eobe
nej²í, hovorí o uzavretostinedeterministi
kého priestoru na komplement.Veta 6.15 (Immerman-Szelep
senyi) Ne
h funk
ia f(n) je kon²truovate©ná, pri-£om f(n) ≥ log n. Potom trieda NSPACE(f(n)) je uzavretá na komplement.6Robert bol v tom £ase ²tudentom informatiky na na²ej fakulte



84 KAPITOLA 6. ZLO�ITOSTNÉ TRIEDYD�kaz: Majme jazyk L rozpoznávaný f(n)-priestorovo ohrani£eným TS T . Kedyslovo w patrí/nepatrí do jazyka L? Slovo w patrí do L(T ) práve vtedy, ak existujeak
eptujú
i výpo£et T na w a nepatrí do L(T ) práve vtedy, ak ºiadna kon�gurá
ia,dosiahnute©ná výpo£tom za£ínajú
om v po£iato£nej kon�gurá
ii s w na páske, nie jeak
eptujú
a. Na tomto jednodu
hom fakte je zaloºený algoritmus, ktorý rozhodujejazyk LC = LC(T ). Ozna£meKON mnoºinu v²etký
h kon�gurá
ií stroja T . M�ºme predpoklada´, ºe na tejtomnoºine existuje usporiadanie (napr. lexikogra�
ké na re´az
o
h odpoveda-jú
i
h kon�gurá
iám)K(n) mnoºinu v²etký
h kon�gurá
ií, do ktorý
h sa T m�ºe dosta´ pri spra
ovaníslova d¨ºky nD(w) mnoºinu kon�gurá
ií, dosiahnute©ný
h strojom T pri spra
ovávaní slova wPri kon²truk
ii stroja TC, ktorý rozhoduje komplement jazyka L(T ) sa zameriamena preh©adávanie mnoºiny D(w)�platí w ∈ LC ⇐⇒ D(w)7 neobsahuje ak
eptujú
ukon�gurá
iu. Problém sa teda zredukoval na preh©adávanie D(w) v priestore f(|w|).Ozna£me 
ard(M) mohutnos´ mnoºiny MPredpokladajme, ºe card(D(w)) poznáme. Potom kon²truk
ia NTS, ktorý nielenºepostupne vypí²e v²etky prvky z D(w), ale aj správne odpovie na otázku w ∈ LC?je jednodu
há:1. 
ard:=02. postupne generuj kon�gurá
ie z K(|w|). Pre kaºdú vygenerovanú kon�gu-rá
iu k nedeterministi
ky uhádni, £i k ∈ D(w). Odpove¤ áno prever nede-terministi
kou simulá
iou p�vodného stroja T so vstupom w; pri dosiahnutíkon�gurá
ie k je odpove¤ potvrdená - card← card + 1.3. ak po skon£ení je card = card(D(w)), mali sme "v ruke" v²etky dosiahnute©nékon�gurá
ie a m�ºme korektne odpoveda´NIE - ak niektorá z kon�gurá
ií v D(w) bola ak
eptujú
a, ÁNO v opa£nomprípadeVzh©adom k tomu, ºe nepotrebujeme v²etky kon�gurá
ie naraz, sta£í nám k takémuvýpo£tu priestor f(|w|). Ostáva v²ak výpo£et card(D(w)).
• Ne
h Di(w) ozna£uje mnoºinu tý
h kon�gurá
ií, ktoré sú strojom T dosia-hnute©né zo vstupného slova w maximálne v i kroko
h.
• D0(w) obsahuje len po£iato£nú kon�gurá
iu, preto poznáme card(D0(w)),

Max(D0(w)).
• výpo£et card(Di+1(w))Zrejme card(Di+1(w)) = card(Di(w)) + ∆, kde ∆ je po£et tý
h kon�gurá
ií

k /∈ Di(w), pre ktoré existuje kon�gurá
ia k0 ∈ Di(w) taká, ºe k0 → k. Preto- vy²²ie popísaným sp�sobom za£ne stroj vymenováva´ v²etky kon�gurá-
ie k0 ∈ Di(w). Pri overení príslu²nosti k Di(w) simuluje len i krokovvýpo£tu.- ne
h k0 ∈ Di(w), k0 → k a 
ount je momentálna hodnota po£ítadla kon-�gurá
ií z Di(w). Ostáva overi´, £i sa má k zapo£íta´ do ∆. Odpove¤ jeáno, ak7D(w) sa vz´ahuje k p�vodnému stroju T pre jazyk L



6.5. UZAVRETOS� NEDETERMINISTICKÉHO TS NA KOMPLEMENT 85(a) k /∈ Di(w)(b) neexistuje kon�gurá
ia l ∈ Di(w) men²ia ako k0 taká, ºe l→ k. Ove-renie spravíme opä´ postupným vymenovávaním - tentokrát kon�gurá
iíz Di(w), ktoré sú men²ie ako k0. Pre kaºdú z ni
h overíme, £i sa z nej vjednom kroku nedostaneme do k. Ak taká neexistuje a nám sa podarilovymenova´ v²etky kon�gurá
ie z Di(w) men²ie ako k0 (dopo£ítali smesa do momentálnej hodnoty 
ount po£ítadla pre porovnanie s hodnotou
card(Di(w)) ), tak kon�gurá
iu k "zaradíme" do Di+1(v), teda zvý²imehodnotu ∆, prípadne zmeníme hodnotu Max(Di+1(w))Nie je ´aºké si uvedomi´, ºe popísanú kon²truk
iu m�ºme na via
páskovom TS robi´v pamäti f(|w|).
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