Algoritmy vyberu - Vol'ba $éfa - election /leader election

Problém distribuovaného vyberu (volba §éfa) vyzaduje prejst z konfiguracie, kde st vsetks
procesory v stave zaciatok do konfiguracie, kde prave jeden procesor je v stave $éf a ostatne
v stave neséf.

e kazdy proces pracuje podla toho istého lokalneho algoritmu

e algoritmus je decentralizovany

o v kazdej realizacii dosiahne algoritmus terminalnu konfiguraciu, v ktorej je jediny
proces v stave Séf-leader a vSetky ostatné procesy st v stave neSéf-lost

Predpoklady:

e asynchronnost

e proces je jednoznacne urceny svojim menom(z Uplne usporiadanej mnoziny P);
w oznacuje pocet bitov, ktoré treba na zapis mien

e niektoré algoritmy si z triedy porovnavacich

e velkost prenasanych sprav je O(w)
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Vyber a vilny - Vyber na strome

Kedze pri stromovom algoritme potrebujeme, aby ho spustili vSetky listy, pridame faz
- wake-up, ktorou sa vrcholy prebudia. Iniciator rozposle spravu (wakeup). V premen
nej ws si proces paméta, ¢i uz poslal (wakeup), v premennej wr zas pocet prijatycl
(wakeup).
Algoritmus ET
1. inicializacia

ws, < false;wr, < 0;recy|q] < false;v, «— p; state, < sleep
2. wakeup faza

3. vlna na strome

Tvrdenie 1 Algoritmus ET riesi volbu séfa na stromoch.
pocet sprdv - O(N)
¢as - O(D)

Pocet sprav moézme zredukovat na 3N — 4 + k, kde k je pocet iniciatorov - "nelistov".
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Vyber na orientovanom kruhu

LeLann, 1977 — pocet sprav O(n?)
Chang a Roberts, 1979 — priemerny pocet sprav O(nlogn)
Hirschberg-Sinclar, 1980 «—— horny odhad O(nlogn); vyzaduje, aby

kanaly boli obojsmerné
Petersen,82 / Dolev, Klawe a Rodeh,82 — horny odhad O(nlogn)

LeLann - jednosmerny kruh

Kazdy procesor eviduje ¢isla identifikatorov, ktoré videl. Na zaver sa leadrom stava mini
mum. Vdaka tomu, Ze identifikacné ¢isla procesorov st jednoznacné, procesor identifikuje
koniec podla toho, Ze sa mu vratil jeho token.

Tvrdenie 2 Algoritmus LeLann riesi problém volby
pocet sprdv - O(N?)
¢as - O(N)
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Algoritmus LeLann

z pohladu p

e inicializacia - List, < {p}
e iniciator
state, < cand; send(tok,p) do Next,; receive(tok, q)
while q # p do begin
List, «— List, U {q}
send (tok, q) do Next,; receive(tok, q)
end:;

)

if p = min(List,) then state, < leader else state, < lost
e neiniciator
repeat
receive(tok, q); send(tok,q) do Next,;

if state, = sleep then state, < lost
until false
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Algoritmus Chang-Roberts — jednosmerny decentralizovany kruh

Porovnanie preziju aktivne procesory s mensimi cislams; tie s vacsim cislom prechadzajt
do stavu lost. Na zaver leader oznami ukoncenie vyberu.

inicidtor p

state, < cand; send (tok,p) do Next); neiniciator p

repeat repeat

receive (tok, q); receive (tok, q); send (tok,q) do Next,;
if p = ¢ then state, < leader if state, = sleep then state, < lost
else if ¢ < p then until false

begin if state, = cand then state, < lost;
send (tok,q) do next,

end

until state, = leader

Tvrdenie 3 Algoritmus Chang-Roberts riesi problém volby
pocet sprdv - O(N?)
¢as - O(N)

Tvrdenie 4 V pripade, Ze su vsetky vrcholy iniciatori, pouzije algoritmus Chang-Robert.
v priemere iba O(NlogN) sprdv.
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Vyber na kruhoch s O(NlogN) spravami

Nutnym predpokladom st FIFO kanaly. Najprv sa vypocita minimalna identifikicia a potom proceso:
s miniméalnym ¢islom oznami, ze je leadrom.

Povodne aktivne procesy sa stavaju pasivnymai, ak porovnanim zistia, ze sa nemozu stat leadrom.

Porovnanie sa robi so susednymi aktivnym: identifikatormi. Kolo preziva lokdlne minimum.

Idea sa jednoducho realizuje pri obojsmernych kanaloch, ako to prezentoval Franklin, 1982.

e Na zaciatku su vSetci iniciatori active, neiniciatori passive
Kazdy aktivny proces pogle svoju identifikaciu susedom

e nech aktivny vrchol u dostane v, w:
- ak min{v,w} < u tak u sa stane passive
- ak min{v, w} > u tak u posle opit svoju identifikiaciu susedom
- ak min{v,w} = u tak u sa stane leader

e pasivne vrcholy iba postvaju spravy

V kazdom kole sa aspon polovica aktivnych vrcholov stane pasivnymi. Preto sa pri vypocte posiel:
O(NlogN) sprav.
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Vyber na kruhoch s O(NlogN) spravami - jednosmerna komunikacia

Porovnanie troch identifikatorov z vrcholov r, ¢, p sa realizuje v najpravejSom vrchole

> T q—p

e ak ¢ ma mensi identifikdtor ako r a p, tak p vie, Ze ¢ je lokalne minimum a bude s
pamatat jeho hodnotu.

e Ak tomu tak nie je, p sa stane pasivnym

Posielané spravy:
(one, .) - touto spravou sa p dozvie identifikaciu v ¢

(two, .) - touto spravou sa p dozvie identifikiciu v r

(smal, .) - touto spravou oznamujeme identifikiciu leadra
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Peterson / Dolev-Klawe-Rodeh z pohl'adu p

inicializacia ci, <+ p v tejto premennej si proces uchovava hodnotu toho, ¢o posiela,
acny, < undef sused proti smeru hodinovych ruciciek
win, < undef identifikicia vitaza

state, < active \ passive udéva stav procesu — iniciator, neiniciator
while win, = undef do

aktivny proces
send (one, ciy); receive (one, q); acn, < q
if acn, = ci, then

send (smal, acn,); win, < acny; receive (smal, q)
else send (two, acn,); receive (two,r)

if acn, < ci, A acn, < r then state, < leader

else state, < lost

pasivny proces - postuva spravy; zapaméata si len oznamené minimum
receive (one, q); send (one, q);

receive m; send m;

if m je (smal, q) then win, «— ¢

if p = win, then state, « leader
else state, < lost

Tvrdenie 5 Algoritmus P/DKR riesi problém volby na jednosmernom kruhu, pricom po
sielany pocet sprav je O(NlogN)
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Dolny odhad - Pachl, Korach, Rotem, 1984

Predpoklady

1. Budeme predpokladat, 7ze poc¢itame minimum (ak je znamy leader, minimum vy
pocitame pomocou N sprav; ak mame minimum, leadra ur¢ime pomocou N sprav)

. Kruh je jednosmerny
Procesy nepoznajua vel'kost kruhu
. Kanaly st FIFO (ak nie, lepsie to byt nemoze)

. V8etky procesy sii iniciatori (nekazime dolny odhad - je to Specialny pripad)

. Algoritmy st riadené spravami (neobmedzuje to; ak by algoritmus A nebol taky
prerobime ho na algoritmus B. Ten ako reakciu na prijatie spravy posle maximalnt
postupnost sprav, ktoré by mohol poslat bez prijatia dalsej spravy. Az potom prijme
dalsiu spravu.)
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Pojmy a oznacenia:

oD ={(s1,....s51) 18, € Pai#j=s;#s;} D je mnozina postupnosti identifikitorov
len(s) oznacuje dlzku postupnosti s
cyklicky shift postupnosti s, ¢s(s), je postupnost s's”, kde s = s"s';
CS(s) oznacuje mnozinu vsetkych cyklickych shiftov postupnosti s, |C'S(s)| = len(s)

e Hovorime, ze kruh je pomenovany postupnostou s = (s, ..., Sy), ak sa identifikacné ¢isla vyskytujt
v rovnakom poradi; niekedy mu hovorime aj s-kruh.
Ak t € CS(s), tak sa t-kruh a s-kruh rovnaju

e Kazdej sprave priradime postupnost identifikitorov, tzv stopu. Formélne:
nech m je sprava, ktort posiela procesor p pred prijatim akejkol'vek spravy. Potom stopa(m) = (p)
nech m je spréava, ktort posiela procesor p po prijati spravy so stopou (s, ..., Si). Potom stopa(m) =
(81, vy Sky D)
Ak stopa(m) = s, tak sprave m hovorime s-sprdva

e Nech ¥ C D. Hovorime, ze E pokryva D, ak

1. B je uzavreta na prefix -tu € E =t e E
2. E cyklicky pokryva D -Vs e D : CS(s)NE # ()
e Na I/ definujeme dve miery zlozitosti.
M(s,E) = |{t € E : tje prefix r € CS(s)}]
My(s,E) = |{t € E : t je prefix r € C'S(s),len(t) = k}|
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A — algoritmus, ktory pocita minimum. E A mnozinu s-sprav posielanych pri vykonavani A.

Lema 1 Ak s je podretazcom t aj u a pri viypocte algoritmu A na t-kruhu sa vysle s-sprava, tak sa s-spravs
vysle aj pri vijpocte A na u-kruhu.

Lema 2 E 4 pokryva D.

Lema 3 Pri vypocte na s-kruhu posle algoritmus A aspon M (s, Ea) sprdv.

Nech I je kone¢na podmnozina D. Oznac¢me
Per(I) mnozinu permutéacii mnoziny [

ave4(I) priemerny pocet sprav pouzitych pri vypocte A na vsetkych kruhoch pomenovanych identifika
tormi z 1

wor 4(I) najhorsi pocet sprav
Potom podla predchédzajucej lemy pre N-prvkovi mnozinu I plati
L. aveu(I) > ﬁ ZsePer([) M(s, Ex);
2. wor A(1) > maxyepep(r) M (s, E4)
Tvrdenie 6 Priemery pocet sprav algoritmu na hladanie najmensieho identifikdatora v jednosmernom kru
hu je aspon N - Hy
Dosledok 1 Kazdy decentralizovany vinovy algoritmus pouzije asporn QU(NlogN) sprdv.
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Vyber na vSeobecnych sietach

Predpoklady - neznama topologia a neznami susedia

Veta 1 Lubovolny porovndvact algoritmus vyberu na lubovolnej sieti pouZiva aspori
Q(|E| + NlogNN) sprawv.

Dosledok 2 Decentralizovany vinovy algoritmus na vseobecngjch sietach bez znalosti su
sedov pouziva aspon CU|E| + NlogIN) sprdv.

Aplikacia centralizovanych vin

- kazdy inicidtor spusti vlastna vinu A
- spravam pridame znacku vlny, do ktorej patria

- ked sa dve vlny stretnd, prezija ta s mensim inicidtorom

Volba séfa / 1



Algoritmus ECHO(centralizovan vilna):
e iniciadtor posle spravu vSetkym susedom
e neiniciator posiela spravu vSetkym susedom okrem otca (otec neiniciatora je ten sused, od ktorého sme dostali prvi
spravu)
e ked neinicidtor dostane spravu od vsetkych susedov, posle spravu otcovi
e ked inicidtor dostane spravu od vsetkych susedov, rozhodne

caw, oznacuje aktualnu vlnu; iniciatori - caw, = p, ostatni - caw, = unde f
Algoritmus Ex - ECHO so zanikom (decentralizovany vyber)

e kazdy iniciator zacne svoju vilnu, pricom k spravam prida svoju identifikaciu
e v kazdom okamihu sa [ubovolny vrchol zacastnuje nanajvys jednej viny
e situacia vo vrchole p, ktory patri do viny ¢ a je zasiahnuty vlnou r

- ak 7 < caw, tak p prejde do vlny r; caw, == r

- ak 7 > caw, tak p ostane vo vlne caw,

- ak r = caw, tak sa prichadzajica sprava spracuje podla ECHO algoritmu
e ak vlna caw, realizuje decide vo vrchole p, p sa stane leadrom

Veta 2 Ak A je centralizovany vinovy algoritmus, ktory posiela M sprdav, tak algoritmu.
Ex(A) vyberie leadra poslanim mazimdlne N - M sprav.
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Algoritmus Gallager-Humblet-Spira, vyber minimalnou kostrou

Cp < Cr+O(|V]) (tree algoritmus)

Cr < Cp+ O(|E|) (echo algoritmus)

Cr,Cp = Q(Nlogn + |ED (Veta.l )

Cr,Cp = O(Nlogn + |E|) (Algoritmus G-H-S(bude nasledovat))

MST -minimalna kostra grafu G = (V, F)
Fakt 1 Ak su vsetky vihy rozne, je MST urcend jednoznacne.

V sekvencénom pripade mame dva zakladné algoritmy, oba zalozené na greedy metode.

F=1

kym F nie je kostra, prida; { Prim, minimalnu hranu odchadzajacu z F';

Kruskal, minimalnu hranu taka, ze F' tvori les.

Vol'ba $éfa /minimélna kostra



Algoritmus Gallager-Humblet-Spira je zalozeny na distribuovanej ver-
711 Kruskalovho algoritmu.

e na zaciatku tvori kazdy vrchol vlastny fragment

e vrcholy fragmentu F' spolocne hladaji minimalnu odchadzajicu hram
CF

e po najdeni eg je "opacny koniec" hrany ep vyzvany na spolupracu pr
spajani tychto fragmentov

e algoritmus terminuje, ked ostane jediny fragment

7 hladiska efektivnej implementacie sa treba sustredit na
— 1dentifikdciu minimalnej hrany

— realizaciu spajania fragmentov.
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Meno fragmentu - kvoli identifikacii toho, ¢i je hrana odchadzajucou z fragmentu, bu
d procesy poznat meno fragmentu F'N, v ktorom sa nachadzaj.

Spajanie fragmentov. Budeme si udrziavat informaciu o trovni L fragmentu. Na za
¢iatku maju vSetky fragmenty troven 0.
Ak spojime dva fragmenty s roznou troviou, novy fragment bude mat meno i Grovei
toho z nich, kto mal povodne vacsiu Groven.

V pripade spajania fragmentov rovnakej trovne sa troven zviacsi o jedna. Novyn

menom sa stane vaha hrany, ktorou sa tieto dva fragmenty spojili. Budeme jej hovori
jJadro(core).

Fragmenty I' = (F'N, L), F' = (FN', L") sa spoja nasledovne:
L<IUANFEF . FUF =(FN', L)
L>LUANFFEF: FUF =(FN,L)

L=L Nep=c¢p: FUF/:(CU(GF),L—I—1>

Lema 4 Pri dodrzZani vyssie uvedenijch pravidiel proces zmeni svoje meno alebo urover
nanajvys NlogN krdt.
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Informacie vo vrchole:

- stav: sleep, find, found

- stav hran: basic, branch, reject

- meno a uroven fragmentu

- otec smerom k jadru

Inicializacia:

level, := 0, minimalna odchadzajtuca hrana uwv - branch; ostatné - basic.

send (connect,0) do v.

Spojenie fragmentov:
Nech fragmenty F' = (F'N, L), F' = (F'N', L") st spojené hranou uv

e [ < L':send (inic, L', FN’', [nd o u, forward cez F. F'U F’ dedi jadrova hram

found
F/
e [, = L' : v oboch smeroch send (inic, L + 1,w(uv), find); F'U F’ ma jadrovi hram
uw
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Vypocet najmensej] odchadzajicej hrany:

Ked vrchol u dostane spravu (inic, L, F'N, find), skontroluje (v rasticom poradi vzhla
dom na vahu), ¢i niektoréa z jeho basic hran wv nie je odchadzajicou

1. u posle (test, L, FN) do v

2. ak je v vo fragmente F'N, v odpoveda (reject), a potom w aj v zaradiz
uv do reject:

3.1inak, ak L < level,, v odpovie (accept)
4. ak L > levely, v pozdrzi spracovanie prichadzajicej(test) spravy;

5. ak samotné v cakd na reakciu na testovaciu spravu, ktora poslalo u, 1
neodpoveda

V pripade 4. mozu byt w aj v v tom istom fragmente ked spréava (inic, L', F'N', %} putuje do v. Pozdrzanim odpoved
nesposobime deadlock, pretoze vzdy existuje fragment minimalnej trovne, ktory hlada odchadzajicu hranu. V okamihu

ked niektoré z basic hran akceptuje alebo naopak vSetky basic hrany zamietaju, u skonéi s hladanim.
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odpovedanie vrcholom jadra (core nodes):
e 1 Cakd na odpoved od vsetkych -s viynimkou otca - branch hran

e u si nastavi stav found

e 1 vypocita minimalnu vahu w z tychto odpovedi a jeho minimalnej odchadzajice
hrany (alebo nastavi oo, ak sa odchadzajuca hrana nenasla)

e u si ulozi hranu s minimalnou védhou (¢i uz z poslanych, alebo vlastnt odchadzajucu

e u informuje svojho otca poslanim spravy (report, w)

Vrcholy jadra dostant odpovede (reporty) od wsetkyjch svojich susedov, vratane otca
e ak je dorucena hodnota minimalnej hrany oo, jadro neterminuje

e ak je dorucena hodnota minimalnej hrany < oo, jeden z vrcholov jadra posle smeron
k tejto hrane spravu (changeroot)

Po prijati spravy (changeroot) vrcholom u, ktory posielal hodnotu najmensej odchéa
dzajicej hrany si u nastavi tito hranu ako branch a posle jej spravu (connect, level,)
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Spojenie dvoch fragmentov:

Ak v prijme spravu {connect, level,) od u, tak level, > level,. Presnejsie, v poslal
(accept) do u.

e ak level, > level,, send (inic, level,, name,), %) do u
e ak [evel, = level, a vu nie je branch v, v pozdrzi spracovanie connect spravy

e ak [evel, = level, a vu je branch v,(teda v poslalo do u spravu (connect, level,)),
posle (inic,level, + 1, w(uv), find) do u

Veta 3 Algoritmus Gallager-Humblet-Spira pocita minimdlnu kostru, pricom pouzije ma
zimdlne 5INlogN + 2|E| sprdv
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Algoritmus Korach-Kutten-Moran, vyber vychadzajuci z traverzova:
nia

Iniciator vyberu spusti traverzovaci algoritmus, pri¢om si oznaci svoj token. Pri stretnut
roznych traverzovani niektoré zanikne. K rozhodnutiu dojde len v jednom traverzovani
iniciator tohto traverzovania sa stane leadrom.

Pridame tokenom informéciu o drovni. Pri stretnuti dvoch tokenov rovnakej trovne
vznikne token, ktorého tiroven je o jedna vacsia. Ak token s menSou troviou vojde dc
vrchola, v ktorom je alebo bol token s vySSou troviou, zanika.

Aby sa tokeny rovnakej trovne mohli porovnat, musia sa stretnat v jednom procese.
Realizacia- pomocou stavov wait, annex, chase

lev, . Uroven procesu
cat,, . iniciator posledného annex tokena, forwardovaného procesom p
(cat = currently active traversal of p)
wait) . Uroven tokena, ktory caka v p
last, . info o susedovi, do kt. p naposledy forwardovalo annex token trovne [e

token (g, 1) ¢ je inicidtor tokena, [ troven tokena
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token v stave annex - (annex,q,l):

Token (q,1) v stave anex vykonéava traverzovaci algoritmus az do okamihu, ked nastane jedna z nasledu

jucich udalosti:

L.

2.

Traverzovaci algoritmus tspesSne terminoval; ¢ sa stava leadrom

Token prisiel do vrchola p, level, > [. V tomto pripade token zanika.

. Token prisiel do vrchola p, v ktorom caka token trovne [. Oba tokeny zanikaji. Zacne

sa nové traverzovanie ()
(T): wait, < undef;lev, < lev, + 1;last, < trav(p, lev,); cat, «— p;
' send (annex, p, lev,) do last,.

. Token prisiel do vrchola p trovne [, ktory bol naposledy navstiveny tokenom s cat, > ¢

alebo v stave chase. Vtedy token ostane ¢akat vo vrchole p

. Token prisiel do vrchola p trovne [, ktory bol naposledy navstiveny tokenom v stave

annex, s cat, < q. Token prejde do stavu chase a postupuje rovnako ako posledn;
token (pokisi sa ho dohnat).
send (chase, ¢, 1) do last,; last, < undef
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token v stave chase - (chase, q,1):

Token postupuje rovnako ako posledne prechadzajuci token az do okamihu, ked nastane jedna z moznosti

1. Token prisiel do vrchola p, level, > [. V tomto pripade token zanika.

2. Token prisiel do vrchola p, v ktorom sa nachadza ¢akajuci token tirovne [. Oba tokeny
zanikaju a vznikne nové traverzovanie ()

3. Token prisiel do vrchola p trovne [, ktory bol naposledy navstiveny tokenom v stave
chase. Token ostane cakat v procese p
watt, < q

cakajici token - (q,l) ¢aka na jednu z udalosti:

1. Prichod tokena s vysSSou uroviiou. V tomto pripade ¢akajici token zanika.

2. Pichod tokena s rovnakou troviiou. Oba tokeny zanikaji a naStartuje sa nové traver
zovanie (T).
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Lema 5 Ak sa na drovni [ vygenerovalo k > 1 tokenov, na drovni [ + 1 sa vygeneruj
aspon jeden a nanajvys k/2 tokenov.

DOKAZ:
Pokles na polovicu - token trovne [ 4 1 vznika spolu so zanikom dvoch tokenov trovne [

Ze bude vygenerovany aspon jeden token - ak v systéme existujiu aspon dva tokeny maxi
mdalnej urovne L, tieto sa v priebehu vypoctu stretnail.

Veta 4 Algoritmus Knuth-Kutten-Moran je algoritmom vijberu.

DOKAZ: Ak aspon jeden proces inicializuje spustenie algoritmu KKM, tak na zakla
de prechéadzajicej lemy sa v (maximalnej) trovni [ vygeneruje iba jeden token, napr
(q,1). Tento token tspesne ukonéi traverzovanie. Kedze Ziaden z tokenov mensej tirovng

nemohol ukonc¢it traverzovanie, bude v systéme jediny leader - q.
B
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Hovorime, ze algoritmus je f-traverzovaci pre triedu sieti, ak

1. je traverzovaci pre tuto triedu
2. v kazdom vypocte je po f(x) krokoch/posunoch tokena navstivenych aspon
min{N,x + 1} procesov.

Hovorime, 7Ze funkcia f je konvexna, ak f(a)+ f(b) < f(a+b).

Veta 5 Nech algoritmus KKM pouzije f(x)-traverzovaci algoritmus, kde f je konvexn
funkcia. Nech vypocet je iniciovany k procesmi. Potom sa pri volbe leadra posle nanajvy.
(14 logk)[f(N)+ N| sprdv.

KedZe pre kruh mame x-traverzovaci algoritmus, je pocet sprav pri vol'be leadra n:

kruhu algoritmom KKM 2NlogN .

KedZe pre torus mame x-traverzovaci algoritmus, je pocet sprav pri voI'be leadra n:
toruse algoritmom KKM 2NlogN.

Ak ma hyperkocka zmysel pre orientaciu, mame z-traverzovaci algoritmus, takze na vy-
ber leadra na hyperkocke staci algoritmom KKM 2NlogN sprav.
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