
Algoritmy výberu - Vo©ba ²éfa - ele
tion/leader ele
tionProblém distribuovaného výberu (vo©ba ²éfa) vyºaduje prejs´ z kon�gurá
ie, kde sú v²etkypro
esory v stave za£iatok do kon�gurá
ie, kde práve jeden pro
esor je v stave ²éf a ostatnév stave ne²éf.

• kaºdý pro
es pra
uje pod©a toho istého lokálneho algoritmu
• algoritmus je de
entralizovaný

• v kaºdej realizá
ii dosiahne algoritmus terminálnu kon�gurá
iu, v ktorej je jedinýpro
es v stave ²éf-leader a v²etky ostatné pro
esy sú v stave ne²éf-lostPredpoklady:

• asyn
hrónnos´

• pro
es je jednozna£ne ur£ený svojim menom(z úplne usporiadanej mnoºiny P);

w ozna£uje po£et bitov, ktoré treba na zápis mien

• niektoré algoritmy sú z triedy porovnáva
í
h
• ve©kos´ prená²aný
h správ je O(w)

Vo©ba ²éfa /Úvod 1



Výber a vlny - Výber na stromeKe¤ºe pri stromovom algoritme potrebujeme, aby ho spustili v²etky listy, pridáme fázu- wake-up, ktorou sa vr
holy prebudia. Ini
iátor rozpo²le správu 〈wakeup〉. V premen-nej ws si pro
es pamätá, £i uº poslal 〈wakeup〉, v premennej wr zas po£et prijatý
h

〈wakeup〉.Algoritmus ET1. ini
ializá
ia

wsp← false; wrp← 0; recp[q]← false; vp ← p; statep ← sleep2. wakeup fáza3. vlna na stromeTvrdenie 1 Algoritmus ET rie²i vo©bu ²éfa na stromo
h.po£et správ - O(N)£as - O(D)Po£et správ m�ºme zredukova´ na 3N − 4 + k, kde k je po£et ini
iátorov - "nelistov".
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Výber na orientovanom kruhu

LeLann,1977 −→ po£et správ O(n2)Chang a Roberts, 1979 −→ priemerný po£et správ O(nlogn)Hirs
hberg-Sin
lar,1980 ←→ horný odhad O(nlogn); vyºaduje, abykanály boli obojsmernéPetersen,82 / Dolev,Klawe a Rodeh,82 −→ horný odhad O(nlogn)LeLann - jednosmerný kruhKaºdý pro
esor eviduje £ísla identi�kátorov, ktoré videl. Na záver sa leadrom stáva mini-mum. V¤aka tomu, ºe identi�ka£né £ísla pro
esorov sú jednozna£né, pro
esor identi�kujekonie
 pod©a toho, ºe sa mu vrátil jeho token.Tvrdenie 2 Algoritmus LeLann rie²i problém vo©bypo£et správ - O(N 2)£as - O(N)
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Algoritmus LeLannz poh©adu p

• ini
ializá
ia - Listp ← {p}

• ini
iátor

statep ← cand; send〈tok, p〉 do Nextp; receive〈tok, q〉while q 6= p do begin

Listp ← Listp ∪ {q}send 〈tok, q〉 do Nextp; receive〈tok, q〉end;if p = min(Listp) then statep ← leader else statep← lost

• neini
iátorrepeat

receive〈tok, q〉; send〈tok, q〉 do Nextp;if statep = sleep then statep← lostuntil false
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Algoritmus Chang-Roberts � jednosmerný de
entralizovaný kruhPorovnanie preºijú aktívne pro
esory s men²ími £íslami ; tie s vä£²ím £íslom pre
hádzajúdo stavu lost. Na záver leader oznámi ukon£enie výberu.ini
iátor p

statep ← cand; send 〈tok, p〉 do Nextp;repeatre
eive 〈tok, q〉;if p = q then statep ← leaderelse if q < p thenbegin if statep = cand then statep ← lost;send 〈tok, q〉 do nextpenduntil statep = leader

neini
iátor prepeatre
eive 〈tok, q〉; send 〈tok, q〉 do Nextp;if statep = sleep then statep ← lostuntil false

Tvrdenie 3 Algoritmus Chang-Roberts rie²i problém vo©bypo£et správ - Θ(N 2)£as - O(N)

Tvrdenie 4 V prípade, ºe sú v²etky vr
holy ini
iátori, pouºije algoritmus Chang-Robertsv priemere iba O(NlogN) správ.Vo©ba ²éfa /Chang-Roberts 5



Výber na kruho
h s O(NlogN) správamiNutným predpokladom sú FIFO kanály. Najprv sa vypo£íta minimálna identi�ká
ia a potom pro
esors minimálnym £íslom oznámi, ºe je leadrom.P�vodne aktívne pro
esy sa stávajú pasívnymi, ak porovnaním zistia, ºe sa nem�ºu sta´ leadrom.Porovnanie sa robí so susednými aktívnymi identi�kátormi. Kolo preºíva lokálne minimum.Idea sa jednodu
ho realizuje pri obojsmerný
h kanálo
h, ako to prezentoval Franklin, 1982.

• Na za£iatku sú v²et
i ini
iátori active, neini
iátori passiveKaºdý aktívny pro
es po²le svoju identi�ká
iu susedom
• ne
h aktívny vr
hol u dostane v, w:- ak min{v, w} < u tak u sa stane passive- ak min{v, w} > u tak u po²le opä´ svoju identi�ká
iu susedom- ak min{v, w} = u tak u sa stane leader

• pasívne vr
holy iba posúvajú správyV kaºdom kole sa aspo¬ polovi
a aktívny
h vr
holov stane pasívnymi. Preto sa pri výpo£te posiela

O(NlogN) správ.
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Výber na kruho
h s O(NlogN) správami - jednosmerná komuniká
iaPorovnanie tro
h identi�kátorov z vr
holov r, q,p sa realizuje v najpravej²om vr
hole.
→ r → q → p→

• ak q má men²í identi�kátor ako r a p, tak p vie, ºe q je lokálne minimum a bude sipamäta´ jeho hodnotu.

• Ak tomu tak nie je, p sa stane pasívnym

Posielané správy:

〈one, .〉 - touto správou sa p dozvie identi�ká
iu v q

〈two, .〉 - touto správou sa p dozvie identi�ká
iu v r

〈smal, .〉 - touto správou oznamujeme identi�ká
iu leadra
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Peterson / Dolev-Klawe-Rodeh z poh©adu pini
ializá
ia cip ← p v tejto premennej si pro
es u
hováva hodnotu toho, £o posiela
acnp ← undef sused proti smeru hodinový
h ru£i£iek
winp ← undef identi�ká
ia ví´aza

statep ← active \ passive udáva stav pro
esu � ini
iátor, neini
iátorwhile winp = undef doaktívny pro
essend 〈one, cip〉; re
eive 〈one, q〉; acnp ← qif acnp = cip thensend 〈smal, acnp〉; winp ← acnp; re
eive 〈smal, q〉else send 〈two, acnp〉; re
eive 〈two, r〉if acnp < cip ∧ acnp < r then statep ← leaderelse statep ← lostpasívny pro
es - posúva správy; zapamätá si len oznámené minimumre
eive 〈one, q〉; send 〈one, q〉;re
eive m; send m;if m je 〈smal, q〉 then winp ← qif p = winp then statep ← leaderelse statep ← lostTvrdenie 5 Algoritmus P/DKR rie²i problém vo©by na jednosmernom kruhu, pri£om po-sielaný po£et správ je O(NlogN)Vo©ba ²éfa /P/DKR 8



Dolný odhad - Pa
hl, Kora
h, Rotem, 1984

Predpoklady1. Budeme predpoklada´, ºe po£ítame minimum (ak je známy leader, minimum vy-po£ítame pomo
ou N správ; ak máme minimum, leadra ur£íme pomo
ou N správ)2. Kruh je jednosmerný3. Pro
esy nepoznajú ve©kos´ kruhu4. Kanály sú FIFO (ak nie, lep²ie to by´ nem�ºe)5.V²etky pro
esy sú ini
iátori (nekazíme dolný odhad - je to ²pe
iálny prípad)6. Algoritmy sú riadené správami (neobmedzuje to; ak by algoritmus A nebol taký,prerobíme ho na algoritmus B. Ten ako reak
iu na prijatie správy po²le maximálnupostupnos´ správ, ktoré by mohol posla´ bez prijatia ¤al²ej správy. Aº potom príjme¤al²iu správu.)
Vo©ba ²éfa /dolný odhad 9



Pojmy a ozna£enia:

• D = {(s1, ..., sk) : si ∈ P a i 6= j ⇒ si 6= sj} D je mnoºina postupností identi�kátorov
len(s) ozna£uje d¨ºku postupnosti s
ykli
ký shift postupnosti s, cs(s), je postupnos´ s′s′′, kde s = s′′s′;
CS(s) ozna£uje mnoºinu v²etký
h 
ykli
ký
h shiftov postupnosti s, |CS(s)| = len(s)

• Hovoríme, ºe kruh je pomenovaný postupnos´ou s = (s1, ..., sN), ak sa identi�ka£né £ísla vyskytujúv rovnakom poradí; niekedy mu hovoríme aj s-kruh.Ak t ∈ CS(s), tak sa t-kruh a s-kruh rovnajú
• Kaºdej správe priradíme postupnos´ identi�kátorov, tzv stopu . Formálne:ne
h m je správa, ktorú posiela pro
esor p pred prijatím akejko©vek správy. Potom stopa(m) = (p)ne
h m je správa, ktorú posiela pro
esor p po prijatí správy so stopou (s1, ..., sk). Potom stopa(m) =

(s1, ..., sk, p)Ak stopa(m) = s, tak správe m hovoríme s-správa
• Ne
h E ⊆ D. Hovoríme, ºe E pokrýva D, ak1. E je uzavretá na pre�x -tu ∈ E ⇒ t ∈ E2. E 
ykli
ky pokrýva D - ∀s ∈ D : CS(s) ∩ E 6= ∅

• Na E de�nujeme dve miery zloºitosti.
M(s,E) = |{t ∈ E : t je pre�x r ∈ CS(s)}|
Mk(s,E) = |{t ∈ E : t je pre�x r ∈ CS(s), len(t) = k}|Vo©ba ²éfa /dolný odhad 10



A � algoritmus, ktorý po£íta minimum. EA mnoºinu s-správ posielaný
h pri vykonávaní A.Lema 1 Ak s je podre´az
om t aj u a pri výpo£te algoritmu A na t-kruhu sa vy²le s-správa, tak sa s-správavy²le aj pri výpo£te A na u-kruhu.Lema 2 EA pokrýva D.Lema 3 Pri výpo£te na s-kruhu po²le algoritmus A aspo¬ M(s, EA) správ.Ne
h I je kone£ná podmnoºina D. Ozna£me

Per(I) mnoºinu permutá
ií mnoºiny I

aveA(I) priemerný po£et správ pouºitý
h pri výpo£te A na v²etký
h kruho
h pomenovaný
h identi�ká-tormi z I

worA(I) najhor²í po£et správPotom pod©a pred
hádzajú
ej lemy pre N-prvkovú mnoºinu I platí1. aveA(I) ≥ 1
N !

∑

s∈Per(I) M(s, EA);2. worA(I) ≥ maxs∈Per(I) M(s, EA)Tvrdenie 6 Priemerý po£et správ algoritmu na h©adanie najmen²ieho identi�kátora v jednosmernom kru-hu je aspo¬ N ·HND�sledok 1 Kaºdý de
entralizovaný vlnový algoritmus pouºije aspo¬ Ω(NlogN) správ.Vo©ba ²éfa /dolný odhad 11



Výber na v²eobe
ný
h sie´a
hPredpoklady - neznáma topológia a neznámi susedia

Veta 1 �ubovo©ný porovnáva
í algoritmus výberu na ©ubovo©nej sieti pouºíva aspo¬

Ω(|E|+ NlogN) správ.

D�sledok 2 De
entralizovaný vlnový algoritmus na v²eobe
ný
h sie´a
h bez znalosti su-sedov pouºíva aspo¬ Ω(|E| + NlogN) správ.Apliká
ia 
entralizovaný
h v¨n- kaºdý ini
iátor spustí vlastnú vlnu A- správam pridáme zna£ku vlny, do ktorej patria- ke¤ sa dve vlny stretnú, preºija tá s men²ím ini
iátorom
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Algoritmus ECHO(
entralizovaná vlna):

• ini
iátor po²le správu v²etkým susedom

• neini
iátor posiela správu v²etkým susedom okrem ot
a (ote
 neini
iátora je ten sused, od ktorého sme dostali prvúsprávu)

• ke¤ neini
iátor dostane správu od v²etký
h susedov, po²le správu ot
ovi
• ke¤ ini
iátor dostane správu od v²etký
h susedov, rozhodne

cawp ozna£uje aktuálnu vlnu; ini
iátori - cawp := p, ostatní - cawp := undefAlgoritmus Ex - ECHO so zánikom (de
entralizovaný výber)
• kaºdý ini
iátor za£ne svoju vlnu, pri£om k správam pridá svoju identi�ká
iu

• v kaºdom okamihu sa ©ubovo©ný vr
hol zú£ast¬uje nanajvý² jednej vlny

• situá
ia vo vr
hole p, ktorý patrí do vlny q a je zasiahnutý vlnou r- ak r < cawp tak p prejde do vlny r; cawp := r- ak r > cawp tak p ostane vo vlne cawp- ak r = cawp tak sa pri
hádzajú
a správa spra
uje pod©a ECHO algoritmu

• ak vlna cawp realizuje decide vo vr
hole p, p sa stane leadromVeta 2 Ak A je 
entralizovaný vlnový algoritmus, ktorý posiela M správ, tak algoritmus

Ex(A) vyberie leadra poslaním maximálne N ·M správ.Vo©ba ²éfa /
entralizovaná vlna 13



Algoritmus Gallager-Humblet-Spira, výber minimálnou kostrou
CE ≤ CT + O(|V |) (tree algoritmus)

CT ≤ CE + O(|E|) (e
ho algoritmus)

CT , CE = Ω(Nlogn + |E|) (Veta.1 )

CT , CE = Θ(Nlogn + |E|) (Algoritmus G-H-S(bude nasledova´))MST -minimálna kostra grafu G = (V, E)Fakt 1 Ak sú v²etky váhy r�zne, je MST ur£ená jednozna£ne.V sekven£nom prípade máme dva základné algoritmy, oba zaloºené na greedy metóde.

F = ∅kým F nie je kostra, pridaj {

Prim, minimálnu hranu od
hádzajú
u z F ;

Kruskal, minimálnu hranu takú, ºe F tvorí les.

Vo©ba ²éfa /minimálna kostra 14



Algoritmus Gallager-Humblet-Spira je zaloºený na distribuovanej ver-zii Kruskalovho algoritmu.

• na za£iatku tvorí kaºdý vr
hol vlastný fragment
• vr
holy fragmentu F spolo£ne h©adajú minimálnu od
hádzajú
u hranu

eF

• po nájdení eF je "opa£ný konie
" hrany eF vyzvaný na spoluprá
u prispájaní tý
hto fragmentov
• algoritmus terminuje, ke¤ ostane jediný fragment

Z h©adiska efektívnej implementá
ie sa treba sústredi´ na� identi�ká
iu minimálnej hrany� realizá
iu spájania fragmentov.

Vo©ba ²éfa /GHS 15



Meno fragmentu - kv�li identi�ká
ii toho, £i je hrana od
hádzajú
ou z fragmentu, bu-dú pro
esy pozna´ meno fragmentu FN , v ktorom sa na
hádzajú.

Spájanie fragmentov. Budeme si udrºiava´ informá
iu o úrovni L fragmentu. Na za-£iatku majú v²etky fragmenty úrove¬ 0.Ak spojíme dva fragmenty s r�znou úrov¬ou, nový fragment bude ma´ meno i úrove¬toho z ni
h, kto mal p�vodne vä£²iu úrove¬.V prípade spájania fragmentov rovnakej úrovne sa úrove¬ zvä£²í o jedna. Novýmmenom sa stane váha hrany, ktorou sa tieto dva fragmenty spojili. Budeme jej hovori´jadro(
ore).Fragmenty F = (FN, L), F ′ = (FN ′, L′) sa spoja nasledovne:

L < L′ ∧ F
eF→ F ′ : F ∪ F ′ = (FN ′, L′)

L > L′ ∧ F ′
eF→ F : F ∪ F ′ = (FN,L)

L = L′ ∧ eF = eF ′ : F ∪ F ′ = (ω(eF ), L + 1)Lema 4 Pri dodrºaní vy²²ie uvedený
h pravidiel pro
es zmení svoje meno alebo úrove¬nanajvý² NlogN krát.Vo©ba ²éfa /GHS 16



Informá
ie vo vr
hole:- stav: sleep, �nd, found- stav hrán: basi
, bran
h, reje
t- meno a úrove¬ fragmentu- ote
 smerom k jadruIni
ializá
ia:

levelu := 0, minimálna od
hádzajú
a hrana uv - bran
h; ostatné - basi
.send 〈
onne
t, 0〉 do v.Spojenie fragmentov:Ne
h fragmenty F = (FN, L), F ′ = (FN ′, L′) sú spojené hranou uv

• L < L′ : send 〈ini
, L′, FN ′, find
found
〉 do u, forward 
ez F . F ∪ F ′ dedí jadrovú hranu

F ′

• L = L′ : v obo
h smero
h send 〈inic, L + 1, ω(uv),�nd〉; F ∪ F ′ má jadrovú hranu

uv

Vo©ba ²éfa /GHS 17



Výpo£et najmen²ej od
hádzajú
ej hrany:Ke¤ vr
hol u dostane správu 〈ini
, L, FN, find〉, skontroluje (v rastú
om poradí vzh©a-dom na váhu), £i niektorá z jeho basi
 hrán uv nie je od
hádzajú
ou1. u po²le 〈test, L, FN〉 do v2. ak je v vo fragmente FN, v odpovedá 〈reje
t〉, a potom u aj v zaradia

uv do reje
t;3. inak, ak L ≤ levelv, v odpovie 〈a

ept〉4. ak L > levelv, v pozdrºí spra
ovanie pri
hádzajú
ej〈test〉 správy;5. ak samotné v £aká na reak
iu na testova
iu správu, ktorú poslalo u, vneodpovedáV prípade 4. m�ºu by´ u aj v v tom istom fragmente ke¤ správa 〈ini
, L′, FN ′, find
found

〉 putuje do v. Pozdrºaním odpovedenesp�sobíme deadlo
k, pretoºe vºdy existuje fragment minimálnej úrovne, ktorý h©adá od
hádzajú
u hranu. V okamihu,ke¤ niektorá z basi
 hrán ak
eptuje alebo naopak v²etky basi
 hrany zamietajú, u skon£í s h©adaním.Vo©ba ²éfa /GHS 18



odpovedanie vr
holom jadra (
ore nodes):

• u £aká na odpove¤ od v²etký
h -s výnimkou ot
a - bran
h hrán
• u si nastaví stav found

• u vypo£íta minimálnu váhu ω z tý
hto odpovedí a jeho minimálnej od
hádzajú
ejhrany (alebo nastaví∞, ak sa od
hádzajú
a hrana nena²la)
• u si uloºí hranu s minimálnou váhou (£i uº z poslaný
h, alebo vlastnú od
hádzajú
u)

• u informuje svojho ot
a poslaním správy 〈report, ω〉Vr
holy jadra dostanú odpovede (reporty) od v²etký
h svoji
h susedov, vrátane ot
a

• ak je doru£ená hodnota minimálnej hrany∞, jadro neterminuje

• ak je doru£ená hodnota minimálnej hrany <∞, jeden z vr
holov jadra po²le smeromk tejto hrane správu 〈
hangeroot〉Po prijatí správy 〈
hangeroot〉 vr
holom u, ktorý posielal hodnotu najmen²ej od
há-dzajú
ej hrany si u nastaví túto hranu ako branch a po²le jej správu 〈
onne
t, levelu〉Vo©ba ²éfa /GHS 19



Spojenie dvo
h fragmentov:

Ak v príjme správu 〈
onne
t, levelu〉 od u, tak levelv ≥ levelu. Presnej²ie, v poslalo

〈a

ept〉 do u.

• ak levelv > levelu, send 〈ini
, levelv, namev,
find

found
〉 do u

• ak levelu = levelv a vu nie je bran
h v, v pozdrºí spra
ovanie 
onne
t správy

• ak levelu = levelv a vu je bran
h v,(teda v poslalo do u správu 〈
onne
t, levelv〉), vpo²le 〈inic, levelv + 1, ω(uv),�nd〉 do uVeta 3 Algoritmus Gallager-Humblet-Spira po£íta minimálnu kostru, pri£om pouºije ma-ximálne 5NlogN + 2|E| správ
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Algoritmus Kora
h-Kutten-Moran, výber vy
hádzajú
i z traverzova-niaIni
iátor výberu spustí traverzova
í algoritmus, pri£om si ozna£í svoj token. Pri stretnutír�zny
h traverzovaní niektoré zanikne. K rozhodnutiu d�jde len v jednom traverzovaní;ini
iátor tohto traverzovania sa stane leadrom.Pridáme tokenom informá
iu o úrovni. Pri stretnutí dvo
h tokenov rovnakej úrovnevznikne token, ktorého úrove¬ je o jedna vä£²ia. Ak token s men²ou úrov¬ou vojde dovr
hola, v ktorom je alebo bol token s vy²²ou úrov¬ou, zaniká.Aby sa tokeny rovnakej úrovne mohli porovna´, musia sa stretnú´ v jednom pro
ese.Realizá
ia- pomo
ou stavov wait, annex, chase

levp : úrove¬ pro
esu
catp : ini
iátor posledného annex tokena, forwardovaného pro
esom p(
at = 
urrently a
tive traversal of p)
waitp : úrove¬ tokena, ktorý £aká v p
lastp : info o susedovi, do kt. p naposledy forwardovalo annex token úrovne levtoken (q, l) q je ini
iátor tokena, l úrove¬ tokena

Vo©ba ²éfa /KKM 21



token v stave annex - 〈annex, q, l〉:Token (q, l) v stave anex vykonáva traverzova
í algoritmus aº do okamihu, ke¤ nastane jedna z nasledu-jú
i
h udalostí:1. Traverzova
í algoritmus úspe²ne terminoval; q sa stáva leadrom2. Token pri²iel do vr
hola p, levelp > l. V tomto prípade token zaniká.3. Token pri²iel do vr
hola p, v ktorom £aká token úrovne l. Oba tokeny zanikajú. Za£nesa nové traverzovanie (T)(T): {

waitp← undef ; levp ← levp + 1; lastp ← trav(p, levp); catp← p;send 〈annex, p, levp〉 do lastp.4. Token pri²iel do vr
hola p úrovne l, ktorý bol naposledy nav²tívený tokenom s catp > qalebo v stave chase. Vtedy token ostane £aka´ vo vr
hole p5. Token pri²iel do vr
hola p úrovne l, ktorý bol naposledy nav²tívený tokenom v stave

annex, s catp < q. Token prejde do stavu chase a postupuje rovnako ako poslednýtoken (pokúsi sa ho dohna´).send 〈
hase, q, l〉 do lastp; lastp ← undef

Vo©ba ²éfa /KKM 22



token v stave 
hase - 〈chase, q, l〉:Token postupuje rovnako ako posledne pre
hádzajú
i token aº do okamihu, ke¤ nastane jedna z moºností:1. Token pri²iel do vr
hola p, levelp > l. V tomto prípade token zaniká.2. Token pri²iel do vr
hola p, v ktorom sa na
hádza £akajú
i token úrovne l. Oba tokenyzanikajú a vznikne nové traverzovanie (T)3. Token pri²iel do vr
hola p úrovne l, ktorý bol naposledy nav²tívený tokenom v stave

chase. Token ostane £aka´ v pro
ese p
waitp← q£akajú
i token - (q,l) £aká na jednu z udalostí:1. Prí
hod tokena s vy²²ou úrov¬ou. V tomto prípade £akajú
i token zaniká.2. Pí
hod tokena s rovnakou úrov¬ou. Oba tokeny zanikajú a na²tartuje sa nové traver-zovanie (T).

Vo©ba ²éfa /KKM 23



Lema 5 Ak sa na úrovni l vygenerovalo k > 1 tokenov, na úrovni l + 1 sa vygenerujeaspo¬ jeden a nanajvý² k/2 tokenov.D�kaz:Pokles na polovi
u - token úrovne l + 1 vzniká spolu so zánikom dvo
h tokenov úrovne l.�e bude vygenerovaný aspo¬ jeden token - ak v systéme existujú aspo¬ dva tokeny maxi-málnej úrovne l, tieto sa v priebehu výpo£tu stretnú.
⋄

Veta 4 Algoritmus Knuth-Kutten-Moran je algoritmom výberu.D�kaz: Ak aspo¬ jeden pro
es ini
ializuje spustenie algoritmu KKM, tak na zákla-de pre
hádzajú
ej lemy sa v (maximálnej) úrovni l vygeneruje iba jeden token, napr.

(q, l). Tento token úspe²ne ukon£í traverzovanie. Ke¤ºe ºiaden z tokenov men²ej úrovnenemohol ukon£i´ traverzovanie, bude v systéme jediný leader - q.

�
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Hovoríme, ºe algoritmus je f-traverzova
í pre triedu sietí, ak1. je traverzova
í pre túto triedu2. v kaºdom výpo£te je po f(x) kroko
h/posuno
h tokena nav²tívený
h aspo¬
min{N, x + 1} pro
esov.Hovoríme, ºe funk
ia f je konvexná, ak f(a) + f(b) < f(a + b).Veta 5 Ne
h algoritmus KKM pouºije f(x)-traverzova
í algoritmus, kde f je konvexnáfunk
ia. Ne
h výpo£et je ini
iovaný k pro
esmi. Potom sa pri vo©be leadra po²le nanajvý²

(1 + logk)[f(N) + N ] správ.Ke¤ºe pre kruh máme x-traverzova
í algoritmus, je po£et správ pri vo©be leadra nakruhu algoritmom KKM 2NlogN .Ke¤ºe pre torus máme x-traverzova
í algoritmus, je po£et správ pri vo©be leadra natoruse algoritmom KKM 2NlogN .Ak má hyperko
ka zmysel pre orientá
iu, máme x-traverzova
í algoritmus, takºe na vý-ber leadra na hyperko
ke sta£í algoritmom KKM 2NlogN správ.
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