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Kapitola 1

Uvod

Pod fazkymi problémami nemame na mysli len NP-fazké, ale aj tie, pre ktoré
nepozname polynomialne algoritmy rozumného stupiia. Aké mame moznosti, ked
chceme riesit tazké problémy deterministicky? Odpoved zélezi aj od odpovede na
otazku, v ¢om spociva obtiaznost toho problému. Je problém, resp. algoritmus na
jeho reSenie, zly preto, ze ma niektoré zlé vstupy, alebo je zly "vo svojej podstate"?

1. V prvom pripade mame Sancu, Ze nage vstupy budu patrit do kategérie "vhod-
nych" a pre ne moze existovat dobry algoritmus. A tak sa tam, kde sa to dé,
popri snahe o znizovanie zlozitosti najhorgieho a priemerného pripadu snazime
(aj) o konstrukciu takych algoritmov, ktoré umoziuju vyspecifikovat velké/¢o
najvicsie mnoziny vstupov, na ktorych si dokizatelné rozumné.

2. Akceptujeme exponencidlnu zloZitost najhorsieho pripadu, ked na rozumnych
vstupoch (daju sa v praktickych situaciach ocakavat) je rozumnej zloZitosti.

3. Kongtruujeme exponencialne algoritmy, dokonca aj v o¢akavanom pripade, ale
snazime sa znizovat ti exponencialitu (od 2" ideme napr. k (1.2)™)

4. Upustime od toho, Ze na$ algoritmus mé na vsetkych vstupoch vizdy vyrie-
§it nas problém korektne. Dostavame dve vyznamné triedy algoritmov. Ak
v rozhodovacich problémoch pripustime, Ze odpoved je spréavne len s velkou
pravdepodobnostou, mézme pouzivat tzv. pravdepodobnostné (ndhodou ria-
dené,randomized) algoritmy. V pripade optimaliza¢nych tloh vedie upustenie
od presnosti k tzv. aproxima¢nym algoritmom. VyZzadujeme, aby algoritmus
bol rychly a ziskané rieSenie blizko k optimélnemu rieSeniu. Casto sa takto
ziskané rieSenia bert ako dobry start pre dalie metody.



KAPITOLA 1. UVOD



Kapitola 2

Deterministické met6dy na
rieSenie tazkych problémov

V tejto Casti sa budeme venovat deterministickym metodam na rieSenie tazkych
problémov. S vynimkou heuristik pojde o rieSenie korektné na celej mnozine defi-
ni¢ného oboru. Jednotiacim aspektom metdd z Easti 2.1, 2.2 je spolo¢né snaha o
vyjadrenie zlozitosti algoritmu vzhladom na kvalitu vstupu, nielen jeho velkost. V
¢astiach 2.3, 2.6, 2.7 sa venujeme roznym pristupom k zmengovaniu prehl'adavanej
Casti stavového priestoru; zmenSenie nevieme dokazat, méame racionélne dévody sa
nazdavat, ze k nemu dojde. Cast 2.4 sa venujeme znizovaniu najhorsieho pripadu
exponencidlnych algoritmov a napokon v ¢asti 4.5 sa venujeme aplikicii linedrneho
programovania pri riefeni réznych problémov.

2.1 Algoritmy pseudopolynomiilnej c¢asovej zlozi-
tosti

Za¢nime problémom plnenia batoha(knapsack problem). Tento problém je NP-
tazky, ¢o za predpokladu PP # NP znamena, Ze pren neexistuje efektivny poly-
nomidlny algoritmus. UkéZeme, Ze vyuZzitie metédy dynamického programovania
vedie k algoritmu, ktorého zloZitost podstatne zavisi nielen od velkosti vstupu, ale
aj od konkrétnych hodnét na vstupe. Dostaneme sa tak k pojmu pseudopolyno-
miélneho algoritmu. Na zaver zadefinujeme pojem silno NP-tazkého problému a
ukazeme /vysvetlime, Ze pre silno NP-fazké problémy pseudopolynomiélne algorit-
my neexistujui.

Vstup:  (wi,...,Wn,C1,...,Cn,b),n € N/{0}
b je kapacita batoha
w; su vahy
¢; su profity.
Ciel’: max y . x;¢; pri zachovani ), z;w; <b

Trivialne rieSenie exponencilnej zlozitosti je zalozené na metdde hrubej sily — vyge-
neruj vSetky potencidlne podmnoziny objektov a vyber ti, ktora prinaga maximalny
zisk. VylepSenie prinisa vyuZitie metody dynamického programovania, ked budeme
postupne predlzovat vstup a budeme poditat, aké rozne profity pri takomto vstupe
mozme dosiahnut. Pre kazdy potencidlny dosiahnutelny profit si budeme pamétat
ta konkrétnu podmnozinu, ktord ho dosahuje s minimalnou vahou.

7

Plnenie batohu
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Uvedomme si, Ze zatial ¢o vietkych moznych rieeni (z hladiska obsahu batohu) je
2" 7 hladiska moZného zisku je to n - max{cy,...,c,}. Oznafme preto

C = max{cy,...,cn}

Sic,i€{1,...,n}, c€{0,...,nC} podmnozinu objektov {1,...,i}, ktorych cel-
kovy zisk je ¢ pri minimdlnej vihe

W (i,c) sucet vah objektov z S; .; kladieme W (i, ¢) = oo v pripade, Ze mnozina S, .
neexistuje
Nasledujuci vztah je zakladom pre pouzitie dynamického programovania.
min{W (i, c¢),wir1 + W(i,c—ciy1)} civ1 <c¢
W(i+1,¢) =
W (i, c) inak

Optimalne rieSenie ma cenu B, kde B = max{c | W(n,¢c) < b}.

Algoritmus 1 DPKP - Knapsack
1 W(L,0)—0
2: for c:=1 to nC do
3: if c=c1 then W(1,¢) < v1; Si,c < {1}
4 else W(1,c) «+ 00; Si,c 0

5: for i=1 to n-1 do

6: W(i+1,0) <0

7 for c=1 to nC do

8: if ¢;11 < cthen W(i+1,¢) «— min{W(i,¢), wit1 + W(i,c — ci+1)}
9: else W(i+1,c) — W(i,c)
10: if W(Z +1, C) = VV(’L‘7 C) thenSiJrLC — SLC
11: else SZ‘+1,(; — Si,c U {Z + 1}
12: B «+ max{c | W(n,c) < b}
13: S «— S, ¢, pre ktora W(n,c) = B
14: return (B,S)

Zlozitost algoritmu je O(n - nC). Ak ozna¢ime MaxInt(z) maximéalnu hodnotu
zo vstupu z, tak n < |z] a C < MaxInt(xz). Zlozitost teda mézme vyjadrit ako
Timepprp(z) = O(|z|* - MaxInt(x)).

O

Dostali sme sa k pojmu pseudopolynomialneho algoritmu. Niekedy sa zloZitost al-
goritmu dé vyjadrit ako funkcia hodnot, ktoré vstupné parametre mézu nadobudat.
Ak by sme velkost hodnoty vstupnych parametrov uvazovali ako premenna, vzhla-
dom na ktort vyjadrujeme zlozitost algoritmov, dostaneme ¢asto algoritmus poly-
nomialnej zlozitosti. Vieme viak, ze kedZe vo v8eobecnosti hodnoty premennych
moZzu byt az exponencidlne vzhladom na velkost vstupu, dostavame tak algoritmy
v najhorSom pripade exponencialnej zlozitosti. Napriek tomu maji algoritmy, kto-
ré st polynomialne vzhladom na velkost hodnoty vstupnych premennych velkych
vyznam — pretoze st polynomiélne pre velkt mnoZinu vstupov.

Pri forméalnejSom vysvetleni pojmu pseudopolynomidlneho algoritmu sa ststredime
na problémy, ktorych vstupy moZno chapat ako celo¢iselné. Budeme ich kodovat
binarne, oddelovacom bude #.
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Nech z = z1#xo# ... #2,, z; € {0,1}T je refazec, y € {0,1}* binarny retazec.
Potom

Num(y) oznaéuje ¢islo s binarnym zépisom y

Int(x) = (Num(z1),..., Num(z,))

MaxInt(x) = max{Num(z;) | i =1,2,...,n}

Majme teda problém, ktory je definovany na velkej mnozine vstupov. Stretli sme sa
s tym, Ze pre rozne podmnoZziny mnoziny vstupov sa z hl'adiska zlozitosti ten-ktory
algoritmus sprava rézne, niekedy dokonca podstatne rozne'. Niekedy je dokonca
problém na réznych mnozinach vstupov roézne obtiazny, napr. problém plnenia ba-
toha je v mnoZine racionalnych &isel greey metodou riefitelny v polynomialnom
Case, zatial ¢o jeho rieSenie v mnozine {0, 1} je NP-tazké. Nas teraz bude zaujimat
obmedzenie mnoziny vstupov podla ich hodnoty. Uk4Zeme, Ze pre niektoré problé-
my je zlozitost problému sposobena hodnotami vstupov, zatial ¢o pre iné problémy
hodnoty vstupnych premennych zloZitost podstatne neovplyviuji. Je zrejmé, Ze
problémy prvého typu su pre nas priaznivejsie, lebo vytvaraji moznost existencie
efektivneho algoritmu pre dostato¢ne velkti mnozinu vstupov.

Definicia 2.1 Howvorime, Ze algoritmus A je pseudopolynomiélnej zloZitosti, ak pre
jeho zloZitost Ta(n) plati

Ta(z) = O(p(|z|, MaxInt(x)))

Inymi slovami povedané je algoritmus polynomiilny pre celociselné vstupy, ktoré
si zadavané unarne. 7 definicie je zrejmé, Ze pseudopolynomidlny algoritmus je
efektivny, ked maximalna hodnota na vstupe je rozumnd, ohranicend rozumnou
funkciou. Toto ohrani¢enie vstupov formalne zachytiva pojem zuZenia problému.

Definicia 2.2 Nech U je problém s celociselnimi vstupmi, h neklesajiica funkcia
z N do N. Potom h—ziZenim problému U je problém, ktory vznikne z U tak, Ze
mnoZinu vstupov zredukujeme na tie, pre ktoré MaxInt(x) < h(|x|).

Vyznam tejto definicie je sformulovany v nasledujicej vete.

Veta 2.1 Nech U je problém s celociselngmi vstupmi, A pseudopolynomidlny algo-
ritmus, ktory ho riesi. Potom pre kaZdyj polyném h existuje polynomidlny algoritmus
na rieSenie h—zuZenia U.

Dokaz: Kedze A je pseudopolynomialny algoritmus, existuje polyném p dvoch
premennych |x|, MaxInt(x) taky, ze Timea(z) = O(p(|z|, MazInt(x))) pre kazdy
vstup ¢ do U. Kedze MaxInt(x) € O(|z|°) pre vstupy z h—ziZenia U, teda s
h(n) = O(n®), je A polynomialny algoritmus pre h-zuzenie U.

a

Pseudopolynomiélne algoritmy nie si vSeliekom na rieSenie tazkych problémov.
Rozumné rieSenie mozu poskytovat pre problémy s celo¢iselnymi vstupmi, ktorych
zloZitost podstatne zavisi od hodndét vstupov. Jednou z tried problémov, pre ktoré
pseudopolynomialne algoritmy rozumné rieSenie neposkytujd, sd tzv. silno NP-
tazké problémy.

Definicia 2.3 Howorime, Ze problém U je silno NP-tazky, ak existuje polyném p
taky, Ze p—zuZenie U je NP-tazkij problém.

1Rozdiel medzi zlozitostou najlepsieho a najhorgiecho pripadu,. ..

pseudopolyno-
midlny  algorit-
mus

h-ziZenie U

Limity aplikova-
telnosti

silno  NP-taZky
problém
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Silno NP-fazké problémy patria v triede tazkych problémov k tym fazs§im. Ich
obtiaznost je v samotnom probléme, nie vo velkych hodnotach &isel, s ktorymi sa
pracuje.

Veta 2.2 Nech P # NP, U je silno NP-tazky problém s celociselnymi vstupmi.
Potom neexistuje algoritmus pseudopolynomidlnej zloZitosti riesiaci U.

Dokaz: trividlne vyplyva z Vety 2.1 Ak teda chceme o nejakom celoéiselnom problé-
me U ukézat, ze je velmi tazky, sta¢i vyargumentovat, Ze preii neezistuje pseudopo-
lynomidlny algoritmus. Na zaklade Vety 2.2 teda staéi pre h—zuZzenie U ukazaf, 7e
je NP-tazky pre polynom h (zredukujeme nan nejaky NPU, alebo NP-tazky problém
U’). Téato redukcia potom implikuje, Ze existencia pseudopolynomialneho algorit-
mu pre povodny problém u by znamenala existenciu polynomialneho algoritmu pre
tento NP-uplny/ NP-tazky problem U’.

a

Prikladom je problém obchodného cestujtceho(TSP)2. Ozna¢me T'SP(K,,, c) prob-
lém obchodného cestujiceho, ktorého vstupnym grafom je dplny graf K, na n
vrcholoch, a ktorého hrany st ohodotené cenovou funkciou ¢: E — N,

Veta 2.3 TSP je silno NP-tazky.

Dékaz: Prevedieme redukciu problému HK na TSP. Ku grafu G = (V, E) spravime
ohodnoteny graf tak, ze
0= {

LCahko vidno, %e graf G obsahuje HK prave vtedy ked pre hodnotu optiméalneho
rieSenia ijjstp(f(n7 C) plati OPTTSP(K", C) =n.

1, eeFE
2, e¢FE

2.2 Parametrizovana zlozitost

Hlavnou ideou parametrizovanej zloZitosti je preciznejSia analyza vstupu a na jej
zéklade vyjadrenie zlozitosti ako funkcie viacerych parametrov. Pomocou tychto
parametrov sa snazime vymedzit skupinu vstupov, ktoré si danym algoritmom
zvladnutelné. Rozdelime teda vstupy do skupin podl'a hodnoty nejakého parametra
tak, ze algoritmus bude polynomiélny od velkosti vstupu, ale mozno nie od tohto
zvoleného parametra. Napr. pre vstup s parametrami (n,k) dostaneme zlozitost
2%n. Pre malé hodnoty k je 2"n akceptovatelna zloZitost.

parametrizicia  Definicia 2.4 Nech U je vijpocétovy problém, I mnoZina vietkiyjch jeho (pripustngch)
vstupov. Parametriziciou U nazgvame funkciu Par : I — N taki, Ze
1. Par je vypocitatelnd v polynomidlnom case

2. pre nekonecne vela k € N je Sety (k) = {x € I | Par(xz) = k} nekone¢né.

Uvedomme si, Ze hodnota parametra "nezavisi" od velkosti vstupu v tom zmysle,
ze rovnakil hodnotu tohto parametra moézu mat vstupy 'ubovol'ych velkosti — napr.
stupen grafu, maximélny profit pri probléme plnenia batoha, ...

Parametrizaciu Par vyuzijeme pri vyjadreni zloztosti algoritmu:



Par-
parametrizovany
polynomidlny
algoritmus
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Definicia 2.5 Howorime, Ze A je Par -parametrizovany polynomiélny algoritmus
pre U, ok
1. A riesi U
2. existuje polyném p a funkcia f : N — N takd, Ze Vo € I : TimeA(z) <
f(Par(z))p(|z[)

Pri konstrukeii algoritmov sa snazime o nizky stupen polynému p a pripistame
superpolynomialitu funkcie f. Vidime, Ze p hovori o zlozitosti algoritmu pri fixo-
vanych parametroch, f urcuje, pre aké hodnoty parametra je problém zvladnutel-
ny(tractable).

Priklad 2.1 UvaZujme problém vrcholové pokrytia (VC), o ktorom vieme, Ze je to
NP-iplnyg problém. UkdZeme dva rézne pristupy k rieSeniu tohto problému.

Nech vstupom je graf G = (V, E) a hodnota k € N. Za parameter (parametriza-
ciu) vezmime mohutnost vrcholového pokrytia k. Algoritmus je zaloZzeny na dvoch
jednoduchych pozorovaniach /faktoch.

Fakt 2.4 Ak md graf G = (V, E) vrcholové pokrytie S mohutnosti k, tak S obsahuje
vsetky vrcholy stupria aspori k + 1.

Fakt 2.5 Ak G md vrcholové pokrytie mohutnosti m a stuperi grafu je zhora ohra-
niceny k, tak G md nanajvys m(k + 1) vrcholov.

VyuZijeme tieto fakty v nasledujucom algoritme — najprv do S dame vietky vrcholy,
ktoré maju prislusne velky stupefi, potom "nahrubo" (backtrackom) doprezerame
zvySok. Velkost zvysku vieme ohranicit na zaklade faktu 2.5

Algoritmus 2 VC-I

//vstupom je graf G a prirodzené &islo k
: S —{veV,k<deg(v)}
: if | S| > k then reject
else m — k —|S|;G' — Gyys
: if |V — 5] > m(k + 1) then reject
: backtrackom na G’ hladaj VC mohutnosti nanajvy$ m (uvedom si, e stupei grafu G’
je zhora ohraniceny k)
: if existuje then accept
7: else reject

=2

Pozrime sa na zloZitost tohto algoritmu.

1 O(n)

4 0O(1)

5 Hladame vrcholové pokrytie mohutnosti m v grafe, ktory ma maximalne m(k +
1) < k(k + 1) vrcholov (fakt 2.5). Pocet operacii je O(maximélny pocet hran x
pocet moZnosti pre to pokrytie)

0 (k- cmk+ 1) <m(ljn+ U)) co <k3 <k(kk+ ”)) C O(k?*)

Zhrnutim dostavame

Veta 2.6 Algoritmus VC-I je Par-parametrizovany polynomidlny algoritmus pre
problém vrcholového pokrytia.

vrcholové pokry-
tie

pristup 1
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Inym pristupom k rieSeniu problému vrcholového pokrytia je vyuZitie metody roz- pristup IT
deluj a panuj v kombinacii s nasledujucim faktom.

Fakt 2.7 Nech G = (V, E) je graf, e = (u,v) € E. Potom kaZdé vrcholové pokrytie
obsahuje aspori jeden z vrcholov u,v.

Idea je velmi jednoduché - nech G = (V, E), k € N je vstup, (v1,v2) € E Tubovolné
hrana. Oznatme G(i) ten graf, ktory vznikne z grafu G vynechanim vrchola v; a s
nim incidentnych hran. Zrejme:

(G, k) € VO <= [(G(1),k — 1) € VOV (G(2), k — 1)V C]

Takze rekurzivne dostavame zlozitost O(2%n).

2Pre dany orientovany graf s hranami ohodnotenymi nezapornymi &slami chceme najst taki
HK, ktorej cena®(teda sucet hran)®je minimélna.
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2.3 Metody zalozené na prehl'adavani stavového pries-
toru

UvaZujme taky typ tloh, ktoré mozno charakterizovat nasledovnym sposobom. Vy-
stupom tlohy je n-tica (mnozina n-tic, pripadne postupnost), ktora spliia nejaké
ohrani¢enia. Pritom pozadované rieSenie mozno napisat v tvare (z1,%2,...,%n),
kde z; € S;, kde S; je kone€éna mnozina.

Priklad 2.2 Problém n-ddm. Na Sachovnicu n xn chceme umiestnit n ddm tak, n ddm na
aby v kazdom riadku a v kaZdom stipci stila ddma a aby sa navzdjom neohrozovali. chovnici
Riesenie hladdme vo forme vektora dizky n, kde na s-tej pozicii je islo riadku, v

ktorom je v s-tom stlpci umiestnend ddma.

Inym, nevhodnym problémom, je aj problém triedenia, ktory mozno naformulovat
aj takto: ked triedime n-prvkovi mnozinu, vysledkom méze byt n-tica indexov
11,12, ...,1n, kde 7; je index j-teho najmenSicho prvku zo vstupu.

Vsetky potencidlne n-tice tvoria potencidlny stavovy priestor ulohy/priestor rie-
Seni. Vdaka kone¢nosti jednotlivych mnoZin S; je tento priestor koneény. KedZze
vSak stavovy priestor tlohy obsahuje miniméalne vSetky potencidlne rieSenia, je jeho
velkost aspon |S1| - |Sa| ... |Sml|

Kone¢nost priestoru rieSeni umoziuje hfadat pozadované rieSenie napriklad

metédou hrubej sily — vygenerujeme vSetky pripustné rieSenia a z nich vyberie-
me tie, ktoré spliiaja nami poZzadované poziadavky. Zlozitost je uréite aspon
vel'kost stavového priestoru, ¢o je vela.

Budeme sa snazit vektor budovat postupne, pri¢om pre kazdy vygenerovany zacia-
tok vektora zistime, ¢i sa da predlZit na rieSenie. M4 to ta vyhodu, Ze ak pre nejaky
zatiatok x1, s, ...,z zistime, Ze sa neda predlzit, potom minimalne

|Sk+1] - |Snl
pripadov nemusime generovat.

Podmienky, ktoré m4 rieSenie splhat, si vicsinou dvojakého charakteru

— explicitné, ktoré hovoria o x; ako takom. Speciﬁkujﬁ hodnoty, ktoré méze x; nado-
budat (z; € S;,z; < 20,...). Tieto podmienky definuju stavovy priestor problému

— implicitné, ktoré hovoria o vztahu jednotlivych z; medzi sebou (damy sa nemaju
ohrozovat, ...), resp. ktoré spliiaji nejaka ohrani¢ujicu funkciu

sa-

Priklad 2.3 Problém ¢iastoénijch sictov ciastoéné sucty

Vstup: wi,wa,...,w,, M;w;, M >0
Vyjstup: mnoZina indexov J = {i1,1a,... i} takych, Ze Y,  ;wy = M.

Co st explicitné podmienky? 1 < i;j <n
Implicitné podmienky sa viazu na medzistacty: Z?:“ wy < M

Kvoli efektivnosti algoritmov pri prehl'adavani stavového priestoru vyzadujeme
systematickost | efektivnost, ¢o vedie k pouZitiu stromov.
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Zamyslime sa nad tym, ako mame organizovat strom stavového priestoru®

byp stromu staticky : konstrukcia stromu nezévisi od konkrétneho vstupu; vrchol vyzera na

kazdej urovni rovnako — na i-tej drovni rozhodujeme o zaradeni alebo neza-
radeni w; do prislusnej sumy. KaZzdy vnitorny vrchol m4 teda prave dvoch
synov. RieSeniu odpoveda cesta z koreia do prislusného listu

dynamicky : konstrukcia stromu je zavisla na vstupe; "vzhlad" vrcholov sa lii s
aroviiou v strome. Napr: ak budeme (bez ujmy na vSeobecnosti) predpokla-
dat, Ze i1 <9 < ... < i, tak vrchol, do ktorého sme prigli po hrane oznacenej
h ma n — h synov, do ktorych ideme po hranach h+1,h+2,...,n. V tomto
pripade potencidlnemu rieSeniu odpoveda kazdy vrchol vytvoreného stromu.

2?

— 72

Na obrazku vidime dynamicky (vlavo) a staticky (vpravo) strom pre problém Cias-
to¢nych stétov pri vstupe wy = 2, wy = 5, w3 = 7. V pripade dynamického stromu
tvoria potencialne rieSenia vrcholy, ktoré st pospajané do stromu. Staticky strom
je vybudovany nad listami, v ktorych st ulozené rieSenia.

Ked mame predstavu o tom, ako by vyzeral strom stavového priestoru problému,
musime systematicky "generovat" vrcholy tohto stromu. K lep§iemu popisu budeme
uvazovat 3 kategorie vrcholov:

kategdrie vrcho- 3Strom stavového priestoru nevytvorime na zatiatku; jeho asti budeme v priebehu prehlada-
lov vania generovat, resp. navstevovat.



2.3. METODY ZALOZENE NA PREHLADAVANI STAVOVEHO PRIESTORU15

E(expand) — vrchol, ktory sa prave vybral na spracovanie

L(live) —Zivy vrchol, teda taky, ktory sme uz vygenerovali, ale eSte sa dofi budeme
vracat

D(dead) — mrtvy vrchol, ktory uz ma spracované vietky deti, resp. sme zistili, 7e
sa z neho nevieme dostat do pripustného rieSenia.

"Notoricky zname" st dva systematické postupy prehladavania stromov a grafov.
7 nich vychadzaja aj dve zakladné metody:

Branch & Bound Backtracking
U o
do &irky + orezanie do hlbky + orezanie

2.3.1 Backtracking-prehl'adavanie s navratom

Spomedzi "priestor prehladévajicich met6d" zacneme s metédou prehladévania s
navratom — tzv. backtrackingom.

Nech T(X(1),...,X(k — 1)) je mnoZina potencialnych hodnot pre X (k)

metoda

Br(X(1),...,X(k)) je booleovska funkcia, ktora dava hodnotu true prave vtedy
ked X(1),..., X(k) je alebo moze byt predizené na riesenie.

Potom met6du mozno schématicky znazornit algoritmom 3. Efektivnost tejto me-
t6dy zrejme zalezi od

— vypoctu T'(-), mohutnosti T'(+)

— vypoétu By(-), po¢tu prvkov, spliajtcich By(-).

Algoritmus 3 BACKTRACK
1: k1
2: while & > 0 do
3: if 3 X(k); X(k

€ T(X(1), ..., X(k — 1)) a Br(X(1), ..., X(k)) then
J

~

4 if X(1),...,.X(k) je cesta do odpovedového vrchola then
5: return X(1),...,.X(k)

6: k—Fk+1

7 else k — k-1

Zamyslime sa nad tym, ¢i a ako moézme ovplyvnit podet vrcholov stromu, ktoré pri
prehladévani stavového priestoru vygenerujeme.

e ak nezalezi na poradi dopliianych poloziek vysledného vektora, zda sa rozum-
né generovat polozky v poradi, ktoré zodpoveda neklesajucemu usporiadaniu
mohutnosti prislusnych S;. Intuicia za tym — ak zistime, Ze sa prvych k po-

loziek nedd doplnit na rieSenie, potom S(k,m) = |Sk41| ... |Sm| pripadov
nemusime generovaf. Chceli by sme, aby S(k,m) bolo ¢o mozno najvicsie
¢islo.

e pre zvolend postupnost i1, 4o, ..., i, skisime odhadnit, kolko vrcholov bude

treba vygenerovat. Ako? Nech pre vrchol v hibke 1 vygenerujeme m; synov
spliiajicich B;. Nahodne sa presufime do jedného z nich a zistime, kol'ko mé4
synov, spliiajucich B,. Nech je to mo ... Nech m; je po¢et synov vrchola v

skisame zmensit
velkost prezreté-
ho priestoru
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hibke i, ktori splhaji B;. Potom pocet vygenerovanych vrcholov odhadneme
ako
mi1 + mime + mimoms +...Fmime ... Mpy_1

Zopakovanim pre niekol'ko zvolenych permutacii mézme vybrat ti permutaciu,
pre ktord nadm odhad vychadza najlepsie.

opit  problém Vratme sa k problému &astoénych sictov. Predpokladame, Ze
stctov
wy <wy <...<w,,MeN

Budeme aplikovat staticky pristup. Hladame teda vektor dizky n, ktorého i-ta
polozka hovori o pritomnosti, resp. nepritomnosti w; v suéte. Ako bude vyzerat
ohranicujica funkcia?

E—1
Predpokladajme, Ze > zjw; < M
i=1
e Kedy mozme uvazovat, 7e x, = 17
- Ak Zle wiz; < M a Zle wiky + Y0 wi > M, tak ano

— Ak Zlewixi < M a Zle w;T; + w1 > M, vtedy moznost xp = 1
nemoze viest k rieSeniu a preto ju neaplikujeme.

o Kedy m()imekuvaiovat’, 7Ze X = 07
-1
Vtedy, ak >, 7wz + >0, wi > M

Oznaéme
n

k—1
S = E W; T; r = E Ww;
i=1

i=k+1

Algoritmus 4 SumSub(s,k,r)

x(k) — 1;

if s+w(k) = M then return (z(1),...,x2(k))

else if s + w(k) + w(k+1) <M then
SumSub(s+w(k), k+1, r-w(k))

if s+r-w(k)> M a s+w(k+1) <M then
X(k) <0
Sum-of-sub(s,k+1,r-w(k))

2.3.2 LC Branch and Bound

Backtracking je vlastne prehladavanie do hibky s orezanim. Ak prehlad4vanie
stavového priestoru do hlbky nahradime prehladavanim do §irky, pri¢om orezanie
zachovime, dostaneme metddu, ktorej sa anglicky hovori Branch-and-Bound.

Prehladavanie do hibky i do sirky st vlastne "slepé" metody — postup prehladavania

je dany dopredu a prili§ nezohladiiuje kvalitu ziskavaného rieSenia. Metoda LC

Branch and Bound (LC-B&B)?* sa sna#i tito "slepost" odstranit. RieSenie spociva
ohodnocujeme v urfeni inteligentnej funkcie ¢(x), ktorou ohodnotime Zivé vrcholy. Hodnotu tejto
vrcholy funkcie potom vyuzijeme pri volbe nového E-vrchola.

4Least Cost Branch and Bound
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Zamyslime sa, ¢o by tato funkcia mala odréazat/zohladiovat? Ideédlne by bolo, keby
hovorila o usili, ktoré este treba vynaloZit na to, aby sme sa z daného vrchola dostali
k odpovedi (resp. o hodnote/kvalite ucelovej funkcie, ktora z daného vrchola mozme
dosiahnut).

e pocet vrcholov, ktoré ete treba vygenerovat
e pocet trovni, ktoré nés delia od odpovede

Ak by sme na ohodnocovanie pouzili jednu z vys8ie spomenutych funkcii, na vypo-
¢et presnej hodnoty by sme potrebovali prezriet cely stavovy priestor, preto budeme
pouzivat radsej len odhad.

c(z) = f(h(z)) +g(z) , kde
h(zx) je cena dosiahnutia = z koreha
O je nejaka neklesajica funkcia
g(z) je odhad usilia do najblizgiecho odpovedového listu

Ak zvolime f(z) = 0, tak vlastne vobec neuvazujeme usilie vynaloZené na prichod do
vrchola. Zodpoveda to tomu, Ze celkom prirodzene predpokladame, ze g(z) < g(y)
ak = je synom y. Pritom sa snazime ist stale hlbgie a hlbgie a do vedlajsieho pod-
stromu sa uZ nikdy nedostaneme. Keby g(z) bola redlna hodnota a nie len odhad,
bol by to dobry pristup. Preto f(z) # 0 dava moZnost prechodu do vedlajsieho
podstromu.

Vyhladavanie, ktoré zo Zivych vrcholov vybera podla minimélnej hodnoty ¢(z) sa
vola LC-SEARCH.

BFS g(x) =0, f(h(x)) = troveir =
DFS f(h(x)) =0, g(z) < g(y) pre x dieta y

Vlastnosti LC Branch and Bound
Casto riesime optimalizatné alohy. Vieme pomocou metody LC-B&B dosiahnuf
minimum (optimum)?
Uvazujme nasledovnid funkciu
cena cesty z korena do x, ak x je list s odpovedou
c(x)=¢ oo, ak x je list bez odpovede
min{c(y) | y je list stromu s korehom x}, ak x je vnutorny vrchol
LCahko vidno, 7e ak by LC-B&B pouZivalo pri rozhodovani funkciu ¢(x), dosiahli
by sme optimalne riegenie. KedZe (z hl'adiska zlozitosti) efektivny vypocet ¢() pri
rieSeni tazkych problémov nemame, pouZzivame odhad ¢(x). PouZitie ¢(x) namiesto
c(x) vo vBeobecnosti optimélne rie§nie nedava. Plati ale nasledujica veta.

Veta 2.8 ¢(z) nech je odhad c(z) taky, Ze
() < ¢(z) & c(x) < c(z)

Potom algoritmus LC pouZivajici ¢(x) namiesto c(x) ndjde rieSenie minimdinej
ceny a skonci.

Ohranicovanie
Ak pouzivame odhad ¢(z) taky, Ze ¢(x) < c(x), tak ¢(x) vlastne dava dolny odhad.
Ak by sme mali aj horny odhad U, tak vSetky Zivé vrcholy s ¢(xz) > U moZno
vylucit. Ako ziskame U?

— heuristika

— zainajuc s oo vylepSujeme podla toho, ¢o dosahujeme

UkaZeme pouzitie pre optimaliza¢nii ilohu. Ako ¢ budeme pouzivat tcelovi funkciu,
resp. ako ¢(z) jej odhad.

vlastnosti meto-
dy LC-B &B

ohranicovanie
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2.3.3 Problém obchodného cestujticeho.

Pouzitie metédy LC-B &B ilustrujeme na probléme obchodného cestujiceho. O
tomto probléme je zname, 7e je fazky®. Dany je ohodnoteny orientovany graf re-
prezentujici mestd so vzdialenostami. Treba prejst cez vietky mesta, v kazdom, s
vynimkou §tartovacieho, treba byt prave raz. Zo Startovacieho mesta vyjdeme a po-
tom sa doi vratime. Treba minimalizovat dizku prejdenej cesty, pri¢om pod dizkou
cesty myslime stacet ohodnoteni hran, ktoré tvoria cestu. Bez ujmy na v8eobecnosti
mozme predpokladat, Ze cesta zacina a kon¢i v meste ¢.1.

Aké hodnoty pre ¢, ¢, U?

c(A)

—ak A je list, potom c(A) je dizka cesty definovanej cestou z korenia do listu A

— ak A nie je list, tak ¢(A) je cena minimélnej ceny listu v podstrome s korefiom A

Jednoduchy odhad ¢(x) je zalozeny na tzv. redukovanej matici. Hovorime, Ze

~ riadok(stlpec) matice je redukovany, ak obsahuje aspoii jednu 0 a ostatné
prvky sd nezaporné;

— matica je redukovana, ak kazdy riadok a stIpec, ktory obsahuje aspoi jeden
prvok rézny od oo, je redukovany.

Preco nés zaujima redukovani matica? Nech A je matica cien grafu. Uvedomme
si, ze kazda cesta obchodného cestujuceho (OC) obsahuje prave jednu hranu A(s, j)
pre i = k a prave jednu hranu A(4,j) pre j = k. Preto ked odpocitame konstantu
t od kazdého prvku v jednom riadku (resp. stipci) matice cien A, kazda cesta OC
sa skrati prave o t. Nemeni sa ale relativny vztah ciest. Minimalna cesta ostava
miniméalnou.

Algoritmus 5 LC-B&B - Redukcia
Nech A je (aktualna )matica cien grafu, r oznacuje cenu redukcie

1: najdi minimum r; v riadku ¢ = 1,...,n. Nech je to prvok A(i,j) na pozicii (i, )

2. r—1r—+rnr;

3: odpo¢itaj r; od kazdého prvku v riadku i. Tym na mieste A(7,j) vznikne
hodnota 0

4: ak nevznikla redukovana matica, postupuj analogicky dalej po tych stipcoch,
ktoré nie su redukované, az kym neziska§ redukovani maticu

Kazdému bodu stavového priestoru priradime redukovant maticu a cenu nasledov-
nym sposobom:

e Korehu priradime maticu red(A), ktora vznikla z matice cien vySSie popisa-
nym Algoritmom 5. Cena tohto vrchola je cena redukcie, ktorou sme vyrobili
redukovanii maticu v koreni. Uvedomme si, Zze uvedend hodnota odpoveda
tomu, Ze sa snazime z kazdého vrchola odist a do kazdého vrchola prist po
najkratsej hrane.

e Nech O je otec a S jeho syn taky, ze odpoveda zaradeniu hrany (i, j) do cesty
OC. Zaradenie hrany (i,7) do cesty OC znamen4, Ze

— nesmieme viac pouZit hranu odchédzajicu z i. Preto kazdy prvok v i-tom
riadku nastavime na oo

5Tento prblém je NP-tiplny, &o znamené, e mame dost dovodov sa domnievat, 7e prefi neexis-
tuje polynomidlny algoritmus.
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— nesmieme viac pouzit hranu prichadzajicu do j. Preto kazdy prvok v
stlpci j nastavime na oo

— ak eSte nechceme ist do 1, nastavime A(j,1) = 0o

Takto vznikla nova matica cien A; ;, ktord nemusi byt redukovana. Zredukuj-
me ju, ¢im ziskame maticu red(A;;), ktora priradime vrcholu S. Nech r (4, j)
je cena redukcie matice A;; na red(A;;) (redukujeme riadky a stipce okrem
tych, ktoré obsahuju samé o).

Potom ¢(S) =¢(0) + A(4,5) + (¢, )

Postupujeme teda tak, 7e vypocitame redukovani maticu a cenu pre kazdého syna
(branch) a pohneme sa do toho syna, ktory ma minimalnu cenu (LC).

Poznamka: Namiesto pisania hodnot co mézme odpovedajuci riadok a stlpec z
matice odstranit. V tomto pripade bude matica odpovedat uz len podgrafu indu-
kovanému doteraz nezaradenych vrcholov.

Analogicky moézme zvaZif rozhodnutie o nezaradeni hrany (i, 7) do cesty OC.

e ak X je otec a P jeho syn taky, Ze odpoveda nezaradeniu hrany (i, j) do cesty
OC, tak maticu A musime modifikovat nasledovne

— kedZe hranu (i, 7) viac nemame pouzit, nastavime A(i, j) = oo redukcia.

Takto vznikla nova matica B, ktori musime zredukovat. Uvedomme si, Ze budeme
redukovat len v tom pripade, ak povodna hodnota A(7, j) = 0. Redukovant maticu
B’ priradime vrcholu P a cenou bude ¢(P) = ¢(X) + r(i,5), kde r(4,5) je cena
redukcie potrebna na ziskanie redukovanej matice B’'.

Teraz uz mozme uvazovat aj iné stratégie

e vyber hranu, ktorej nezaradenie vedie k maximalnej cene

e vyber hranu, pri ktorej je maximalny rozdiel medzi cenou zaradenia ¢(L) a
cenou ¢(P) nezaradenia danej hrany do cesty OC

2.3.4 0/1 Plnenie batoha

Vysvetlili sme, ako metdédu LC-B&B pouZivame na rieSenie minimaliza¢nych prob-
lémov. Je moZné ju pouZif aj na rieSenie problém 0/1 plnenia batoha, ktory je
maximalizatny? TLahko vidno, ze dno. Maximalizoval Y ., p;x; je ekvivalentné
minimalizovaniu — Y ., p;z;.

Pouzime staticka reprezentaciu stavového priestoru (zaradenie x; odpoveda 1-hrane,
nezaradenie z; 0-hrane). Zrejme

— > @i, ak list x reprezentuje pripustné rieSenie
c(x)=¢ oo, ak list x neodpoved4 pripustnému rieSeniu
min{c(0syn(z)), c(1syn(x))}, ak x je vnutorny vrchol
Budeme pouzivat dva odhady - ¢(z) a u(z) - také, ze

cz) < c(x) < ulx)

Ako tieto odhady ziskame? Ak z je vrchol na trovni j, tak cesta z korena doii urcuje
nastavenie pre z;,1 < i < j. Zrejme

-1
c(z) < — Z Tipi
im1
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a preto ako horny odhad urcite mozme pouzit u(z) = —Zz;ll x;p;i.  VylepSeny
horny odhad ziskame algoritmom 6; pre ¢ = — Zl<i<]‘ pix; pouZijeme

u(z) = UBOUND(q, Z wizi,j— 1, M)

1<i<j

Algoritmus 6 UBOUND (p,w,k,M)
P—pW—uw
fort—k+1tondo

ifWH4+w, <M then W «— W +w;; P+— P —p;
return(P)

K ur¢eniu dolného odhadu ¢(z) si viimnime Algoritmus 7. Horny odhad na profit je
ziskany simulovanim greedy pristupu k rieSeniu (maximalizanej verzie) problému
za predpokladu, ze Bt > % Lahko vidno, 7Ze

1<i<y

preto ako dolny odhad pouzijeme

¢(x) = —BOUND(-q, »  wix;,j—1,M)
1<i<j

2.3.5 Zavere¢né poznamky

Vel mi ¢asté vyuZitie metoédy Branch-and-bound nachadzame pri rieSeni takych opti-
malizaénych kombinatorickych problémov, ked prehladanie priestoru potencidlnych
rieSeni sice garantuje optiméne rieSenie ale velkost prehladavaného priestoru ro-
bi problém prakticky neriesitelnym. Snahou je "zmengit" prehladavany priestor
identifikovanim tych jeho ¢asti, v ktorych sa hladané rieSenie urcite nenachadza;
hovorime tomu orezdvanie.

Priklad 2.4 Majme problém MaxzSAT: vstupom je formula F v KNF®, cielom také
priradenie o, ktoré mazximalizuje pocet splnengjch klauzil; niekedy nds zaujima len
to cislo.
Nech vstupom je formula F'
F = (371 V@)/\ (.’L‘1 V 3 \/ﬂ) A (Jﬁ\/ﬂ?g)
/\(Il VTgVZB4) A (.CEQ V 3 \/ﬂ) A (1’1 \/Tg\/l‘4)
Azg A (21 Vag) A (T1VT3) A xy

Aplikujme B& B pri roznych stratégiach generovania vrcholov (bez orezavania, do
hlbky najprv lavy syn, do hlbky najprv pravy syn, ...) V8imnime si, ako sa zvolena
stratégia prejavila na pocte vygenerovanych vrcholov.

Identifikovat oblasti, v ktorych sa optiméalne riefenie nenachadza, nie je jednoduché.
Neraz v8ak je charakter ulohy taky, Ze analyzou Ciasto¢ného rieSenia dokdZzeme
usudit, Ze kvalita kazdého rieSenia, ktoré z neho dostaneme, bude hor§ia ako nejaké
uz zname rieSenie. To je jeden z dovodov, preco sa Casto ststredime prave na fazu
predvypoctu, v ktorej sa snazime o ziskanie ¢o najlepSieho odhadu optiméalneho

6KNF-konjunktivna normalna forma/konjunkcia elementarnych disjunkci
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Algoritmus 7 BOUND(p,w,k,M)

p aktualny profit

w aktudlny sucet vah

k index posledne odstraneného prvku
M velkost batoha

vysledkom je novy profit
P—pW —w
for i — k ton do
W — W 4+ w;
if W < M then P — P+ p;
else return(P + (1 — W) X pi>
return(P)

rieSenia. Na zaklade tohto odhadu potom moézme vela vetiev v strome priestoru
rieSeni orezat.

Aké metody sa pouZivaju na ziskavanie tychto dobrych odhadov?
— Aproximag¢né algoritmy
— Relaxécia redukciou na linedrne programovanie
— Random sampling
— Lokalne prehl'adavanie
— Heuristiky (simulované Zihanie, genetické algoritmy,..)

Metéda LC-B-B postupne generuje nasledovnikov v priestore (€iasto¢nych )riese-
ni (branch), na zaklade analyzy pripustnosti a kvality najlepsieho dosiahnutelného
rieSenia oreZe vetvy, ktoré danym kritériom nepresli (bound), potom preZité prvky
ohodnoti a presunie sa do najlepgieho z nich (LC=least cost). V priebehu vypoé-
tu samozrejme ako kritérium orezavania pouzivame to lepsie z {odhad, doteraz-
najlepgie riegenie}. 7

Spomefime si aj na rieSenie problému plnenia batoha touto metdédou. vzhladom k
tomu, Ze ide o maximaliza¢ni tlohu, vyrobili sme prenasobenim tucelovej funkcie
minus jednotkou z problému ilohu minimalizaéna. Mohli by sme vSak rovnako
dobre pouZit namiesto minimalizicie maximalizaciu.

KedZe sme pouzili staticky strom, na arovni j sme rozhodovali o zaradeni/nezaradeni
prvku (w;, p;). Ako dolny odhad na korektni hodnotu ¢(x) by sme prirodzene pou-
zili doteraz zozbierany profit ) _, <i<jPii. Pre horny odhad pouzijeme na neznamu
¢ast hodnotu optimalneho rieSenia pri racionalnych koeficientoch. RieSenie pri ce-
lo¢iselnych koeficientoch lepsie byt nemoze.

Je zrejmé, Ze ak prijmeme predpoklad P # NP, tak nemozno ocakévat, ze by
uvedend metdda garantovala polynomialny €as. Ziskom nie je garantovane mensia
zloZitost v kazdom pripade, ale zniZovanie zloZitosti konkrétnych ingtancii.

2.4 Orezavanie stromu prehl'adavania
Namiesto "naivného" uplného prehladavania pouZivame nie¢o rozumnejsie, ¢o nam

zabezpedi zniZenie zlozitosti aj v najhorSom pripade. Snazime sa o zniZovanie expo-
nentu, resp. zakladu. Vplyv tychto zmien vidime v tabulke.

"Prikladom bolo riefenie problému obchodného cestujiiceho minuly semester.
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n=10 n=>50 n=100

2m 1024 | 16 cifier | 91 cifier
on/2 32 33-106 | 46 cifier
(1.2)™ 7 9100 24 cifier

2.4.1 Orezavanie a 3SAT

Vplyv orezdvania stromu prehlad4vania si vimnime na probléme® 3SAT, ked na-
miesto trividlneho prehladévania hrubou silou O(2") dostaneme algoritmus zloZitos-
ti O(|F'|1,84™). VylepSenie spo¢iva v zakomponovani informacie o znalosti hodnoty
niektorej premennej— v niektorych pripadoch nadm informacia o hodnote nejakej
premennej umozni zjednodugenie formuly F'.

F(x1 = a1,...,op = ar) oznafuje formulu, ktora vznikla z formuly F dosade-
nim hodnoty a; za premenni x;,1 < ¢ < k. V naSom pripade je F' formula v tvare
3KNF?. Ako v tomto pripade moézme vyuzit /realizovat znalost hodnoty premennej?

F(x =1) vrznikne z F aplikovanim nasledujicich pravidiel

— odstranenie vSetkych klauzil, ktoré obsahuju =
— ak v klauzule je okrem —z aj iny literal, tak -z z klauzuly odstranime
— ak klauzula obsahuje len —z, tak je formula nesplnitelné

F(x = 0) vznikne z F aplikovanim nasledujiicich pravidiel

— odstranenie vietkych klauzal, ktoré obsahuji —z
— ak v klauzule je okrem x aj iny literal, tak x z klauzuly odstranime
— ak klauzula obsahuje len z, tak je formula nesplnitelna

Vidime, ze uvedené "dosadenie" realizujeme v linedrnom Case. NavySe, dosadenie
hodnoty do formuly znizuje pocet klauzul aj pocet premennych vo formule. Oznaé-
me

B3KNF(n,r) = {F|F jeformula v tvare 3KNF nad n premennymi,
ktord obsahuje nanajvys r klauzul}.

Flx=1) € 3KNF(n—1,r—1)
Fe3KNF(n,r) = Flzx=0,y=1) € 3KNF(n—2,r—1)
Flz=0,y=0,2=1) € 3KNF(n—-3,r—1)

Nech F je 3KNF formula, (zVyVz) klauza v nej. Potom F je splnitelna prave vtedy
ak je splnitelna aspon jedna z formul F(z=1), F(2=0,y=1), F(2=0,y=0, 2=1).

Vsetky tieto tivahy vedi k pouzitiu met6dy rozdeluj-a-panuj, ktoré je realizovana
v Algoritme 8 -DC-3SAT(F).
— Korektnost algoritmu vyplyva z predchadzajacich ivah.

— Kvoli analyze ¢asu oznaéme T'(n,r) ¢as algoritmu pri vstupnej formule z
3KNF(n,r).
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Algoritmus 8 DC-3SAT(F)

1: ak F € 3BKNF(3,k) alebo F € 3KNF(m,2), tak dosadenim vsetkych hodnot zisti
odpoved

nech H je jedna z najkratsich klauzdl v F

ak H = (z) tak return DC-3SAT(F(x—1))

ak H = (z V y) tak return DC-3SAT(F(x=1))V DC-3SAT(F(x=0, y=1))

ak H = (z VyV z) tak return DC-3SAT(F(x=1))V DC-3SAT(F(x=0, y=1))Vv DC-
3SAT(F(x=0, y=0,z—1))

Trividlne plati, ze |F|/3 < r < |F|. Preto

T(3,r) <24r T(2,r)<12r T(1,7)<3r

Navyse, dosadenie F(I = a) vieme realizovat v ¢ase < 9r. Zlozitost algoritmu teda
mozme vyjadrit vztahom

Tn,r) < 24r ak n <3 alebor <2
WIS sr+Tn—1,r — 1)+ T(n—2,r — 1)+ T(n—3,r — 1)

Indukciou overime, ze T'(n,r) < 27r - (1.84™ — 1). Trivialne pripady presko¢ime;

T(n,r) < 5dr+27(r —1)(1.84" 1 — 1) +27(r — 1)(1.84"72 — 1)
+27(r — 1)(1.84"73 — 1)
< 54r +27r(1.84" 71 + 1.84772 4 1.84"73 — 3)
<27r - 184" (13 + 1o + 18143}) +27r

_ 1.84%41.84+41 n
— o7 [(LS5HEL) 184 — 1

< 27r(1.84" — 1)

Ukazali sme, 7e pre zlozitost algoritmu DC-3SAT(F) so vstupom F € 3K NF(n,r)
plati O(r x 1,84™).
O

2.4.2 Orezavanie a nezavisla mnozina vrcholov

Sustredme sa na orezavanie stromu prehladévania s cielom minimalizovat ¢as naj-
horgieho pripadu tiplného prezretia stromu pre problém nezavislej mnoziny vrcholov.

Majme graf G = (V, E), |[V| = n. Podmnozina S C V tvori nezavisli mnozinu
vrcholov, ak neexistuju hrany medzi vrcholmi z S (Vu,v € S (u,v) ¢ V). Ulohou
je pre vstupny graf G a k € S zistit, & v G existuje nezavisla mnoZina vrcholov
velkosti k.

Ozna¢me IS mnoZinu vstupov G, k takych, 7ze v G existuje nezédvisld mnoZina vr-
cholov mohutnosti &.

Pri riefeni hrubou silou prezrieme vetky k-prvkové podmnoziny mnoZziny vrcholov
a overime, ¢ ta-ktord mnozina tvori nezavisli mnozinu vrcholov. Aka je zloZitost
tohto pristupu?

Zékladnou ideou tvorenia stromu prehladdvania je robit vetvenie podla maximal-
neho stupiia vrchola.

83SAT — pre vstupnti boolovskt formulu F(z = x1,...,2y) v tvare 3KNF(konjunkcia elemen-
tarnych disjunkcii dlzky maximaélne 3) mame ur€it, ¢i existuje také priradenie a1,...,an € {0,1}
premennym Zi,...,Tn, z& F(ai,...,an) =1

9H0v0}rime, ze formula je v 3KNF tvare, ak je to konjunkcia elementarnych disjunkcii/klauzul,
pri¢om dlzka jednotlivych klauzil je nanajvys 3

nezdvisld mnoZi-
na

hrubd sila

strom prehladd-
VaNIa

trividlny pripad
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Trividlnym pripadom tohto pristupu je zrejme graf, v ktorom je maximélny stu-
peit nanajvys dva. V tom pripade graf pozostdva z cyklov a ciest (a izolovanych

vrcholov).
vetvenie Majme teda graf, v ktorom existuje aspofi jeden vrchol stupiia aspon 3. Nech v
je vrchol maximalneho stupia, vi,...,vq,d > 3 jeho susedia. Ak S je nezavisla

mnoZina vrcholov, potom st z pohladu vrchola v dve moZnosti: vrchol v alebo
patri alebo nepatri do mnoZiny S

v S ak v nepatri do S, tak mozme z grafu G odstranit vrchol v a vSetky s nim susediace
hrany a mnozina S sa nezmeni. Nazvime takto modifikovany graf G,.

(v) G

W) W S, G .

veS ak v patri do nezavislej mnoziny, zaradime ho tam, a z grafu odstranime nielen
vrchol v a s nim susediace hrany, ale aj vrcholy vy, ...,v4 a s nimi susediace hrany.
Takto modifikovany graf oznacime Gy 1,... va. Je zrejmeé, ze

(G, k) €1S < (G, k) €ISV (G, ask—1) €1S

Kedze pocet vrcholov grafu Gy, je n—1 a graf G, y1,... vg ma nanajvys n—4 vrcholov,
o zlozitosti algoritmu zalozenom na vysSie uvedenom pristupe potom plati:

T(n) < Tn—1)+T(n—4)+0(n+m) (2.1)

Ozna¢me O*(T(m(x))) triedu O*(T(m(x)) - p(|x])), kde p() je polyném. Potom
riefenim rekurentnej nerovnice (2.1) je T'(n) = O*(1.8303™).

2.4.3 Orezavanie a minimalny bandwidth

Majme graf G = (V, E) s n vrcholmi. Linedrnym usporiadanim rozumieme bijektiv-
ne zobrazenie f : V — {1,...,n}, ktoré mozno vnimat ako vnorenie vrcholov grafu
na ¢iaru. Pri fixovanom vnoreni f mozno kazdej hrane (u,v) € E povodného grafu
G priradit tzv. stretch ako vzdialenost koncovych vrcholov na ¢lare: |f(u) — f(v)].
Nésledne toto vnorenie urcuje tzv. bandwidth b grafu G, ¢o je maximum stretch
faktorov uvazované cez vSetky hrany grafu.

b = max{[f(u) = f(v)] | (u,v) € E}

Ulohou je k danému vstupnt grafu G = (V, F) najst linearne usporiadanie/vnorenie
bandwidth prob- f, ktoré minimalizuje bandwidth b.

lém
.y RieSenie hrubou silou je zloZitosti O*(n!) — preverime vSetky permutacie vrcholov
hrubd sila . . PR .
a vezmeme to usporiadanie, ktoré minimalizuje bandwidth.
orezanie Kde moZno Setrit? Potencialne rieSenie budujeme postupne, pri jeho konstrukcii

postupne urezdvame vetvy, ktorych bandwidth je uréite viac ako b. Ulohu trochu
zmenime - pre konkrétnu hodnotu b budeme hTadat také vnorenie, ktorého ban-
dwidth je nanajvys b. RieSenie pévodného problému ziskame postupnym spt§tanim
algoritmu pre hodnotu b = n,n —1,... dovtedy, kym nejaké vnorenie najdeme.
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Kvoli jednoduchosti predpokladame, Ze m,b st mocninami dvojky'®. Algoritmus
pracuje v dvoch fazach:

1. rozdelime mnozinu vrcholov na 2n/b podmnozin velkosti b/2, pri¢om i-ta
podmnozina V; obsahuje vrcholy, ktoré sa v konStruovanom vnoreni zobrazia
do intervalu/mnoziny I; = {(i — 1)b/2+1,...,ib/2}

2. usporiadanim jednotlivych mnozin sa snazime skon§truovat pozadované uspo-
riadanie.

Cielom prvej fazy je rozlozenie mnoziny vsetkych potencidlnych usporiadani na konstrukcia pod-
nanajvys n - 5"~ ! podmno#in takych, 7e v kazdom z nich je pozicia jednotlivich mnoZin
vrcholov uréend s presnostou £b/2.

2n/b segmentov

b/2 v

Obrazok 2.1: Cielom prvej fazy je urcif pribliznt polohu vrcholov na priamke.
Vrchol v, sused uz zaradeného vrchola u, méze byt umiestneny do jedného z piatich
susediacich segmentov.

Dosiahneme to nasledovne:

e Vezmeme néhodny vrchol v € V' a zaradime ho (potencialne)do kazdého 7z in-
tervalov/segmentov Iy, ..., I5, ;- na prvej urovni stromu prehladévania mame
teda 2n/b vrchlov vy, ..., va, /4.

e Postupne umiestiiujeme suseda v uz zaradeného vrchola v do v8etkych seg-
mentov, ktoré nie st prili§ daleko: ak u € I; tak v € {L;_o, I;_1, I;, i1, Liy2}
Pri zaradeni u do segmentu dbame na to, aby sme do zZiadneho segmentu ne-
priradili viac ako b/2 vrcholov a aby Ziaden z uZ zaradenych susedov s vrchola
u nelezal v prili§ vzdialenom segmente. Potrebujeme zaradif n — 1 vrcho-
lov, kazdy méa nanajvy§ 5 moznosti, preto je kazdy z vrcholov vi,...,va,
korefiom stromu hibky n — 1 s nanajvys 57! listami.

Konstrukcia podmnozin sa realizuje v ¢ase O*(5™). ¢as prvej casti

V kazdom z vytvorenych listov spustime overenie toho, ¢i vrcholy v jednotlivych gperenie
segmentoch vieme usporiadat tak, aby celkové usporiadanie vrcholov zachovalo ban-

dwidth b. Postupujme po segmentoch zlava doprava. Vrcholy sme do segmentov
umiestnili tak, ze pre kazdy vrchol u zo segmentu V;, ktorého sused v umiestneny

v segmente V; plati: |7 —i| < 2.

Uvazujme teda tri susedné segmenty A, B, C, kazdy velkosti b/2. Nech vrcholy v
ramci segmentov usporiadame akokol'vek, bude stretch hran medzi vrcholmi v ramci
A, resp. B, resp. C nanajvys b/2; tieto hrany kontrolovat netreba, mozme ich z
grafu odstranit. Podobne, stretch hran s jednym vrcholom v A a druhym v B je
nanajvys b, tieto hrany tiez mézme odstranit. Musime kontrolovat hrany medzi A a
C. V poriadku st hrany medzi vrcholmi v pravej ¢asti A a lavej ¢asti C, tie mozme
odstranit. Zlé si hrany medzi Tavou ¢astou A a pravou Castou C, tie sposobia
orezanie. Ostatné hrany treba kontrolovat vzhladom ku konkrétnemu usporiadaniu
vrcholov v rAmci prislusnych casti A, C.

10domyslite detaily pre pripad, ked tomu tak nie je
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Obréazok 2.2: Znéazornenie dobrych, zlych a potencidlne dobrych hran.

Korektné usporiadanie segmentov A a C existuje prave vtedy, ked existuje rozde-
lenie segemtnov A,C na lavi a prava ¢ast tak, Ze existuje korektné usporiadnanie
Tavych casti a sacasne existuje korektné usporiadanie pravych ¢asti. Problém kon-
troly hran medzi segmentami A a C, resp. medzi segmentami na neparnej pozicii,
sme redukovali na kontrolu hran medzi lavymi ¢astami segmentov A a C a pravymi
¢astami tychto segmentov; analogicky pre segmenty na parnych pozicidch.

Pre v8etky umiestnenia vrcholov do lavej a pravej polovice svojho segmentu pre-
verime, ¢i nie st porusené podmienky na velkost bandwidth (dlzka hrany vicgia
ako b). KedZze kontrola pre segmenty na parnych poziciach je nezéavisla od kontroly
segmentov na lavych pozicidch, mozme postupovaf rekurzivne: Oznatme T'(k) zlo-
Zitost overenia korektného dousporiadania k prvkov. Potom zloZzitost rekurzivneho
overovania vyjadrime nasledovne:

T(k) <28 (T(k/2) + T(k/2)) T(k) = 0(4%)

cas druhej casti 'V druhej ¢asti sme kontrolovali O(5™) pribliznych usporiadani, ¢as kontroly kazdého
z nich je O(4%).

celkovy cas Sucet casov vedie k celkovej zlozitosti

O* (5™ - 4™) = 0*(20")

2.5 Predspracovanie

Ked'ze 8pecialne pripady maju ¢asto lepsiu zlozitost ako vieobecné, pociatoéné pred-
spracovanie vstupov ¢asto pomdze znizit zlozitost. Samozrejme, nemozme za pred-
spracovanie zaplatit prili§ vela.

I Na zahriatie uvazujme nasledovny jednoduchy problém.
k? ~ klogk vstup: Tlyeoos Tk YLy e« Yk S

3 1, existuje dvojica indexov i, : z; +y; =S
vystup: { 0, inak. J J S

Trivialny algoritmus generuje vietky dvojice indexov, preto vedie k zlozitosti O(k?).
Ak si najprv y-ova postupnost utriedime, tak ku kazdému z; hfadame v utriedenej
postupnosti y; také Ze y; = S — x;. Zlozitost sme znizili na O(klog k).

II Uvazujme "dvojrozmerni verziu" predchidzajuceho prikladu:
kQ’V“?klng’ VStUP5 (xlayl)a"'v(xkvyk);zla'"azk;W

3 1, Vz,; je maximalne také y; : x; + z; < W
vystup: { 0 inzikj. Yii itz
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Trivialne rieSenie hrubou silou preveri O(k?) moznosti.

Hovorime, Ze bod (z;,y;) dominuje bodu (z;,y;) ak plati, ze (z; < x;) A (y; > y;). predpspracovanie
Standardnymi metodami pocitacovej geometrie ndjdeme mnozinu dominujicich bo-

dov, tieto utriedime podla z-ovej siradnice a ku kazdému z; binarnym vyhladéava-

nim najdeme najvicsie x; také, 7e x; < W — z;. Tym sme ziskali aj hodnotu ;.

Zlozitost sme pritom znizili na O(klogk).

2.5.1 Problém ¢iastoénych sii¢tov - SubsetSum problem
A teraz uvazujme NP-fazky problém Gastoénych suctov:
vstup: al,...,0n; S
- R : . P =
vystup: { (1)’ izlnlalz {L.on}:derai =5

Metoda hrubej sily vedie k zlozitosti O(2™).
Predspracovanie vlastne spociva v redukcii na predchadzajici problém. predspracovanie

e Rozdelime mnozinu indexov J = {1,...,n} na dve mnoziny:
J=A{1,...,[n/2]|}, Jo ={[n/2],...,n}
e Nech X je mnoZina v8etkych moznych suc¢tov prvkov s indexami z J;; analo-
gicky Y st st¢ty podmnozin prvkov s indexami z Ja.
— v ¢ase O(2"/?) sme dostali mnoziny mohutnosti 2"/2

e Chceme S; € Ji, Sy € Jy tak, aby S; + S2 = 5, ¢o je vlastne problém I:
utriedime v ramci X a potom ku kazdému y; € S; hladdme X; = S — y;.

e T(n) = 0(2"/?) + 0(2"/?1og 2"/?) + O(2"/?log 2"/?) = O*(2"/?)

Uloha: Vyuzite metédu predspracovania pri riefeni 0/1-KanpSack problému
(problém plnenia batoha s koeficientami 0,1)

2.6 Lokalne prehl'adavanie

Metoda lokalneho prehlTadévania sa pouZiva pri rieSeni optimaliza¢nych tloh. Pries-
tor riefeni zorganizujeme tak, aby pre kazdé rieSenie bola uréend mmnozinu jeho
susedov. Potom sa hybeme v tomto priestore cez mnoziny susedov tak, aby sme
v kazdom kroku rieSenie vylepgili. Pri takomto prehladévani skon¢ime zrejme v
lokalnom optime. Na ¢o sa pri uvedenej metode treba sustredit:

e Ako ziskame startovaci bod? Casto pouZzijeme nejaka rychlu heuristiku.
Niekedy sa vyuziva aj viacnasobné spustenie LSS z ndhodne vygenerovanych
Startovych bodov - potom hovorime o multistart local search

e Ako definujeme mnozinu susedov? Uvedomme si, Ze vypocitat suseda ne-
smie byt velmi zlozité. Tiez by t4 mnoZina susedov nemala byt prili§ velka,
kedZe ju pri vybere nasledujticeho kroku chceme prezerat

e Ako uréime nové rieSenie? Zvykna sa pouZivat dva zakladné pristupy

— prvé lepsie (first improvement)

— najlepsie spomedzi susedov (best improvemenet)
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Formaélnejsie. Nech x je vstup do optimalizatného problému U, M (z) oznacu-
je mnozinu pripustnych riegeni. Definujeme susednost ako funkciu f, z M(z) do susednost
Pot(M(z)), kde Pot(A) oznatuje vitky podmnoZiny mnoZiny A. Vyzadujeme, aby

1. a€ fy(a) Yae M(z)
2. BE fula) = a € f(B) / Jsymetria
//od tejto podmienky niekedy upustame
3. Vo, € M(z) Ik, v1,...,7% € M(x) tak, ze
M € fala),Yit1 = fa(7i), B = folk) //dosiahnutelnost

Susednost f, prirodzene definuje graf susednosti

Gr@).f. = (M), {(e, Bl € fu(B), 0 # B0, 8 € M(x)})

M4 tiez zmysel hovorit o vzdialenosti dvoch rieSeni vzhl'adom k susednosti f, ; vzdia-
lenostou dvoch rieSeni rozumieme dlzku cesty, ktord ich v grafe susednosti spaja.
Tuato vzdialenost oznacime dist

Schému lokalneho prehladévania podla susednosti f, mozno nacrtnut takto:

Algoritmus 9 LSSy,
1: najdi pripustné riesenie o € M (z)
2: while « nie je lokdlne optimum do
3: najdi 8 € fz(«) s lepsou cenou
4: a—
5: return o

Co myslime lokdlnym optimom? Nech U je optimaliza¢ny problém s tcelovou fun-
lokdlne optimum kciou cena, ciel € {max, min} urcuje, ¢i ju chceme minimalizovat alebo maximalizo-
vzhladom k f,  vat. Potom hovorime, Ze pripustné rieSenie o € M (x) je lokdlne optimum vzhladom

k f. ak

cena(a) = ciel{cena(B) | B € f.(a)}

pouZitie LSS LCahko vidno, %e k popisu algoritmu LSS pre rieSenie nejakého problému vé¢sinou
staci popisat susednost f, ()

Fakt 2.9 KaZdy algoritmus lokdlneho prehladdvania, ktory je zaloZenyg na LSS, dd
na vistup pripusiné riesenie, ktoré je lokdlne optimdlne vzhladom k pouZitej sused-
nosti fy.

Co vieme povedat o zlozitosti riefenia problému pouzitim Algoritmu LSS? Zlozitost
zrejme ovplyviiuje
e zlozitost vypoctu lokdlneho optima //presnost vs. Cas
e pocet iteracii while cyklu
// Ak riesime problém s celoéiselnou u&elovou funkciou,

// znamena kaZdé opakovanie vylepSenie aspoii o 1.

TSP Priklad 2.5 UvazZujme problém obchodného cestujiceho a dve riesenia zaloZené na
dvoch rézne definovangch susednostiach
2-exchange z emistujicej HK(pripustného riesenia TSP) odstrinime dve hra-
ny (a,b), (c,d) také, Ze |{a,b,c,d}| = 4. Tieto dve hrany nahradime hranami
(a,c), (b,d).

3-exchange z existujicej HK odstranime 8 hrany a nahradime ich ingmi (nie
nutne odlisngmi) tromi hranami
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Algoritmus 10 KL-LSS (s variabilnou hibkou)

1: najdi pripustné riefenie a = (p1,...,pn) € M(z)

2: zlepsenie < true

3: exchange «— {1,...,n};j < 0;a; — «

4: while zlepsenie do

5: while exzchange # () do

6: je— g+l

7 aj < rieSenie z fr(a), ktoré optimalizuje zisk(aj—1,05) a od aj—1 sa lisi len
v paramteroch z exchange

8: exchange «— exchange/parametre, v kt. sa lidia a;_1, o

9 vypoditaj zisk(o, ;) pre i =1,...,]

10: vypocitaj £ € {1,...,j} take, ze zisk(a, a¢) = max{zisk(a, ;)i =1,...,5}
11: if zisk(a, a¢) > 0 then

12: oy
13: exchange — {1,...,n}
14: else zlepsenie «false

15: return «

SAT Priklad 2.6 Pri hladani spliiajiceho priradenia pre boolovski formulu F(xy, ..., x,)
je susedom vektora hodnét o = (o, ..., an) taky vektor hodndt, ktory vznikne zme-
nou prave jedného bitu ! v riesent a.

Uzkym miestom v metode LSS je to, ze sa hybeme len v okoli momentélneho riese- Kernighan-Lin
nia, pricom trvdme na tom, aby sa rieSenie stale vylepSovalo. UvaZovala sa takd mo- prehladdvanie

difikicia, Ze v jednej iteracii prezrieme okolie riesenia do nejakej vzdialenosti/ hibky s variabilnou
— prehladdvanie s variabilnou hlbkou. Predpokladame taky typ optimalizatného Albkou
problému, pri ktorom rieSenie vieme popisat zoznamom 3pecifikacii (pi1,...,pn)-

Nech pre vstup z je M (z) mnozina pripustnych rieSeni. Potom
fila) = {8 € M(x) | disty, (o, B) < k}

je mnozina rieSeni, ktoré z riefenia « vieme ziskat postupnym aplikovanim niekol-
kych, nanajvys v8ak k, lokalnych transformaécii na a.
Nech «, 8 st pripustné rieSenia, cena ucelova funkcia. Definujme

zisk(a, B) = cena(a) — cena(3)

Potom v jednom "kroku" aplikujeme nanajvys n lokalnych transformaécii, pri¢om

e Ak zafneme s pripustnym rieSenim o = (p1, ..., pn), tak pre vysledné pripust-
né rieenie v = (q1,...,qn) plati, Ze ¢; # p;

o Ak ap, a1, ..., je vytvarand postupnost pripustnych rieSeni, tak ag=c,
am="7 a

1. zisk(oy, air1) = max{zisk(c;,0) | § € fu(ay)}
2. ak sa v i-tej iteracii zmenil parameter p;, tak p; sa v Ziadnej d'al3ej iteracii
nezmeni

e Po vytvoreni postupnosti ag, a1, ..., qy sa a nahradi tym «;, ktoré optima-
lizuje zisk(a, a;). Ak je to zmena k lepsiemu, pokracujeme dalSou iteraciou.
Ak nie, vystupom je a.

Niekol'ko krokov nespravnym smerom moze byt eliminovanych jednym krokom spréav-
nym smerom. Na hladanie najlepgieho rieSenia v priestore f¥(a) pouzivame greedy
pristup.

U Hamingova vzdialenost vektorov je 1



30KAPITOLA 2. DETERMINISTICKE METODY NA RIESENIE TAZKYCH PROBLEMOV

Uvedomme si, ze KL-LSS algoritmus sa drzi greedy pristupu, ¢o zabraiuje tomu, aby
sme pri hl'adani suseda pre « mali ¢as exponencialny od |a|. TakZe zloZitost jedného
vylepgenia je O(n-t(|c)| fz()]), pri¢om funkcia f hovori o zloZitosti realizacie jednej
transformaécie.

UkéaZzeme aplikaciu prehladavania s variabilnou hikou na dvoch problémoch. Zatne-

me problémom miniméalneho vyvazeného rezu:

Vstup: graf s ohodnotenymi hranami G = (V, E, ¢)

Vystup: rozdelenie mnoZiny vrcholov na disjunktné rovnako velké podmnoziny
V1, Vs, ktoré minimalizuji cenu hranového rezu

KL-LSS o mini-

. o e Nech Vi, V5 je pripustné rieSenie. Lokalna transformacia spoéiva vo vybere
mdlny  vyvdZeny

dvoch vrcholov a € Vi,b € V5 a ich vzdjomnej vymene
rez

e Aplikiciou vymeny a «— b sa zniZ%i/zmeni cena rezu o hodnotu A(a,b)

A(a,b) = Z cla,v) — Z c(a,v) + Z e(b,v) — Z e(b,v)

{av}eE {a,v}€E {buleE {buteE
veVa\{b} vevy veVi\{a} veVy

e nové pripustné rieSenie je najlepsie spomedzi tych, ktoré ziskame postupnostou
n zamen

Algoritmus 11 iterdcia Min-Balanced-Cut

//predpokladamne, Z%e nejaké rozdelenie Vi, V2 uz méame

Ui «—V1;Uz — V2
X~V
for i=1,n do

vyber vrcholy a; € Ui ()X, b; € U2 X pre kt. je A(a,b) maximalna

U « (U \{ai}) U{bi}

Uz — (U2 \ {bi}) U{ai}

X — X \ {ai, bl}
vyber k maximalizujice >, A(as, b;)
aplikovanim postupnosti zmien a; < b;, ..., ar < br na Vi, Vs ziskaj V{, V3
return (V{,V3)

—
<

KL-LSS a TSP  Druhym prikladom pouZitia metody prehladavania s variabilnou hibkou je pouzitie
pre TSP'2. Vychadzame z existujicej hamiltonovskej krunice a. V iteracii sa
snaZzime najst dve rovnako dlhé postupnosti hran také, Ze jedna z nich obsahuje len
hrany z o a druh4 zas len hrany mino «, pri¢om ich vzijomna vymena zachova
HK (o ~ &) a znizi jej cenu. Hladame teda C = (p1,q1),..., Pk, qr), C' =
(s1,t1),- .., (sk, tx) tak, ze

1. pi,q; st v asusedné, 1 <i <k

Si,t; nie s v a susedné, 1 <i <k

g =5, 1<i<k

ti=piy1, 1 <i< k-1

ly =D1

a\ CUC vytvori nova HK o kratgej dizky

O Ok N

kvalita vs. zlogi- Ak mame NP tazké problémy, nemdzme ocakavat, ze by metoda lokalneho prehla-
tost davania viedla k polynomidlnemu rieSeniu. Jej zlozitost mozme vyjadrit ako

(¢as hladania v mnozine susedov) x (pocet vylepseni)

12problém obchodného cestujiceho
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Algoritmus 12 iteracia TSP

1: A=0,k=1, (p1,q1) je dvojica vrcholov susednych v «

20 C—{(p1,q1)}; 81— qu, i1

3: loop najdi vrcholy z,y susedné v o také, ze

4: nepatria do C

5: ak i+ 1 hran (p1,q1), ..., (Pk,qx), (x,y) nahradime hranami (s1,t1), ..., (si, ),

(y,p1) tak z a vznikne HK o'

6 A+ c(pi, @i) + c(z,y) — c(p1,y) — c(si,x) >0
7 if také z,y existuji then
8
9

ti =pit1 =, git1 = Siy1 =y, bk —i+1
: i— 1+ 1
10: if k > 1 then substituuj v a k hran (p1,q1), ..., (Pk,qr) za (s1,t1), ..., (Sk,tx)

11: return(c)

Mohli by sme sa pytat

Pre ktoré NP tazké problémy moézZme ndjst susednost f, polyno-
midlnej velkosti tak, aby LSSy, ddvelo vZdy optimdine rieSenie?
(pozor, nehovorime o polynomialite celého riesenial)

Definicia 2.6 Nech U = (I, Sol, cena, ciel) je optimalizacny problém, [ urcuje su- presng  sused-
sednost/okolie na U. Hovorime, Ze f je presna susednost/okolie, ak V € I je kazdé nost(okolie)
lokdlne optimum pre x podla f, optimdlnym rieSenim pre x.

Susednost [ je polynomidlne prehladavanie ak existuje polynomidlny algoritmus, polynomidlna
ktorg Vo € I a Vo € Sol(x) ndjde jedno z najlepsich pripustnijch rieseni v fo(o).  prehladdvanie

Uvedomme si, ze polynomialne prehladévanie nezarucuje polynomialnu velkost
mnoziny susedov!

Dalsou zmysluplnou otazkou je otazka existencie presnej susednosti pre U, ktora by
bola aj polynomialnym prehladavanim. Kladnéa odpoved by hovorila, Ze vSetko za-
lezi od poc¢tu iteracii. Negativna odpoved zas znamena, Ze nevieme polynomialnym
prehladavanim garantovat optimélne riesenie.

Existuji metody, ako dokdzat, ze problém je z hladiska lokélneho prehladavania
tazky. Prva vyuZiva pojem ohranicenej ceny.

Definicia 2.7 Nech U = (I, Sol, cena,ciel) je celociselny optimalizacényg problém.
Hovorime, e U md ohraniCent cenu, ak VI € I Int(I) = (i1,...,in),%; € N

cena(a) < 227 pre a € Sol(I)
j=1

Uvedena podmienka je celkom prirodzené, vic§inou je ohrani¢ujuca funkcia sa¢tom
nejakej podmnoziny hodnot zo vstupu.

Analégiou triedy NP pre optimaliza¢né problémy je trieda NPO.

Definicia 2.8 Nech U = (I, Sol,cena,ciel) je optimalizacny problém. U € NPO NPO
ak platia nasledovné podmienky:
1.IeP
2. existuje polyndm p taky, Ze
~Veel,ye M), |yl <p(lz) )
— existuje polynomidlny algoritmus, ktory Vx € I ay € 3% dizky |y| < p(|z|)
rozhodne, ¢iy € M(x)
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3. tcelovd funkcia cena sa pocita v polynomidlnom case

Ak pre NPO problém existuje deterministicky polynomialny algoritmus, ktory po- PQ
¢ita optimalne rieSenie, potom problém patri do PO.

Veta 2.10 Nech U € NPO je celociselny optimalizaény problém s ohranicenou ce-
nou taky, Ze existuje polynomidlny algoritmus B, ktory kaZdému vstupu vypocita
nejaké pripustné rieSenie. Ak P # NP a U je silno NP-tazky, tak pre U neexistuje
presnd susednost, ktord je polynomidlnym prehladdvanim.

Doékaz: Kvoli sporu predpokladajme, Ze existuje presné okolie, ktoré je polyno-
midlnym prehladavanim. Podla definicie existenciu polynomiélneho prehladavania
potvrdzuje existencia polynomiilneho algoritmu A, ktory pripustnému rieSeniu a v
polynomiédlnom ¢ase vypocita nezhorSené pripustné rieSeni 8. Vyuzijeme algoritmy
A, B pri konstrukcii pseudopolynomiélneho algoritmu pre silno NP-fazky (minima-
liza¢ny) problém U. Vieme, Ze existencia pseudopolynomialneho algoritmu pre silno
NP-tazky problém potom vedie k sporu s predpokladom P # NP.

Algoritmus 13 Ay — pseudopolynomialny algoritmus pre silno NP-tazky problém

1: pomocou B najdi pripustné rieSenie a < B(x)
2: 0 — A(a)

3: while a > (8 do

4: a«—f3

5: 8 — A(a)

6

: return o

e Kedze U € NPO, je dizka |a| polynomialna od dizky vstupu |z|.
e Algoritmy A, B st polynomiélne, preto si polynomiélne aj od |z|

e Nech Int(x) = (i1,...,in). KedZe U je celo¢iselny problém s ohrani¢enou ce-
nou, cena pripustného riesenia € {1,2,...37_, i;} = {1,2,...nxMaxInt(z)}.
Kazdé vylepSenie znamené vylepSenie aspon o 1, preto je pocet iteracii nanaj-
vy$ |z| x MaxInt(z)

d

Dosledok 2.11 Ak P # NP, tak neexistuje presnd susednost, ktord je polynomidl-
nym prehladdvanim, pre Ziaden z problémov TSP, A — TSP

suboptimdlny Definicia 2.9 Nech U = (I, Sol, cena, ciel) je optimalizacnyg problém z NPO. Pre
rozhodovaci U definujeme suboptiméalny rozhodovaci problém

problém
SUBOPTy = {(z,a) | x € I, € Sol(z) a o nie je optimdlne}

Veta 2.12 Nech U € NPO. Ak P # NP o SUBOPTy je NP-tazky, tak pre U
neexistuje presnd susednost, ktord je polynomidlnym prehladdvanim.
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2.7 Heuristiky zaloZené na lokadlnom prehl'adavani

Metodu lokalneho prehTadévania vyuZivame najmi pri rieSeni optimaliza¢nych tloh.
Opakovanie jednotlivych iteracii umoziiuje prechod od jedného pripustného riegenia
a k druhému 3 vtedy, ak tento prechod znamené zlepSenie. Tento princip je mierne
poruseny pri prehladavani s variabilnou hibkou, ked niekolko pokusov v ramci jed-
nej iteracie umoziuje uvazovat aj doCasné zhorSenie. Princip do¢asného zhorsenia
vyuzivaja aj heuristika simulovaného Zihania, genetické algoritmy a tabu search.

2.7.1 Simulované Zihanie

V najjednoduchsej verzii tejto metody je definovana (potencidlne nekone¢na) po-
stupnost t1,%9,..., t; > 0, prahovgch hodnét, ktoré ur¢uju podmienky na pre-
chod rieSenia « k rieSeniu . V k-tom kroku algoritmu lokilneho vyhladavania
(predpokladame, Ze mame problém minimalizacie) je tento prechod umoZneny, ak
cena(B) — cena(a) < tj. Pozitivna hodnota t; umoziuje akceptovat aj zhorsenie,
nulovy prah zas definuje tlohu lokélneho prehladavania.

Vo vSeobecnosti vyuZivame postupnosti, v ktorych prahové hodnoty monoténne

klesaji. NavySe, pre kazdé € > 0 existuje také i, ze t; < e. Vypocet konéi po k

krokoch, ak pre aktualne pripustné rieSenie « a vietky s nim susediace pripustné pravidlo ukonce-
rieSenia (3 je cena(B) — cena(a) > tgy1. nia

Ak prechod od lepgieho rieSenia k horSiemu akceptujeme s pravdepodobnostou in-
verzne proporcionalnou rozdielu cena(8) — cena(a), resp. s pravdepodobnostou t;,
hovorime o simulovanom Zihani. Nazov metédy sivisi s podobnostou s fyzikalnym
procesom 7ihania(kalenia).

Metoéda ma Styri volné parametre, ktorych vhodné nastavenie ovplyviuje tspes-
nost. Nastavuji sa vi¢ginou experimentalne v procese ladenia metody. Okrem toho parametre
uréujeme aj podmienku ukonéenia:

t-teplota

r-rychlost znizovania teploty

{-pocet testovanych prvkov v okoli

A-kritérium ukonéenia

Algoritmus 14 simulované Zthanie

//predpokladdme vstupni instanciu  minimaliza¢ného problému U
1: 7« 1; s « pociatoné pripustné rieSenie
2: repeat
3: for ¢ krat do

4: vyber nenavstivené s’ € M (z)

5: § « cena(s’) — cena(s)

6: if 6 <0 then

7 5 s )
8: else s « s’ s pravdepodobnostou e
9: T 7T
10: until A

11: return s

2.7.2 Genetické algoritmy

Motivéaciou pre tento typ heuristiky je biologia. Geneticky algoritmus udrziava
populdciu rieSeni, ktorad sa vyvija cez generdcie. V kazdom kroku sa nova poplulécia
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danej velkosti maximalne N generuje z povodnej, pri¢om susednost sa definuje
nihodnym aplikovanim pravidiel motivovanych genetickymi zmenami, ako mutécia,
krizenie,... Do dal8ej generacie prechadzaju najsilnej$i jedinci. Této metdda je
vhodna aj na paralelné spracovanie.

Typicky sa nova generacia pocita v troch fazach:
Vyhodnotenie Kvalita riesenia v populécii sa vyhodnoti vhodne definovanou funkciou
kvality

Vigber Riegenie prechadza do novej generécie s pravdepodobnostou amernou jeho kvalite

Generovanie no- Ak do novo vygenerovanej generécie preslo menej ako uréeny pocet N jedincov /rieen,
vych riesend tak sa generacia doplni o nové rieSenia, ktoré vznikna rekombinéciou (crossover)
resp.modifikiciou (mutation) niektorych rieeni.

RiesSenia udrziavame vicsinou ako binarne refazce. Operacie sa potom realizuju
nasledovne

crossover nova dvojica refazcov (i, 32 vznikla z rieSeni «q,as zdmenou prefixu
refazca oy dlzky ¢ za suffix refazca aq dlzky ¢ pre ndhodne vygenerované i,
1< < an] = o]

mutation bit po bite sa kazdy bit s danou pravdepodobnostou preklopi

minimdlny vyvd- Rez je urceny rozkladom (Vi,V2) mnoziny vrcholov V' = {v1,...,v2,}. RieSenie
Zeny rez udrZiavame ako bindrny vektor a dlzky 2n, kde a; = 1 znamen4 prislusnost v; do
V1, a; = 0 zas indikuje prislugnost v; do V5.

Kvalita rieSenia je dana funkciou ¥

2n 2n 2n
U(a)=C— chﬁai(l —aj)+ Kln — Zai|
i=1 j=1 i=1

kde ¢;; je cena hrany (v;,v;), K je dostatolne velkd konstanta, ktorej tlohou je
znizit kvalitu nepripustnych rieSeni a C' je konStanta, ktord umoziuje kvalitu ma-
ximalizovat.

2.7.3 Tabu search

Podobne ako pri simulovanom Zzihani sa pri prehladavani okolia moézme nahodne
rozhodnit o akceptovani horSieho rieSenia, sofistikovanejsie je prehladavanie.

1. pre riesenie s oznacuje A(s) mnoZinu transformacii, ktoré sa nai mozu ap-
likovat. Funkcia o* definovana na podmnozinach S C A(s) vrati najlepsiu
transformaciu o*(S5) € A(s)

2. Poéas vypoctu si udrziavame mnozinu 7 zakézanych transformacii. Velkost
tejto mnoziny urcuje parameter t.

3. V kazdom kroku pozname najlepsie doteraz najdené rieSenie. Najdeme najlep-
gie rieSenie, ktoré vieme dostat z aktuédlneho rieSenia aplikovanim povolenej,
teda non-tabu operacie. 7 aktualizujeme.

4. Vypocet kondi, ked A(s) =7 alebo sme v predchadzajicih k krokoch nenasli
zlep8ujice rieenie.

Priklad 2.7 UwvazZujme problém k-min-tree: V neorientovanom ohodnotenom grafe
G = (V,E,c), kde ¢ je funkcia, ktord kaZdej hrane urcuje cenu, mdme identifikovat
podstrom minimdinej ceny s k hranami.
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1. greedy Metodou ndjdeme nejaké pripustné riesSenie: zacneme s hranou mini-
mdlnej ceny a priddvame postupne hrany s monoténne rasticou cenou tak, Ze
strom narastd. Hodnotu aj strom si pamdtdme ako najlepsie riesenie (T, c(T™)).

2. Treba urcit susednost, resp.mnoZinu povolengch operdcii. Vychddzame z ope-
rdcie swap, ktord robi vymenu hrany zo stromu za hranu nestromouvi, priéom
do operdcie vstupuji len "netabuizované” hrany. Muyslime tym hrany, ktoryjch
stav nie je Tabu-aktivny, resp. si mimo mnoZiny TABU. (Mohli by sme uva-
Zovat aj iné kritérium, ked by swap bol zakdzany len vtedy, ked si obe hrany
tabu-aktivne.)

UvaZuje sa staticky swap-ked sa nemeni mnoZina vrcholov stromu a dynamic-
ki, ked mnoZinu vrcholov menit moZme.

3. Ak najlepsi swap vedie k zniZeniu ceny, nové riesenie akceptujeme a ak je jeho
cena lepsia ako doteraz najlepdia, zaktualizujeme (T, c(T*)). Ak nedoslo k vy-
lepSeniu momentdlneho rieSenia, nastavime hrany, ktoré sa swapu zicastnili,
ako tabu-aktivne s vhodnou dizkou trvania £. Pre hranu, ktord sme odstra-
fiovali, hodnota ¢ uréuje, kolko nasledujicich kol ju neméoZme vloZit, pre ti,
ktori sme vloZili, £ oznacuje pocet kol, ktoré md v uwvaZovanom strome zotrvat.
Tieto hodnoty mozu byt roznet3

4. Vhodne treba nastavit kritérium ukoncenia

2.7.4 Problém pridelovanie tloh: vyuZzitie branch-and-bound
a simulovaného Zihania

Uvazujme Job-shop-scheduling:

vstup
m strojov My, ..., M,
n zadani(jobov) Ji, ..., J,; predpokladame, Ze job musi prejst cez prislusné

stroje v presne uréenom poradi
p(i,j) - trvanie spracovania tlohy j na stroji ¢. Predpokladame, Zze hodnoty
p(i,j) pozname dopredu.

uloha

minimalizovat dlzku C),q. celkového spracovania
Problém formulujeme grafom G(N, X,Y), kde

N su operacie, ktoré treba vykonat {(1,2), (1,4),...}

X su hrany popisujice poradie realizicie operacii pre jednotlivé joby
(i,7) — (k,7) € X hovori, ze v jobe j spracovanie na stroji ¢ predchadza
spracovanie na stroji k
Priddavame hrany U — do prvej operéacie kazdého jobu, z poslednej operécie
kazdého jobu — V

Y st hrany, ktoré popisuju konflikty jednotlivych operacii na strojoch (nemoézu ist
dve operéacie na jednom stroji naraz)

(4,7) ==+ (i,€), (i,£) --» (i,j) € Y, hovoria, Ze tlohy j, ¢ nemoéZu ist na stroji

1 naraz
job | postupnost strojov ¢as spracovania
1 1,3,2 p(1,1)=3,p(3,1) =2,p(2,1) =3
2 2,3 p(2,2)=2,p(3,2) =3
3 2,1,3 p(2,3) =2,p(1,3) = 3,p(3,3) =4

13Hodnote £ sa hovori tabu tenure
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Vyberom rozumieme taky podgraf D C Y, v ktorom je z kazdej dvojice (i,5) --»
(i,2), (i,€) --» (4,7) prave jedna hrana. Ak D spolu s hranami X je acyklicky, tak
méame pripustny vijber, presnejsie jeho grafickd reprezentaciu.

7Z kazdého pripustného vyberu vieme uré¢it rozvrh, a teda pripustné rieenie.'* Ked
méme nejaky pripustny vyber, tak najdlhgia U —V cesta uréuje makespan a hovori-
me jej kritickd. Pod dlzkou pritom rozumieme siacet ¢asov spracovania vo vrcholoch
na nej.

aktivny rozurh Jednym pristupom je generovanie vSetkych aktivnych rozvrhov a z nich potom vy-
berieme najlepsie. Aktivny rozvrh je taky rozvrh, ktory nemézme vylepgit—ziadna
operacia nemoze byt dopoéitani skor bez toho, aby int zdrzala—alterniciou ope-
racii na strojoch. VSetky aktivne rozvrhy méZzme generovat algoritmom Aktivny
rozvrh:

Algoritmus 15 Aktivny rozvrh

© mnozina operacii, ktorych predchodcovia uz st zaradeni; ' C
r;,; najskor§i mozny za¢iatok pre operaciu (4, 7)
D’ graf, ktory odpoved4 priebeznému rozvrhu
1. inicializacia:
Q) :=prva operacia pre kazdy job
Tig ‘= OV(Z,]) e
D’ obsahuje vSetky X-hrany a 7iadne Y-hrany.
2. Vyber stroja:

vypoditaj t(Q2) aktualneho rozvrhu
t(Q2) = min{ri; + p(,j)|(4, j) € U}

a index stroja ¢*, ktory ti hodnotu minimalizuje

3. branching
Q = {0, J)lrix 5 < (D)}

e V(i*,j) € Q rozdir Ciastoény rozvrh o zaradenie (i*,j) na stroj i* a sicasne
odstran (i*,7) z €.

e zarad nasledovnika (i",j) prave pridelenej operacie (i*,;) do Q a vypocitaj
7+ j; tito hodnotu ziskame ako hodnotu najdlhsej U — (i, j) cesty v aktudl-
nom G(D")

e goto 2

14Napiste program, ktory to spravi.
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Rozvetvenie v kroku 3 vybera priradenie pripustnej operacie na stroj ¢*. Pocet
vetiev je rovny po¢tu pripustnych operacii v ’; konkrétny vyber vlastne fixuje
niektoré vyberové Y-hrany, ktoré pribudajua do D'.

Ako ziskavame dolny odhad? Ozna¢me G(D’) ten kombinovany graf pre aktualny
vyber D. Jednoduchy dolny odhad LB je cena kritickej cesty.

Vieme ziskat aj vy$si dolny odhad. UvaZujme dopocitanie dlohy z pohladu jed-
ného stroja, ked ostatnym "dovolime", aby pocitali viac dloh naraz. Odpoveda
to situacii, Ze existuju dvojice operacii, pre ktoré sme nezafixovali/nevybrali jed-
nu z dvojice odpovedajicich Y-hran. Uvedomme si, Ze tento predpoklad hodnotu
dolného (aj horného) odhadu vlastne zniZuje. Zaujima nas maximalne spomalenie
Lypaz- K hodnote jednoduchého odhadu LB potom pripocitame (maximalizované
cez stroje) cenu dokonéenia na izolovanom stroji.

1. vypocitaj dolny odhad LB ako cenu kritickej cesty v G(D’)

2. pre vietky operécie (i, j) na stroji ¢ vypotitaj r; j, €o je ekvivalentné najdlhsej
U — (i,7) ceste v G(D')

3. vypocitaj minimalny ¢as A; ; medzi za¢iatkom realizécie operacie (i, j) a kon-
com rozvrhu; je to najdlhsia (i,7) — V cesta v G(D’). Nutny &as d, ; je
potom

di’j =LB — Ai,j +p(i,j)

4. pre kazdy stroj zvlast vypocitaj minimalizované oneskorenie L; a potom

LB"*" = LB + max L;

Tento dolny odhad pouzivame ako usmernenie, kam mame pokracovat.

RiesSenie:
aroveit 0 Q= {(1,1),(2,2),(2,3)}
t(Q)=2;i*=2

Q' = {(27 2), (2, 3)}
Koreir bude mat 2 synov-operacie (2,2) s (2,3). Kazdému synovi vypocitame odpo-
vedajuci graf D', ktory vznikne z grafu tvoreného X-hranami pridanim odpoveda-
jucich Y-hran.
aroven 1 vrchol (2,2)- na stroj M2 sme zaradili operaciu (2,2). Pridame preto do
D’ hrany (2,2) --» (2,1) a (2,2) --» (2, 3).

Dolny odhad LB=1(U,(2,2),(2,3),(1,3),(3,3),V)=11.
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Doriesime problém pre stroj M; zvlast, aby sme vylepsili dolny odhad. Prislugné
udaje pre rozhodovanie

jobl job3 Rozvrh na M; bude takyto: (1,1) zafne v case 0,
ri1=0 | riz=4 skonéi 3; (1,3) zacne v Case 4, skon¢i 7. 'V oboch
A =8| A3=7 pripadoch je to skor ako prislusny nutny cas, preto
d11:6 d13:7 Ll :O

jobl job2 job3 Rozvrh na M, bude takyto: (2,1) zafne v case 5,
91 =5 | To2 =0 | ro3 =2 skonéi 8; (2,2) zacne v Case 0, skonéi 2, (2,3) zatne
Ao =3 | Ao =11 | Ag3 =9 v 2, skonéi v 4. Vgetky operacie skoné&ia skor ako
do1 =11 | dyo =2 | doz =4 prislusny nutny c¢as, preto Lo = 0.

jobl job2 job3 Rozvrh na M; bude takyto: (3,1) zafne v case 3,
rs1 =5 | r3a=2 | r33="7 skonéi 5; (3,2) zacne v Case 5, skonéi 7, (3,3) zacne
A31 =5 | Ao =3 | Az3 =4 v 7, skonéi v 11. Vsetky operacie skonéia skor ako
d31 =8 | d3g =11 | d33 =11 prislu$ny nutny ¢as, preto Ls = 0.

Novy dolny odhad teda je
LB™"™ = LB +maxL; =11

Uvedomme si, ze sme dopo¢itali operdciam zaciatky r; ;, ktoré platia pre vypocet
dalsej tirovne v tejto vetve. Pokracujeme teda vo vypoéte tejto vetvy. Odstranime
operaciu (2,2) z Q a zaradime do € jej X-nasledovnika (3, 2).

1= {(17 1)’ (37 2)7 (2’ 3)}
1) =3; i =1
O ={11}
Vrchol (2,2) ma jedného syna-(1,1).

arovenn 2 Zaradenie operacie (1,1) na stroj M; si vynucuje pridanie Y-hrany
(1,1) --» (1,3) do D’

Dolny odhad LB=1(U,(2,2),(2,3),(1,3),(3,3),V)=11......
Uloha: Presvedcte sa, ze hodnota LB pre vrchol (2,3) na trovni 1 je naozaj 12

RieSme ten isty problém simulovanym Zzthanim. Nastavime podciatoénu teplotu
T = 100, parameter «, ktory modifikuje teplotu, nastavime o = 0.95 a hranicu
pravdepodobnosti na akceptovanie € = 0.98.

i—=0 Nastavime pripustné rieSenie a v hom najdeme kritickt cestu. Jej cena urcuje
energiu E(0) = 13
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Algoritmus 16 Simulované Zihanie

zvol dostato¢ne velku teplotu T = Tp

zvol vhodny parameter redukcie o, 0 < v < 1

nastav v grafe D pripustné rieSenie

nastav pociato¢ni energiu E(i)ako cenu kritickej cesty
kym je 1T v rozumnom rozsahu opakuj

Al

— zmeh orientaciu niektorej Y-hrany na kritickej ceste
- vypoditaj novi energiu E(j) a odpovedajicu zmenu AFE
—ak AFE < 0, akceptuj novy stav

—AE/T

—ak AFE > 0, akceptuj novy stav ak e > €

-T—T- -«

i=1 nové rieSenie vznikne otofenim orientécie jednej z Y-hrén na kritickej ceste;
napr (2,3) --» (2,2) zmenime na (2,2) --» (2, 3). Kriticka cesta sa zmeni, jej cena
urc¢uje nova energiu E(1) =11. T «— a - T = 95. Kedze AE =11 —-13 = -2 <0,
tuto zmenu akceptujeme:

i—2 nové rieSenie vznikne oto¢enim orientécie jednej z Y-hran na kritickej ceste;
napr (3,2) --» (3,1) zmenime na (3,1) --» (3,2). Kriticka cesta sa zmeni, jej cena
urc¢uje nova energiu F(2) =12. T «— a-T =90.25 Kedze AE =12—11=1> 0,0
akceptovani zmeny rozhoduje hodnota Pr(akc) = e 2F/T = ¢=1/90-25 — ().9890 > ¢
tito zmenu akceptujeme.

(GG
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i—3 nové rieSenie vznikne oto¢enim orientécie jednej z Y-hran na kritickej ceste;
napr (3,2) --» (3,3) zmenime na (3,3) --» (3,2). Kriticka cesta sa zmeni, jej cena
ur¢uje nova energiu F(2) = 14. T« o-T = 85.7375 Ked7e AE =14—-12=2> 0,0
akceptovani zmeny rozhoduje hodnota Pr(akc) = e 2F/T = ¢=2/857375 = (.9769 <
€ tlto zmenu neakceptujeme.

Vratime sa k situdcii na konci kroku pre ¢ = 2 a skiisime otoc¢it ina Y-hranu. KedZe
to nejde, je koniec. Riefenie s minimalnou energiou je v trovni 1




Kapitola 3

Pravdepodobnostné vypocty

Pokragujeme v riegeni problémov, ktoré su fazké. Treba rozlidovat medzi neviem a
nedd sa
— To, Ze nevieme nejaky problém riesit lepSie znamen4, Ze momentalne nemame
lepsi algoritmus. Nehovori to ni¢ o tom, ¢i lepsi algoritmus v principe moéze
alebo nemoze existovat.
— Naproti tomu tvrdenie, Ze sa nieco nedd lepsie riesit v sebe zahfha existenciu
dokazu, ze to lepSie nejde.
Formalne st problémy v NPU take, ktoré nevieme riesif deterministickymi polyno-
midlnymi algoritmami. Napriek tomu to v praxi znamena, Zze k nim pristupujeme
tak, akoby sa riesit lepsie nedali.

Randomizacia sa stala §tandardnym pristupom v navrhu algoritmov. Takéto algo-
ritmy st zaujimavé hlavne kvoli svojej efektivnosti a jednoduchosti. A to aj napriek
strate stopercentnej spolahlivosti — rieSenie s malou pravdepodobnostou nie je ko-
rektné, resp. ho nedostaneme.

Klacovym pojmom pre tvorbu a pochopenie pravdepodobnostnych(randomized)
algoritmov je pojem nahody. Pri definovani/popisovani pojmu ndhody mame vié-
§inou tendenciu povedat, ze je to udalost, ktorej vysledok nevieme predpovedat. V
tejto suvislosti je dobré si uvedomit, Ze hadzanie kockou ani tocenie ruletou vlast-
ne nidhodnymi nie si - platia tam fyzikilne zakony, takZe by sa principidlne dalo
vypocitat, ¢o padne.

3.1 Priklady

Zatnime niekolkymi prikladmi pravdepodobnostnych algoritmov.

3.1.1 Rovnost databaz

Majme dva vzdialené poéitace, pricom kazdy z nich udrziava "databazu udajov".
Pod databédzou udajov teraz rozumieme binarne refazce X = zixo...x,, resp.
Y =192 ...y, Checeme vediet, ¢ sa tieto "databazy" totozné. Kedze vyzadujeme
korektny prenos sprav, snazime sa o minimalizaciu komunikicie medzi pocita¢mi—
¢o najmensi pocet prenesenych bitov.

Ak chceme problém riesit deterministicky, lepsie ako poslanie celej informacie — teda
celého binarneho retazca X dlzky n — jedného poécitac¢a tomu druhému v principe
nenajdeme. D4 sa to dokazat (pokuste sa o dokaz).

41



pocet bitov

korektnost

49 KAPITOLA 3. PRAVDEPODOBNOSTNE VYPOCTY

Ak vSak pripustime, Ze nie kazda odpoved musi byt na 100% korektnéd, mozme
pouZit jednoduchy pravdepodobnostny algoritmus 17; Ry (Rz) oznacuje protokol
prvého (druhého) poéitaca. Idea algoritmu je jednoduché - binarne retazce budeme
porovnavat ako bindrne ¢isla na zaklade zvysku po deleni ndhodnym prvoéislom®:
rozny zvySok garantuje, ze ¢isla (refazce) st rozne, rovnaky zvySok po deleni nam
100% istotu nedava. Ukazeme vSak, Ze rozumné volba prvocisla poskytuje malu
pravdepodobnost chyby.

Algoritmus 17 zakladny RP

//pocita¢ R, ma retazec X, potita¢ R, retazec Y

zatina R,

1: nahodne vyberie prvodislo p v intervale 0..n2

2: nech num(X) oznacuje ¢islo s binarnym zépisom X;

3: vypocita ¢islo RX «— num(X) mod p

4: posle RX,p druhému pocitacu
pokracuje R,

1: po prijati RX,p druhy poécitac¢ vypocita RY < num(Y) mod p

2: if RX = RY then return "X =Y"

3: else return "X # Y

Pocas spoloéného vypoctu podla zakladného algoritmu RP prekomunikovali tieto
dva pocitace tolko bitov, kolko bolo treba na prenos ¢isel RX, p. Vzhladom k tomu,
7e RX < p < n?, je dzka posielanej spravy zrejme

2 [logyn*] < 4- [logy 1]
Pri hodnote n = 10'6 je dizka prekomunikovanej spravy nanajvys 4-16- [log, 10] =

256. Spravu takejto velkosti dokaZeme preniest bezpetne.

LCahko vidno, Ze negativna odpoved X # Y je vidy pravdiva. V pripade pozitivnej
odpovede X =Y to neplati. MoZe sa totiz stat, ze aj ked s refazce X, Y, a teda
isla num(X), num(Y'), rozne, zvysky po deleni prvocislom p maji rovnake.

num(X) mod p = num(Y) mod p < [num(X) — num(Y)| mod p=0

Aby sme urcili pravdepodobnost, s akou sme sa dopustili chyby v pripade pozitivnej
odpovede, spoéitame pocet tzv. "zlych" prvoéisel; zlym prvoéislom mame na mysli
to, ktoré deli rozdiel [num(X) — num(Y)|. Potom hl'adana pravdepodobnost je

pocet zlych prvocisel

3.1
pocet vietkych moznych prvoéisel (3-1)

Zacnime ohranicenim poc¢tu zlych prvocisel. Prvocislo p je zlé vzhladom na X,Y
ak [num(X) — num(Y)| je deliteIné p. Kedze oba binarne refazce X,Y su dizky n,
mozme odhadntf velkost rozdielu |[num(X) — num(Y')| nasledovne

W = |num(X) — num(Y)| < 2"

Kazdé zlé prvoéislo deli W, preto horny odhad na podcet zlych prvocisel mézme
odhadnut na zéklade faktorizacie:

I/’V:pil ~p§2~...-p};",2 <p1r <pa<...<pg

Uvedomme si, Ze maximalna mozné hodnota & je hornym odhadom na pocet zlych
prvodisel. Spojenim

2">W:pi' [)2’ >pr-..opp > 28

Iprvoéislo vyberame nahodne spomedzi prvodisel mengich ako n?
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pre pocet k zlych prvocisel dostavame

Ozna¢éme PRI M (m) mnozinu prvoéisel nanajvys velkosti m a Prim(m) = |PRIM (m)|.
Predstavu o hodnote Prim(m) dava Lema 3.1, ktora uvadzame bez dokazu.

Lema 3.1 Prlm(m)
. Prim(m)
llm — =1

m—oo m/Ilnm

> 67

Pri
rim(m) > o

Dosadenim odhadu pre Prim(n?) do (3.1) dostévame

podet zlych prvoéisel n—1 n—1 Inn?  2lnn

podet vetkych moznych prvocisel - Prim(n?) — n2/Inn2 ~ n n

2lnn

Pravdepodobnost chybnej odpovede pre X # Y je teda nanajvys
n = 106 je nanajvys 0.36892 - 1014,

, Co pre

Pravdepodobnost nespravnej odpovede mozme znizit niekolkonasobnym nezdvislym
zopakovanim vyberu prvocisla v zékladnom algoritme RP. Pre pocet opakovani 10
dostaneme protokol RP1g.

Algoritmus 18 RP

1: Ry

2: nahodne vyberie 10 prvodisel p1,...pio v intervale 0..n2

3:  mnech num(X) oznacuje ¢islo s binarnym zapisom X

4:  vypocita 10 ¢isel RX; < num(X) mod p;, 1 <i <10

5. posle RX1,...,RX10,p1,--.,p10 druhému pocitacu

6: Ro

7:  po prijati RX1,...,RX10,p1,...,p10 druhy pocita¢ vypocita
8: RY; — num(X) mod p;, 1 <i<10

9: if Vi, RX; = RY; then return "z = y"

10: else return "x # y"

Komunika¢n4 zlozitnost narastla desatnasobne. Co vieme povedat o pravdepodob-
nosti chyby? Nespravnu odpoved dava algoritmus RP;g iba v pripade, ak vietkych

10 porovnani RX; £ RY; dopadne porzitivne, hoci X # Y. Kedze 10 prvocisel sme
vyberali nezdvisle, pre pravdepodobnost chyby plati

n—1 10< Inn? 10_ 210 (Inn)10
Prim(n?2) “\n N nto

Pre n = 10'% je pravdepodobnost nespravnej odpovede nanajvys 0.4717 - 107141,

Cvicenie 3.1 Napiste program, ktory pre vstupni hodnotu dizky databdz n a hod-
notu chyby € urct

(a.) pocet opakovani k tak, aby pravdepodobnost chyby pri pouZiti algoritmu RPj
bola nanajvys €

(b.) hodnotu m tak, aby pri pouZiti zdkladného algoritmu RP, v ktorom PRIM (n?)
nahradime PRIM (m), bola pravdepodobnost chyby nanajvys €
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3.1.2 Existuje také j, ze x; = y;?

Tentokrat si naSe vzdialené pocitace udrziavaja postupnost, povedzme 10, refazcov

RI  zy,...,m10 z; €{0,1}"
R” Y1y---5Y10 Yi S {0, 1}”

Zaujima nés, ¢i existuje taky index j, aby x; = y;. Opét sa da dokazat, ze de-
terministicky protokol vyZzaduje prekomunikovanie informécie velkosti 10n. Pritom
pravdepodobnostnému algoritmu, opaf vyuZivajucemu zvysky po deleni prvocislom,
sta¢i prekomunikovat menej.

Namiesto klamania dovolime algoritmu, aby v situacii, ked si svojou odpovedou nie
je isty, povedal "neviem". Vyzadujeme vSak, aby to nerobil prili§ ¢asto. Takémuto
typu algoritmov hovorime Las Vegas.

Algoritmus 19 — Existuje j, z; = y;7

RI:
1: nadhodne zvol 10 prvoéisel p1,...,pio v intervale 0..n2
2: s; < x; mod p;
3: posli p1,...,Dp10,81,---,S10 pocitacu Rl
RII:
1: s, < y; mod p;
2: if s; # s} pre vSetky i then return "nie"
3: else nech j je minimdlne také, ze s; = S;-
4: posli pocitacu Rl 7, y;
RI:

1: if 2; = y; then odpoved je "dno"
2: else odpoved je "neviem"

LCahko vidno, Ze po¢itate prekomunikovali 20(2[logn]) + log 10 + n bitov.

Analyzu zhyby algoritmu rozdelime na dva pripady podla toho, ¢ hladany index j
existuje alebo nie.

Zacnime pripadom, ked korektna odpoved algoritmu ma byt "nie". UZ vieme,

7e napriek tomu, ze ¢isla X,Y dizky n st rozne, s pravdepodobnostou % =

2Inn g5 moze stat, ze pre nahodne zvolené prvocislo p < n? sa ich zvysky po
n

deleni p rovnaju: X mod p =Y mod p. My volime nédhodne 10 prvocisel, preto

, 10 . .
s pravdepodobnostou (1 — 21%) sa to nestane pre Ziadne z nich; vtedy RIl bez

d'algej komunikécie s Rl korektne odpovie "nie". Pre pravdepodobnost Pr korektnej
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odpovede (v pripade x; # y; Vi) preto plati?

Pro > (1 2mn)!? o 5010 (1)i(10) (2lany!

20 nny 261
=1+ Z?:l @?) (%) - Z?:o (21‘14?1) (%) !

> 1— (110)21nn_|_
10\ /2Inn\* 10 21nn\ ¥
% n 2 +1 n

n
>0

(o) () + 3

i=1

>1—20hn > 1/2

Ak existuje nejaké i x; = y;, je mnoZina indexov, na ktorych sa X,Y zhoduju,
neprazdna. Nech j je najmensi z tychto indexov: z; = y;. Oznaéme E; udalost,
ked j je najmensie také, ze x; mod p; = y; mod p;; inymi slovami, RIl posle RI
index j a retazec y;.

e ak 7 =1, Rl Gspesne overi, ze x1 = y; a korektne odpovie

e ak j > 1, je nenulova pravdepodobnost, Ze x; # y;. Pravdepodobnost korekt-
nej odpovede je rovné pravdepodobnosti udalosti Fj, €o je pravdepodobnost
toho, ze pre Vi < j je z; mod p; # y; mod p;

>1/2, pre n > 189

(1 3 2lnn>j_1 S1- 2(j —1)lnn >1_ 181lnn
n

n n

Nezévisle od toho, & hladany index existuje alebo nie, da algoritmus s pravdepo-
dobnostou aspon 1/2 korektnia odpoved, v ostatnych pripadoch povie "neviem".

3.1.3 AB=C

Uvazujme tri §tvorcové matice A, B, C typu n X n. Zaujima nés, ¢ plati rovnost
?
AB=C

Deterministicky algoritmus zaloZeny na Strassenovom néasobeni matic je zloZitos-
ti O(n'°827). Ukazeme, 7e pravdepodobnostny algoritmus moéze byt efektivnejsi.
Zalozeny je na uvedomeni si jednoduchého faktu: ak AB = C tak pre T'ubovolny
vektor x plati ABx = Cx. Alebo aj: ak existuje vektor x, pre ktory ABx # C,
tak AB # C.

Algoritmus 20 — Test AB=C

1: nadhodne vyber xz € {0,1}"
2: if A(Bx) # Cx then return "urcite AB # C"
3: else return "asi AB = C"

Casova zlozitost — vdaka asociativite nasobenia (pri existencii dobrého generatora
nahodnych ¢isel) sme zlozitost znizili na O(n?).

Chyba — chyby sa dopustime v tom pripade, ak AB # C a pritom pre ndhodne
zvoleny vektor z plati ABx = Cz. Odhadnime pravdepodobnost toho, Ze sa tak
stane.

2Podl'a binomickej vety
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Lema 3.2 Nech AB # C, x € {0,1}". Potom Pr[ABx = Cxzx] <1/2

Dokaz: Ak AB # C, potom AB — C # 0. Existuju teda indexy i,j tak, Ze
(AB — ()i, j] # 0. Nech (aq,...,a,) oznatuje i—ty riadok matice AB — C. Potom

Pri(AB—-C)z=0] < Pr[},_;awzr =0]
= Priz; = ;—;Zk# agry] = 1/2

Vyuzili sme, ze a; # 0 a Pr[z; =0] = Prjz; =1] =1/2

Ak algoritmus skon&i s odpovedou "asi", moéZzme ho zopakovat. Pri k—nasobnom
zopakovani sa Casova zlozitost zvysi o multiplikativnych k. Pritom k— nasobné
zopakovanie algoritmu — k—nésobné ziskanie odpovede "asi" — znamend chybu
nanajvys 1/2%.

O

Uvedeny algoritmus je rychly, jednym smerom — AB # C — hovori korektne,
chyby sa moéze dopustit len pri odpovedi "asi AB = C". Takyto typ algoritmu sa
vola Monte Carlo.

3.2 Kilasifikdcia ndhodou riadenych algoritmov

Pri klasifikicii pravdepodobnostnych algoritmov si v§imame dva aspekty. Jeden z
moZnych pohladov na klasifikdciu pravdepodobnostnych algoritmov je ten, ked si
vSimame umiestnenie pravdepodobnosti v nich.

I. modelom pravdepodobnostného algoritmu je pravdepodobnostné rozdelenie
nad mnozinou deterministickych stratégii

II. pravdepodobnostny algoritmus modelujeme nedeterministickym algoritmom
s pravdepodobnostnym rozdelenim nad nedeterministickymi volbami

Druhym aspektom je chyba algoritmu. Pri uvaZovani o type a velkosti chyby
sa vlastne snazime charakterizovat praktickost algoritmov. Rozlisujeme 2 zakladné
modely chyb

Monte Carlo algoritmy daji odpoved vzdy, s rozumnou pravdepodobnostou vSak
nemusi byt korektna

Las Vegas algoritmy st také, ked kazda odpoved je spravna, pripastame vsak
alebo odpoved "neviem" v rozumnom ¢ase, alebo potencidlne nekonecéné vy-
pocty.

Zaujimavé tieZ je, akym poc¢tom opakovani vieme—a ¢i vobec—dosiahnut pozado-
vani spolahlivost.
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3.2.1 Umiestnenie pravdepodobnosti — I. model

Aw
Prob({A _})

Pravdepodobnostny algoritmus vnimame ako prav-
depodobnostné rozdelenie Prob nad kone¢nou mno-

7inou deterministickych stratégii A, ..., Am. A
A
e pre vstup w nahodne zvolime 4 a realizujeme ! "
vypodet C; = A;(w), ktorého asova zlozitost
je Time(C;). Nahodny vyber i odpoveda prav- c c

depodobnostnému rozdeleniu Prob

e hybeme sa v pravdepodobnostnom priestore
(SA,w; PTOb)a kde SA,w = {Ah oo 7A7n}

Cas je ndhodné premenn Z, ktora jednotlivim behom /vypo¢tom priraduje dizku
ich trvania. Pri skimani efektivnosti/¢asovej zlozitosti si preto v§imame hodnoty
tejto premenne;j.

Z : SA,u) — N Z(Cl) = TLme(C’l)

Na jednom vstupe existuje viacero vypoctov, ktoré sa mozu ligit dizkou trvania.

Ako potom hovorime o zlozitosti algoritmu na konkrétnom vstupe? Pribuda pojem ocakdvany
ocakdvanej zloZitosti/ocakdvaného casu ExpTimey(w), ktory je vaZzenym prieme- pad

rom /strenou hodnotou potencialnych behov:

ExpTimea (w) = >, Prob|C;] - Z(C;)
=>"", Prob[C;] - Time(C;)

ExpTimea (n) = max|,|—, { ExpTimea(w)}
Timex (n) = max; |,|—n{Time(A;(w))}

Pri skiitmani pravdepodobnosti korektnej odpovede si pomahame indika¢nou pre-
mennou X, ktorej hodnota zavisi od spravnosti prislusného vypoctu. korektnost

X(C;) = { é

ak vypocet C; dava korektnu odpoved;
inak

Pravdepodobnost korektnej odpovede je potom strednou hodnotou indika¢nej
premennej X:
EX] = Y, X(C;) - ProblC;]
= Y x(ci=1 1 Prob[Ci] + 3" ¢ (c,)=0 0 - Prob[C;]
= Prob[X = 1] = Prob[A pocita korektny vystup]

Pravdepodobnost chyby
Errora(w) =1- E[X]

Errora(n) = maxjy|—n {Errora(w)}

Priklad 3.1 Analyzujme z tohto pohladu algoritmus na porovnanie "databdz"

o pravdepodobnostny priestor je tvoreny mnoZinou behov, pricom jednotlivé behy
st uréené volbou prvocisla Sg (2. = {Cp | p € Prim(n*)}

pri-
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e uvaZujeme rovnomerné rozdelenie, preto Prob[C),] = m

pri analyjze chyby si pomoZeme indikacnou premennou X (C)p); kedZe v pripade
X =Y k Ziadnej chybe nedochddza, vijznam indikacnejpremennej sa prejavi v
) 1, p je "dobré"
pripade X #Y, kedy X(Cp) = { 0, pje "é"
o E[X]= 3 cprimnz) X(Cp) - Prob[Cy]
= ZpEPerm(nQ) X(Cp) ’ PM’WIL()n2 = PrirrlL(nz) Zp je dobreX(CP)
Prim(n?) — (n—1)) =1- 521

Prim(n?)

> By

e Errorg((z,y)) =1—-E[X] < 521 < 2lnn

Priklad 3.2 (MAX-SAT) Pre vstupni formuly ®(xq,...,2,) v KNF chceme vy-
pocitat také priradenie vstupnch hodnét o € {0,1}", ktoré splna mazimdlny pocet
klauzul.

Ukdzeme, Ze ndhodng vektor o spltia s velkou pravdepodobnostou "dost" klauzil.
Preto nasledujici algoritmus RSAM md zmysel.

Algoritmus 21 RSAM

vstup: P=FAFsA...ANF,, F; = (li71 ViiaV...V li,k)
1: ndhodne a = (aq,...,ay) € {0,1}" > Pr(aj=1)=Pr(a; =0)=1/2
2: return(a)

Pre vstup « priradime kaZdej elementdrnej disjunkcii F; indikacni premenné Z; (o),
a celej formule priradime premenni Z(«), ktord pocita pocet splnengjch klawzil; ked
je a zreymé z kontextu, budeme niekedy pisat len Z;, Z. Zaujima nds kvalita, resp.
hodnota E[Z].

Pre vijpocet E[Z] potrebujeme odhad na E[Z;).
° Fl(a) =0 Vj li’j =0
Pr{F;(a) =0] = (%)k = 5, kde k je pocet literdlov v F;(«)
e E[Z;] je vlastne pravdepodobnost toho, Ze sa elementdrna disjunkcia F;(a)
vyhodnoti na 1: E[Z;]) = 1 — 5. NavySe, kazdd F; md aspori jeden literdl,
k> 1, preto E[Z;] > 1/2

o B[Z] =" E[Z)>Y" 1/2="2

Kedze vieme, 7e ofakavany pocet klauzil, ktoré nahodny vektor splia, je aspon
m/2, mozme to vyuzit na jednoduché hladanie vektora, ktory spliia aspon m/2
klauzal.
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Algoritmus 22 modif-RSAM
néhodne o = (aq,...,a,) € {0,1}"
r—|{i| Fi(a) =1}

if » > m/2 then return(«)

else goto 1

Algoritmus 23 RQS(A)
vstup: A= {a1,...,a, | a; € (5,<)}
1: if A = {a} then return a
2: else b «— random(A)
3: Ac={a€Ala<b}
4: As ={a€Ala>b}
5 return RQS(A<),b, RQS(A~)

3.2.2 Umiestnenie pravdepodobnosti — II. model

Pri tomto type priradime pravdepodobnost jednotlivym nedeterministickym vol-
bam. Prikladom je pravdepodobnostny Quicksort RQS:

Cas algoritmu meriame po¢tom porovnani, jednotlivé pripady zévisia od volby pi-
vota b v jednotlivych volaniach

e vidy extrém, potom O(n?)
e vzdy median, potom O(nlogn)

e riesenie T'(n) < T(n/8)+T(Tn/8)+n—1 je tiez O(nlogn); takéto rozdelenie
je dost pravdepodobné

Nech vystupom je s1 < s3 < ... < Sy,. Pre i < j oznadme

1, s; sa v priebehu C porovnavalo s s;
si,5; sa v priebehu C neporovnavaju

Cas konkréteho vypoctu je pocet realizovanych porovnani: T(C) = > > isi Xi i (C)
BIT) = B[S0, s Xig] = Yy ¥y B
Nech p; ; oznacuje pravdepodobnost, ze sa s;, s; porovnavaju; zrejme E[X; ;] = p; ;. E[X; ;]
Dva prvky sa porovnavaju len vtedy, ak je jeden nich pivotom pri deleni mnoZiny,
v ktorej sa nachadza aj ten druhy prvok.

S1 ce S;—18; ce S5 8541 ce Sn

L M R

s; sa porovnava s s; v takych vypoctoch, ked jeden z z;,x; je ako pivot zvoleny
skor, ako ktorykol'vek z prvkov v M

S K
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O I
|MU{SZ‘,SJ‘}| j—1—142 j—1+1

Pij =

E[T] = Z?:l Zj>ipi;j = Z?:l Zj>z’ j—?+1

n n—i+1
< YLiXol %
n n—i+1
< 2302k %
= 27"  H(n)=0O(nlnn)
1 1 1 1 1 1 1
H(n) = I +§+§+1+5+6+?+'”+% Inn skupin so stétom < 1
~N = Y——
<1 <1 <1

3.2.3 Las Vegas
V suvislosti s Las Vegas algoritmami sa mozno stretnit s dvomi definiciami-jedna

pripusta nekoneéné vypocty, druhd zas odpoved "neviem". Ozna¢me A(x) odpoved
algoritmu A a F(z) korektnt odpoved na vstupe w.

Definicia 3.1 Pravdepodobnostny algoritmus A je typu Las Vegas (LV) ked

Kazda odpoved je korektna, kedy ju dostaneme, nevieme. Zaujimava je preto oCa-
kavana zlozitost ExpTime.

Definicia 3.2 Pravdepodobnostny algoritmus A je typu Las Vegas (LV) ked Vx

e Pr[A(z) = F(x)] >1/2
e PrlA(z)="7"]=1- Pr[A(z) = F(x)] < 1/2

Kongtanta 1/2 nie je podstatna, vyhovuje l'ubovolné O < € < 1. Zamyslime sa, aky
je vztah medzi tymito dvomi definiciami. UkaZeme, Ze st ekvivalentné.

Lema 3.3 Ku kaZdému LV algoritmu A, v zmysle definicie 3.2 existuje ekvivalent-
ng algoritmus A, ktory je LV v zmysle definicie 8.1. NavySe, ¢as narastie len o
multiplikativnu konstantu: ExpTimea(n) = O(ExpTimey4,(n))

Dokaz: Samotna konstrukcia ekvivalentného algoritmu A je priamodéiara—budeme
opakovat vypocet algoritmu A, dovtedy, kym nedostaneme korektnii odpoved.
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pravdepodobnost korektnej odpovede

Co vieme povedat o pravdepodobnosti ziskania
korektnej odpovede A, resp. dosiahnutia odpovede
"7 algoritmu A2? Nech p je pravdepodobnost
korektnej odpovede algoritmu A2, p > 1/2. Potom
pravdepodobnost toho, Ze po k opakovaniach behu
algoritmu A, eSte stale neméme korektni odpo-
ved, je nanajvys 1/2%. Preto Prob[A(z) = F(z)] =1

éas

Je zrejmé, ze A moZe realizovat nekoneéné vypocty.
Ukézeme, 7Ze v ocCakdvanom pripade je situacia
ovela lepgia. Uspokojime sa s hornym odhadom
na ocakdvany pripad, preto budeme bez ujmy
na vSeobecnosti predpokladat, Ze kaZzdy vypocet
algoritmu A-, ktory konéi odpovedou 7, dosahuje
zlozitost najhorsieho pripadu.

Vsimnime si vypocty, ktoré skoncia v i-tom kole.

51

D'

e Nech Set; ={C € Saw | (i = 1)Timea, < Timey(C) <iTimea,(w)}

Zrejme S4 ., = US®,Set;, Vi # j Set; N Set; =0

e Aby vypocet C mohol skoncit v i-tom kole, musi (i — 1) kol skoncit odpovedou
"?7". Pravdepodobnost odpovede "?" je nanajvys 1/2,_ preto pravdepodobnost,

1

ze vypolet neskondi po i — 1 kolach je nanajvys (3

1
9i—1

Z Prob[C] <

CeSet;

ExpTimes(w)
CeSa,w

1=1 CeSet;
o0

IN

i=1 CESet;
%)

i=1
&S]

Z iTime, (w)-

i=1

CceSet;
1

)171. 7Z toho dostéavame

> Timea(C) - Prob[C]

f: > Timea(C) - Prob|C]
> > iTimea,w) - Prob[C]
> iTimea,(w)- Y Prob[C]

4-Timea,(w)

a

Lema 3.4 Ku kazZdému LV algoritmu A v zmysle definicie 3.1 existuje ekvivalentng

algoritmus A+, ktory je LV v zmysle definicie 3.2.
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Dokaz:

Ak do korektného algoritmu ideme vniest nejed-
noznatnost/odpoved neviem, tak je prirodzené
vyzadovat, aby ten novy algoritmus bol aspon
rychly.  Takto budeme konstruovat pozadovany
algoritmus A». Zvolime rozumnt hranicu a vSetky
vypocty, ktoré dovtedy neskonéili, "ustrihneme" s
odpovedou "?".

Pri vol'be hranice pre odpoved "?" treba mat na pa-
miti, Ze podla definicie sa pod touto hranicou moéze

ocitnit nanajvys polovica vietkych vypocétov. Kedze [ \
najviac polovica ¢isel md hodnotu vicsiu ako dvoynd- ”
sobok priemeru, bude rozumnym ohrani¢enim

T =2ExzpTimes(w)
Kvoli sporu predpokladajme, ze Prob[A;(w) ="7"] > 1/2. Oznatme

e 5S4 (?7) mnozinu vypoctov s odpovedou "?"
Saw(?) ={C € Say | Time(C) > 2ExpTimes(w)}

o S (F(w)) mnozinu vypoctov s korektnou odpovedou F(w)
SA,'(U(F(U))) - SA,w - SA,w(?)

Plati:

e ProblAs(w) ="7"] = Z Prob[C] >
CeSanw(?)

[N

o Vietky vypotty z S (?) s dlhé: Time(C) > 2ExpTimes(w) + 1.

Preto
ExpTimep(w) = Z Time(C)Prob|C]
CeSaw
S SIS
CeSa,w(?) CeSaw(F(w))
> Z (2ExzpTimes(w) + 1) - Prob[C] + 0
CESaw(?)
= (2ExzpTimey(w) + 1) Z Prob[C]
>1/2
2ExpTi 1
(2Bwp zm2e,4(w) +1) = ExpTimex (w) +1/2
O
trieda LV™ Trieda LV algoritmov, pre ktoré Prob[A(x) = F(x)] = 1, sa niekedy oznacuje Las

Vegas™, resp. LV*; hviezdicka zrejme naznacuje moznost nekoneénych vypoctov.
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3.2.4 DMonte Carlo s jednosmernou chybou

O tejto triede algoritmov® hovorime v stvislosti s rozhodovacimi problémami*. Ne-
formélne ide o také algoritmy, ktoré maji povolené sa mylit/klamat len jednym
smerom.

Definicia 3.3 Pravdepodobnostng algoritmus A pre rozhodovaci problém (3,L) je
Monte Carlo s jednosmernou chybou/jednosmerny Monte Carlo(1MC, one-sided
MC), ak

(a) VYzeL ProbA(x)=1]>1/2

(b) Ve ¢ L ProbA(z)=0]=1
Ked podmienku (a) nahradime podmienkou

(a*) Vo € L Prob[A(z) = 1] — 1 s rasticou dizkou ||
dostaneme tzv. 1IMC* algoritmy

Prikladom 1MC pravdepodobnostného algoritmu je algoritmus 17 na porovnanie
databaz, resp. algoritmus 20 na pravdepodobnostné porovnanie matic 7AB = C?.

Ako sme videli, pravdepodobnost chyby klesa exponencialne s pottom nezdvislijch
opakovani. Ak je teda 1MC algoritmus efektivny, 'ahko z neho ziskame algoritmus
radovo rovnakej zlozitosti s exponencidlne mengou chybou.

e nech ay,...,a; € {0,1}* je k vysledkov nezavislych behov 1MC algoritmu A

e ak Jk: o = 1, mozme so 100% istotou akceptovat

e ak y = ... = ap = 0, tak pre x € L je Prob[A(z) = 0] < 1/2 a teda
(Prob[A(z) = 0]))F < 27F,

3.2.5 Monte Carlo s ohrani¢enou chybou

V pripade takého problému, ktory nie je rozhodovaci, ale je to problém pocitania
funkcie F(x), pod korektnou odpovedou prirodzene rozumieme, Ze algoritmus vy-
pocital presne hodnotu F(x); nekorektnou odpovedou je nepresny vysledok. Pri
Monte Carlo algoritoch s ohranicenou chybou® pripustime, aby algoritmus daval
nespravnu odpoved, budeme ale vyZadovat, aby bol "dostatotny" rozdiel medzi
odpovedou korektnou a nekorektnou. Formalne:

Definicia 3.4 Pravdepodobnostny algoritmus A je Monte Carlo s ohranicenou chy-
bou(2MC, bounded-error MC), ak

0 <e<1/2 Vax ProblA(z)=F(x)]>1/2+¢

V pripade 1IMC algoritmov sme pravdepodobnost chyby jednoducho zniZili nezavis-
lym opakovanim algoritmu. Ako ndm pomoéZe nezavislé opakované spustanie 2MC
algoritmu?

Uvazujme t nezéavislych opakovani 2MC algoritmu A a odpovedzme len vtedy,
ak sa na odpovedi zhodne aspoii /2 behov (algoritmus 24). Zaujima néas, aka je
pravdepodobnost toho, ze nedostaneme korektni odpoved.

Ked7e A je 2MC, existuje 0 < € < 1/2 Prob[A(z) = F(x)] > 1/2 + . Nech x je
vstup. Oznatme

e p=7p(z)=ProblA(z) = F(x)] =1/2+e,, ex > ¢

30ne-sided Monte Carlo
4Rozhodovaci probléem je dvojica (3, L), pricom sa pre € ©* pytame, &i 7z € L?
5Bounded-Error Monte Carlo

mc

IMC*

zntZovanie chyby

2MC

zniZovanie chyby
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Algoritmus 24 A,
1: nech aq,...,a; je vysledok t nezavislych behov 2MC algoritmu A
2: ak existuje taky vysledok «, ktory sa vyskytol aspon /2 krat, vysledkom je
"a'" inak je vysledkom "?"

e pr;(x) pravdepodobnost toho, Ze spomedzi k opakovani A(x) je presne ¢ od-
povedi korektnych; je presne (¥) moznosti takychto vypoctov

Chybu algoritmu 24 ziskame odhadom pr;(z).

pri(z) = (5)p'(1—p)t- Z:(’E)[P_(l—p)]i(lk—Zp)’“*%
= OG+e) G- (-2
= (OG- [G-=)]
< (OG- [Gre) G-
= OG- G- =0 G-2)"
< (G-

Ay odpovie korektne, ak aspon [k/2] jednotlivych behov odpovie korektne.

k Lk/2]
Prob[Ag(z) = F(x)] = Z pri(z) =1— Z pri(x
Tl
k/2 k/2
k 1
1— 12
> <i> (i-2)
k/2 Lk/2]
= 1- 1 — &2 : K
4 " — \u
1 k2
> 11— <4 - 53) -2k

> 11— (1—4e2)*/2>1 - (1 —4e2)F/?
Ak chceme, aby Prob[Ag(z) = F(z)] > 1 — 4, stadi zvolit

_ 2Iné
~In(1 — 4e2)

Uvedomme si, Ze kedZe € aj d st konStanty, je kongtantou aj k. Preto za zniZenie
pravdepodobnosti chyby na ¢ "platime" len kon§tantnym narastom zloZitosti

Ta(n) = O(KTa(n)) = O(Ta(n))

3.2.6 Monte Carlo s neohrani¢enou chybou

Kongtanta € v 2MC algoritmoch vytvéarala akisi "bariéru", ktord umoznovala efek-
tivne odligit, s velkou pravdepodobnostou, korektné odpovede od nekorektnych. Ak
upustime od tejto poziadavky, dostaneme triedu MC, pri ktorej to so znizovanim
pravdepodobnosti chyby nebude také optimistické.

Definicia 3.5 Pravdepodobnostny algoritmus A je typu Monte Carlo s neohranice-
nou chybou (MC, unbounded-error MC), ak

ProblA(z) = F(z)] > 1/2
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Priklad 3.3 Predstavme si, Ze mdame takij pravdepodobnostny algoritmus A, ktory
md pre vstupné slovo = az 21*! moznijch behov, pricom korektngch je 21%1=1 41, teda
"tesnd vdcsina”. Takiyjto algoritmus je zrejme MC

|z|—1
Prob[A(z) = Fz)] = 1 _1

N =

ol 3 gkl ~

1
Pritom hodnota o tu hrd dlohu €, z 2MC algoritmov.
Zawjima nds, kolko opakovani tohto algoritmu potrebujeme, aby sme pri hlasovani
nadpolovicnou vacsinou dosiahli pravdepodobnost chyby nanajvys .
Vyuzijeme, o uZ vieme—ak chceme Prob[Ay(z) = F(x)] > 1— (1 —4e?)*/2 > 1,
staci zvolit

zniZovanie chyby

k=k(z) > 2lnd 2Ind
¢ = Klx = ln(l —48%) - In (1 _42—2|L\)
2Iné
= Tnzm [/0<y<1l = In(l-y)<-—y

= (—2Ing)2%"!

To ale znamend, Ze | Timea, (z) = (—21n6)2%1"! . Timea(z)

1

Uvedeny priklad je z akéhosi pohladu "worst-case". Ak by sme mali ¢, = Tog |7’

nebolo by to s ¢asom Timea, (z) také zlé.

Na zaver tejto Casti eSte jeden konkrétny priklad MC algoritmu.

Priklad 3.4 UvazZujme opdt porovndvanie databdz. Tentokrdt budeme vstup akcep-
tovat vtedy, ak si databdzy rézne. Ndhodny vyber vyuzijeme na "uhddnutie” miesta,
kde sa databdzy lisia. Visledkom je Algoritmus UMC.

Algoritmus 25 UMC

vstup: RI: X =21...2,
RILY =y1 ...y,

vystup: 1 ak X #Y

RI
1: nédhodne zvol j € {1,...,n}
2: posli j,z; do Rl

RII

1: if 2; # y; then "accept" > 100% istota
2: else

3: "accept" s pravdepodobnostou 1/2 — in

4: "reject" s pravdepodobnostou 1/2 4 5~

Cel4 komunikacia spoc¢iva v preneseni j, x;, preto prenaSame [log(n+1)] + 1 bitov. pocet bitov

Analyzu chyby rozdelime na dve ¢asti podl'a korektnej odpovede. Najprv oznatenia. UMC je MC

Oznacéme Cj; taki udalost, ze Rl zvolilo (v prvej fize) index j a Rll v druhej faze Cj,
povedalo I (1 je accept, 0 reject).

1 /1 1
PTOb[Cj’O] = ﬁ (2 + 2’”)
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P’f‘Ob[ijl] = % (1 — 1)

2 2n
Ozna¢me A; mnoZinu tych behov, ktoré daja odpoved [

Ak X =Y, tak neexistuje moznost, aby x; # y;. V tejto situdcii RIl rozhoduje
pravdepodobnostne. Zaujima nés pravdepodobnost korektnej odpovede:

ZProb 0]

Ak X #Y, potom existuje taky index j, Ze x; # y;. Budeme predpokladat, Ze je
jediny (¢o nezvysi pravdepodobnost korektnej odpovede).

Zaujima nas pravdepodobnost A1 = C; U{C;1 | 1 < i < n, i # j}, pricom C}
oznacuje udalost, ked’ Rl zvolilo jediny index, na ktorom sa X,Y lisia.

"1 1 11

Prob[A;] = Prob[C;]+ Y Prob|C;]
1 1177
AR E R
1 11
= ot t 2l )
n 7
1 1 1
TR I S
i=1 i#£]
N O S S S B |
 2n 2 m2 2 227 2

a

3.2.7 Pravdepodobnostné algoritmy pre optimaliza¢né tlohy

V pripade optimaliza¢nych tloh zrejme nezévislé opakovanie behu algoritmu pou-
zijeme na ziskanie rieSenia lepsej kvality.

Definicia 3.6 Optimalizaény problém je U = (X1, X0, L, Ly, Sol, cena, ciel), kde

¥ je vstupnd abeceda
Yo je vystupnd abeceda
L C X7 je jazyk pripustngch vstupov
Ly C L je jazyk aktudlnych vstupov
Sol Sol : L — Pot(X})Vx € L je Sol(z) mnoZina pripustnigch riesent
cena je ucelovd funcia;
cena(x, Sol(z)) € R
ciel ciel € {min,max}

Pripustné rieSenie y € Sol(x) nazveme optimalnym rieSenim pre x, ak pre icelovi
funkciu plati cena(z,y) = ciel{(z, z),z € Sol(x)}. Ak y je opimdlne rieSenie pre x
a U, tak oznacime

cena(z,y) = OPTy (z)

Hovorime, Ze algoritmus A je konzistentny pre U, ak Vo € L A(x)
rime, Ze algoritmus B riesi optimaliza¢ny problém U, ak

— B je konzistentny pre U

-Va € Ly B(z) = OPTy(x)

Poznamka Uvedena definicia zachytava vSetky aspekty savisiace s definiciou opti-
maliza¢nej tlohy: vstup je retazec nad abecedou X;, ale korektny vstup je z jazy-
ka L;. Analogicky pre vystup. Casto budeme pouzivat zjednoduSend formuléciu,

€ Sol(z). Hovo-



3.2. KLASIFIKACIA NAHODOU RIADENYCH ALGORITMOV 57

ked problém identifikujeme mnoZzinou vstupov I, zobrazenim Sol, ktoré vstupu
priraduje mnoZinu pripustnych rieSeni, ohodnocovacou funkciou (m, cena,..) a cie-
Tom (max, min).

Kvalita rieSenia sa posudzuje prostrednictvom chyby. Zaujima nés aproximaény
. _ OPT(x) A(x) PP ; ‘s
pomer Ratios(x) = max{ ) OPT(a) }. Mozné st dva pristupy — zaujimame sa

o otakavant hodnotu Ratioa(x), alebo nas zaujima pravdepodobnost toho, ze bude
tento pomer v rozumnych hraniciach.

Definicia 3.7 Algoritmus A je pravdepodobnostny E[d]-aproximacny, ak E[5]-
aproximdcia
e Prob[A(z) € Sol(z)] =1
e E[Ratioa(z)]<dVx €L
Definicia 3.8 Algoritmus A je pravdepodobnostny d-aproximaé¢ny, ak J-aprozimdcia
e ProblA(z) € Sol(z)] =1
e Prob[Ratiog(x) < 0] >1/2Vx e L
Definicie st podobné, nie v8ak totozné.
Ratios (C;) =2 pre i=1,...,10
Ratios . (C;) =50 pre 4=11,12
.. E[Ratioa(z)] =10
Prob[Ratioa(z) < 2] =5/6>1/2
Vela "dobrych", méalo "zlych" sposobi, Ze hoci je pravdepodobnost dobrej odpovede
slugné, stredna hodnota je zlA.
Ratioa(x) =11 pre 1000 behov
Ratioa(x) =1 pre 999 behov
11999
E[Rati = —— =6.0025
[Ratioa()] = J555
Prob[Ratioa(z) < 10] = 99 _ 0.499.. < 1/2
A= T 999 T

Ked je "dobrych" aj "zlych" skoro rovnako, pravdepodobnost dobrej odpovede moze
byt < 1/2, ale stredna hodnota je aj tak dobré.

Nasledujuci jednoduchy fakt sa da rozumne vyuZit.

Fakt 3.5 Pravdepodobnost udalosti, Ze ndhodnd premennd x md hodnotu < 2F][x],
je aspot 1/2.

Lema 3.6 Nech § > 0, U optimalizacniyj problém. Ak algoritmus B je pravdepodob-
nostny E[0]—aproximacny, potom B je 20— aprozimacnyj.
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Priklad 3.5 Uvazujme problém Max-kSAT, kde vstupom je formula F' v konjunktiv-
nej normdlnej forme(KNF), pricom kazdd klauzula md presne k literdlov. Chceme
vektor, ktory spliia ¢o najviac Klauzil. Vidtme sa k Algoritmu 21, ktory vrdti nd-
hodne zvoleny vektor . Pre Z;(a) =1 < Fi(a) =1, Zp = Y i~ Z; sme ukdzali,
Ye E[Zp) =Y E[Z]] =m(1 — 5¢). Ked¥e OPT < m,

ElZr] ~m(l-%) 2F-1

E[Ratio(F)] = OPT(F) . m 2

1

Ukdzeme, Ze Algoritmus 21 je tieZ 2,\2%

— -aproTIMacny.

Kedze
priemerny pocet splnengjch klauzil E[Zp] = m(1 — 5)
m(1 — 5%) je priemer z m,m(1 — 5+)
aspot polovica behov musi splniat aspont m(1 — %%1) klauzil. o

Priklad 3.6

vstup:  neohodnoteny graf G = (V, E)
vistup: rozklad (V1,Va) mnoZiny vrcholov V
cena:  cost((V1,V2)) = |[EN (V1 x V3)

ciel’ maz

Ukdzeme, Ze ndhodnd volba je Ef2]-aproximacng algoritmus

Algoritmus 26 RC
Vi=Vea=0
Vv € V nadhodne zvol i a V; «— V; Uwv
return (V1,Va)

Indikacnd premennd bude pocitat pocet hrdn rezu. Nech e = (u,v)

Y — 0, wrcholy u,v nepatria do rezu, ale si spolocne v jednej z mnozin Vi, Vs
¢ 1, hrana (u,v) patri do rezu

E[X.] = Problz, = 1]
Problz. = 1] = Problu € Vi&v € Vo] + Problu € Vakv e V] =4 .14+ 1.1 =1
Takze

Elx,] =1/2

X =) cep Te, E[X] = |E|/2

E[Ratio] = 9EL < ABL —



Kapitola 4

Metody tvorby
pravdepodobnostnych
algoritmov

Analyzou existujucich pravdepodobnostnych algoritmov mozno "vytiahnut" niekol-
ko metod, ktoré sa pri ich navrhu vyuzivaja. Casto ide o kombinéaciu, niekedy moz-
no algoritmus vnimat optikou viacerych metod. Zaéneme kratkym sihrnom metéd,
ktoré potom podrobnejsie rozvinieme a odilustrujeme na prikladoch v nasledujuicich
podkapitolach.

Eliminacia protihrada je v podstate metédou vyhybania sa najhor§im pripa-
dom. Ked méame deterministicky algoritmus, vstup pre najhorsi pripad pre tento
konkrétny algoritmus sa vicésinou konstruuje pomerne jednoducho. Pravdepodob-
nostny algoritmus je vlastne mnoZzinou deterministych algoritmov(ked k vstupu
pridame postupnost nahodnych bitov). Ked teda chcem zly vstup, mal by byt zlym
pre dostato¢ne vela tychto algoritmov. D4 sa ofakavat, Ze toto nie je vzdy mozné.
S takymto pristupom sme sa uz stretli.

V pripade zistovania rovnosti dvoch vzdialenych databaz (reprezentovanych binar-
nymi refazcami) bola mnoZina deterministickych algoritmov uréend mnoZinou pr-

vocisel: porovnanie x z y sme nahradili porovnanim x mod p z y mod p, kde
Prim(n?®) —(n—1) 1 2Inn
Prim(n?2) B

p € Prim(n?). Vieme, Ze aspoin -tina odpovedi je

korektnaé.
~» nédhodnéa volba prvodisla vedie k vel'kej pravdepodobnosti korektnej odpovede;
algoritmus je korektny na takmer kazdom vstupe

Algoritmus QUICKSORT je prikladom, ked sa viaceré deterministické stratégie liSia
volbou pivota, pri¢om
— kazd4 dava korektna odpoved
— kazdé je efektivna na vécéSine vstupov
T(1)=0, Tn)=n—-1+T(Ac)+T(As)
Videli sme, ze ndhodna vol'ba pivota viedla v o¢akévanom pripade k zlozitosti radovo
rovnej dolnému odhadu—O(nlogn)

Metoda svedkov je vhodné pre také rozhodovacie problémy, ked nas zaujima, ¢i
dany vstup mé alebo nema nejakua vlastnost V' (napr. ¢i to je prvocislo). K pouzitiu

metody je dolezité, aby sme mali

59

Elimindcia pro-
tihrdca

?
R, R z=y

QUICKSORT

Metéda svedkov
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e vhodni definiciu toho, ¢o je to svedok. Je to nejakd dodato¢na informécia W,
ktora pomaha uréit, ¢ skimana vlastnost plati alebo nie

V ~~ prvociselnost W~ delitele

e dostatotne velku efektivne kongtruovatelni mnoZinu kandidatov, medzi kto-
rymi je-v pripade existencie—dostatocne vela svedkov

Pri prvoéiselnosti st kandidatmi p € Prim(n?); je ich asponn Prim(n?)-(n — 1).
Pravdepodobnost, Ze ndhodne zvoleny kandidat je svedok je
e (n—1) . Inn?

In n?
e 2

In n? n

Neméame algoritmus, ktory efektivne hlada svedkov. Zoberme prehladavanie od
najmengieho prvocisla. Kedze "zlych" prvoéisel je nanajvys n — 1, po n pokusoch
urcite skoné¢ime. ZloZitost takéhoto pristupu je vSak 4nlogn, ¢o je vela. Preco
nevieme garantovat ni¢ lepsie? Lebo kvoli istote potrebujeme k + 1 pokusov pre
vstup (z,y) taky, ze Num(z) — Num(y) =p1 -p2- ... Dk

Pre pouzitie metédy svedkov st teda vhodné také typy tuloh, ktoré splhaja nasle-
dujice podmienky

e existencia svedkov

e efektivna konstrukcia kandidata+test, ¢i je alebo nie je svedkom
e mnozina kandidatov bohata na svedkov

Metoda odtlackov je vlastne Specidlnym pripadom metody svedkov. Pouiiva
sa, ked nas zaujima rovnost/ekvivalencia nejakych komplexnych objektov.

1. Vezmeme mnozinu M vhodnych zobrazeni tplnych reprezentacii do ¢iastoé-
nych reprezentécii (napr. N — Prim(n?))
h — random(M)

2. vypocitame redukované reprezentacie h(O1), h(O2); tomu sa hovori odtla-

¢ok /stopa/fingerprint

3. porovname redukované reprezentacie
if h(01) = h(O2) then return("ekvivalentné")
else return ("nie su ekvivalentné")
K tdspesnému pouzitiu potrebujeme
e h(O) efektivne pocitatelné
e porovnanie h(Oq) < h(O2) efektivne vypocitatelné
e existenciu kandidatov/svedkov v M, ktoré potvrdzuja, 7e O1 # Os

Neprekvapi, ze mame tradeoff medzi dizkou h(O) a pravdepodobnostou korektnej
odpovede.

Nahodna vzorka/Random sampling vyuZivame v situécii, ked nevieme hla-
dat objekty danych vlastnosti ale vieme, Ze ich je vela. Potom ndhodne vybrani
mnoZina kandidatov by s velkou pravdepodobnostou mala hladany objekt obsaho-
vat.

Tato pravdepodobnostna metdda je zalozena na dvoch jednoduchych faktoch:

Fakt 4.1 Ku kaZdej ndhodnej premennej X existuje hodnota, ktord nie je men-
Sia (vdcsia) ako E[X]
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Fakt 4.2 Ak pre ndhodny objekt je pravdepodobnost, Ze md nejaki vliastnost, nenu-
lovd, potom existuje objekt, ktory tito vlastnost md.

ZvySovanie uspesnosti opakovanim je realizované znizovanim pravdepodob-
nosti chyby nezavislym opakovanim behov, resp. len ich ¢asti, na tom istom vstupe

Optimizacia a ndhodné zaokrahlovanie Niekedy je optimalizatny problém
tazky na mnozine diskrétnych vstupov, ale jeho rieSenie na R je efektivne (napr.
linedrne programovanie). V tejto situacii problém ¢asto rieSime tak, Ze relaxuje-
me od diskrétnych hodnoét, vyrieSsime problém v redlnych ¢islach a ziskané rieSenie
vhodne zaokruhlime. (V aprox alg—primal-dual metoda pre ..)

Kapitolou samou o sebe je derandomizicia—prehladny a efektivny pravdepodob-
nostny algoritmus "derandomizujeme" na determnisticky; vic¢Sinou simulovanim
vSetkych moznych behov pravdepodobnostného algoritmu.

4.1 Eliminacia protivnika

V tejto Casti sa budeme venovat metdde eliminécie protihrac¢a. Sustredime sa na
konstrukciu triedy deterministickych algoritmov pre ktoré plati, ze pre kaZdy vstup
je vdcsina z nich efektivna. Aplikujeme na dva priklady.

Pre problém hagovanie ukaZzeme, Ze

e ku kazdej haSovacej funkcii existuje zly vstup

e existuje trieda haSovacich fcii H, ze pre kazdy vstup S a nadhodnu haSovaciu
funkciu h € H, h(S) je "dobre" rozlozené

Pre problém planovania ukidZzeme, Ze pravdepodobnostny algoritmus dava kvalita-
tivne lepSie riefenie ako Tubovolny deterministicky algoritmus.

4.1.1 HaSovanie

Uvazujme problém data managementu, ked podla kl'aéa k hladame v §truktire 7'
Operacie, ktoré potrebujeme realizovat, st—Search(T k), Insert(T,k), Delete(T k).
Ide o implemntéciu tzv. slovnika, ked na implementéciu mnoZiny objektov pou#i-
jeme tabulku spolu s vhodnym haSovanim.

tabulka T' s priamym pristupom, T'={0,1,...,m — 1}
e univerzum U = {0,1,...,d}; |U| > |T|

e zaujima nés taka haSovacia funkcia/zobrazenie h : U — T, pre ktoru je

S C U,|S| = n, a pritom vyZzadujeme, aby S bola "dobre rozlozena v T":

v priemere % = .+ prvkov zahaSovanych do jednej bunky/hodnoty

b-ta bunka ma zoznam /¢ prvkov zahaSovanych na hodnotu b; potom zlozitost
realizacie instrukcii-najhorsi pripad ¢, o¢akivany £/2

Od zobrazenia h vyzadujeme nasledujice vlastnosti
— da sa efektivne vypocitat
— pre vicsinu S C U prvky "rovnomerne rozhadzuje"; inymi slovami

T@) ={a€S|ha)=i} = |T|=0 (%)

Uvedomme si, Ze ni¢ lepsie ziadat nemdZeme, nakolko pre

S =Up; = {a € U | h(a) = i}, sa celda mnozina S zobrazi do jednej
bunky...

opakovanie

zaokrihlovanie

hasovanie

on line pldnova-
nie
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Lema 4.3 Nech U = N, T = {0,1,....m — 1}, n € N*, h : U — T splia:
Prih(z) =1i] = L. Potom

o ocakdvany pocet prukov v jednej bunke je - +1
e ak n =m, potom Prlviac ako jeden prvok h(zx) =1i]) < 1/2

Dokaz: Vezmime S = {s1,...,s,} ndhodne z U

= { o011

inak
1
E[X[ ;] = Prih(s;) = l|Pr[h(s;) = 1] = —
Ohrani¢ime pocet kolizii v [-tej bunke
1 nn—1) 1 n?
o 11— _
BXT= > BEXLI= 3 a= T e <o

1<i<j<n 1<i<j<n

n=m = E[X'<1/2
Nech k prvkov z S ide do [-tej bunky; potom méme (g) kolizii

n? k(k—1)  (k—1)2 n
— > E[XY = —~ 41
5772 > E[X'] 5 > 5 = p- +1>k

a

Ak je teda n ~ m, tak oCakavana zlozitost je O(1). Realne data ale nie st velmi
rovnomerne rozloZené...

univerzdlna trie- Definicia 4.1 Nech H je konec¢nd mnoZina hasovacich funkciiU — T = {0,1,,...,m — 1}.
da  haSovacich H je univerzdlna trieda funkcii, ak Vx,y € U,z # vy
funkcit

|H|

[{he H | h(z) = h(y)} < ©
Veta 4.4 Nech S C U, |S|=n, H je univerzdlna trieda hasovacich funkcii. Potom

pre kaZdé x € S a ndhodni hasovaciu funkciu h € H pre odakdvani velkost mnoZiny
Se(h)={a €S| a#ux h(a)=h(z)} plati

S| _n
EllS, ()] € = = —
1Se)) < 77 = 2
Dokaz: Uvazujme ndhodna premennt Z, ,(h), ktora pre haSovaciu funciu h iden-
tifikuje koliziu medzi x,y a premenni Z,(h), ktora spoéita pocet kolizii s prvkom
z. Stredna hodnota Z,(h) urcuje ofakivany pocet kolizii.

Zos) ={ 5 W 20 Bl ()] = Pribe) = )< 1/

Zo(h)= Y Zuy(h) ElZs(h)]= Y Bz, (<=t o

m
yeES,xH#Y yeES,xH#Y

3

O
Univerzalna trieda hagovacich funkcii existuje, sta¢i zobrat vSetky funkcie U — T
Lema 4.5 Trieda Hypr ={h|h:U — T} je univerzdlna trieda hasovacich funkcii.

Dékaz: Nech |T| =m
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e |Hyr| — mlUl
o [H(z,y,49)| = |{h | h(z) = h(y) = i}| = m|VI~

o [H(z,y)| = {h | h(z) = h(y)} = S0 |H(z,y,0)| = mlUI-1 = ozl

m

Trieda Hy 7 v8ak pre naSe tcely nie je vhodnd, pretoze
— je prili§ velka,
— vacsina funkcii nemé efektivnu reprezentaciu

Existujd aj univerzélne triedy haSovacich funkcii, ktoré su praktické. Zoberme ako
univerzum U = {0,1,...,p— 1}, haSovacia tabulka T je velkosti m, pricom p, m st Hﬁn
prvodisla. UkéZeme, Ze vhodnou univerzalnou triedou hasovacich funkcii je napr.
nizsie definovana trieda hasovacich funkcif H}, :

hap(z) = ((ax +b) mod p) mod m

Hf ={hap|aec{l,2,...,p—1}; be{0,1,...,p—1}}

Veta 4.6 Pre kazdé prvocislo p (a ¢islo m) je trieda HJ, univerzdlnou triedou

hasovacich funkcit 2 U ={0,1,...,p—1} do T ={0,1,...,m — 1}
Dékaz: Oznaéme

HY (x,y) = {hap € H,,,, hap(z) = hap(y)}

M(z,y) ={(r,s) eUxU |r#sar=s modm}
Zrejme |H|, (z,y)| = |M(z,y)|. Potrebujeme ukazat, ze Va,y : |H}, (z,y)| < %
Uvazujme najprv zjednodusent verziu h;, ,(r) = (az +b) mod p.
h/
1. Ukazeme, ze fuy(a,b) = (hy ,(2), hy ,(y)) je bijekcias a,b LS,
2. Spoditame, kolko je k danému r takych s, 7e r #2 s mod p ale r = s mod m

1. Podme argumentovat, ze f; , je bijekcia. Nech r = ), ,(z) = (az+b) mod p, s =
h;b(a?) = (ay +b) mod p.

Kvoli sporu predpokladajme, Ze  # y a r = s. Potom TAy=>rs
O=r—s=a(r—y) modp

Ked7e p je prvocislo, znamenalo by to a =0 mod p alebo x =y mod p, ¢o vzhla-
dom k volbe a,z,y nie je mozné. Preto x # y = r # s. To ale znamend, Ze fy 4
je zobrazenie z {U — {0}} — {(r,s)|r,s € U,r # s}. Kedze |ls| = p(p — 1) = |rs|,

ls s
staci ukazat, ze jedna z f; 4, f;; je injektivna.

Nech r # s. Kedze p je prvoéislo, pre z # y,0 < z,y < p — 1 inverzny prvok k 7#s=>a #b
(x — y) existuje :

r—s=a(z—y) modp = a=(r—s)(z—y)!
= b= (r—azx) modp

mod p

2. Pre z,y volba nahodne zvolenej hqp jednozna¢ne urcuje dvojicu (r, s) taka, ze

(rys) = (hg (), by b (y), preto |HE, (z,y)| = [M(z,y)|. K vypoctu |HJ, (z,y)|
preto staci spocitat, kol'ko je takych r # s, ze r = s mod m.
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Q" < p+m—1

m - m

K jednému r je { = % + 1 takych s, ze 7 = s mod m. Preto

- m m

| H (2, y)] = [M (2, y
O

Vec Dalsim prikladom je trieda hasovacich funkeif, ktora konstruujeme k univerzu U (r,m),
kde m je prvocislo, r € N

U(m,r)={z=(z0,...,7.); 0<2; <m—1,i=0,...,7} =T""!

Nech a = (ag,...,q,) € T"*!; definujme

Vec = {ha;a € TTH}, kde ho(zg,...,z,) = (Z aixi> mod m
i=0

Lema 4.7 Vec je univerzdlna mnoZina hasovacich funkcit

Dokaz: Ukazeme, ze Vx # y je |Ho(x,y)|=|{ha€Vec | ho(x)=ha(y)} < %:m’"
Ak z # y, tak sa tieto vektory ligia aspoii v jednej zloZke; pre jednoduchost nech

o # Yo-

ht!(x) = h(x(y) A 22:0 Q3T
ao(zo — Yo)

S _oaiy; modm
S _oi(yi — ;) modm

Ked m je prvoéislo, existuje pre xg # yo inverzny prvok (zo —yo)~!. Preto
T
o = Zai(yi —x;)(mo —yo)~' mod m
i=1

Hodnota «g je teda jednoznaé¢ne urcena hodnotami z,y, a1, ..., a,, ¢0 znamena, ze
|Ha(x7y)| <m". O

Pozitivne na mnozine Vec je to, Ze
— vieme efektivne generovat ndhodné h,
— hq sa efektivne pocita.

4.1.2 On line algoritmy

On line problém je taky, ked postupnost vstupov prichadza postupne a rozhodnutia
treba robit priebeZne. Otéazka je, nakolko dobry mézZe byt algoritmus, ktory nepozné
kvalita  on-line dopredu budtcnost v porovnani s tym, ktory celi budtcnost pozna dopredu. Co
algoritmov povazujeme za kvalitu?
— kvalita rieSenia
— zlozitost

motivacné pri- dispe¢ing obmedzeny pocet sanitiek/taxikov/... obsluhuje poziadavky nai. Dis-
klady pedér priebezne rozhoduje, koho kam pogle. Kritéria optimalizacie
e celkovy pocet najazdenych km

e Cas Cakania pacientov/pasaZierov -celkovy resp. maximalizovany na jedného

rozvrhovanie/scheduling analogicky - mame niekolko strojov ronej kvality a
poziadavky na ne. Pridelujeme tlohy strojom, pricom optimalizujeme

e celkovy cas
e priemerné zatazenie
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e Cas Cakania
on-line algorit- Majme optimaliza¢ny problém U = (I, Sol, m,ciel). Algoritmus A je online pre U,
mus ak pre kazdy vstup x = z1,...,x, € 1
e x1,...,x; je pripustny vstup V1 <i<n
o A(x) € Sol(z)
o A(xy,...,x;) je dast A(x) V1 <i<m
VStUD Z1,...,&p  ~> VYSLUD Y1,y Yn, Y = filT1, ..., T4)

Kvalitu algoritmu A meriame vzhladom k optimalnemu off-line algoritmu, resp. Compa(z)
jeho cene.

Compa(x) = max {OPTU(m) ma () }

ma(z) " OPTy(z)

V pripade aproximaénych algoritmov definujeme chybu a aproxima¢ny prah ako
hranicu "najlepsej" kvality, v pripade on-line algoritmov mame analogické pojmy.

Nech § > 1 je konstanta. Hovorime, Ze on-line algoritmus A je §-competitive, ak 0-taZky problém
Va Compa(z) < 0. On-line problém je d-tazky, ak neexistuje d-competitive algorit-
mus na jeho rieSenie pre ziadne d < 4.

Priklad 4.1 Majme cash/buffer velkosti k, ostainé stranky nech si v pomalej pa- strinkovanie
mdti. Zo vstupu prichddzaju poZiadavky na stranky. Ak poZadovand stranka s mie

je v buffri, musime niektord zo stranok v buffri vyhodit a presunut tam poZadovaeni

stranku s; v takomto pripade mdme presun. Chceme minimalizovat pocet presunov

medzi cash a hlavnou pamdtou.

zaciatok: s1,...,8, v Cash
Sktly---ySn U Main; n>>k
instancia: postupnost indexov i1,ia,...,im; 1 <i; <n
ciel minimalizovat pocet presunov medzi Cash a Main

UkdzZeme, Ze problém Strdnkovanie je k-tazké. Spravime to popisom stratégie pro-
tihraca, ktory k lubovolnému algoritmu A skonstruuje "zlg" vstup x4 protihrac

1. pri poZiadavke (k + 1) na stranku sgyr1 musi algoritmus A vyhodit niektori
stranku z buffra-povedzme stranku s indexom ji

2. po vyhodent strdnky s;, prichddza od protihrdca poZiadavka ji; algoritmus A
vyhadzuje jo

Je zrejmé, Ze mech by sme mali akykolvek algoritmus, takto kondtruovany vstup
k+1,71,...,Jk—1 vyZaduje k presunov. Pritom optimdlne—offline—rieSenie v pr-
vom kroku vyhodi i € {1,... .k} —{j1,...,Jk—1}, preto mu na spracovanie rovnakej
postupnosti staci len jeden presun.

costA(x k
Compa(xza) = OPT((I':)) =1 k

<

Definicia 4.2 Pravdepodobnostny algoritmus A je pravdepodobnostny online algo-
ritmus pre problém U akVxr,... 2, € L aV1<i<n-—1

o vyjstup kazdého behu A(x1,...,x;) je pripustné rieSenie
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o pre kazdy vsup C(x1,...,7;),Tir1, kde C(x1,...,2;) € M(x1,...,2;), vietky

behy A dopocitaji pripustné rieSenie pre x1,...,T;i+1
VSLUP T1 ... TiTip1 ~>  VYSEUDP Y1, ..., Yitl
Yit1 = firr1(@1, ., i) = g (filzr, oo @0), i)

Pre ingtanciu vstupu X mame
Sa,x je mnozina vypoctov A na X
Probj x je odpovedajtce pravdepodobnostné rozdelenie na Sy x
Zx(C) = Compc(X) je ndhodnd premennd v (Sa,x, Proba x)

Kvalitu meriame ocakavanou hodnotou
Exp — Compa (X) = E[Z,]
Nech § € R. Hovorime, 7¢ A je E[f]-competitive, ak Exp — Compa(X) =
E[Zx] <4
Nech h : N — RZ!. Hovorime, 7e A je Exp[h]-competitive, ak Exp —
Compa(X) = E[Zx] < h(|z])

Cielom tejto Casti je na probléme rozvrhovania ukizat, Ze existuji problémy, pre
ktoré pravdepodobnostny algoritmus dosahuje lepsiu kvalitu ako najlep§i mozny
deterministicky algoritmus.

Problém Rozvrhovanie predpoklada

e mame m roznych (typov) strojov My, ..., M,,, pricom z kazdého typu stroja
je len jeden kus
e job je m uloh Ay,..., A, reprezentovanych permutaciou indexov iy, ..., oy;
job (i1,...,4;,) znamena, Ze
— tulohy treba pocitat v poradi Ay,..., A;; najskor jednu alohu dokondit,

potom druhu zacat

— Aj sa musi riefit na stroji M;,

— idealizovane predpokladame, Ze vypocet na kazdom stroji trva presne
jednotku casu

Unit(m,d), resp. skratene U(m,d)

vstup: m typov strojov, d jobov(m-tic tloh)

vystup: pridelenie tiloh jednotlivym strojom v diskrétnom Case tak, aby kazdy robil
vzdy len na jednej dlohe a aby prislusna tloha mala k dispozicii vSetky
potrebné vysledky (zachovanie poradia)

Budeme uvaZovat najjednoduchsiu verziu dlohy U(m,2). Vstupom st dva vek-
tory a = (i1,...,%m) a 8= (j1,...,Jm)- Predstavme si ich ako m X m mriezku
G(a, B)[4, k], pricom riadky odpovedaju 3, stipce a. Kolizia nastava, ak G[k,¢] =
Jk =1

LCahko vidno, %e ak dlohy j1,...,Jk—1 a%1,...,je—1 skonéili naraz a jp # ig, potom
mozno ulohy ji a iy pocditat paralelne; inak jedna z nich musi pockat.
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Do mriezky na miesta kolizii dame znacku.

Hybat sa mozno smerom doprava a dole a to
po riadkoch, stlpcoch a diagonélach, ak tam ) \ J

nie je znacka. Priradenie je cesta z lavého hor-

ného do pravého spodného rohu.

Pohyb po horizontalnej Sipke aj pohyb po ver-
tikalnej sipke odpovedaji tomu, Ze jedna tlo-
ha stoji. KedZe mame Stvorcovi mriezku, je JL

pocet vertikidlnych a horizontalnych §ipok na —
kazdej ceste rovnaky.

Majme teda cestu S
del,(S), pocet vertikilnych hran na ceste S

delg(S), pocet horizontélnych hran na ceste S } delay(S) = dela(S) = dels(S)

delo (S) + dely(S)
2

Fakt 4.8 Pre m € N md kazdd instancia (o, 3) pre U(m,2) presne m konfliktov,
pricom v kaZdom riadku a kaZdom stlpci je prdve jeden konflikt.

cost(S) = m + delay(S) = m +

Najprv ukdzeme, Ze vieme konstruovat zlé vstupy.

Lema 4.9 Nech m = 0 mod 8. Pre kaZdyj online algoritmus A riesiaci U(m,2)
existuje takd instancia I = ((1,2,...,m), ), Ze

cost(A(I)) >m + %

Dékaz: PopiSeme stratégiu protivnika, ktory bude ukladat konflikty tak, 7e cast
cesty, ktora prejde za m/2 ty riadok a m/2-ty stipec, pouzije aspoii polovicu hran,
ktoré nie sa diagonalne. To bude znamenat, Ze nabrala zdrZanie aspon polovicu z
£ ¢o je pozadovanych m/8.

Konstruujeme 8 = j1,...,jm

e j; = 1spdsobi, ze mame konflikt. Algoritmus moéze znacku obist po vertikalnej
alebo horizontalnej hrane, oboje sposobi prirastok 1 do prislusnej del,(S)
alebo delg(S)

e Ak algoritmus obiSiel znacku po horizontalnej hrane,  ma rie§it dlohu 2,
ilohu 1-toto sa riesi paralelne. Sme v pozicii, ked « ide riesit alohu 3 a my
chceme, aby aj [ riesila tlohu 3—dame teda jo = 3

e Ak algoritmus obisiel znacku po vertikalnej hrane, a: ma riesit dlohu 1, 8 nova
ilohu jo. Aby sa to dalo riegif paralelne, poloZime jo = m a potom volba
j3 = 2 sposobi opéit konflikt.

1 2 3 45 6 7 8

A3 w -

3

N N O -

3
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Takto postupujeme dalej. Ak algoritmus obchadza prekazku po horizontalnej hrane,
doplnime na prislu§né miesto v 3 prvok z mnoziny {1,2,...,m/2}. Ak ju obide po
vertikalnej hrane, budeme vkladat prvok z mnoziny {m/2 +1,...,m} O

Teraz odhadneme zloZitost najlepgieho offline deterministického algoritmu. Vezme-
me mnozinu konkrétnych deterministickych stratégii, spo¢itame strednt hodnotu
pri ich pouZiti. Potom optimélny algoritmus nemoéze byt horsi ako tato stredné
hodnota.

Lema 4.10 Nech m € N. Pre kazdy vstup I do U(m,2) plati
Opt(I) <m++/m

Dékaz: Kvoli zjednodugeniu uvazujme m = k2.

Pre ¢+ =0,1,...,k oznatme
D; diagonalu, ktora ide z (0,4) do ((m—1i,m))
D_; diagonalu, ktora ide z (¢,0) do ((m, m—i)) Y

Stratégia A(j7),7 € {—v/m,...,0,...,4/m}
pride po obvode k diagonéle D;, potom sa
snazi ist po diagonale D; a nésledne po ob-
vode najkratSou cestou do pravého spodného
rohu. Ak st na diagonéile prekazky, obchidza
ich jednou horizontalnou a jednou vertikalnou
hranou.

Analogicky stratégia A(—i) (pozri obr.)

4

Pre cenu stratégie A(i) potom plati
cost(A(i)) = |i| + (m — |i|) + |¢| + polet prekdzok = m + |i| + pocet prekazok

zdrzanie
Kedze je pocet véetkych prekadzok m, pre stucet diagonélnych stratégii dostavame

m+1
m+ Z ||—m+22\\*m+2f(f )meJr\/»
i=—+y/m
Priemerny pocet zdrzani je potom
2 2
m+f_ m+ﬁ§\/771+1/2
2y/m+1 2\/m

Existuje teda algoritmus so zdrZzanim nanajvy$ /m a optimélny od neho nemoze
byt horsi. Preto Opt(I) < m + /m. O

Na zaklade lemy 4.9 a lemy 4.10 mame nasledujtce tvrdenie.
Veta 4.11 Problém U(m,2) je (9/8 — e)-tazky.

Dokaz: 7 lemy 4.9 vieme, Ze ku kazdému algoritmu A existuje ingtancia I, na ktorej
je costa(I) > m+ 7. Lema 4.10 zas ohranicuje cenu optimélneho algoritmu. Preto

costa(I) < g _9 1 1
Opt(I) — m++ym 8 vVm+1
——

€

Compa(I) =

A teraz kone¢ne ten pravdepodobnostny algoritmus
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Algoritmus 27 DIAG

1: nédhodne zvol i € {—/m,...,/m}
2: rie§ stratégiou A(7)

Veta 4.12 Algoritmus DIAG je pravdepodobnostny online, pridom pre kaZdi in-
Stanciu vstupu I do U(m,2) plati

1 1
ExpCompprac(I) <14+ — 4+ —

vm o 2m

Dokaz: Na zaklade predchadzajucich uvah

e ocakavany pocet zdrzani pre stratégiu A(7) je nanajvys [v/m]| + 1/2.
e ofakavany ¢as je nanajvys m + [/m] +1/2

e Opt>m
. oCakdvana cena _ m+ [/m]+1/2 1 1
ExzpC = < =14+ — 4
zpCompprac (i) Opt(1) S m + Jm + o
a
O probléme U(m, 2) sme ukazali zdverom

—je (9/8 — e)-tazky
— existuje pravdepodobnostny algoritmus s ExpComp nanajvys 1 + \/177 + ﬁ
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4.2 Metoéda odtlackov

Ako sme u7 povedali, metoda odtlackov sa pouziva, ked nas zaujima rovnost/ekvivalencia
nejakych komplexnych objektov.

1. Vezmeme mnozinu M vhodnych zobrazeni tplnych reprezentacii do ¢iastoé-
nych reprezentécii (napr. N — Prim(n?))
h — random(M)

2. vypocitame redukované reprezentacie h(O1), h(O2); tomu sa hovori odtla-
¢ok/stopa/fingerprint

3. porovname skratené reprezentécie
if h(01) = h(O32) then return ("ekvivalentné")
else return ("nie sa ekvivalentné")
K tdspesnému pouzitiu potrebujeme
e h(O) efektivne pocitatelné

e porovnanie h(Oq) < h(O2) efektivne vypocitatelné
e existenciu dostatotne velkej mnoziny kandidatov/svedkov v M, ktori v pri-
pade O1 # Os potvrdzuju, ze Oy # Oq

Déraz je na konstrukcii tej mnoziny M. Jej kardinalita je uréena dizkou popisu
jednotlivych objektov a tak proti sebe idu snaha o dostato¢né mnozstvo kandidatov
a snaha o kratky popis.

4.2.1 Porovnavanie databaz

Aplikiciou tejto metody je Algoritmus 17 na porovnanie dvoch vzdialenych databaz.
Analogickym spésobom mozme riesit viaceré podobné priklady

Priklad 4.2 Majme vzdialené databdzy. X,U;, V; oznacuji podla kontestu retazec
ale aj ¢islo s bindrnym zdpisom X, resp. U;,V;

Ri: X=z1...2,
Rir: U={U,...,Us}; U; € {0,1}"

Zaugima nds, ¢t X € U.
MnoZina zobrazeni/vytvdrani odtlackov vznikd vyuZitim prvocisel — pre prvoéislo p
oznacuje h, funkciu, ktord ako odtlacok berie mod p

M = {h, | p € Prim(n®)}

Algoritmus je jasni

Algoritmus 28 — Test X €U
RI:
1: ndhodne vyber h, € M
2: s+ X mod p
3: podli s, p druhému pocitacu Rl

1: vypocitaj g¢; < U; mod p
2: if s € {¢q1,...,qr} then return "X € U"
3: else return "X¢ U"

chyba
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Je zrejmé, Ze ked X € U, lubovolnd volba hy, (vipocet C(p)) vedie ku korektnej
odpovedi. Chyby sa moézme dopustit len vtedy, ok X ¢ U ale existuje U; tak, Ze
X = U; mod p. Vieme, Ze pre konkrétne t je pocet takychto "zljch" prvocisel
nanajuys n — 1, pricom n je dizka zdpisu X. Ak teda oznacime

A; ={p | p € Prim(n?) & s = q;v behu C(p)}

k
A={]JA
i=1
tak i
2lnn 21nn
E X,U) = Prob(A Prob(A =
rror(X,U) r0 Z T0 ; -
Pre k < 4lnn je pmvdepodobnost chyby nanajvys 1/2. Ingmi slovami, ak mohut-

nost mnoziny U je nanajvys 11—, je Algoritmus 4.2 Monte Carlo algoritmus s
jednosmernou chybou.

Analogicky riesime problém neprazdneho prieniku dvoch databéz.

Priklad 4.3 Majme vzdialené databdzy
Ri: V={Wn..V,};V;e€{0,1}"
Ry;: U={U1,...,Uk}; U,’G{O,l}n

Zaujima nds VU = 0.

Algoritmus 29 — Test VNU
RI:
1: nédhodne vyber h, € M
2: 8, V; mod p
3: posli s1,...,8s,p druhému pocitacu Rll
RII:
1: vypocitaj ¢; < U; mod p
2: if {s1,...,80} N{q1,...,q1} = 0 then return "V NU = ("
3: else return "V NU # ("

Algoritmus prekomunikuje (¢ + 1)2[logn] bitow. komunikdcia

Je zrejmé, Ze ked V NU = 0, lubovolnd volba hy, (vgpocet C(p)) vedie ku korektnej chyba
odpovedi. Chyby sa mézZme dopustit len vtedy, ok V NU # 0, ale existuji U;, V; tak,
2e U; =V; mod p. Ak teda oznacime B; udalost, ked s; € {q1,...,qx}, tak

Error(V,U) = Prob(

i—1

¢ ¢
2Inn 2Inn
B;) < k- =Vlk -

Pre lk = o(1%) mdme Monte Carlo algoritmus s jednosmernou chybou.

Uvedomme si, ze ak zvacsime mnozinu M tak, Ze budeme uvazovat prvoéisla p €
Prim(n?), pocet "zlych" prvocisel sa nezmeni, ale zmensi sa pravdepodobnost chy-
by. Pre X =x1...2,,Y = y1...yn totiz

n—1 dlnn
Prim(n?) — nd-1

PriX=Y modp| X £Y]<

Vo v8etkych uvedenych prikladoch sme objekty porovnavali na zdklade "odtlackov",
ktorymi boli zvysky po deleni prvoéislom. Inym pristupom je Freivaldsova metéda,
ktora ako odtlacky pouZiva hodnotu polynomu/matice/funkcie v bodoch.
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4.2.2 Freivaldsova metéda - ekvivalencia polynémov

Prikladom vyuzitia Freivaldsovej metddy bol Algoritmus 20 na porovnanie AB = C
pre matice A,B,C. Zvolili sme nadhodny vektor « a odpoved na otazku AB < O sme

spravili na zéklade vysledku porovnania ABa < Ca. Analogicky postup mozme
vyuZit pre porovnavanie polynémov (a inych Struktar, ktoré sa na porovnanie po-
lynémov daja transformovat).

Vstupom st polynomy Pi(X), P(X) stupfia nanajvys n. Zaujima nas, ¢i P;(X) =
Py(X). Ak chceme deterministicky algoritmus na porovnanie polynémov, vyuZijeme
ich "norméalny tvar"

P(X) = i Xt
=0

resp.
d d o
Q(x1,...,xy) = Z . Z ciy e, mt
i1=0  i,=0
pre polynéom Q(z1,...,2,) n premennych, z ktorych kazda moze byt stupha na-

najvys d. Toto deterministické porovnanie ma ti nevyhodu, Ze "normalny" tvar
moZe byt az exponencidlne dlhy vzhladom k zadanému tvaru polynému; napr.
(x1 +z2)(T1 +23) -+ (71 + 7))

Uvazujme tento jednoduchy algoritmus

Algoritmus 30 — Test P;(X) = Po(X)
Nech polynémy P;, P> stupiia n maju premenné z pola F',nech S C F, |[S| >n+1

1: ndhodne vyber r € S

2: p1 « Pi(r), p2 «— Pa(r)

3: if p; = p2 then return "P(X) = Po(X)"
4: else return "P; (X)) # Py(X)"

chyba Potrebujeme odhadnaf pravdepodobnost chybnej odpovede. Ak st polynémy rov-
naké, chyby sa evidentne nedopustime. Chyba nastane vtedy, ak pre polyném
Q(X) = P (X) — P2(X), ktory nie je identicky rovny 0, zvolime r tak, ze Q(r) = 0.

Fakt 4.13 Polynom stupria d md nanajvys d roznych koreriov.

Na zaklade faktu 4.13 je pravdepodobnost chyby nanajvys |LS‘ Ak chceme chybu
zmen§it, mozme zvacsit mnozinu S, resp. opakovat niekol'ko behov algoritmu. Uve-
domme si, ze ak Q(X) # 0, potom n + 1 behov s réznymi hodnotami r to musi
potvrdit.

"ponaucenie” Zhrnutim dostéavame, 7e test na rovnost polynémov Py(X) = Py(X) je rozumné
transformovat na test P (X) — Po(X) 2o

Pri prechode k polynémom viacerych premennych vyuzijeme nasledujacu vetu.

Veta 4.14 (Schwartz-Zippel) Nech Q(z1,...,x,) € Flzi,...,x,] je polyndm
viacerych premenngch celkového stuptia d. Nech S C F a ry,...,r, si ndhodne
vybraté z S. Potom

d

PriQ(ri,...,rn) =0 Q(z1,...,2,) #0] < E
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Dékaz: Postupujeme indukciou vzhladom na pocet premennych n.
Polyném stupiia d mé nanajvys d roznych korenov. v/

Nech k < d je maximéalny stupefi exponentu premennej, povedzme Ze je to x1. n>1
Potom

k
Q(z1,...,x,) = Zl’i@i(.’ﬂg, cey )
i=0

VzhlTadom na vyber vieme, Ze

— koeficient Qg (xs,...,2,) pri ¥ nie je nula
— stupeni polynému Qg (z2,...,z,) je nanajvys d — k
— pravdepodobnost, ze Qk(ra,...,r,) = 0 je nanajvys %
Nech teda Qg (re,...,r,) # 0. UvaZujme polyném
k
Q(:Cl) = Q(xla/r27 cee 77"»”) = szlQi(TQ; e a/rn)
i=0

Stupef polynému ¢(z1) je nanajvys k, nie je identicky rovny 0, preto

k
Priq(r1) =0 |q(x 0] < —
lq(r1) =0 [q(z1) # 0] < 9]
Vyuzijac Pr[A] < Pr{A|B] + Pr[B] dostavame
PT[Q(T17"'7rn) =0 | Q(;Ul,...,xn) 750} < u_’_ﬁ — d

EEEE]
O

Ak pocitame mod p, kde p je prvocislo, chybu mézme odhadniat pomocou nasle-
dujicej lemy.

Lema 4.15 Nech p je prvocislo, Q(x1,...,z,) # 0 polyném nad Z,, d € N je
mazimdlny stupesi premengchPotom Q md nanajvys n-d - p™~! korefiov.
Dékaz: Analogicky ako v predchadzajticom dokaze-indukcia cez pocet premennych.
Pocet korefiov je nanajvys d = ndp"™ ! n=1
Q(z1,...,xy) = Z?:o 20Qi(x2, ..., 2n). Ak Q(au,...,a,) =0 mod p, tak alebo  n>1
(a) Qi(ag,...,an) =0 mod p pre kazdé i, alebo
(b) Qj(asz,...,an) # 0 mod p, pricom «; je korefiom polynému

q(r1) = Qolaz,...,an) +21Q1 (a2, ..., 0n) + -+ :c‘de(az, ceey )

Spocitame obe moznosti zvlast. Kedze Q(x1,...,x,) Z 0, musi existovat taky in-

dex k, 7ze polyném Qy(z2,...,x,) # 0. Ten ma podla IP nanajvys (n — 1)dp"~2 (a)
korefiov takych, Zze Q;(az,...,a,) = 0 mod p. Ked dovolime «; Tubovolne, je
pocet korefiov (o, ..., a,) v pripade (a) nanajvys (n — 1)dp™~1.

Polyném ¢(z1) je polynom jednej premennej stupiia d, preto mé nanajvys d kore- (b)
fiov. V tomto pripade mame teda nanajvys dp” ! korefiov.

Celkovo teda je korehov nanajvys

(n —1)dp™ ' + dp"~! = ndp"~!
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d

Algoritmus 30 I'ahko upravime na Monte Carlo algoritmus s jednosmernou chybou,
ktory riesi porovnanie polynémov viacerych premennych.

Algoritmus 31 AQP
Polynémy P;, P, n premennych nad Z,, maximalny stupei jednotlivyich premen-
nych d, prvocislo p
1: nédhodne vyber a € {0,1}"
ho(P1) < Pi(a) mod p
ha(P2) < Pa(a) mod p
if ho(Py) = ho(P2) then return "P; = P"
else return "P; £ P"

Pravdepodobnost, Ze v pripade Q() = Pi() — P2() # 0 zvolime néhodne « tak, Ze
Q(a) £ 0, je aspon (1 — ”Tflpn).

Uvedeny algoritmus mdZzme vyuZit na pravdepodobnostné zodpovedanie otézky, ¢i
ma dany bipartitny graf G(U,V, E), E C U xV tplné parovanie (perfect matching)?!.

iplné parovanie Uplné parovanie je zrejme mozné len vtedy, ked |U| = |V|. Predpokladame teda,
7e U ={uy,...,un}t,V={v1,...,v,}. Uplné parovanie je vtedy dané permutéaciou
7, ktord hovori, ze v parovani st hrany (u;, vr(;)). Vyuzijeme Edmondsonovu vetu

Veta 4.16 (Edmondson) Nech A je matica typu nxn, ktord k bipartitnému grafu
G(U,V, E) skonstruujeme nasledovne

.o Lij, (Uq;,l}j) ek
i ={ 5 G g s
Definujme polynom Q(x11,. .., Tn,) = det(A).2 Potom G md tiplné pdrovanie prdve

vtedy ak Q Z 0.

Dokaz: det(A) =3 cs(n —1°9(™ A1, w(1)]A[2, 7(2)] . . . A[n, 7(n)]; tu S(n) je sy-
metrickd grupa permutécii a sgn(w) je parita poc¢tu vymen, ktorymi z identickej
permutéacie dostaneme permutaciu m. KedZe kazdé z;; je v matici nanajvys raz,
sumaciou sa nemozu "vynulovat". Preto determinant nie je identicky rovny 0 pra-
ve vtedy, ked existuje permutécia, pre ktort je prislusny ¢len nenulovy. To je ale
ekvivalentné tomu, ze

AL, m(1)]#0= (1,7(1)) € E
A2, m(2)]#0= (2,7(2)) €E o .
tplné parovanie
Aln,m(n)] #0= (n,m(n)) € E

O

Determinant je polyném, preto testovanie determinantu je testom polynému na nulu
a na to mame pravdepodobnostny test. VyuZitie tohto pristupu—savis parovania
a determinantu matice/polynému—je skor v kongtrukeii paralelného algoritmu na
hl'adanie tiplného parovania.

1Parovanie je takd mnozina hran, v ktorej je kazdy vrchol obsiahnuty nanajvys raz. Parovanie
je uplné, ak je v nom kazdy vrchol obsiahnuty prave raz.
2det(A) oznacuje determinant matice A.
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4.2.3 Porovnavanie retazcov
Venujme sa teraz problému porovnavania/vyhladavania textov (pattern matching).

vstup: X =2x1...2, 2, €X
Y:yl"'ym Yj €X
vystup k pozicia vyskytu Y v X: zp ... Zpem-1 =Y
k =n—m+ 2 znamend, 7ze Y sa v X nevyskytuje

"Klasické" deterministické pristupy su dva

1. O(n-m) "brute force" algoritmus zaloZeny na prikladani Y postupne na pozicie
1,2azn—m+1
2. O(n + m) algoritmus vyuzivajuci predspracovanie Y

Predspracovanie vzorky zadanej refazcom znakov

Predstavme si, Ze prilozime vzorku k textu tak, Ze zac¢ina na pozicii p. Nech sa ysyvka - pred-
zhoduje s textom na prefixe dfiky i. Ak sanasledujuci (i+1)-y symbol vzorky lisi od spracovanie
odpovedajiiceho symbolu textu, musime vzorku v texte posunit. Vieme povedat, yzorky

o kolko symbolov? Polozme tito otazku inak — kolko uZ prec¢itanych symbolov

textu moZme povaZovat za zaCiatok vzorky? Predpokladajme, Ze odpovedou na

tuto otazku je hodnota funkcie f:

Pre fixovant vzorku b1 bs . . . by, nech £(i) je maximalna dlzka vlastného sufixu retazca

b1bs ... by, ktory sa rovné prefixu tohto retazca

f(Z) = max{j ‘ blbg e bj = bi—j+1 e bl}

a1a2 ... apAp41... Qpti—1-..0n
biby ... b;

Predstavme si, ze pri ¢itani textu postupne zlava doprava mame v premennej @
index pozicie ¢itaného symbolu a premennd dlzka obsahuje maximalnu dizku sufixu
doteraz precitanej Casti textu, ktort mozme povazovat za zaciatok vzorky. Vedeli
by sme definovat funkciu update, ktora by na zaklade i (resp. a;) a dlzka vypoditala
novi hodnotu dizka tak, aby odpovedala pre¢itaniu symbola a; zo vstupu?

Ak by sme poznali funkciu f, tak pomerne l'ahko. Ak sa poslednych dizka sym-
bolov pre¢itaného textu rovnd by ...bg .k, a ak precitany symbol je bgi.kat1, tak
novou hodnotou dlzka bude dizka + 1. Inak je nova hodnota dizka urfend na za-
klade toho, ako by bola zmenené, keby jej hodnota bola f(dlzka).

Algoritmus 32 Vypocet update pri znalosti chybovej funkcie f

update(x,0) < 0 pre x # by

update(by,0) « 1

: for dlzka := 1 to m do

update(bazkat1, dlzka) «— dizka + 1

update(b, dizka) — update(b, f(dlzka)) pre b # baizka+1

BNl > v

Osatava vypocitat chybova funkciu f. Pri jej vypocte si treba uvedomit, ze ak
fli+1) = s, potom plati

blbg...bs Zbi_s+2...bi+1 ale aj blbg...bs_l :bi—s+2-~-bi
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Algoritmus 33 Vypocet chybovej funkcie f
1: f(l) —0
2: for i:=2 to m do
3: [ — f(l - 1)
4: while (b1 #b;) A (1 >0)dol— f(I)
5: if (i1 # b;)) A(l =0) then f(i) <0
6: elsef(i) :=1+1

Preto s<f(i)+1

Korektnost riefenia je zrejmé z predchadzajtcej diskusie. ZloZitost ziskame na
zéklade analyzy zlozitosti algoritmov 32 a 33.

e zlozitost vypoctu tabulky hodnét f(n) stuvisi s poétom modifikacii globalnej
premennej [. KedZe tato Startuje s pociatonou hodnotou 0 a v priebehu
vypodtu je bud zmengovana (prikazom [ < f(1) v riadku 4) alebo zvySena o 1
nanajvys raz v cykle pre i(v riadku 6), je zloZitost vypoctu chybovej funkcie

O(m).

e zloZitostou vypoctu tabulky pre funkciu update je amerna velkosti "tabulky",
ktorou je update zadana, a preto je O(m).

e Zlozitost samotného vypoctu je zrejme O(n).

Fakt 4.17 Celkovd zlozitost algoritmu vyhladdvania vzorky v texte s chybovou fun-
kciou je O(m + n).

vzorka pomocou Metédu odtlackov vieme vyuZit v (asymptoticky) neefektivnejSej verzii determinis-

odtlackov tického algoritmu— vzorku Y budeme postupne prikladat na jednotlivé pozicie v X,
porovnanie prislusnych podretazcov v8ak spravime cez ich odtlacky ziskané funkciou
Op. Opéf vyuzijeme pocitanie modulo prvocislo p.

”
X e X, ?Y ae> Op(xk...x

20,(Y)

k+m-1)
Pre jednoduchost predpokladame, ze > = {0,1}. Potom retazec dizky m moézme
vnimat ako binarny zapis &isla a jeho odtlackom bude zvysok po deleni prvocislom
p. Nech X(j) oznacuje ¢islo, ktorého binarny zépis je podretazec dizky m refazca
X, ktory za¢ina na pozicii j; analogicky Y.

Vezmime prvocislo p < 7 néhodne, O,(X) = X mod p. Ak by sme rovnost
odtlackov povazovali za definitivne uréenie pozicie, na ktorej sa Y v X nachadza,
chyba algoritmu by bola

n—m-+1

Y Prio,(Y) = 0,(X(5))
i=1

Kedze pre binarne ¢islo dizky m mame nanajvys m — 1 "zlych" prvocisel, mozme
pisat

n—m-+1 B ) ) L . w
; Prioy(Y) = Op(XG)) 1Y # X)) < s = O( - )
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To pri volbe 7 = f(n,m) = n?mlogn?m dava pravdepodobnost chyby MC algorit-
mu s jednosmernou chybou
2 _ 2log n’m 2

nmlog(n®*mlogn?m) < log(n?m)

n2mlogn2m ~ logn?mn  nlogn?m n

resp. O(1/n).

Algoritmus 34 String(f(n,m))

> f urcuje velkost pouzitych prvocisel
nahodne vyber p € Prim(f(n,m))
Op(Y) —Y modp
0,(X(0)) <~ Num(zy...xm—1) modp
k—1
while k<n-m+1 do

O0p(X(K)) — (2[0,(X(k — 1) = 212" mod p| + T 4m_1) mod p
> Op(X) «— X(k) mod p; o =0

7 if O,(Y) = 0,(X(k)) then
8: if Y = X (k) then return "Y sa vyskytuje od pozicie k"
> z pravdepodobnostného algoritmu robime deterministicky
9: else k — k+1
10: return "Y sa v X nevyskytuje"

Ak v8ak rovnost odtlackov pouzijeme len ako indikéciu potencidlneho vyskytuY v X
a skutotnost overime "priloZenim" Y na prislusnt poziciu, dostaneme algoritmus
Las Vegas, ktorého kazda odpoved je korektna. V tomto pripade ma zmysel sa
pytat, aka je jeho ocakavana casova zloZitost.

Pri realizacii algoritmu vyuZivame efektivne pocitanie X (j) mod p, ktoré vychadza
z rovnosti
X(+1) = 20X () — 27 Va) + 24m

Analyzujme Las Vegas verziu (Algoritmus 34). Oc¢akavana zloZitost je cas
1 1
O (n+m)l1l—-=) + mn | — =0(n+m)
n n
—_———
ziaden potencialny vyskyt overovanie na kazdej pozicii

Upravme algoritmus tak, ze po falosnej zhode vygenerujeme prvocislo p nahodne. modifikicia Las
1

Potom pravdepodobnost toho, Ze spravime viac ako ¢ reStartov, je nanajvys —. Vegas
n

4.2.4 Interaktivne ddkazy

Poslednou (nasou) aplikiciou metody odtlackov st tzv. interaktivne dokazy. Pred-
pokladajme, Ze niekto tvrdi, Ze poznéa dokaz. NaSou ulohou je sa presvecit, ze ho
pozné bez toho, aby nam ho cely ukazal. Mézme vidiet iba "odtla¢ok" tohto dokazu,
pri¢om odtlackom si odpovede na otézky, ktoré budeme klast. Kvalita dokazov, kto-
ré takymto sposobom dokizeme overit, zrejme zavisi od kvantity odpovedi a kvality
otazok. Ukazeme jeden "vzorovy" priklad—problém izomorfizmu a neizomorfizmu
grafov.3

3Grafy G1 = (V, E1), G2 = (V, E2) st izomorfné, ak existuje permutacia 7 taka, 7e (i,7) €
F & (W(L),W(J)) € Fo
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Problém izomorfizmu grafov(Gl): dvojicu vstupnych grafov (G1, Ga) akceptu-
jeme, ak st izomorfné. Tahko vidno, Ze tento problém patri do NP: uhadneme
izomorfizmus 7 a overime rovnost 7(G1) = Gs.

Problém neizomorfizimu grafov(GNI) dvojicu vstupnych grafov (Gp,Gz) ak-
ceptujeme, ak nie sd izomorfné. Tento problém je z co — NP. Neméame kratke

9 v

dokazy, asi je to tazie....

Na dokazovanie pouZijeme systém dvoch hracov/algoritmov.

V-verifier je pravdepodobnostny polynomialny algoritmus, ktory sa snaZi overit,
ze grafy G1, G4 nie st izomorfné. Moze pritom klast otazky dokazu P

P-proover je algoritmus, ktorému neohrani¢ujeme vypoctova silu. Zakazeme mu
jediné a to pristup k ndhodnym bitom algoritmu V

vypocet je komunikicia medzi nimi, pricom posledné slovo ma V. Vyzadujeme
— ak G4, G5 st neizomorfné, potom P mé Sancu presvedcit V
— ak G, Gy s izomorfné, potom akakol'vek snaha P vedie k akceptovaniu s

pravdepodobnostou nanajvys 1/2

Takémuto algoritmu hovorime interaktivny dokaz. Komunikaény protokol (IP) pre
V a P pre problém GNI je jednoduchy.
V pracuje takto

— uhadne 7 € {1,2} a permutaciu 7

- vypocita H = 7(G;)

— posle H do P a spyta sa na index ¢
P posle V index j

V porovna si indexy 4,j. Ak ¢ = j, akceptuje, ze G1,G2 su neizomorfné; inak
zamieta

Veta 4.18 Ak G1, G2 nie si izomorfné, éestnyj P presvedci V. Inak je pravdepodob-
nost toho, Ze (hoci aj necestny) P presvedci V, nanajvys 1/2.

Dokaz: Analyzujeme podla reilnej situacie

G1 » Ga Ak grafy nie st izomorfné, vypoctovo neohranicene silny P dokaze néjst aj korektny
index 4 aj permutéciu 7, ktorou vzniklo H = 7(G;). V tomto pripade V odpoveda
korektne.

G ~ Gs Ak st grafy izomorfné, potom Gy ~ H ~ Ga. Akokol'vek silny P bez pristupu k
nadhodnym bitom V nedokaZe zistit index, ktory po fiom V chce. P si preto tipne,
¢o vedie k pravdepodobnosti chyby nanajvys 1/2. O

Len pre zaujimavost. Oznatme IP vy&Sie popisany systém (V, P). Da sa (nie celkom
jednoducho) ukazat, ze IP=PSPACE.
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4.3 ZvySovanie uspeSnosti opakovanim a nadhodna
vzorka

Tieto dve metddy si natolko podobné, Ze niekedy fazko rozligit, o ktortu z nich ide.
Navyse, ich vhodna kombinacia dava dobré vysledky.

Doteraz sme nezavislé opakovanie celych vypoétov vyuzivali k znizovaniu chyby pod opakovanie
zeland hranicu. Metédu teraz potiahneme dalej
— opakovanie nie celych vypoctov, ale len vybranych casti
— opakovanie réznych Casti vypoctu rézny pocet krat: castejsie zopakujeme tie
Casti, v ktorych je pravdepodobnost vyskytu chyby vyssia

Pri hladani objektu danej vlastnosti postupujeme tak, Ze nadhodne vyberame kan- ndhodnd vzorka
didatske objekty. Ak je pravdepodobnost, Ze objektov s danou vlatnosto je dost,

vel'ké, poskytuje tato metoda "rozumné" rieSenie pre viaceré problémy, pre ktoré
rozumné/efektivne deterministické algoritmy nepozname

4.3.1 ZlepSovanie tspesSnosti opakovanim kritickych casti

Vplyv premysleného opakovania pravdepodobnostného algoritmu na ¢as a kvalitu
ziskaného algoritmu budeme prezentovat na probléme minimalneho rezu - Min-Cut:

vstup: multigraf* G = (V,E,c¢) c¢:E — N—{0} uréuje nasobnost hran
Pripustné riegenia: M (G) = {(V1, Vo) | V1 UVa =V, Vi NV, = 0}
je to mnozina hranovych rezov
cena:  cost((V1,V2),G) = 3 e g1 vy €(0)
S(V1,Vo) ={(z,y) € E | x € V1,y € Va}
ciel’: minimalizacia ceny
Najlepsi znamy deterministicky algoritmus je zlozitosti O(|V] - |E| - log %), o je

v najhor§om pripade O(n?).

Pravdepodobnostny algoritmus je zaloZzeny na kontrakcii hrdn. Neformalne je kon- kontrakcia hrdn
trakcia hrany vlastne realizaciou rozhodnutia, ze dva susediace (pseudovrcholy)vrcholy

xz,y buda v budicnosti oba patrit do rovnakej Casti rozkladu vrcholov Vi alebo

V4. Dosledky tohto rozhodnutia sa prejavia tpravou grafu: hranu nahradi (pse-

udo)vrchol a hrany pévodne smerujice do z, resp. y buda smerovat do tohto vznik-

nutého pseudovrchola.

Nech (z,y) je hrana; jej kontrakciou rozumieme

contract(G,(x,y)):

e zlucenie vrcholov x,y do jedného vrchola: formélne vznikne vrchol z Uy

e odstranenie vrcholov z,y a ich nahradenie pseudovrcholom x Uy; V «— V —
{z,y} +2Uy

e odstranenie hrany (z,y) a hran smerujicich do jedného z vrcholov z,y a ich
presmerovanie do vrchola z U y:

E—FE—{(u,v) € Elu€e{x,y},veV}i+{(u,xzUy) | (u,z) € EV(u,y) € E}
Takto vzniknuty graf oznac¢ime G/(z,y). Nech F' = {(z1,y1),--., (zk,yx)} C ET.

Graf, ktory vznikne postupnym kontrahovanim hran (z1,v1),. .., (Tk, Yr) 0znadime
G/F. Vsimnime si, %e na poradi odstraiiovania hran nezalezi.
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Algoritmus na vypocet minimélneho rezu je jednoduchy - ndhodne zvolime hranu,
spravime kontrakciu a opakujeme, kym graf neobsahuje dva (pseudo)vrcholy. Ako
vysledok vezmeme mnozinu hran medzi tymito vrcholmi (Algoritmus 35)

Algoritmus 35 Contraction

1: label(v) «— v

2: while G ma viac ako 2 vrcholy do

3 nahodne vyber hranu e = (z,y) € E(G)

4: G — contract(G,e)

5 label(z) « label(x) Ulabel(y), kde z je kontrakciou novovzniknuty vrchol
6: nech G = ({u,v}, E(G)): return((label(u),label(v)),|E(G)|)

Veta 4.19 Algoritmus 35 je polytime pravdepodobnostny algoritmus, ktory optimdl-
ne riesi problém Min-Cut s pravdepodobnostou aspot ﬁ, kde n je pocet vrcholov
vstupného grafu G.

Dokaz: Zacneme analyzou casovej zlozitosti algoritmu 35.

e jedna kontrakcia je imernd prezretiu hran prislichajicich k dvom vrcholom;
kedZe nasobné hrany reprezentujeme pomocou funkcie ¢, stoji nas tato uprava
¢as O(n)

e pocet opakovani kontrahovania hran je dany poc¢tom vrcholov pévodného grafu
- s kontrakciami skonéime, ked kontrahovany graf mé 2 vrcholy. Pocet iteracii
je tedan —2

O(n-(n—2))=0(n?)

Analyzu tspesnosti/chyby spravime spocitanim pravdepodobnosti, Ze hrany z fizo-
vaného minimélneho rezu C,;, ostant neskontrahované. Uvedomme si, Ze sustre-
denie sa na jeden konkrétny miniméalny rez pravdepodobnost chyby neznizuje. Nech
cost(Cyin) = k. Pri argumentécii vyuZijeme nasledujuce-zjavné-fakty

e Kedze kazda hrana ma dva konce, pocet hran v grafe je rovny polovici stctu
stupitov jednotlivych vrcholov.

e Ak k je cena minimalneho hranového rezu, potom kazdy vrchol v G mé stupen

5 . N ) v nk
aspoil k. Preto je pocet hrdn v grafe aspon 45

e Algoritmus 35 pocita Cynin <= Ziadna hrana z E(C,p) nebola kontrahovana
Oznacéme
E; = {vypo¢ty, ktoré v i-tej iteracii nevybrali na kontrakciu hranu z E(Cynin)}

n—2
i= E;

Zaujima nés pravdepodobnost udalosti ();_;

n—2

ne

i=1

Pr = Pr[E\]- Pr(Eq|Er] - Pr[Es|Ey N Ey]--- Pr

n—3
En—Q‘ m E1
i=1
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Postupne:

P E == —

P Z T T
Po i — 1 iteraciach—nahodnych kontrakciach—mame (n — i 4+ 1) vrcholov, pricom
kazdy z nich stale musi mat stupen aspoir k. Ostalo ndm teda aspon w hran,
z ktorych vyberame, pricom |E(C),:,)| z nich je "zlych"

i-1
|E(G/Fi) = E(Cmin)| k k 2
Pr |Ei| () E;| > >l-——— >l =1 —
’ “Q W= TEGFE) T IBG/R) T HeED n—it1

n— n—2 3 —
Pr [ﬂj:lz Ej} > Hi:l (1 - %ﬁl) = HZ:n 672

_ n=2mn-3 n-4 3 2 1 2 1
n n—-1n-2 543 nn-1) (3

Méame teda v O(n?) garantovanii tispesnost n(nzil) > %, resp. pravdepodobnost

chyby nanajvys 1 — % To znamend, ze ak zopakujeme n?/2 nezévislych behov
tohto algoritmu a ako vysledok vezmeme najlepsie z rieSeni, chyba bude s pravde-

podobnostou nanajvys®
. 9 n</2 . 1
n2 e

Uvedeny pristup je "naivny" v tom, Zze sme opakovali celé vypocty. Vidime pritom,
7e pravdepodobnost chyby so zvicSujicim sa poctom iteracii rastie, kedZe pocet
hran, z ktorych vyberame, klesa. Zda sa preto rozumné proces kontrahovania pri
vhodnej vel'kosti ukoncit a minimalny rez dopocitat ( deterministicky ) presne. Za-
myslime sa nad tym, dokedy mé zmysel robit kontrakciu, kedy je uz graf dostatotne
maly. Uvazujme funkciu ¢(n), ktord urc¢uje ukoncenie procesu kontrakcie—podcet
vrcholov grafu, pri ktorom zvySok dopoéitame deterministicky. Vyzadujeme, aby
1 < 4(n) < n, ¢ bola monoténna

Lenze ¢as je O(n?)....

Algoritmus 36 DetRan(¥)
1: aplikuj Algoritmus Contraction( 35) na G dovtedy, kym neméa £(n) vrcholov;
vysledkom je graf G/F
2: aplikuj na G/F s {(n) vrcholmi najlep$i deterministicky algoritmus D
3: return (D(G/F))

Analyzujme ¢asovi zlozitost Algoritmu 36. éas
O((n—£(n)) -n) = O(n?), prispevok Algoritmu 35 9 3
O((£(n))?), prispevok algoritmu D O™+ (¢(n))°)

Chyba Algoritmu 36 zéavisi len od prvej asti, v ktorej realizujeme kontrakcie, potom uspesnost
uz je algoritmus deterministicky.

51irnm4»oc (1 + &)z =e
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Y

n—/{(n n—~L(n
Pr [ﬂi:1( )Ei} Hi:l( : (1 - n—%+1> =

H (1 ) n—2+1> @ (D)

=1
n—2

IO

j=n—L(n)+1

Dokézali sme nasledujtce tvrdenie

Lema 4.20 Ak 1 < {(n) < n je monoténna funkcia, tak Algoritmus DetRan 36 je
polynomidlny pravdepodobnostny algoritmus, ktory ndjde mintmdlny rez s pravde-

£(n
(“3)
(2)
volba £(n) Ostéva vhodne zvolit £(n). Podla predchadzajicej lemy 4.20 je pravdepodobnost
tspechu algoritmu DetRan aspoii

podobnostou aspoti

Ak teda spravime % nezavislych opakovani algoritmu DetRan(¢), dosiahneme v

case

cas o ((n2 +3(n)) - éiz)) =0 (627;) + n2€(n)>

pravdepodobnost ispechu aspon

n2 2

L(n)\ '\ ) 2 200
- 1—(3) >1—<1—£(3))“>:1—1
(5) n €

Z hladiska ¢asovej zlozitosti je najlepsia volba pre funkciu £(n) taka, ked

uspesnost

() =n*(n) = {(n)= {n2/3J

Zhrnutim tychto itvah mame

4/3

Veta 4.21 Algoritmus Detran(n®/?) opakovany % = n*/° krat vypocita v case

0] (%) = O(n®/3) minimdlny rez s pravdepodobnostou tispechu aspori 1 — %

Ziskany algoritmus® je lepsi ako najlepsi znidmy deterministicky. Sktsme vytvorit
eSte lepsi algoritmus.

Vratme sa k zdkladnému algoritmu 35 a v8imnime si, ako sa pri postupnosti kon-
trakcii pravdepodobnost chyby meni.

2 2 2 2
n"n—-1"n-2""""3

Pravdepodobnost chyby v priebehu opakovania kontrakcii rastie, preto budeme al-
goritmus Castejsie opakovat ku koncu. Predstavme si, Ze jednotlivé opakované behy
Algoritmu 35 robime paralelne (obr. 4.1 vlavo). Vtedy si ¢as mozno predstavit ako
plochu. Ak by sme behy vytvarali postupne (obr. 4.1 vpravo)—za¢neme s dvomi, po
nejakom ¢ase vypoctu kazdy proces pri ndhodnej volbe rozdelime na dva,..., bude
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o

BB R EEE
% \ g

n? n?

Obrézok 4.1: Opakovania Algoritmu Contract: vlavo n? kompletnych behov, vpravo
O(n?) behov, ktoré vznikaji postupnym "delenim"

¢as odpovedat suc¢tu dizok ciest z korehia do listov. Aj "opticky" to vyzera lepsie.
Ukazeme, 7e pri vhodnej volbe deliacich bodov tomu tak naozaj je.

Pocet behov zdvojnasobime, ked sa podet vrcholov kontrakciami zredukoval na
1/v/2-tinu. Kedze pocet kontrakcii je n — 2, je podet behov, ktoré realizujeme,
QIOgﬁn—Q — O(n2)

Algoritmus 37 RepTree(G)
1: ak n < 6 vypocitaj minimalny rez deterministicky
2: h ’71 + %-‘
3: realizuj paralelne vypocet na dvoch behoch dovtedy, kym kontrakciami nevznik-
na grafy G/Fy, G/F, velkosti h
4: RepTree(G/Fy)
5: RepTree(G/F»)
6: return lepsi minimalny rez

Veta 4.22 Casovd ZloZitost Algoritmu Rep Tree je O(n?logn), pravdepodobnost ispe-
chu aspofi m.

Dokaz: Za¢nime analyzou Gasu.

e Velkost multigrafu klesa o (multiplikativny) faktor 1//2, preto je hibka vno-
renia rekurzie nanajvys log, 5 n = O(logn).

o Casova zlozitost Algoritmu Contract, ked §tartoval na n vrcholoch, je O(n?).
Prechod od m vrcholov k [1 + 7—”1 teda mozme zhora ohranicit O(m?).

V2
e Casovi zlozitost mozno vyjadrit rekurentnou nerovnicou
oy < O n<6
T(n) < n .
= 27( [1 + ﬁ—‘) +O0(n?) inak

ktorej riefenim je O(n?logn)

Pripomenme si, Ze mame fixovany minimalny rez C,,;y, s cenou |E(Chin)| = k

6Kde je random sampling?

cas

uspesnost
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e ozna¢me p; pravdepodobnost toho, ze graf G/F; velkosti [1 + %—‘ obsahuje
Cinin, ak ho obsahoval graf G velkosti ¢ pred rozdelenim na G/Fy, G/F5.
1+£ 4 £
N (vl gl (] -y PR
=m0 -1 = 20(0—1) < 2

e oznafme Pr(n) pravdepodobnost toho, Ze algoritmus RepTree najde mini-

14
maélny rez Cinin. Potom pyPr ({1 + \/i‘D je dolnym odhadom na pravde-

podobnost toho, 7e z G/F vypotitame C,,;, redukciou na G/F;, ak G/F ho
obsahovalo

e pravdepodobnost toho, Ze rekurziou nevypocitame Chipn je nanajvys

(o (f5]))

Prioz1-(1-p([1+5])) 21- (1-12([1+ 5])

Teraz ukdZeme, Ze rieSenim je @(lolgl). Nech k = O(log!) je hibka rekurzie. Potom

dolny odhad na pravdepodobnost aspechu p(k) ziskame rieSenm rekurentnej rovnice

1 k=0

p(k) = ,
p(k—1) = 2ET 0 k>0

Oznac¢me q(k) = 4/p(k) — 1. Potom p(k) = —2

q(k)+1
4 4 4 2
WADTT = Al (q<k>+1) /4
1 _ak)
q(k+1)+1 = (q(Rk)+1)2

Upravou dostavame q(k + 1) = q(k) + 1 + ﬁ a néasledne:

g(k) = qlk+1)+1+ 5ty

1 1
q(k—2)+1 iffk_f) +1+ 5 .
= q0)+k+35 s =3 +k+ 300 o6

k—1
1
k<q(k) <k+3+Y —=k+3+H
i:OZ

Teda q(k) = k + Ologk, p(k) = q(k4§+1 = k+®410gk = 0O(4) ateda|p(l) = O(1=7)

d

Na zaklade analyzy algoritmu RepTree je jasné, Ze log n nezavislych opakovani tohto
algoritmu staci, aby sme s kon§tantnou pravdepodobnostou dosiahli optimélne rie-
Senie problému Min-Cut. Pri O 1og2 n opakovaniach ide pravdepodobnost netispechu
rychlo k nule. Pritom ¢as v tomto pripade je O(n?log®n).
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4.3.2 Opakovana nahodnéa vzorka a 3-splnitelnost

V tejto Casti ukdzeme, ako vhodné skombinovanie viacerych met6d

— opakovanie
— nahodna vzorka
— lokéalne prehladéavanie

vedie k "rozumnému" rieseniu NPU problému 3SAT. Doteraz nie je znamy polytime
pravdepodobnostny algoritmus na riesenie NPU problému s ohrani¢enou chybou,
skor sa predpoklada, ze NP-tazké su fazké aj pre polytime pravdepodobnostné. Co
ale mozme dosiahnut je rozumny exponencidlny ¢as.

f(n) 10 50 100 300
n! ~3.6-10% | 65 digits | 158 digits | 625 digits
2n 1024 16 digits 31 digits 91 digits
on/2 32 ~33-10% | 16 digits 46 digits
(1.2)» ~6.19 9100 ~8.2-107 24 digits
10-2v7" ~30 ~1345 10240 ~ 1.64 - 10°
n2.2vn 895 ~ 336158 | 1.024-107 | ~ 1.48- 10"
nS 106 1.54 - 1010 1012 ~7.29-10

Smerujeme k 1MC algoritmu pre 3KNF-splnitelnost, ktorého ¢asova zlozitost bude
O(|F|-n3/?. (3)™). Zakladn4 idea spotiva v niekol'konasobnom prehladani vhodné-
ho okolia ndhodne vybraného vektora: cielom je najst vektor, ktory splha vstupna
formulu.

Algoritmus pracuje v kolach, ich pocet je urceny konstantou S. V jednom kole
vygeneruje ndhodny vektor hodnot a. Ak F(a) # 1, spravi nanajvys M = 3n
nahodnych krokov/pokusov v okoli vektora a. Krok spoéiva vo vygenerovani nového
testovacieho vektora a, ktory vznikne flipom jednej z premennych; tito premennu
ur¢ime tak, 7e nadhodne zvolime nesplnend klauzulu v F'(a) a premennt v nej.

Algoritmus 38 Schoning

N «—0 > poCet prezeranych vzoriek
S« [20-3mn (%)”] > odhad poc¢tu v tejto iteracii prezretych vzoriek
Found «— False
while N < S and not Found do
N «+— N+1
nahodne zvol a € {0,1}"
if F(a) =1 then Found <+ True
M —0
while M < 3n and not Found do
M—M-+1
najdi v F(«) nesplnenu klauzulu C' a ndhodne zmen niektory z bitov
v tejto klauzule, ¢im vznikne nova hodnota «
13: if F'(a) =1 then Found < True
14: if Found = True then return (splnitelné, o)
15: else return (nesplnitelna)

— = =
N = O

Veta 4.23 Algoritmus Schoning je 1MC pre problém splnitelnosti SKNF formuly.
Jeho ¢asovd zlozitost je O (|F|-n3/% - (4/3)")

Doékaz: Zatneme ¢asom.
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e pri pouziti opakovaného umociovania vypoc¢itame hodnotu S na riadku 2 v
¢ase O(n?logn)
e celkovo robime S krat nahodni vzorku s lokdlnym vyhladavanim

O(F| - n'/2 - (4/3)" - 1) = O(IF|-n®2 - (4/3)")
4 M

korektnost Ak vstupnéa formula nie je splnitelna, algoritmus korektne odpovie, ze je nesplnitel’—
na. Chybu moze algoritmus spravit len vtedy, ak sa mu nepodari najst spliiajuce
priradenie, hoci formula splnitelna je. Spocitame, aki je pravdepodobnost, Ze v
pripade splnitelnej formuly najdeme jedno fixrované priradenie o*.
Ozna¢me

e p pravdepodobnost toho, Ze jednou vzorkou a lokdlnym prehladavanim toto
priradenie o najdeme( riadky 6-13).

e Dist(a, 5) - pofet bitov, v ktorych sa vektory «, § lisia

e Class(j) = {8 € {0,1}" | Dist(a*,3) = j}; zrejme
Class(0) = {a*}
|Class(j)| = (%)

J

Pozrime sa na lokalne prehladavanie ako na putovanie medzi jednotlivymi trieda-

mi (obr.4.2)
21/3 21/3 21/3
<2/3 <2/3 <2/3

Obrazok 4.2: Proces lokdlneho prehl'adavania mozno vnimat ako putovanie po grafe.
Cielom je sa z ndhodného vrchola dostat do vrchola 0.

e Pravdepodobnost toho, Ze sa z j posunieme v jednom lokalnom kroku/jednym
flipom do (j — 1) je aspoir 1/3. Analogicky, presun z j do (j + 1) je s pravde-
podobnostou nanajvys 2/3.

e Ozna¢me g;; pravdepodobnost, Ze ked zatneme v triede Class(j), skontime
v a*, pricom prejdeme presne (j+1) krokov smerom ku a* a ¢ smerom od a*.
Zrejme 1,5 <n

e Popis lokalneho prehl'adévania mozno znéazornif retazcom {+, —}/ 2 pricom
7+ 2i < 3n, + znédzoriuje posun smerom ku o, znak - zas posun od a*. Nie
kazdy takyto refazec je korektnym popisom lokdlneho prehladévania. Ten
korektny mé v kazdom suffixe asponi tolko znakov + ako -. Da sa ukazat, Ze
takychto retfazcov je

G2 -1\ (f+20-1\ _ [i+2) 1 (4.1)
i i—1 N i )j+2i ’

Ozname mnozinu tychto retazcov B.

e kazdé w € B definuje mnozinu vypoc¢tov Event(w)

Pr[Event(w)] > (;)W (§>
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s L (A (T 2y
Gi=Tn\ i )\3 3

#w Ze je to podla w

Preto

e ¢; oznag¢uje pravdepodobnost, Ze sa z Class(j) dostaneme v ramci 3n krokov
lokalneho prehladavania do o*

J
G =Y i 0<i<j<n, j+2i<3n

1=0
qo = 1
TN > I o G N A )N
> ) (BT E) = 1) ()T ) //i = j je dolng odhad
N 2j j 2735 (35 /e)37 2j j AT
=L ()Y () m LTI (1) (2) /1 V2 (2)

= L. (%)
237 \2
Na zaciatku sme zvolili vektor ndhodne, preto pravdepodobnost pj, Ze za¢neme v
Class(j), je
(5)
p(i) = 5
A teraz uz p = Pr[Schoning najde po max 3n krokoch| > 377 p;q;

S0 e (O] Lt (3 (102
() (1) - (0

Preto pravdepodobnost chyby po ¢ opakovaniach je nanajvys

(1 _ﬁ)t < e—ﬁt

Ak teda vezmeme N
t=S=20v3mn <§>

dostaneme

Erorr(F) < (1—-p)' < e Pt=¢ 10 <5.107°
Ostéava eSte ukazat platnost (4.1). Nech W (i, j) oznacuje pocet "korektnych" re-
tazcov dizky i +2j, v ktorych je i ntl a j + i jednotiek. Indukciou argumentujeme, pdr slov k (4.1)
ze W (i,j) = (") szZi
Prei=0je W(0,j) =1, pren=1,2jei=0apren =3 jealeboi=j =0 alebo n<3
i=0,j=3 Vv

Pre r + 21 < n IP plati. Pre i + 2§ = n rozli§ime situdciu podla prvého symbolu 7 >3

L, Wi,j—1)= (") 55

prvy symbol je

0. Wii-1j+1)= (4% 5

a dopocitame zvlast pre j =1, j > 1
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4.4 Metdéda svedkov

Pre pouzitie metddy svedkov je kli¢ovym momentom dostatok svedkov. To tzko
sauvisi aj s odpovedou na otazku, & pravdepodobnostné algoritmy moézu byt efek-
tivnejSie ako deterministické. Ak méame efektivny pravdepodobnostny algoritmus
zaloZzeny na metdde svedkov a svedkov vieme efektivne generovat, mame vlastne aj
efektivny deterministicky algoritmus. Ak st v8ak svedkovia rozmiestneni ndhod-
ne,...

Par slov na avod

e Pre pouzitie metddy svedkov potrebujeme dostatok svedkov, ¢im vacSinou roz-
umieme to, ze pomer kandidatov a svedkov je konstanta.

e Samotné aplikovanie metdédy potom spoéiva v ndhodnom vybere kandidata a
overeni, ¢i je alebo nie je tento kandidat svedkom. Ak je v mnozine kandidatov
dostatocne vela svedkov, je pravdepodobnost toho, Ze vybraty kandidat je
svedok, dostatoc¢na.

V tejto suvislosti sa budeme venovat prvociselnosti, a to konkrétne
— testovaniu prvociselnosti
— generovaniu nadhodnych prvocisel

Zatneme opakovanim znenia ® niektorych znamych viet, ktoré budeme v argumen-
tacii vyuzivat.

Veta 4.24 (Mala Fermatova) p € PRIM, a € Z; = {d € Z,|gcd(a,p) = 1}.
Potom
a?™P modp=1

Veta 4.25 (O é&inskych zvyskoch, II. verzia) Nech n = p x ¢, gcd(p,q) = 1.
Nech ©p ¢, ®yp,q sU operdcie nad Z, X Z,.

(a1,a2) Gp,q (b1,b02) = ((a1 Bp,qb1) mod p, (a2 Spqb2) mod q)

(ala (12) ®p,q (blﬂ bQ) = ((al ®p,q bl) mod b, (a2 Qp,q b2) mod q)

Potom (Zn,® mod ps @ mod q) @ (Zp X Zg, ®p.q, Op,q) st izomorfné.

Veta 4.26 (O ¢éinskych zvyskoch, I. verzia) Nech m = my X mg X ... X my,
kde k € N — {0}, gcd(m;,mj) = 1 pre i # j. Potom pre kaZdi postupnost r1 €
Znys ey Tk € Zpm,, existuje jediné éislo r € Zy, : 7 = r;( mod my)

Veta 4.27 (Lagrange) Pre kaZdi podgrupu (H,o) konecnej grupy (A, o) plati
|A| = Indexy (A) - |H|

Tu
-Hob={hoblhe H}
- Indexy(A) = |[{H oblb € H}|

8V tejto prednaske st vety nastrojom, dékazy preto vynechavame.
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4.5 Relaxacia na tlohu linedArneho programovania

Vseobecna tloha linedrneho programovania je rieSitelna v polynomialnom céase, za-
tial ¢o 0-1, resp. celoCiseln4 tloha LP st NP-fazké. Vsetky typy tychto uloh maja
ohranitenia A - X = b, kde X je vektor premennych, matica A a vektor b st koefi-
cienty ohraniceni; ilohou je minimalizovaf funkciu X - ¢?. Uvedené tri typy sa lisia
v definiénom obore vektora X. Zakladna tloha, riesitelna v polynomidlnom case,
sa riesi nad redlnymi ¢islami. 0/1-LP sa riesi nad {0,1} a I-LP nad celymi ¢islami,
obe verzie su NP-tazkeé.

Vyznamnost tlohy LP spociva aj v tom, Zze mnoho tazkych optimaliza¢nych tloh
sa d4 formulovat ako tloha LP. Dokonca aj v pripade, Ze ziskame 0/1-LP alebo I-
LP, moZme vyuZit relaxaciu na realne &sla a vhodnym zaokrthlenim moézme ziskat
kvalitné rieSenie®

Metoda relaxéicie na LP teda pozostava z troch krokov:

Redukcia Vyjadrime vstup X do optimalizatného problému U ako vstup I(z) do
0/1-LP alebo I-LP.

Relaxacia Relaxujeme od podmienok celoéiselnosti a vypocitame optimélne riese-
nie « vieobecnej tlohy LP so vstupom I(x)

Riesenie povodného problému PouZijeme « na vypocet optimélneho rieenia
povodnej dlohy, resp. dostatocne kvalitného pripustného rieSenia.

Pre dand postupnost redlnych ¢isel aq, ..., a, a postupnost premennych z1,...,z,
je linedrna funkcia f definovana predpisom

n
F@r, o) = a1my + o G, = Y aix;
i=1
Ak b je realne ¢islo a f je linearna funkcia, tak rovnica

flxy,...,z,) =0

sa nazyva linedrnou rovnostou a nerovnice

f@1 ) b, [, wa) > b

sa nazyvaju linedrne nerovnosti. Terminom linedrne oraniCenie oznacujeme linearne
rovnosti a nerovnosti.

Definicia 4.3 Vstupom tlohy line4drneho programovania je linedrna funkcia (ice-

lovd funkcia) a sistava linedrnych ohraniceni nad premenngmi x1,...,T,. Cielom
) 3

je mazimalizovat alebo minimalizovat icelovi funkciu pri spineni dangch linedrnych

ohranicent.

V 1ilohe celociselného linedrneho programovania naviac poZadujeme, aby premenné
nadobudali len celociselné hodnoty.

V 4ilohe 0/1-linearneho programovania nadobidaji premenné len hodnoty 0 a 1.

Kazdé rieSenie tlohy LP, ktoré splia vSetky linearne ohranicenia, sa nazyva pri-
pustngm riesenim tlohy LP. Pripustné rieSenie, ktoré optimalizuje hodnotu aéelove;j
funkcie, sa nazyva optimdlnym rieSenim ulohy LP.

Pri rieSeni tlohy LP sa pouzivaji viaceré algoritmy:

9Viac o tomto pristupe v ¢asti o aproximacénych algoritmoch.

LP

I-LP

0/1-LP
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e simplexovy algoritmu, ktory ma sice v najhorSom pripade exponenciilnu zlo-
7itost, v praxi sa v8ak chova velmi dobre

e clipsoidovy algoritmus, ktory ma sice polynomialnu zloZitost, v praxi je vSak
kvoli vysokym kongtantdm pomaly

e metddy vnutornych bodov, ktoré su pre velké vstupné ingtancie rovnako rych-
le, resp. aj rychlejsie, ako simplexovy algoritmus

4.5.1 Priklady redukcie
Problém najkratSej cesty

Vstup: orientovany graf G = (V, E) s ohodnotenim hran w;
vrcholy s,t € V
Ciel: dlzka najkratSej s — t cesty

najkratsia cesta Zavedieme pre kazdy vrchol v € V premenntu z, a formulujeme tlohu LP pre
ako LP problém najkratsej cesty ako

min ¢

pri ohranic¢eniach
Ty < Xy +w(u,v)¥V(u,v) €E, x3=0

poriadne dorob Problém batohu Ka?dému objektu ¢ = 1,...,n priradime premenni x;, pri¢om
toky hodnota 1 odpoveda situdacii, ze prislusny objekt je obsiahnuty v rieSeni. Formuluj-
me ulohu ako ulohu 1/0-LP:

batoh ako 0/1- n
IZJO ako 0/ maximalizovat Do Di

pri ohrani¢eniach S wiwg < b

Minimalne vrcholové pokrytie Zopakujme si: vstupom problému je ohodnoteny
gral G = (V,E,c),c : V — N —0. Cielom je néjst vrcholové pokrytie S C V :
V(u,v) € Elu € SV v € S|, ktorého cena ) ¢ c(v) je minimélna.

MVC ako 0/1- Pri formulécii dlohy ako dlohy LP vyuzijeme reprezenticiu mnoziny S charakteris-
LP tickym vektorom Xg = (x1,...,z,) € {0,1}", pri¢om

r,=1<=uv, €8

minimalizovat S (v
pri ohrani¢eniach zi+z;>1 (v,v5) € E
x; <1,; 20

4.5.2 Vlastnosti tlohy linedreho programovania

Hovorime, ze dloha je v Standardnom tvare, ak vSetky linedrne ohrani¢enia maja
tvar rovnosti a hodnoty premennych si nezaporné: tlohou je minimalizovat

n

X' = g CiT;

i=1

pri ohranic¢eniach
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A-X=0b E?:lajixi:bj,jzl,...7m
xlzo i=1,...,n

Hovorime, ze tloha je v kanonickom tvare, ak vSetky linedrne ohranicenia maja tvar
nerovnosti a hodnoty premennych st nezaporné

AXZb E?:lajixiij,jzl,...7m
xlzo i=1,...,n

Kazda tuloha sa da previest z kanonického do Standardného tvaru a naopak. Pri
prechode od kanonického tvaru je zédkladom nahradenie nerovnosti rovnostami za
pouZitia dodato¢nej premennej'®.

n n
E [ Z bj ~ E AjiTy — S5 = bj, S5 Z 0
i=1

i=1

Priklad 4.4 UvazZujme ulohu LP

minimalizovat Tx1 + 29 + Sx3
pri ohranideniach  x1 —x2+3x3 > 10
514+ 2x0 —x3 > 6
I1,x2,T3 > 0

Ozna¢me z* minimélnu hodnotu tcelovej funkcie. Co vieme povedat o hodnote z*7

Ked7e mame minimaliza¢nt ulohu, kazdé pripustné rieSenie poskytuje horny odhad.
Ak méme nejaka hodnotu « a chceme vediet, ¢ z* < «, tak existencia vhodného
pripustného riefenia je certifikdtom, ktory potvrdzuje kladnd odpoved. !

Dolny odhad na optimélnu hodnotu ucelovej funkcie z* moézme ziskat z linedrnych
nerovnosti. KedZe hodnoty premennych st nezaporné, mozme na zéklade porovna-
nia koeficientov pri jednotlivych premennych pisat

Tx1 4+ x9 + brs > x1 — x9 + 3x3 > 10, resp.
7wy + 22 + 573 > (571 + 279 — 73) + (¥1 — 2 + 373) > 16

Vseobecnym "navodom" na hladanie dolného odhadu hodnoty tcelovej funkcie je
brat neziporné nasobky jednotlivych nerovnosti tak, aby koeficienty jednotlivych
premennych v ziskanom sucte neprevySovali odpovedajtce koeficienty v ucelovej
funkcii. Sucet pravych stran je potom dolnym odhadom. SnaZzime sa pritom, aby
ziskany dolny odhad bol ¢o najvyssi. Dostali sme sa tak k maximaliza¢nej tilohe LP:

maximalizovat 10y; + 6yo
pri ohrani¢eniach y1+5y2 <7
“yn1+2y2 <1
3y1—y2 < 5
yi,y2 = 0

Poévodni dlohu volame primdrnou wlohouw LP, novoskonstruovand dlohu nazyvame

horng odhad na
Z*

dudlnou tlohou LP. Analogicky mozme postupovaft, ked povodna tiloha je maxima- primdrna a du-

lizacéné. Vyska3ajte si.

Formalnejsie:

Osyrplus

Hnajdite certifikit pre potvrdenie hypotézy, ze z* < 30 v priklade 4.4

dlna dloha LP
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Priméarna
. . . & n
minimalizovat > j—1 CiTj
. oy . n -
pri ohrani¢eniach  } ., a;jz; >b; i=1,...,m
z; >0 j=1...,n
Duélna
maximalizovat S by
pri ohraniCeniach > 1" a;y; <¢; j=1,...,n
yi >0 i=1,...,m

O vztahu priménej a duélnej ulohy hovori nasledovné veta.

Veta 4.28 (Slaba veta o dualite) Ak x = (21,...,2,) ¢y = (Y1,---,Ym) 54
pripustné rieSenia primdrnej a dudlnej ilohy, tak

n m
>y =y biys
j=1 i=1

Dokaz: Dokaz je velmi jednoduchy. Kedze y je pripustnym rieSenim a hodnoty x;
st nezdporné, mozme vyuzit ohranic¢enia pre ¢; z dudlnej tlohy

n n m
S = (z )
j=1 j=1 \i=1

Podobne pre pripustné rieSenie x a nezaporné hodnoty y;

m m

Z Zaljm] Yi = szyz

i=1 =

Tvrdenie vyplyva z pozorovania

i > aiu | vi = i (i %‘%) Yi

i=1 \j=1 =1

7 dokazu slabej vety o dualite moZzme odvodit komplementarne podmienky.

Veta 4.29 (Komplementarne podmienky) Nechx = (1,...,Zn) ¢y = (Y1,---,Ym)

st pripustné riesenia primdrnej a dudlnej ilohy LP. Potom X a'y si optimdlne prdve

vtedy, ked si splnené nasledujiice podmienky:

Primarne komplementirne podmienky Pre kazdé 1 < j < n : budz; =0
alebo Y"1 a;jy; = ¢;

Dualne komplementiarne podmienky Pre kaZdé 1 <i < m: bud y; = 0 alebo
D1 @i = b

Veta 4.30 (Silna veta o dualite) Primdrna wloha LP md optimdlne rieSenie prd-
ve vtedy, ok k nej dudlna dloha md optimdlne riefenie. NavySe, ak x* = (x7,...,z))
ay* = (yf,...,y’,) si optimdlne riefenia primdrnej o dudlnej ilohy, tak

n m

* ok
E cjry = E biy;
j=1 i=1
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Vsimnime si, Ze toto je naozaj min-max vztah, kedZe jeden program je minimalizaé-
ny problém a druhy maximaliza¢ny problém. Pripustné rieenie primarnej(duélnej)
ulohy poskytuje YES-certifikat(No-certifikat) na otazku Je optimélna hodnota men-
Sia alebo rovna ako «? Vlastne to ukazuje, ze LP € NP ()co — NP. Uzitoénym
nastrojom pri rieSeni optimaliza¢nych tloh je linedrne programovanie(LP). Zopa-
kujme si — problém linearneho programovania je definovany nasledovne:

vstup matica A = [a;;],i=1,...,m;j=1,...,n
vektor b € R™
ceR”
ohranitenia M (A, b,c) = {X € (R®")" | AX =b}
cena cost(X, (A, b,c)) ="' X =31 iy
ciel minimalizacia

Resp. ohrani¢enia s rovnostou nahradime ohrani¢eniami s nerovnostami:
ohrani¢enia Y., ajiz; =bj,j €T
i=14jiTi = 05,7 1
n
Ei:l ajiT; 2 bs,s € Io
n
>ic1 @i Sbpr €{1,...,m} — (L1 U Iy)

O tlohe linearneho programovania vieme, ze efektivnost jej rieSenia zavisi od oboru
hodnét rieSenia X.

e pre X € R existuje algoritmus plynomiélnej zlozitosti

e pri X € Z, tzv. ILP, resp. X € {0,1}", tzv. 0-1LP algoritmus polynomialnej
zloZitosti nepozname

Vzhl'adom k tejto réznej zlozitosti vyuzivame LP pri navrhu aprozimacngch algo-
ritmov. Zakladna schéma vyuzitia je nasledovné:

1. formulécia povodného problému ako tlohy ILP, resp. 0-1LP; ILP(I)
2. relaxacia na ulohu linearneho programovania LP; Rel — LP(I)

3. transformécia optimalneho rieSenia relaxovaného problému na pripustné riese-
nie poévodného problému. Vysledna kvalita ziskaného algoritmu zrejme zilezi
od tejto transformécie. Jednou z vhodnych metédd je metdda ndhodného za-
okrihlovania.

Spravme relaxaciu ILP(I) ~ Rel — LP(I). Nech
« je optimalne rieSenie pre Rel — LP(I)
Opty(I) je optimalne rieSenie ILP(I).

Potom (preco?)

< Opty(I), pre minimalizaény problém
= — LP(I Z ’ L. .
cost(a) = Opt(Rel (1)) { > Opty(I), pre maximalizainy problém
Pri navrate od optiméalneho « k pripustnému 3 sa snazime pokazit kvalitu a ¢o
najmenej. Toto je ta ¢ast, ktora suvisi s NP-tazkostou pévodného problému ILP.
Na priklade Min-VC ukaZeme formuliciu optimalizaénych tuloh ako tuloh LP.

Priklad 4.5 UwvaZujme problém minimdlneho vrcholového pokrytia, v ktorom hila-
ddme minimdlnu mnoZinu vrcholov U, ktord pokrijva vsetky hrany. Pripustngm rie-
Senim je teda vektor (x1,...,x,) € {0,1}" taky, Ze v; = 1 & v; € U. Formulujme
ako wlohu LP:

Min-VC
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° e . n
minimalizovat ) ; z;

podmienky z; +2; >1 V(v;,v;) € E
x; € {0, 1}

relaxacia podmienku x; € {0,1} nahridzame dvomi podmienkami x; >0 a z; <1

Majme optiméalne riegenie o = (av,...,ap) € [0,1]" relaxovaného problému. K
nemu zostrojime pripustné riefenie 8 pévodného problému zaokrihlenim takto

Ukézeme, ze sme ziskali 2-aproximac¢ny algoritmus.

e V optimalnom rieSeni relaxovanej tlohy o plati a; + o; > 1 pre kazdd hranu
(vi,vj) € E. To ale znamen4, ze aspon pre jedno oy, t € {4, j} plati oy > 1/2.
Nasledne do vrcholového pokrytia zaradime vrchol v;. KaZzda hrana je teda
pokryta.

e KedZe ; < 2a; pre kazdé i, o cene ziskaného pripustného riesenia [ plati
n n
cost(B) = Zﬁi < 22 a; = 2cost(a)
i=1 i=1

cost(f3)

N . 2cost(«)
Aproximadny pomer je
cost(a)

< =2
~ cost(a)

4.5.3 Nahodné zaokrahlovanie a problém MaxSAT

Vratme sa opét k rieSeniu problému MaxSat. V casti 3.2.1 sme ukazali, Ze na-
hodne vygenerované pripradenie hodn6t premennym vedie v oakdvanom pripade
k splneniu polovice klauzul. V tejto Casti ukdZzeme efektivny pravdepodobnostny
algoritmus, ktory je vysledkom kombinécie met6édy relaxacie k LP a nahodného
zaokruhlovania.

Majme teda

F(xy,...,xn) =Fi NFo N...\NF,,, kde F; je elementarna disjunkcia
Oznacme

Set*(F;) mnozina premennych zo Set(F;), ktoré sa v F; vyskytuji bez negécie
Set™ (F;) mnoZina premennych zo Set(F;), ktoré sa v F; vyskytuju s negaciou
Int(F;) indexy premennych z Set™ (F;)

In~(F;) indexy premennych z Set™ (F;)

Riesime tlohu
maximalizovat 377", Z;
linedrne ohranifenia } .c/n+p)¥i + 2icin-ry(L — %) 2 Z5, j=1,....m

n-+m nelinearnych ohraniceni
y; €{0,1}i=1,...,n
Z;e{0,1} j=1,...,m

relaxacia
1>y, 20
1>27;,Z; >0
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Ozna¢me o(u),u € {y1,...,Yn, Z1,--., Zm} hodnotu u v optiméalnom rieSeni rela-
xovaného problému. Cahko vidno, Ze Z;n:l a(Z;) je horny odhad na pocet klauzul,
ktoré mozu byt splnené (preco?). Klucovym pre kvalitné pripustné rieSenie je za-
okrihlovanie; spravime ho nédhodne:

Algoritmus 39 RRR - random rounding

vstupom je tloha 0/1 LP(F)

relaxécia 0/1-LP(F) ~» Rel-LP(F)

nech (a(y1),...,a(yn),®(Z1),...,a(Zy)) je optimalne riesenie Rel-LP(F)
vygeneruj nadhodne v1,...,v, € [0, 1]"

if v; € [0, (y;)] then §; — 1

else 3, — 0

return (01,...,0n)

Uvedomme si, ze takto definovand a(y;) je vlastne pravdepodobnost toho, ze 3; =
112

Lema 4.31 Nechk € N, Fj je klauzula s k literdlmi, (a(y1), ..., (yn), (Z1), ..., c(Zp))
je optimdlne riesenie Rel-LP(F). Potom pravdepodobnost, Ze 3 = RRR(F) spliia

F;, je asport
1\ F
(o))

Dékaz: KedZe sa na ostatné klauzuly formuly nepozerame, moézme predpokladat,
7e Fj = x1 V...V x. Z podmienok LP vyplyva, ze

x1+x2+—|—xk2ZJ

Klauzula F; bude nesplnend prave vtedy ak kazdé 3; + 0,7 =1,...,k. To nastane
s pravdepodobnostou Hfil(l —a(y;)). Fj bude splnend s pravdepodobnostou

k
1- H(l — a(yi))
i=1
¢o nadobtida minimum pre a(y;) = a(fj). Dostavame teda

PrF(B) = 1] > 1 - ﬁ (1 B afj))

i=1

¢o je vlastne funkcia jednej premennej—a(Z;). VyuZijeme nasledujtci fakt, ktorého
platnost ukon¢uje dokaz.

Fakt 4.32 Nech k € N. Potom

fe(Z)=1— (1f%)k > <1 <1;>k> r = gu(r) ¥r € [0,1]

K doékazu faktu 4.32 si sta¢i uvedomit, ze

e funkcia g, je linearna
e funkcia fi je konkdvna

e f1(0) =0=gy(0)

na rozdiel od 1/2 v pripade ndhodného generovania pravdivostnych hodnot

12
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o ) =1-(1-1)" = g.(1)

Teraz u? l'ahko zanalyzujeme Algoritmus 39.

Veta 4.33 Algoritmus RRR je polynomidlny

e
e—1

1. pravdepodobnosiny E [ }—apmmimacvny’ pre problém MaxSAT

2. pravdepodobnostny E {m} -aprozimadng pre problém Max-EkSAT"3

Doékaz: Za¢nime s analyzou ¢asu. Redukcia 0/1-LP na Rel-LP je v linearnom case,
optimaélne rieSenie Rel-LP vypocitame v polynomiélnom ¢ase a ziskanie pripustného
rieSenia pre 0/1-LP z optimalneho pre Rel-LP spravime v linedrnom €ase.

Zopakuje si — algoritmus A je E[A]-aproximaé¢ny, ak E {Oi‘t(()U )} < A, resp. ekviva-

lentne E[A] > Opt/A. Stadi teda ukazat, ze ocakivany pocet splnenych klauzil je
m k(. 1\k m
aspon <=1 > e a(Z;), resp. k§+1) > o alZ;).

e

Nech ¢ € {0,1}" je potencialne rieSenie. Potom

i a\y; ), ak 62' =1
Probld = (01,...,0n)] = qu', 4 = { (1@,)@(%)) ak 6. =0
i=1 b ?

Uvazujme indika¢nd premenna Z;

20) = {

Potom E[Z;] je pravdepodobnost toho, ze RRR(F) splita Fj.

E[Z]] > (1 - (1 - ;)k> a(Z;)

Nés zaujima E[Z] pre Z = 77", Z;

1, ak 0 splia F;
0, akd Fj nesplia

ElZ] zzm:E[Zj] sz: (1_ (1_ ;>k> o(2,) = (1_ (1_]1{>k> Zm:a(zj)

j=1 j=1

m 7.
E|Ratio — EESAT] < OptEEkng(F ) < ijlk o Jni
] (1-(-H") o az)
_ 1 B k"
(1 _ (k;;)k) kb — (k— 1)k
Kedze (1-4)" <ejel-(1-4)" 21— = (1-1). Preto
1 m
E[Z] > <1 - e) > a(2))
j=1

13Problém Max-EKSAT je MaxSAT obmedzeny na vstupy, v ktorych kazda klauzula mé presne
k literalov.
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OptMaxSAT(F) 1 e

< =
E[Z] T(1-1) e-1

E[Ratio — SAT| =

Pri vylepSovani opakovanim opakujeme len ¢ast od vygenerovania ndhodného vek-
tora 7. O

4.5.4 Nahodna vzorka s nAhodnym zaokruhl'ovanim

Prezentovali sme dva algoritmy pre rieSenie problému MaxSAT — RSAM s pome-
k k
rom 2 a RRR s pmerom _%;. Hoci 2 > _£ < kkféckfl)k a teda pre dlhé

1 e—17 2F—1
klauzuly je naivny RSAM lepsi. V skuto¢nosti sa da ukazat (zamyslite sa), Ze

existuji také vstupy I,I’, I” ze

e E[RSAM(I)] > E[RRR(I)] //MAXSAT
e E[RRR(I")] > E[RSAM(I")] //MAXSAT
e FE[Ratio — RRR(I")] < E[Ratio — RSAM (I")] //MAx-EKSAT

Ked'ze maji rozne spréavanie, je rozumné poktsit sa ich skombinovat. Spustime oba
algoritmy nezavisle a vysledkom bude lepsi zo ziskanych vysledkov: Podme analy-

Algoritmus 40 COMB-MAxSAT
1: B« RSAM(F)
2: v« RRR(F)
3. if 3 splia viac klauzal ako v then return
4: else return y

zovat tento algoritmus. KedZze oba algoritmy su polynomidlne, je polynomialny aj

COMB-MaxSAT. cas

Na vstupe mame formulu F(z1,...,2,) = F1 A ... A Fy,. aprozimacny po-
mer

(Srsan, Probs) 2" moznych vypodtov

(SgrRr, Probg) priestor uréuje optiméalne riefenie @ pre Rel-LP(F)

(Srsam X Srrr, Prob) pricom Prob|C, D] % probg [C] x Probgr|D]

Majme beh algoritmu COMB-MaxSAT, ktory vypodital optimalne priradenia 3, .
Oznagme
Y[B,7] pocet splnenych klauztl v F ()
Z[B,v] pocet splnenych klauzal v F(y)
UlB,~] = max{Y'[8,7], Z|5,7]}. KedZe maximum nie je mensie ako aritmetic-
ky priemer
ElY]+ E[Z]

E[U] > 5

Kvoli podrobnejsej analyze si klauzuly rozdelime do triedy podla poctu literalov;
C) budu tie klazuly, ktoré maju presne k literalov.

Algoritmus RRR vypo¢cita priradenie, ktoré spliia nanajvys Z;”:l a(Z;) klauzal.
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Dokéazali sme teda nasledovni vetu:

Veta 4.34 Algoritmus COMB-MAxSAT je polynomidlny pravdepodobnosinyg E[4/3]-
aprorimacny algoritmus pre problém MaxSAT.



Kapitola 5

Optimalizacné problémy,
aproximacné algoritmy a triedy
zloZitosti

V tejto Casti sa budeme venovat rieSeniu optimalizatnych tloh, ktoré su z hladiska

zloZitosti fazké. Najskor si viimneme vztah rozhodovace] verzie a kongtrukénej ver-

zie optimaliza¢ného problému, potom si vysvetlime pristupy k hodnoteniu kvality

aproximatnych algoritmov a zadefinujeme rozne triedy zlozitosti, kde sledovanou

miery zlozitosti je kvalita ziskaného algoritmu. Napokon ukéZzeme priklady problé-

mov z jednotlivych tried. V dalsej kapitole sa potom budeme venovat aproximad-

nym algoritmom pre viacero konkrétnych optimaliza¢nych problémov.

Definicia 5.1 Optimaliza¢ny problém P je Stvorica (I, Sol,m,ciel), kde

I je mnoZina vstupngch instancii

Sol  je funkcia, ktord kaZdej vstupnej instancii x € I priradi mnoZinu Sol(x)
pripustniyjch rieseni

m  je icelovd funkcia/miera/cena, ktord Vx € I,y € Sol(x) vrdti cenu m(z,y)!

ciel je alebo min alebo max

Optimdlna hodnota opt(x) = ciel{m(z,y) | y € Sol(x)}. Budeme ju oznacdovat aj

m*(x), m(z,y*(x)), m*(z,y).

Riesif optimalizaény problém znamené najst také pripustné rieSenie, ktoré optima-

lizuje ucéelova funkciu. V tejto suvislosti celkom prirodzene vznikaja viaceré otazky:

je optimélna hodnota mengia/vadsia/rovna nejakej konkrétnej hodnote? Ak viem,

7e m* je optimélna hodnota, ako najdem to riefenie «, ktoré ju dosahuje? Aky je

vztah tychto otézok/problémov navzajom?

Nech P je optimaliza¢ny problém.
Konstrukény problém Pc je problém, ked k vstupnej instancii z € I chceme
vypocitat optiméalne riesenie y*(z) € Sol(z) aj jeho hodnotu m*(z)

Hodnotovy problém Pg je takd verzia, ked nés pre vstupnd instanciu « € [
zaujima len hodnota optimalneho rieSenia m*(z)

Rozhodovaci problém/underlying language Pp je problém, ked pre vstupna
in§tanciu € I a hodnotu k& € N mame rozhodnut, ¢i

m(z,y) <k, pre minimaliza¢ny problém
Jy € Sol(z)
m(x,y) > k, pre maximaliza¢ny problém

99
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Vicdsinou sa budeme zaoberat optimaliza¢nymi problémami, ktorych rozhodovacie
verzie si NP-uplné. To, ako o chvilu uvidime, znamena, 7e nemoZno oc¢akavat efek-
tivne algoritmy na ich riefenie. Budeme preto na ich rieSenie pouZzivat aproximatné
algoritmy. Vzhladom na existenciu aproximaénych algoritmov roznej kvality? ich
rozdelime do viacerych tried.

5.1 Optimaliza¢né vs. rozhodovacie problémy
Analogom triedy NP pre optimaliza¢né problémy je trieda NPO.

Definicia 5.2 Triedu NPO tvoria optimalizaéné problémy P=(I, Sol, m,ciel) pre
ktoré:

e 1 polynom p taky, Ze Vo € I,y € Sol(x) : |y| < p(|z|)
e problém prislusnosti y € Sol(x) € §
e wvypocet m(xz,y) trvd polynomidlny cas

Zagnime jednoduchym pozorovanim.
Fakt 5.1 Ak optimalizacny problém P € NPO tak Pp € NP

Nedeterministicky TS so vstupom (z, k) uhddne y, overi, Ze y € Sol(x), vypocita
m(x,y) a porovna k?m(x,y). o

Kedy hovorime, 7e je optimalizatny problém tazky? Pri definicii vyuZijeme Tu-
ringovski redukovatelnost® (budeme znacit <%.) a pojem Turingovho stroja s po-
mocou. Turingov stroj s pomocou—znacime T9—je TS, ktory ma jednu Specidlnu
pasku a dva Specialne stavy g7, qi. Ked je v stave ¢» a na $peciélnej(query) paske
mé napisané slovo x, TS TY v jednom kroku prejde do stavu ¢, pri¢om slovo = na
query paske sa nahradi vysledkom g(x).

Definicia 5.3 Nech P;=(I;, Sol;,m;, ciel;),i = 1,2, si dva optimalizacné problé-
my. Nech g(x) € Sol5(x). Hovorime, Ze problém P1 je vgpoctovo redukovatelng
na optimalizacny problém P, znacime Py <. Pa, ak ezistuje deterministicky TS s
pomocou g, ktory v polynomidlnom case riesi P;.

Ak Py <8 Py a Py <. Py, potom si problémy Py a P2 vipoctovo ekvivalentné, co
oznacujeme Py = Py

Inymi slovami, problém P; by sme vedeli optimalne vypoé&itat v polynomialnom
¢ase, ak by sme vedeli v konStantnom ¢ase ziskat optimalne rieSenie optimaliza¢néh
problému Ps. Polynomialny ¢as teda spotrebovavame na transforméciu vstupu
pre problém P; na vstup x2 pre problém Ps a na transforméciu optimalneho rieSenia
Y5 problému Pa(z2) na optiméalne riesenie y; problému Py (z1).

Pojem vypoctovej redukovatelnosti hra pro definicii NPO-tazkosti analogicku lo-
hu ako pojem polynomialnej redukovatelnosti pri definicii NP-fazkosti.

Definicia 5.4 Optimalizaényg problém P = (I, Sol, m,ciel) je NPO- tazky, ak pre
kazdy optimalizacny problém P’ plati P’ <. P

Definicia 5.5 Howorime, Ze optimalizacny problém P je NP-tazky, ak pre kaZdij
rozhodovaci problém P’ € NP je P' <! P.

2pod roznou kvalitou neméme na mysli réznu hodnotu kongtanty

3Turingovska redukovatelnost: Nech A je problém, ktory pocita funkciu g : I4 — Sola. Prob-
léem A g‘; B, ak existuje polynomialny algoritmus na riefenie A s ordkulom B (pre vstup = € Ip
vrati f(xz) € Solg)
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Lahko vidno:
Veta 5.2 Nech P € NPO. Ak rozhodovacia verzia Pp € NPU, tak P je NP-tazkij.

Veta 5.3 P+ NP = PO # NPO

O vztahu rozhodovacej, hodnotovej a konstrukénej verzie optimaliza¢ného problému
hovori nasledujica veta. Prirodzene je kongtrukéné verzia najtaZsia - pomocou nej
vieme aj rozhodovaciu aj hodnotovi verziu. Ukazuje sa tieZ, Ze rozhodovacia a

hodnotova verzia su rovnako tazké.
Veta 5.4 VP € NPO Pp = Pg <} Pc

Dokaz:
Chceme riesit rozhodovaciu verziu problému pomocou hodnotovej; pre vstup (z, k)
nas zaujima, ¢ m*(z) je mensie alebo vicsie ako k, pricom pri rieSeni moézme vyuzi-
vat informaciu o optiméalnej hodnote. Potrebny Turingov stroj 1" s pomocou preto
mozme skonstruovat nasledovne:
- T pouZiva funkciu g taku, Ze pre vstup = vrati optimélnu hodnotu m*(z)
- pre vstup (x,k) napiSe T na query pasku a prejde do stavu g7, v ktorom
komunikuje s ordkulom. Nasledne sa na paske objavi hodnota g(z), teda
hodnota optimalneho riegenia m™*(z).

?
_ - T porovna g(z) = m*(x) < k a spravne odpovie.
Cas vypoctu stroja T je polynomidlny.

Ak méame pristup k optimélnej hodnote aj optimélnemu riefeniu, optimalna hod-
nota nie je problém. Stroj s pomocou dostane vstup x, napiSe na query pasku
dotaz x, orakulum vrati (m*(z),y*(x)), z ¢oho T oddeli m*(z). Cas je trivialne
polynomiélny.

KedZe nas problém je z NPO, vieme dizku zapisu hodnoty m(z,y) zhora ohranicit
¢asom, ¢ize hodnotou p(|x|). To ale znamen4, Ze optiméalna hodnota m*(z) je zhora
ohrani¢ena hodnotou 2% No a ked mame horny odhad na hfadaba hodnotu,
mozme tiuto hodnotu vyuzZitim dotazov na ordkulum rozhodujtce k < m*(x) zis-
kaf binarnym vyhladavanim. Robime nanajvys log 2P(*D) = O(p(|z|)) dotazov na
orakulum, preto je celkovy ¢as polynomialny.

d

Veta 5.5 Nech P € NPO a nech jeho rozhodovacia verzia Pp € NPU. Potom
Pc <% Pp

Dokaz: W.l.o.g. predpokladajme, Ze poévodny problém bol maximalizatny. Kon-
strukciu spravime v dvoch krokoch

e Najprv ukidZeme, Ze existuje NP problém Bp taky, ze Pc <% Bp
e Potom vyuzijeme NP-tuplnost Pp, z ¢oho dostaneme Bp <. Pp

Problém B sa od pévodného problému P lii v cene. Zvolime ju tak, aby sme z
rieSenia problému B vedeli l'ahko ziskat rieSenie problému P. Presnejgie: nech p
je polyném, ktory ohrani¢uje dlzku pripustného riefenia problému P, nech A(y)
oznagtuje poradie pripustného riedenia y v lexikografickom usporiadani. Potom cenu
pripustného rieSenia problému B definujeme

mp(z,y) = 220D mp(2,9) +My) o [mp(z,y) | 0°AW)
plz|

Pp <% Pe

Pr

Pe

<t Pc

<% Pp
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Je zrejmé, ze A\(y) < p(|z|). Preto

Vo € IgVy1,ya € Solp(x),y1 # y2 : mp(x,y1) # mp(z,y2)

To ale znamena, Ze vieme najst jednoznaéné optimalne riesenie y%(x).

Pc <% Bp Kedze Bp =/ Bg, budeme dokazovat Pc <% Bpg. Stroj s pomocou T, ktory
konstruuje optimalne rieSenie pre problém P pouZziva ako ordkulum funkciu, ktora
potita hodnotu optimalneho rieSenia problému B: mp(x,y*) = 2°0eDHmp (2, y*) +
A(y). Pracuje nasledovne:

e NapiSe vstupné slovo x € Ip = Ip na query pasku a dotazom na orédkulum zisti
hodnotu optimalneho riesenia mp(z, y*) = 2PU=D+Hmp (2, 4*)+A(y) problému
B.

e 7 hodnoty mp(z,y*) = 2PU=DF mp (2, 4*) + A(y*) vypocita A(y*). Nasledne
postupnym generovanim y € SOLg(x) najde y*, pre ktoré A\(y*) = A(y).

e Pomocou Bp vieme simulovat Bg v polynomialnom ¢ase, preto m}(x) vieme
ziskat v polynomialnom ¢ase pomocou ordkula pre Bp.

Bp <5 Pp Kedze Bp € NP a Pp € NPU, tak ordkulum pre Pp modzeme pouzit na simulaciu
ordkula pre Bp.

S v

Ci existuje P € NPO, pre ktory Pc je tazsi ako Pg sa nevie.

5.2 Aproximac¢né algoritmy a klasifikacia optimali-
zaénych problémov

Ako sme uZz povedali, aproximaé¢né algoritmy pouzivame vic§inou pri optimalizac-

nych alohach, kde ziskanie optimalneho rieSenia je neimerne tazké. Vtedy upistame

od presnosti a snazime sa o priblizné riefenie, ktoré ale dostaneme rijchlo. Za¢nime
definiciami zékladnych pojmov.

Definicia 5.6 Aproximaény algoritmus A pre optimalizacny problém U je algorit-
mus polynomialnej casovej zloZitosti, ktory pre kaZdy pripad x problému U vypocita
nejaké pripustné riesenie A(x); A(x) € Sol(x)

absolitna chyba D(x,y) := |m*(z) — m(z,y)|

relativna chyba

D(z,y)
E =
A ($7 y) max{m* (I), T)’L(x; ZJ)}
1— 28 pre minimalizacny problém;
E(z,y) =
1-— TZL(;/)), pre mazimalizacnij problém.

Ex(n) =max{Es(z,y)lx € LN (Z)"}
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aproximacény pomer

:= max m(x7A($)) (m*(x)
Ra(z,y) == { (m*(z) ’m(iL'7A(x))}

m(z,y)
m*(z)

pre minimalizacny problém;
RA(JZ) =

m* ()
m(z.y)’

Ra(n) := max{Ra(z,y)lx € LN (Z;)"}

pre mazimalizacny problém.

performance ratio
r=inf{r'|Vx Ra(z,y) <r'}

Zrejme

m*(x) 1

Ry(z,y) = m(z,y) 1= Ea(z,y)

Cim blizgie je hodnota Ra(z,y) k 1, resp. Ea(z,y) k 0, tym kvalitnejsie riese-
nie(blizsie k optimalnemu) algoritmus vypocita.

Nech U je optimaliza¢ny problém a nech A je algoritmus pre U, ktory je polynomiél-
nej ¢asovej zlozitosti vzhladom k dizke vstupnej initancie € L. Ak kvalitu algorit-
mu A vyjadrujeme relativnou chybou, hovorime vi¢ginou o e-aproximac¢nom algorit-
me; ak kvalitu vyjadrujeme aproxima¢nym pomerom, hovorime o r-aproximac¢nom
algoritme:

Hovorime, 7e algoritmus A je e-aprozimacng pre U ak pre nejaké reédlne ¢islo € > 0
plati E4(z,y) < € pre kazdé x € L.

Hovorime, ze algoritmus A je r-aproximacnyj pre U ak pre nejaké redlne ¢islo r > 1
plati Ra(z,y) <r pre kazdé = € L.

Hovorime, Ze algoritmus A je f(n)-aproximaéng pre U ak pre funkciu f : N — RT
a pre kazdé n € N je Ra(n) < f(n).

Triedu optimaliza¢nych problémov, pre ktoré existuje polynomialny r-aproximaény
algoritmus (pre nejaké r), oznafujeme APX.

Mézme presnost/velkost chyby povazovat za dalsi z parametrov hfadaného algo-
ritmu? DokaZeme vzdy skon§truovat aproximaény algoritmus s pozadovanou pres-
nostou? Uvedomme si, Ze samotny pojem aproximacéného algoritmu v sebe zahfha
poziadavku na polynomiélny cas!

Definicia 5.7 Nech U = (I, Sol, m,ciel) je optimalizaényg problém. Hovorime, Ze
algoritmus A je polynomidlna aproximacna schéma (PTAS) pre U, ak V(z,€) €
I x R A wypocita pripustné rieSenie s mazimdlnou relativnou chybou €, pricom
Timea(z,e"t) moze byt ohraniceny funkciou, ktord je polynomidlna od |z|.

Ak navyse Timea(x, e~ 1) méZme ohranicit funkciou, ktord je polynomidlna od oboch
parametrov |x|,e~t, tak A je tplna polynomidlna aproxima¢na schéma (FPTAS)
pre U.

e-aprorimacny a
r-aproTimacny
algoritmus

APX

PTAS

FPTAS



104KAPITOLA 5. OPTIMALIZACNE PROBLEMY, APROXIMACNE ALGORITMY A TRIEDY ZLOZI’

Je zrejmé, ze FPTAS je "to najlepsie", ¢o pre tazké optimaliza¢né problémy mozme
dostat. A teraz uZ spominané klasifikacia.

NPO(I) tvoria problémy, pre ktoré existuje FPTAS
NPO(II) tvoria problémy, pre ktoré existuje PTAS

NPO(III) tvoria problémy, pre ktoré existuje d-aproximativny algoritmus pre ne-
jaké § > 1, ale neexistuje d-aproximativny algoritmus pre d < J. (teda ne-
existuje PTAS)

NPO(IV) tvoria problémy, pre ktoré existuje f(n)-aproximativny algoritmus pre
nejaku fciu f : N — R, ktoré sa da zhora ohrani¢it polylogaritmickou funkciou,
ale pre ktoré neexistuje d-aproximativny algoritmus pre Ziadnu konstantu § €
R

NPO(V) tvoria ostatné problémy z NPO

PTAS, resp FPTAS oznacuju aj triedu optimaliza¢nych problémov, pre ktoré exis-
tuje PTAS, resp. FPTAS. Lahko vidno, Ze

PO C FPTAS C PTAS C APX C NPO

Ak by P = NP, tak by vSetky tieto triedy boli rovnaké. Naopak, platnost P # NP
znamena, ze su navzajom rozne. D4 sa totiz ukazat, ze

e KNAPSACK € FPTAS, ale rozhodovacia verzia je NPU, takze KNAPSACK
¢ PO

e rozhodovacia verzia LARGEPACKING je NP-tplné v silnom zmysle, takze exis-
tencia FPTAS by znamenala P=NP.

e LARGEPACKING ma PTAS
e MAX3SAT patri do APX, ale nie do PT'AS

e existencia polynomialneho algoritmu s konStantnym performance ratio pre
TRAVELINGSALESMANPROBLEM by znamenala existenciu polynomialneho al-
goritmu pre HAMILTONIANCIRCUIT

5.2.1 [Ilustrac¢né priklady-Absolitna chyba
Absolutnou chybou rozumieme absolatnu hodnotu rozdielu medzi ziskanym a opti-
mélnym rie§enim

D(z,y) = |m(z,y) —m*(z)|

Prikladov problémov s absolitnou chybou nie je vela. VA¢ginou sa jedna o problémy,
kde sa hodnota uéelovej funkcie pohybuje v malej mnozine hodnot.

farbenie hran vieme, ze sa to d4 alebo A alebo A + 1. Co z toho plati pre dany
vstup je NP-tazké...

Uréite neprekvapi, ze existuja priklady tazkych problémov, pre ktoré aproximaény
algoritmus s absolitnoui chybou neexistuje.

Negativny vijsle- Ak P # NP, tak pre problém KNAPSACK(KS) neexistuje aproxima¢ny algoritmus
dok (polynomialnej zloZitosti) s absolitnou chybou.
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Dokaz: Pri dokaze postupujeme Standardne - ak by sme taky algoritmus A mali,
vedeli by sme pomocou neho vyriesitf nejaky NP-iuplny problém v polynomialnom
¢ase; resp. NPO-tplny v polynomidlnom ¢ase presne.

Ako? Nech A riesi KS s absolutnou chybou k.

e prepocitaj profity - p;, = (k + 1)p;; uvedomme si, Ze pri takto prepoéitanych
hodnotéch je hodnota kazdého (pripustného aj optimaneho)riesenia nasobkom
(k+1)

e vyrie§ takto modifikovany problém algoritmom A

e ziskané rieSenie vlastne identifikuje optiméalne rieSenie pévodného problému

im(a’,y) = m*(2")| < k
((k+Dm(z,y) = (k+ m*(2)| = (k + Dlm(z,y) —m*(z)| < k

k
Im(z,y) —m*(x)] < P
KedZe sa hybeme v prirodzenych ¢islach, z |m(xz,y) — m*(x)| < 1 vyplyva, Ze
m(a,y) - m*(z) = 0 0

5.2.2 Ilustra¢né priklady-Relativna chyba, aproximaény po-
mer

[m*(z) — m(z,y)|

E(z,y) = maz{m*(z), m(z,y)}
= max m*(x) m(z,y)
R(z,y) = {m(%y)’ m*(z) }

Priklad 5.1 UvaZujme KNAPSACK a greedy metddu, ktord vyberd proky podla ma-
zimdlneho relativneho profitu.

Vieme, 7e ak pripustime rieSenie v racionalnych ¢&islach, uvedeny greedy pristup
garantuje optimalitu ziskaného rieSenia. Pri rieSeni v celych ¢islach, resp. 0/1-
rieSeni, je v8ak problém tazky, a preto greedy algoritmus optimalitu negarantuje.
Co vieme povedat o kvalite takto ziskaného riesenia? Uvazujme takyto vstup: kvalita
w;=p;=1pret=1,...,n—1
Wy, =b=kn, p, =b—1

Kedze relativny profit p;/w; = 1 > p,/w, = (b—1)/bprei=1,...,n—1, dosiahne
greedy pristup profit mg(x,y) =n — 1. Pritom m*(x) =b—-1=kn—1

b—1 _kn—l
n—-1 n-1

>k

R(T7y) =

Aprozimacng pomer greedy algoritmu moZe dosahovat lubovolne velké hodnoty.

LCahko vidno, Ze optimalitu pokazil vlastne posledny objekt, ktorého relativny profit

bol nizsi, ako relativny profit ostatnych, celkovy zisk za jeho umiestnenie do batoha

vSak prevysil mozny zisk za umiestnenie vSetkych ostatnych objektov suc¢asne. Toto
pozorovanie mdézme zakomponovat do greedy rieSenia, ¢im ziskame algoritmus H.

Co vieme povedat o kvalite, resp. chybe algorimu H? Nech j je index prvého prvku, kvalita
ktory sme nezaradili do greedy rieenia. Potom pre doterajsiu vahu W (j) a profit

P(j) plati
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Algoritmus 41 ModifGreedy H

1: utried nerastiico podla relativneho profitu 5—11 > > p—rf
2: greedy

3: my(z,y) = max{Pmaz, ma(z,y)}

W) = Zz;ll w; < b; b—W(j) < w;
P(j) = 5;11 pi <ma(z,y)

Vieme, ze hodnota optiméalneho racionalneho riefenia je hornym odhadom na cenu
optimalneho celo¢iselného rieSenia a ze vektor optiméalneho racionalneho rieSenia by

bol (z1,...,2n), kde z1 =---=2;_1 =lagxg; = (b*](m < 1. Prispevok profitu
j-teho objektu v optimalnom rieSeni racionélnej verzie by teda bol
. 2
b—W -
=W

Spojenim dostavame:

m* (@) | < P() + (b= W) - 2L ]P() + =2E <[ P() +py

Analyzu spravime podla toho, ako dopadlo priradenie na riadku 3.

p; < P(j)
m*(z) < P(j) +p; <2P(j) =2mea(z) < 2mp(z)

Ukazali sme, 7e aproxima¢ny pomer ModifGreedy je 2.

Fakt, ze pre NP-plny problém KNAPSACK existuje polynomidlny aproximaény al-
goritmus s aproxima¢nym pomerom 2, neznamend, Ze vSetky NP-tplné problémy
st takto dobre aproximovatelné. Prikladom za rozumnych predpokladov neaproxi-
movatelného problému je T'SP*.

Negativny vysle-

dok Veta 5.6 Ak P # NP tak pre TSP neexistuje e-aprozimacny algoritmus (polyno-
midlnej zloZitosti).

Dokaz: Budeme postupovat sporom a ukadZeme, Ze pomocou e-aproximac¢ného al-
goritmu T'S P, pre problém obchodného cestujiceho by sme vedeli presne vyriesit
problém HK v deterministickom polynomiilnom ¢ase.

Nech m(z,y) je rieSenie ziskané algoritmom TSP-HK. Co by sme vedeli povedaf
o cene ziskaného, resp. optiméalneho rieSenia pre H, ak vieme, ze HK v pévodom
grafe existovala/neexistovala?

v G 3 HK Ak povodny graf G obsahoval HK, potom optimélne rieSenie pre H obsahuje len

. ., 4 ., [TSION . 1% . P .
existujuce hrany, ktoré maji cenu niz§iu ako je 1'—_|6 (cena neexistujicich hran).

Preto v tomto pripade m*(z) = |V|. KedZe algoritmus T'SP, je e-aproximag¢ny,

m(z,y) —m*(z)
m(x,y)

V]
1—e

< ¢, ¢o po uprave dava | m(x,y) <
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Algoritmus 42 TSP-HK
1: Majme vstup G pre HK
2: Prerobme ho na vstup H pre TSP tak, Ze pridame nenulové ceny pre vSetky-teda
aj neexistujice-hrany. Pritom ceny hran buda také, Ze nam pomoézu identifikovat, ¢i
prislu§na kruZnica prechadza aj po neexistujicich hranach.

1, (i,5) € B

C(ij) =

Vi G4 ¢E

3: Vyriesme TSP pomocou algoritmu T'SP. s relativnou chybou €

v G HK Ak povodny graf HK nem4, tak rieSenie vypocitané algoritmom TSP-HK obsahuje

aspoh jednu neexistujicu hranu a preto m*(z) > |V| — 1+ 1“1 > 1";, V tejto
V]

1—e

situacii teda | m(z,y) > m*(G) >

Vidime, ze

V]

1—e€

Existenciu alebo neexistenciu HK v G teda uréime na zaklade hodnoty m(x,y),
ktora vypocital algoritmus TSP-HK pre problém obchodného cestujiceho v grafe
H s dopoc¢itanymi cenami.

G obsahuje HK <= m(z,y) <

5.2.3 Ilustra¢né priklady-PTAS pre MINPARTITION

Na vstupe mame mnozinu X prirodzenych &isel {x1, ..., z,}, ktort chceme rozdelit JfinPartition
na dve mnoziny Y7, Y5 tak, aby sme minimalizovali ich rozdiel, resp. jednotlivé sucty.

vstup: X ={z1,...,zp}, pricom S = > x;

vystup: rozklad Y = Y7, Y, mnoziny X na disjunktné mnoziny tak, aby
rnax{Z:miEyl T, Zm%eYQ Zj, b~ min

TriviAlnym pripustnym rieSenim problému je vratif rozklad Y = (0, X), ktorého

hodnota je m(z,y) = S. Kedze m*(z) > S/2, pre aproxima¢ny pomer dostévame

m(x,y) _m(xy) _ S _
me@) = (92) =52 2

Preto sta¢i uvazovat pripad r < 2.

Algoritmus vychéadza z predpokladu/pozorovania, Ze vécsie ¢isla st pre kvalitu rie-
Senia dolezitejsie. Pracuje preto v dvoch fazach - najprv najvacsie Cisla spracuje
optimélne, potom zvySok dokonéi greedy metddou. Pocet prvkov, ktoré v prvej
faze usporiadame optimalne, uréime na zaklade hodnoty r tak, aby sme dosiahli
pozadovantu chybu.
1 triedenie O(nlogn) cas
3 hladanie optiméalneho rieSenia zavisi od po¢tu moZnosti prenasobeného zloZzi-
tostou kontroly; ak pouzije metdédu hrubej sily, je pofet moZznosti exponen-
cidlny od k(r).
O(2*") . n) je pre konstantu r polynomiéalne

4TSP=Traveling salesperson problem-problém obchodného cestujaceho
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Algoritmus 43 MinPartition
1: Utriedime prvky nerastaco podla vahy z1 > ... >z,

2: Uréime pocet prvkov k(r), ktoré spracujeme presne

//hodnotu k(r) upresnime neskor
3: Nédjdeme optimélne rieSenie pre vstup 1,..., Ty
4: for j=k(r)+1 ton do //doriesime greedy
5: if >, ey, Ti <D, cy, Ti then
6: Y1 =Y U{(L‘j}
7: else Y5 := Yo U {z;}

4 pri rozumnej implementacii realizujeme tento cyklus v ¢ase O(n)

Mame teda ¢as polynomiélny odvelkosti povodného vstupu.
Kvoli jednoduchosti predpokladajme, Ze

r1> ... >,

Nech vysledkom st mnoziny Y7, Ys. Oznaéme
W)= Y x;  W(Y2)= > ;; predpokladime W (Y1) > W(Y2)
x;, €Y1 z;€Y>

Potom L = M;W(YQ) je dolny odhad na hodnotu optimalneho rieSenia.

Nech & je index posledného prvku, ktory sme pocas realizacie algoritmu pridali do
Y:. Hodnota h < k hovori, Zze v Y7 st len prvky, ktoré sme tam umiestnili v prvej
faze. To ale znamena, Ze optimdlny vysledok sme dostali uz v prvej ¢asti algoritmu.

Predpokladajme teda, ze h > k, x5, je prvok, ktory sme do Y; pridali v druhej faze.
Kedze zj sme pridali do Y3, tak W (Y1) — z, < W(Y2). Pripoc¢itanim W (Y1) k
obom stranim

Th

W(Y1) <L+ 5
Vieme, ze Vj < k(r) je x5 < xj, preto 2L = W (Y1) + W(Y2) > ap(k(r) + 1)

W) 2L=W(Y2) & m*(z) 2 L

I 4 Zn
W(Y1)§W(Y1)§ TR Ty Tp g
m*(z) L L 2L zp(k(r) +1) k(r)+1
Ak chceme, aby 1+W < 7, musi platit f:f < k(r). Preto v algoritme nastavime
(2-r)
k ) =
=
Pre takto zvolentt hodnotu k(r) plati, ¢o sme chceli
W (Y1) <,
@) =
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5.2.4 Ilustra¢né priklady-FPTAS pre KNAPSACK

O probléme KnapSack vieme, Ze greedy metdda déva optimalne rieSenie v obore raci-
ondlnych ¢isel a ze dynamickym programovanim ziskame pseudopolynomialny algo-
ritmus na presné riefenie KS v obore celych ¢isel v dase O(n->_ 1, ¢;) = O(n*cmaz),
kde ¢ = max{cy,...,cn}. Ak by sme z pseudopolynomialneho algoritmu cheeli
dostat polynomialny, stacilo by znizit hodnotu ¢;,4.. Presne takto budeme postu-
povat. Naskdlujme vstup tak, aby sme nepracovali s hodnotami exponencidlnymi
vzhladom na velkost vstupu. Tym stratime presnost.

Algoritmus
Algoritmus 44 FPTAS-KnapSack FPTAS-
1: T « LC'“%(;_DJ KnapSack
2: naskalujeme vstup cj « [ %]
3: pre nagkalovany vstup najdi presné riesenie m/(xz,y) dynamickym programova-
nim

4: m(xz,y) je rieSenie s pévodnymi cenami

Pri analyzovani chyby, ktorej sme sa dopustili, si uvedomme, ze pre d; < T - ¢, plati kvalita
di<c¢; ale |¢;—di| <T
Kazdy prvok zaradeny do rieSenia moéZe priniest chybu max. T, preto
m*(z) —m(z,y) <n-T
Sacasne n - Cpae > M* () > Cnaz, Cize mozme pisat

m*(z) — m(z,y) N T
m*(x) ~ Crmax

m* (X)(Crnax —n- T) S Cmaxm<x~, y)
Cmax

*
< — .
" (I)_ cmaw_n'T

m(z,y)

vzhladom na volbu T’

-1
m* (I) (Cmax - ri : Cmax) Sm* (x)(cmaac -n- T)S Cmaxm(xs y)
r
“(2) Smix,y)  —— (2,y) - — (z.)
m (T mix, = = m(x e =T -Mm(T
- Y Cmax(1 — =1) S Y
m*(z) <r-m(z,y)
m*(x)
my) ="

Algoritmus garantuje pozadovany aproxima¢ny pomer r

Pri analyze ¢asu si v8§imnime pocet iterdcii algoritmu dynamického programovania. ¢as
Nagkalovanim vstupu sme dosiahli, Ze maximalny mozny zisk je ncj,,, < "<z

Cmax _n rnT rn?
T ~T (r—1) (r—1)
Celkovy ¢as algoritmu je teda O(Tnjrl)

V ¢ase, ktory je polynomialny od vstupu aj 1/r méme aproximativny algoritmus s
aproxima¢énym pomerom r = FPTAS.
o
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5.2.5 Ilustra¢né priklady-SetCoverProblem a nekon$tantny
aproxima¢ny pomer

Vsetky doteraz prezentované aproximacné algoritmy pre tazké optimaliza¢né prob-
lémy mali aproxima¢ny pomer ohrani¢eny konstantou. Patrili teda do triedy APX.
Mohlo by sa zdat, ze vSetky optimaliza¢né problémy patria do tejto triedy. Nie je
tomu ale tak. UkaZeme priklad problému, kde horny odhad na aproximaény pomer
je neohranicene rastuca funkcia.

Zacnime definiciou problému SCP-minimélneho pokrytia mnoZinami
problém SCP

Vstup (X,F), kde X je kone¢na mnozina,
F ={F,...,F,} je systém mnozin, F C 2%, taky, ze
UFieF Fi=X

Vystup {F,..., F;, } také, ze X = |J Fj;, k minimélne

Prirodzenym pristupom je aplikovanie greedy metddy, ked vyberame mnozinu—
kandidata na zaradenie—ako ti, ktord prinesiem maximalny pocet doteraz nepo-
krytych prvkov. Nech

C je mnozina tych prvkov z F, ktoré uz boli zaradené do pokrytia a teda urc¢uja
mnoZinu uz pokrytych prvkov (C - cover)

U je mnoZina este nepokrytych prvkov (U - uncovered)

Algoritmus 45 greedy - SCP
(pri vybere maximalizujeme pocet prvkov z ete nepokrytej ¢asti mnoziny X)
1: C 0 C C F a na zaver C bude rieSenie
2: U— X UCX,U=X-— UQec Q pre aktuanu hodnotu C a na zaver U = ()
3: while U # 0 do
4 nech S € F také, ze |S NU| je maximalne
U—U-S8;C—CU{S}

5
6: return C'

Veta 5.7 Algoritmus greedy-SCP je® Har(max{|S|,S € F})-aprozimacny algorit-
mus pre SCP.

Dékaz: Nech najdené riegenie C = {Si,...,S,} je vystup v poradi algoritmu
greedy-SCP; C* oznacuje optimélne rieSenie. Kazdému prvku x € X priradime
jeho vahu w.(z) vzhladom k C ako 1/(pocet novych prvkov, ktoré spolu s nim
prisli do C)

i—1
1
wo(x) = Cwesi-Us,
1S; — (S1U...USi_y)] =
Oznacme wc(X) = ) . x we(r) = |C| Ukdzeme, Ze
VSeF: Y wo(x) < Har(|S)) (5.1)

€S

Z toho potom pre velkost greedy algoritmom vypocitaného vysledku dostaneme

SHar(n) =1+1/24--+1/n
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|C] = erx we(r) < ZSGC* ers we(x)
< >sec- Har(|S])
< |C*|Har(mazx{|S|}) dokaz (5.1)

Teraz sa budeme venovat dokazu faktu (5.1). Pre kazda mnozinu S nech cov;(
oznacuje pocet prvkov mnoziny S, ktoré po ¢ iteracidch ostali nepokryté

COUZ(S):‘S—(51UUSZ)| VZ:17|C|
LCahko vidno, Ze
covg(S) = | 9] covic|(S) =0 cov; (S) < cov;—1(S)

Uvedomme si, Zze v i-tej iterdcii vyberame takd mnozinu S;, ktord maximalizuje

1S; — (S1U...USi_1)]

ICI

ZWC(X) = Z(covi—l(s) — cov;(S)) - 1S; — (S Ul USi—1)]
x€EeS =1 ' P o
IC| 1
< Z(Covi—l(s) — covi($)) 1S = (S1U...US;i—1)|
< |
= Z(covifl(S) — cov(S5)) - )
b
(vyuzijeme Har(b) — Har(a) = Z % >(b-a) )
t=a+1
IC|
< Z(Har(covi_l(S)) — Har(cov;(S)))
Har(covo(S) — Har(cov|c)(5))) = Har(|S|) — Har(0)
= Har(|S|)

Ukazali sme, 7e alg SCP ma aproximaény pomer Har(maz{|S|}), a je teda prikla-
dom f(n)-aprozimacného algoritmu O

Dosledok 5.8 Algoritmus greedy-SCP je In(| X |)— aprozimacny algoritmus pre SCP.
(max{|S|,S € F} < |X|,Har(d) < Ind)

Dosledok 5.9 Algoritmus greedy-SCP je polynomidlny In(| X |)— aprozimacny algo-
ritmus pre SCP.

Dokaz: Zakodujme vstup tak, aby sme mohli | X||F| povazovat za velkost vstupu
(Ako?). Jedna iteracia kroku 3 trva O(|X||F|), pocet opakovani tohto kroku je
min{|X|,|F|} < (|X||F])*/2. Preto je zlozitost O(n>/?).
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Kapitola 6

Navrh aproximacnych
algoritmov

6.1 Dalsie priklady

Pozrime na vyuzitie metdd pri ndvrhu aproxima¢nych algoritmov. Uz sme videli
vyuzitie greedy metédy pri probléme SetCover, spolu s nagkalovanim sme greedy
vyuZili na ziskanie FPTAS pre KnapSack.

MinVCP a greedy Tuto metddu mozme pouzit aj pri rieSeni problému MinVCP,
kde sa snazime pokryt mnozinu hrian minimélnym poc¢tom vrcholov. Videli sme, ze
pri presnom rieSeni metédou rozdeluj-a-panuj je zlozitost exponencidlna. Greedy
metdda poskytne polynomidlny aproximacny algoritmus. Idea je jednoducha - bu-
deme kongtruovat mnoZinu nezavislych hran A a do mnoziny C, ktora obsahuje
vrcholy z vysledného pokrytia, budeme zaradovat oba konce nezavislych hran.

Algoritmus 46 greedy - MinVCP

(ndhodne vyberieme hranu (u,v), oba konce zaradime do pokrytia a z grafu odstranime

vietky hrany, incidentné s u, v)
1: C 10 //C C V obsahuje vrcholy z pokrytia
2: A0 //A C E st hrany parovania'
3: B —E //E" C E je mnozina este nepokrytych hran
4: while E' # () do

5 néhodne zvol hranu (u,v) € E’

6: C — CU{u,v}

7 A—AU{(u,v)}

8 E' «— E'-V hrany susedné s u, v /] E" — E'\{(z,y)|(z,y) € E';x € {u,v}}

9

: return C

Pocet opakovani while-cyklu je zhora ohrani¢eny poc¢tom hran, pri rozumnej imple-
mentécii je celkovy prispevok while cyklu O(|E|).(Naprogramujte)

7Z popisu je zrejmé, 7e vypocitané riegenie je pripustnym rieSenim. Lahko tieZ vidno,
ze v priebehu algoritmu plati
2[4| = |C]|

Ked7e nezavislé hrany nemaju spolotné vrcholy, treba na ich pokrytie tolko vr-
cholov, kol'ko je hran. Preto dolnym odhadom na velkost pokrytia je maximalny
pocet nezavislych hran. Nech m*(G) oznafuje cenu optimélneho rieSenia, m(G)

113
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cenu rieSenia, ktoré vypocital algoritmus 46; m(G) = |C|. Zrejme

* C *
(@ z14= 1 e <o) - 20

d

W-MinVCP a LP Zmeime trochu zadanie. Priddme vrcholom cenu ¢: V — RY
a budeme hladaf také pokrytie C, ktoré minimalizuje ) .~ c(v). V tejto situdcii
vysSie popisané greedy pristup nepomdze.

Uloha: Nech 7 > 1. Najdite taky vstup do Algoritmu 46, aby pomer gi((GG)) bol
vacsi ako r.

Pouzitie linedrneho programovania je v tomto pripade efektivnejsie.

Algoritmus 47 LP-W-MinVCP

1: vyjadrime ako tilohu 0/1-linedrneho programovania

2: zrelaxujeme na LP

3: vyriegime zrelaxovani LP ~ X = (x1,...,2,) € (RT)"
4: X:{U¢|xi21/2}

5: return Sx

Co vieme povedat o kvalite ziskaného rieSenia? Sx je pripustné rieSenie, pretoze
ohranienie x; + x; > 1 pre kazdu hranu (v;,v;) € E garantuje, Ze aspoii jedno z
x;,x; > 1/2 a teda aspoii jeden z vrcholov v;, v; zaradime do pokrytia.

Riegenie ziskané relaxaciou 0/1-LP na LP nemoZe byt horsie ako riesenie povodného
0/1-LP, preto mg ;1 p(G) = m} p(G) a nésledne

cena(Sx) = Z c(v) = Z c(v;) < Z 2zic(v;) = 2mpp(G) < 2mg )11 p(G)

veES i i
X w;>1/2 w;>1/2

a

Maximalny hranovy rez a lokalne prehl'ad4vanie Dalsou z metod, ktora sme
spominali, je lokilne prehladavanie. PouZijeme tito metédu na rie$enie problému
maximalneho hranového rezu.

Vstup: G=(V,E)
Vystup: rozklad (V1,Vs) taky, ze ViU Vo =V, ViNVy =1
maximalizujeme: po¢et hran rezu: |EN{(u,v) | u € V1,v € Va}|

Pri aplikovani metédy lokdlneho prehladévania za¢neme z nejakého pripustného
rieSenie, ktoré vylepgujeme prechodom do d'algieho pripustného rieSenia v jeho oko-
li. Za¢neme z trivialneho rieSenie (0, V). Okolim riefenia (X,Y) je také rieSenie
(X",Y"), ktoré z povoného vzniklo presunutim jedného vrchola z jednej mnoziny do
druhej

Algoritmus 48 Search-MaxCut

1. S0 (rez budeme uvazovat ako (S,V —S))
2: while Jv € V' taky, Ze presun v z jednej strany na druhd zvyssi cenu, do

3: realizuj tento presun

4: return (S,V —S)
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Zamyslime sa nad zloZitostou algoritmu. Rrealizacia jedného opakovania while-
cyklu trva O(|V|). POcet opakovani je zhora ohrani¢eny |E| - kazdé opakovanie
zvysi hodnotu aspoh o 1. Preto O(|V||E|).

Nech vystupom Algoritmu Search-MaxCut je (Y7,Y2). Pre kazdy vrchol v € Y3
plati, ze ma aspon tolko susedov v Y5 ako v Yj(preco?). Preto v reze je aspoii @
hran. Ked7e horny odhad na hodnotu optimalneho rezu je | E]|
1E] !
D) S m(Yl,Yg) S m S ‘E| S 2m(Y1,Y2)
m* < Qm(Yl,Yg) -
m(Y1,Y2) = m(Y1,Y3)

Lahko sme ukazali, Ze Algoritmus 48 m4 aproxima¢ny pomer 2. Vieme spravif aj
presnejsiu analyzu tohto algoritmu?

Nech (Y1,Y3) je riesenie ziskané algoritmom a (X7, X2) optimalne rieSenie.

Xya—— X,

Mi=rnx, /\ Y,
Vo=Y1N Xy V, V, ]
Va=YoN X, j
Vi= YN X &y

Y,

ei; potet hran |[EN{(z,y) | z € V;,y € V;}|

Oznac¢me

Potom
cena(Xi,Xo) = €12 +e1s +ea3+e3q cena(Y1,Ys) = e13+ e1q + €23 + e

Uvazujme vrchol x € V;. Pocet hran medzi z a vrcholmi z Vi UV, je nanajvys taky,
ako medzi x a vrcholmi z V3 U Vy. Preto

2e11 +e12 < ez tewy
Analogicky pre vrcholy z V5, V3, V. Preto

2e11 +e12 < e13+ ey
2eg2 + €12 < €23 + €24
2e33 + €314 < €23 + €13
2e44 + €31 < €14 + €24

Séitanim a predelenim 2 dostaneme

4
\ Yoii€iteatess < eazteantesten /] +e1s+ eas
D16 teatesstestenn < 2(es+es) e ters

cena(X1,X2) =ejz+ezq+e1q+ ez < 221:1 €ii + €12 + €34 + €14 + €23
< 2e93 + 2€14 + €24 + €13
< 2(egg + €14 + €24 + €13) = 2cena(Y1,Ys)

Ak si uvedomime, aké upravy sme robili, dostavame

4
cena(X1, Xo) + Z € + eas + e13 < 2cena(Yy, Ys)
i=1

zloZitost

kvalita
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resp.

=1

4
cena(Xy, X2) < 2cena(Yy,Ys) — (Z eii + eas + 613>

Kvalita ziskaného rieSenia je teda pre vela vstupov ovela lepgia.

6.2 ATSP

V tejto Casti sa budeme venovat problému obchodného cestujiceho. Vieme, Ze tento
problém sa neda aproximovat s konstantnyn aproxima¢nym pomerom. UkdZeme,
7e pre velkd mnozinu vstupov algoritmus s kongtantnym aproxima¢nym pomerom
existuje. Ak budeme uvazovat také vstupy, kde pre velkosti hran plati trojuholni-
kova nerovnost, budeme hovorit o probléme ATSP.

Zakladom aproximac¢ného algoritmu je miniméalna kostra. Nech T je minimélna
kostra v grafe G. Ak by sme "obi§li" hrany 7', dostali by sme uzavreti cestu W,
ktorej cena by bola rovna 2|Y|. Ako z tejto uzavretej cesty ziskame kruZnicu?
Staci zacat kracat po W a vynechavat tie vrcholy, v ktorych sme uZ boli. Jedinou
vynimkou je vrchol, v ktorom sme zac¢inali.

Algoritmus 49 ATSP

1: najdi minimalnu kostru 7'

2: vyber vrchol kostry v a za¢ni prehladavanie do hibky, pri ktorom vytvaraj postupnost
H vrcholov tak, ako ich objavujes
3: return H' = H,v

T e W - T - H

Minimalnu kostru zostrojime v ¢ase O(|E|), z nej pozadovanu kruznicu H' v Case
O(n). Algoritmus je teda polynomialny.

Co vieme povedat o kvalite? Nech H* oznatuje HK s optimalnou cenou

1. Odobratim hrany z hamiltonovskej kruznice ziskame kostru, preto
Y ecr cle) = cena(T) < cena(H™)

2. cena(W) = 2cena(T) < 2cena(H™*)

3. H’ vznikla z W nahradenim cesty hranou; z platnosti trojuholnikovej nerov-
nosti vyplyva, ze tato hrana je kratsia ako cesta. Preto

cena(H') < cena(W) < 2cena(H™)

Ako ukazuje nasledujuci priklad, analyza algoritmu sa vylepsit neda.
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Priklad 6.1 UvazZujme dping graf o n vrcholoch, v ktorom si vsetky hrany aZ na
n—2 ceny 1, tjch n — 2 md cenu 2. Na obrdzku si hrany s cenou 2 vyznacené
hrubSou ciarou

1
A
7
s \
7
2\/ \ 5
\ -
\ ‘/’
\ -~
- \
.~
\
6~
\\\ \ - 4
~ -~
\_ =S
- <
3 7

minimdlna kostra a kruZnica

oy . optimdIna kruznica
vypocitand algoritmom

minimdlna kostra md cenu n—1, cena H' je 2(n—2)+2 = 2n—2, pritom optimdlna
kruznica md cenu n + 1

2n — 2
n+1

— 92

Aproxima¢ny pomer 2 sme dosiahli preto, Zze sme HK vytvéarali z kruZznice, ktora
bola dvojnéasobnej dizky ako minimalna kostra. Skiisme minimalnu kostru 7' do-
plnit minimélnym po¢tom hran tak, aby bol Eulerovsky—aby vo vzniknutom grafe
existovala kruznica. KedZze:

— v grafe je pocet vrcholov neparneho stupfia parny

— graf je Eulerovsky prave vtedy ak je kazdy vrchol parneho stupia
ziskame Fulerovsky graf z minimélnej kostry 7" pridanim tuplného parovania medzi
vrcholmi neparneho stupnia. Toto je idea Christofidesovho algoritmu.

Algoritmus 50 Christofides-ATSP

1: najdi minimalnu kostru 7'

2: S ={v €V |degr(v)je neparny}

3: parovanie M minimélnej ceny na S (hranami v G)

4: G' = (V,E(T) U M), v fiom eulerovsky tah w

5: hamiltonovska kruznica H v G vznikne z w tak, Ze vynechavame vrcholy, ktoré uz boli
navstivené (s vynimkou prvého vrchola, do ktorého sa vratime)

6: return H

Zagnime analyzou Casu.
— minimélnu kostru spravime v O(|E|)
— minimélne parovanie sa d4 spravit v O(n?|E|)
— eulerovsky fah najdeme v O(n)
— HK vyrobime v O(n)

H oznaguje vystup algoritmu, H* je optiméalna HK kruZnica, w je eulerovsky tah. Evalita
Zrejme plati:
cena(H) < cena(w) = cenat(T) + cena(M)
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Kedze H* je HK, vynechanim hrany z nej ziskame kostru, ktora nemoze mat lepsiu
cena ako minimalna kostra

cena(T) < cena(H™)

Sustredime sa teda na odhad ceny parovania M. Nech S = {vy,...,v2y,} st vrcholu
kostry T' neparneho stupha, pricom

*
H* = U1, 01, V2002, - . ., U2, (2m, U1

Uvazujme 2 konkrétne parovania My, M, ktoré spolo¢ne vytvaraja kruznicu pre-
chadzajucu vsetkymi vrcholmi z S:

Ml : (Ulv 1)2)7 (Ug, U4)7 DR (v2m—17 v2m) Vom O Vi
M2 : (U2,1)3)7(’U4,'U5),...,(’02m,’01)

Vzhl'adom k trojuholnikovej nerovnosti
cena (v, @, vi11) > cena(v;, vit1)
a preto Vg
cena(H*) > S22 cena(v,vis1)

cena(My) + cena(Ms) VGO\O_ .

Vieme, ze My, Mo, M st v8etko iplné parova- Vs 4
nia(perfect matching), pritom M s minimél-
nou cenou, a teda M, M, ==~

cena(My) + cena(Ms) < cena(H™)
2 - 2

cena(M) < min{cena(My), cena(Mz)} <

Spojenim dostavame

H* 3
cena(H) < cena(T) + cena(M) < cena(H™) + %() = icena(H*)

a

Opit existuje priklad vstupu, pri ktorom sa "dosahuje" hranica aproxima¢ného
pomeru 3/2.

Voo Vat

2t

Vat2

Vat3

Va2

Vat

Vat1

Vat

Vat1 2t
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6.3 Stabilizacia

U7 vieme, Ze nie v8etky optimaliza¢né problémy sa daji vo vSeobecnosti rozumne
aproximovat. Naproti tomu existuju také mnoziny vstupov, na ktorych vieme ga-
rantovat rozumnu aproximaciu. Je preto prirodzenou snahou hladanie odpovede na
otazku — Kde je hranica zvladnutelné «— nezvladnutelné?

1

FPTAS, PTAS - vicinou dobré, ale geometricky TSP ma PTAS n10¢
logn aproximacia - moze byt prakticka

NPO(V) - sa vlastne nezvlddnutelné. Vieme totiz, Ze ak existuje polynomialny
f(n)—aproximac¢ny algoritmus, tak za rozumnych predpokladov (napr. P #
NP) f(n)) nie je ohranifena polylogaritmickou fciou. Napriklad problém TSP

Zameriame sa na hladanie toho, kde je to zvladnutelné. Majme optimalizacny
problém s dvoma roéznymi mnoZzinami vstupov I; a Iy, I; € I>. NavySe,

e pre I existuje polynomidlny A-aproximac¢ny algoritmus A4, A > 1

e pre Iy neexistuje ziaden polynomialny y— aproximac¢ny algoritmus, v > 1 (ak
P # NP).

Je situacia naozaj tak zla, ze algoritmus A mozno rozumne pouzit len pre vstupy
z 11?7 Nedokdzeme pouZitim algoritmu 4 na inej mnoZine vstupov garantovat pre
tieto vstupy ziaden aproximacény pomer?

Nasledujtuce pojmy st snahou o zachytenie vlastnosti, ktoré v niektorych pripadoch
pomozu tato otazku zodpovedat. SnaZime sa zachytif vlastnost vstupu, ktora ne-
jakym sposobom urtuje/garantuje aproximac¢ny pomer aj v pripade, Ze "dobry"
aproximad¢ny algoritmus nebol pouzity na "idedlnych" vstupoch.

Zadefinujme vzdialenost d pre = € I, — I;. Idealne by bolo, keby bol algorit-
mus taky, ze dokadZeme vyjadrif jeho kvalitu v zavislosti od vzdialenosti prislus-
ného vstupu od "dobrych" vstupov. Cheeli by sme, aby Vk > 0, Vz : d(z) <
k A vypocital y(k, A) — aproximaciu m*(z). Ak to bude pravda povieme, ze al-
goritmus A je stabilng vzhladom k d.

Definicia 6.1 U = (I, Sol,m,ciel), U = (I',Sol,m,ciel), I C I' Hovorime, Ze vzdialenost, sta-
vzdialenost pre U’ vzhladom k1 je funkcia hp : I' — RZ0 bilita, kvdzista-

o« hi(x)=0Veel bilita
e hy(x) je vypocitatelnd v polynomidlnom case
Nech h je vzdialenost pre U’ vzhladom k I. Potom
Ball, ,(I) ={w e I' | h(w) < r}
Nech A je e—aprozimacng algoritmus, p € R>°. Hovorime, Ze algoritmus A je

p-stabilny podla h ak VO < r < p ezistuje konstanta 6, € R>° tak, 7e A je
dr.c — aprozimacny pre U, = (Ball, ,(I), Sol, m, ciel)

je stabilny podl'a h ak je p-stabilng podla h Vp € RT
je nestabilny podl'a h ak neexistuje p € R™°, aby bol p-stabilng podla h

(r,fr(n))— kvazistabilny podl'a h ak ezistuji r € Z*, f. : N — R>! tak, Ze A
je fr(n)—aprozimacny pre U, = (Ball, (1), Sol, m, ciel)
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Vieme, ze ATSP je "dobrym" pripadom vseobecného problému TSP. Budeme sa
snaZzit vyuzitf algoritmus pre tento dobry pripad; konkrétne si budeme vsimat jeho
kvalitu, ked ho aplikujeme na vstupy v nejakej vzdialenosti od dobrého pripadu.
Zatneme definovanim viacerych vzdialenosti. Viimame si pritom pomer dizky jednej
hrany k dizke cesty, ktora spaja prislusné koncové vrcholy, ked této cesta ma alebo
nemé obmedzenie na pocet hran. Toto je dolezité v pripade, ked vstupy nesplhaja
trojuholnikovi nerovnost.

Nech I— oznacuje vetky grafy , In— iba grafy s trojuholnikovou nerovnostou.

dist(G, ¢) umoziuje nahradit hranu cestou, ktora je tvorend dvomi hranami
dist(G,c) = max {Qmax{% —1u,v,p e V(G),p#u#v# p}}

disty (G, ¢) umoziuje nahradit hranu cestou, ktoré je tvorend nanajvys k hranami
dist(G,c) = max{O,max{% —1|lu=p1,p2,...,pm=v;m—1< k}}
distance(G, c) umoziuje nahradif hranu cestou Iubovolnej dizky
distance(G, c) = max{disty(G,c) | 2 < k < |V(G)| — 1}

Fakt 6.1 Nech Ball, gist(In) oznacuje mnoZinu tych grafov, v ktorgch Yu # v plati
c(u,v) < (1 +7)(c(u,p) + c(p,v)). Ak disty(G,c) < r potom kaZdé priame spojenie
medzi u,v je nanajuys (r + 1)krdt cena lubovolnej cesty medzi u,v, ktord obsahugje
maximdlne k hrdn.

Analogicky k pojmu stabilného algoritmu moézme definovat pojem stabilnej, resp.
super-stabilnej schémy.

Definicia 6.2 U = (I, Sol,m,ciel), U = (I',Sol,m,ciel), I C I'. Nech h je
vzdialenost pre U’ vzhladom k I, a nech A = {Ac}eso je PTAS pre U.

Uvazujme rozsirenie U na U, = (Ball, 5(I), Sol, m,ciel). Ak Vr > 0,e > 0 A je
Or c-aprozimaényg pre U,, tak PTAS A je stabilnd podla h.

Ak b, < () - glr), e
o f,g: RZ0 — R>O
e lim.. f(e) =0

Potom PTAS A je superstabilnd podla h.

Ako vyplyva z nasledujuceho faktu, h super-stabilnd PTAS poskytuje PTAS na
vac8ej mnozine vstupov, ktora je definovand pomocou vzdialenosti h.

Fakt 6.2 Ak A je superstabilnd PTAS pre problém (I, Sol, m,ciel), tak A je PTAS
pre (Ball, (1), Sol, m, ciel)

Uloha: Dokazte Fakt 6.2.

stabilita  Chris- Teraz ukdzeme, ze Algoritmus®50 je stabilnym vzhladom k distance. Oznaéme
tofidesa ATSP, = (Ball, g;st, Sol, cena, min)

Lema 6.3 Christofides je stabilng vzhladom k distance

Dékaz: Majme vstup I = (G,c¢) € Bally gistance(I),r € R>0. Pri realizacii
algoritmu postupne vytvarame
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e miniméalnu kostru T, perfect matching minimalnej ceny M (pre potreby ana-
Iyzy uvazujeme konkrétne matchngy My, Ms)

e Kulerovsku cestu w = vy, aq, 02, g, . .., Qp, U1

e je HK H = v1,vg,...,Upn,Unt1 = v1, ktord vznikla vynechanim u7 navstive-
nych vrcholov

Ked7e vstupy su z Bally gistance(I), plati
cena(vi, vit1) < (1 +7)cena(v;, o, vit1)
a potom dosadenim

cena(H) < (14 r) - cena(w)

cena(H) = cena(T) + cena(M)

cena(H*) > [cena(M1) 4 cena(Ms)] >

r—+1 (r+1)
cena(w) = cena(T) + cena(M) < cena(H*) + (r 4+ 1)cena(H*) = (r + 2)cena(H™)

cena(H) < (1 +71)cena(w) < (1 +7)(2 + r)cena(H™)

a

Dosledok 6.4 Vr > 0 je Christofides (1 +1)(2 + r)— aprozimadny algoritmus po-
lynomidlnej zloZitosti pre (Bally gistance(In), Sol, cena, min)

Pri inej vzdialenosti, konkrétne dist, je Christofidesov algoritmus kvézistabilny.
Lema 6.5 Vr € R>? je Christofides (r, O(n'°52(4"*)) —kydzistabilng pre dist

Doékaz: Majme vstup I = (G,¢) € Bally gist(Ia), T, M,w, H st minimalna kos-
tra, minimalny perefect matching, eulerovska cesta a HK podla Christofidesovho
algoritmu.

Vsimnime si, ¢o vzhl'adom k definovanej vzdialenosti ? dist mézme povedat o cenéch
jednotlivych ¢asti po nahradeni cesty v, «, u hranou (v,w).

1. pre kazda trojicu vrcholov p, s,t € V(G) plati ¢(p,t) < (r+ 1)c(p, s,t)

2. nech cesta Pu,«,v mala pévodne m hran

- skratenie® m — [m/2] prinaSa multiplikativny narast x(r 4 1)
- po logy m skracovaniach mame cestu dlzky 1
- vysledkom skracovania cesty u,a,v je teda hrana (u,v) o cene ktorej

plati cena(u,v) = c(u,v) < (14 )82 . cena(u, o, v)

3. vzhladom k (1) pre vztahy dizok cena(H*), cena(M) a cena(H), cena(w) plati

cena(H) < (14 r)l°&2"1 . cena(w)

1
cena(M)<§(1 + T)rlogz n] cena(H*)

2dist(G, ¢) = max {O,max{% —1lu,v,p e V(G),pF# u#v# p}}
3skratenim rozumieme nahredenim cesty p, s,t hranou pt postupne pre vietky trojice na ceste
U, o, v

v, U — (’U,’LL)
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Spojenim dostavame:
cena(H) < (1+r)Mog2"lcena(w) = (14 r)°22 "1 (cena(T) + cena(M))
< (L4 r)Mee2nl[cena(H*) + 4(1 + r)l1°s2 " cena(H*)]
= (1+r)Mes2nl (1 + L(r + 1)l827) cena(H,p)
= O (n10g2(1+7')2 . Cena(H*))

d

Na obrazku je priklad grafu-vstupu do Christofidesovho algoritmu. Hrubou(Eiernou)
¢iarou je naznacené optimalne rieSenie, zatial ¢o strednou(€ervenou) garbou je zvy-
raznené rieSenie vypocitane Christofidesovym algoritmom.

4(1+r)?
n(1+r)yee
— H* optimalna kruznica

H vystup Christofidesa

Pre aproxima¢ny pomer plati:

cena(D) n—1+ n(l + r)log n n10g2(1+7.)

cena(Hop)  2+2(1+7)(n—2) = 2(1+7)

Dokazali sme tak nasledujicu leme.
Lema 6.6 Vr € R™, ak Christofides je (r, f.(n))— kvdzistabilny pre dist, tak

n10g2(1+7“)
(n) > ——m—
Jr(n) 2 2(1+7)
Mbobze tipravou dostat stabilitu pre dist? Zamyslime sa, ¢o sposobilo, Ze Chris-
tofidesov algoritmus nie je stabilny vzhladom k dist. Bolo to preto, Ze pri vytvarani
kruznice H z eulerovskej cesty w sme nahradzali hranou potencidlne dlhé cesty. Ak
by sa nam podarilo vytvorit taka cestu, z ktorej by k redukcii na HK stacilo od-
strafiovat cesty dokdzatelne kratke, mohlo by to pomoct.

Algoritmus Sekanina zabezpe@il odstranovanie dlhych ciest z eulerovského tahu.
Postupne vysvetlime ideu algoritmu a tiez doékaz jeho korektnosti:

e Ku kazdému stromu 7' = (V, E) mozme vytvorit graf 7%, ktory vznikne do-
plnenim hran, spajajucich—po hranach T— vrcholy vo vzdialenosti k. Ukazeme,
7ze k minimalnej kostre T zostrojeny graf T° = (V, {(x,y)| 3 cestax, P,y dizky max.3})
obsahuje HK

e Odhadneme dizku cesty Py (U) = uy, Py g U2, -y Un, Py, wy v T vzhladom
k HK (’LL17UQ,...,un) A% T3

e UkaZeme, Ze sa to da spravit tak, ze kazda hrana z T sa v P(H) objavi dvakrat.
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Definicia 6.3 Nech T je strom, V(u,v) € E(T) nech P, ., je jedind cesta v strome
T medzi vrcholmi u,v. Nech U = uy,...,un je jednoduchd cesta v T*. Potom
U-cesta v'T je

Pr(U) = w1, Py, uy, 2, ..., P U,

? T Um—1,Um )

A teraz uz klifova lema pre algoritmus Sekanina.

Lema 6.7 T,n > 3,(p,q) € E(T) Potom T? obsahuje Hamiltonovski cestu U :

P=U1,Va,...,V,=q taki, Ze kaZdd hrana z E(T) sa v Pr(H) vyskytuje presne dva-
krdat, pricom H = U, p je HK v T3

Dokaz: (Nacrt)Spravime indukciu vzhl'adom na pocet vrcholov v T. (Bazu indukcie
ako cvicenie)

Vezmime hranu (p, q¢) € E(T') a odstraiime ju zo stro-
mu 7. Dostaneme dva podstromy T}, T, s korefiom
vpresp. ¢; T =T,UT,U (p,q).

Nech p’ je sused p v T), ak existuje. Analogicky ¢'.

Skonstruujeme hamiltonovské cesty U, v T3 a Uy v
Tg. Pri kongtrukcii rozlisujeme 3 pripady.

1. Ak |V(T},)| =1, potom U, =p =p’
2. Ak |V(T},)| = 2, potom U, = (p,p’)

3. Ak 3 < |V(T,)| < n—1, potom vyuzije IP. Nech U, je hamiltonovska cesta
zpdop v TS. Pritom P(Up, p) obsahuje kazda hranu z E(T},) prave trikrat.
Analogicky U,, P(Uy,q).

Kedze p',p,q,q je cesta v T, hrana (p',q') € E(T?). Preto Up,q’,Uf je hamilto-
novska cesta v 72 a H = Up,q', Uf,p je hamiltonovska kruznica v T°.

Ostéava ukazat, ze kazda hrana z T je v H prave dvakrat.

Opét IP. Uy, p obsahuje kazdi hranu z E(T),) préave 2krat, preto U, obsahuje kazdi
hranu z E(T, \ (p,p’)) dvakrat a hranu (p, p’) prave raz. Analogicky pre hrany cesty
U,. Spolu teda mame:

— az na hrany (p,p’), (q,¢), (p, q) st vietky hrany prave 2krat
— hrany (p,p’) a (¢,q") mame raz
— hrana (p, ¢) sa v Up U U, nevyskytuje

— Prepojenie hamiltonovskych ciest U, a U,IR do kruZnice priniSa v T  existu-
jacu hranu (p,q) a v T neexistujicu hranu (p/,q’), ktord reprezentuje v T
jedina cestu medzi vrcholmi p’ a ¢': p’ ~ p ~ ¢ ~ ¢'. To prinieslo hrany
@' p): (p.0): (¢, 4)-

Veta 6.8 Algoritmus Sekanina je 2-aproximacny pre AT SP
Dokaz: Korektnost algoritmu vyplyva z predchadzajacich tvah a tvrdeni. korektnost

Kongtrukcia minimalnej kostry 7" a néasledne aj grafu 7° sa realizuje v ¢ase O(n?) (na- cas
programujte). Kongtrukcia H je podla lemy 6.7 v ¢ase O(n)

cena
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Algoritmus 51 Sekanina
vstup: G =(V,E),c: E— NT
1: konstrukcia minimalnej kostry T’
2: konstrukcia T3
3: HK v T3 taka, ze Pr(H) obsahuje kazdd hranu z E(T) dvakrét
4: return(H)

1. T je minimélna kostra, preto cena(T) < cena(H*)

2. H vznikla ako skracovanie cesty Pr(H), v ktorej sa kazd4 hrana z T objavuje
dvakrat. Preto

cena(Pr(H)) = 2cena(T) < 2cena(H*

3. H vzniklo nahradzanim u; P;u; 1 hranou u;u;41. KedZe plati trojuholnikova
nerovnost,
cena(H) < cena(Pr(H))

Spojenim dostavame

cena(H) < cena(Pr(H)) < 2cena(H*

d

Oznatme ATSP, = (Ball, 4;ist(La), Sol,cena, min). Lahko sa ukéze, Ze algorit-
mus 51 je 2(1 + r)?2—aproximaény pre ATSP,, a teda stabilny vzhladom k dist.

stabilita pre dist Veta 6.9 Algoritmus 51 je pre ATSP,, r € RT, 2(1 + 7)2—aprozimacny
Deékaz: Majme vstup I = (G,c) € ATSP,. Kedze (G,c) € Ball, gist(La), tak

c(v,vg) < (1+7)%- cena(vy,va,v3,v4)
clup,uz) < (147r)-cenalur,usz,us)

Nahradzame cestu u; P;u;+1 hranou, preto

cena(H) < (14 7)%cena(Pr(H)) < 2(1 4 7)*cena(H*)

Dosledok 6.10 Algoritmus Sekanina je stabilny pre dist.

zosilnend  troju-
holnikovd nerov-
nost

Definicia 6.4 Nech (G,c) je vstup do TSP, 1 > p > 1/2. Hovorime, Ze (G,c)
splnia podmienku p-zosilnenej trojuholnikovej nerovnosti (str(p)), ak

Yu,v,w  c(u,v) < p-e(u,w) + c(w,v)]

Uvedomme si, Ze ak p = 1/2 tak vSetky hrany, a teda aj vSetky HK sd rovnako
dlhé. Nagou snahou je ukazat, 7e algoritmus CXhristofides je stabilny pre vstupy,
na ktorych plati str(p).

Oznacme teda
~ATSP, 1 = (Istr(p), Sol, cena, min) verziu TSP na vstupoch, kde plati str(p)
— min(G) = min{c(e) | e € E}
— Cmaz(G) = max{c(e) | e € E}
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Lema 6.11 Nech 1/2<p <1 a (G,c) € ATSP,_y. Potom

1.V susediace e1,ex cena(e1) < 125 cena(ez)

2

2. Cmax(G) < 12317

* Cmin (G)

Dokaz:

K dékazu prvej ¢asti lemy uvaZzujme aj dodato¢ni(mozno neexistujicu) hranu e. 1.
KedZe plati zosilnené trojuholnikova nerovnost, mozme pisat:

cler) < ple(e2) + cle)] < ple(ez) + pleler) + c(e2))]
= pe(ez) + pPe(er) + pPe(es)
cler)(1—p?) <cle2)(p+p?)

cler) < clea) T2 = clea) ity

Nech (a,b), (¢, d) st tie hrany, pre ktoré c(a,b) = cmin(G), c(c;d) = cmax(G). Roz- 2-
lisime dva pripady podla toho, ¢ hrany (a,b), (¢, d) maju spolo¢ny bod alebo nie:

e ak spolo¢ny bod maju, tak

lema(1) p 1/2<p<1 2p2

< L .. < e
Cmaz(G) =~ 1— pcmin (G > 1_ pcmzn(G)

e ak spolo¢ny bod nemaja, tak vyuzitim uz dokazanej ¢asti 1.

cla,e) < ﬁc(a,b) 1_pcmm(G) /
c(a, d) < %C(CL?I)) -1 cmm(G) ° \
cle,d) < p((ca,e) + c(a,d))) <p-2 ﬁcmm(G)

Désledok 6.12 Kazdd HK H v ATSP,_; spliia

cena(H) < 2p?
optrsp(G,c) ~ 1—p

Veta 6.13 V1/2 < p < 1 je Christofidesov algoritmus (1 + Spﬁﬁ) — aprorimacngj
pre AT'SP,_,

Dokaz: Pri konstrukcii HK H algoritmom Christofides mozno identifikovat dve
skracovania

e jedno skracovanie je pri extrakcii HK H z eulerovského tahu w
e uvedomme si, Ze aj parovanie M moZno chapat ako skracovanie HK
Ak ma M malo hran, Setrime pri parovani, ak je |M| velka, Setrime pri skracovani

eulerovského tahu. Podme odhadnit, kolko. Zopakujme si oznacenia z Christofi-
desovho algoritmu.



126 KAPITOLA 6. NAVRH APROXIMACNYCH ALGORITMOV

H vystup CHA pri vstupe (G, c) € ATSP,_;
w Eulerovsky tah

uH* optimalne rieSenie
T minimélna kostra
v1,Va, ...,V k =2m  vrcholy neparneho stupna v T'
s indexami v takom poradi ako sa vyskytuja v H*
M1 V10U2, U304, - . -
M2 V2U3, U4Us, . . .

cena(H*) > cena(My) + cena(Msz) + (n — k)(1 — p)2¢min(G)

cena(M) < 3(cena(My) + cena(M>))
< Leena(H*) — (n — k)(1 = p)cmin(G)
cena(T) < cena(H*) — cmin(G) <
< cena(H*) — (1 - p) -2 euin(G) /201 -p) 21
cena(w) = cena(T) + cena(M)
< cena(H*) —2(1 — p)emin(G) + %cena(H*) —(n=k)(1 = p)emin(G)
= %cena(H*) —(1=plemin(@)(2+n—k)
cena(H) < cena(w) — (5 —1) (1 —p) - 2¢min(G) //w ma n—1+k/2 hran
< 3cena(H*) — (1 = p)emin(G)(2+n — k) — (1 — p) - 2¢1min(G) (£ — 1)
= 2cena(H*) — (1 = p)emin(G)2+n —k + k — 2]
= Seena(H*) = (1= p)epin(G) - 1 //emar < $2cmin(G)
< 3cena(H*) — (12_;;)2 Cmaz(G) - n

NechI'={y > 1| cena(H) <7-cena(H*) <n - cmaz}
Vy € I': cena(H) < 3cena(H*) — (12;12’) -y -cena(H*) = (% — - (12;2) ) cena(H™)

cena(H) < min{min{y, 3 — - (12;1;)2} | v € T}eena(H™)
Minimalizaciou dostaneme
3p? 2p—1

L v e el vy k)




