Uloha:
Zistite ako moze vyzerat jazyk L, ak L € L(0L), V = {a}, € € L.

Riesenie:

Oznaéme axiému jazyka z = a?. KedZe ¢ € L, tak v jazyku musi existovat
pravidlo a — . Okrem tohto pravidla moézu v jazyku existovat dalSie pravidla
tvaru a — a|a®?|...|a’*. Bez ujmy na vieobecnosti mdézeme dalej predpokladat
i1 < iy < ...< i, a takto ocislovat pravidla 1,2,..., k. Dalej rozdelime riesenie
na dva pripady podla toho, ¢i plati i, > 1.

TakzZe najskor nech i, < 1. Potom jazyk obsahuje bud’ iba pravidlo a — ¢ alebo
obsahuje aj pravidlo a — a. Z toho priamoéiaro vyplyva, Ze bud’ L = {a”} alebo
L={a"|Vm € N : m < p}.

Teraz nech i, > 1. Oznaéme M tiito mnozZinu slov: {a?} J{a?t ™1 Fimk |V, ... my €
N}. Ukéazeme, ze M = L.

Je zrejmé, Ze pomocou danych pravidiel neméZeme vyrobit Ziadne iné slovo,
ako je uZ napisané v M. PretoZe v L mame bud’ axiému (ta patri do M) alebo
tam mame slovo v, ktoré vzniklo z iného slova nejakym odvodenim, pri¢om
v tom odvodeni sme mo-krat pouzili pravidlo a — ¢, m;-krat sme pouzili prvé
pravidlo, mo-krat druhé pravidlo, ..., mg-krat k-te pravidlo. Takto odvedené
v vSak zrejme z definice patri do M. Tym sme ukazali, ze L C M.

Este ukdZeme, %e M C L. To znameni, e ukidZeme ako odvodit Iubovolné
slovo z M. Ozna¢me toto slovo w. Nech w = a’t™*+i& "  Na to, aby sme
ukazali, Zze w € L, tak sta¢i ukazat, ze existuje u € L také, ze mj +...+my < |ul.
To je zrejmé lebo, ak na m; pismen v slove u pouZzijeme prvé pravidlo, na ms
pismen pouzijeme druhé pravidlo, ..., na m; pismen pouzZijeme k-te pravidlo a
na zvys$né pismena pouzijeme pravidlo a — ¢, tak tymto odvodenim dostaneme
prave pozadované w. AvsSak nejaké také dlhé slovo u uréite patri do L, lebo
pomocou k-teho pravidla (pre m; > 1!) vieme odvodit v jazyku L Iubovolne
dlhé slova.

A to je vSetko. Tym sme jednoznacéne popisali vSetky mozné jazyky L, ktoré

vyhovuja zadaniu.

Poznamka: MnozZina N oznadéuje mnoZinu vSetkych prirodzenych ¢isel aj s

nulou.



