Cvicenie 3A: Matematicka indukcia

Uloha 3A.1. Dokazte, Ze pre vietky kladné celé ¢isla n plati
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Dalsie tlohy na dokazovanie sti¢tov néjdete vihttp://www.dcs.fmph.uniba.sk/~rajnik/udds/zbierka.
pdf, str. 10. (Tych sa netyka moznost odovzdat do Teamsov.)

Uloha 3A.2. Dokéite, ze pre l'ubovolné prirodzené éslo t je ¢islo 8¢ + 6 delitelné siedmimi.

Uloha 3A.3. Nech Fy = 0 a F; = 1. Pre k > 2 polozme Fj, = Fj_1 + Fj_o (tzv. Fibonacciho
postupnost). Dokézte, ze pre ubovolné prirodené ¢islo k plati

Fi+F+- + Fy=Fpo— 1.

Uloha 3A.4. Najdite vSetky prirodzené &isla n, pre ktoré plati

a) 2" >n — 2 d) 2n < 3", g) 3" < nl,
b) n? <2m. e) 3" +4" > 5",
c) nl > 2" f) 2" > 20n, h) (2n)! < 227 (n!)2.

Uloha 3A.5. Dokazte, ze pre kazdé celé &islo n > 2 plati

(n+1)!
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n—1

Uloha 3A.6. Zistite kolko najviac prieseénikov moze mat n priamok v rovine. Svoju odpoved zdo-
vodnite.

Uloha 3A.7. Dokazte, ze pre kazdé prirodzené &islo n plati:
a) 3| n3—n,
b) 5| n®—n,
c) 31|57+ 42—t
d) 133 | 117 4 12271,

Uloha 3A.8. Dokazte, ze pre l'ubovolnych n realnych ¢isel ai, as, ..., an, z ktorych je kazdé aspon 1
plati
ait+as+---+a, <n—14aias...a,.

Uloha 3A.9. V rovine je rozmiestnenych n kruznic, z ktorych kazda pretina vietky ostatné. Dokazte,
Ze oblasti roviny, ktoré tieto kruznice vy¢leniuji, mozno ofarbit dvoma farbami tak, aby Ziadne dve
susedné oblasti nemali rovnaka farbu. Oblasti, ktoré maja spolo¢né len niektoré body, nepovazujeme
za susedné.

Uloha 3A.10. Zistite na kolko najviac ¢asti méze n kruznic delit rovinu. Svoju odpoved zdévodnite.

Uloha 3A.11. Na stole mame v rade n minci zlava doprava, ktoré mézu byt Tubovolne otocené (bud
licom nadol, alebo nahor). V jednom tahu moézeme zobrat niekol’ko prvych minci zlava a kazda z nich
otocit. Dokazte, Ze modZeme naSe tahy volit tak, aby sme po nejakom ¢ase mali vSetky mince otocené
licom nahor.
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Uloha 3A.12. V bani s neobmedzenym mnozstvom poschodi, ktoré st zhora nadol o¢islované —1, —2,
—3, ..., pracuje niekolko (konecne vela) trpaslikov. Kazdy defi, v rovnakom ¢ase, z kazdého poschodia,
na ktorom sa nachadzaji aspon dvaja trpaslici, sa prave jeden trpaslik presunie nadol o tol’ko poschodi,
kol'ko kolegov mal v ten dei na svojom poschodi. Dokézte, Ze po uré¢itom (kone¢nom) pocte dni bude
na kazdom poschodi najviac jeden trpaslik.

Uloha 3A.13. Hanojské veZe je hlavolam, ktory sa sklada z troch tyci (vezi) a n diskov (s dierou
uprostred) roznych velkosti. Na zaciatku su vSetky disky uloZené na jednej vezi. V jednom tahu mézeme
presunut najvrchnejsi disk z jednej veze a polozit ho na vrch druhej veze. Po cely ¢as musime dodrzat

z jednej tyCe na druhi ty¢. Dokazte, Ze tento hlavolam moZno vyriesit pomocou 2™ — 1 tahov.

Uloha 3A.14. Dokaite, 7e policka tabulky 2" x 2" mozno zafarbit bielou a Gernou farbou tak, Ze
ked si zoberieme Tubovolné dva riadky, tak sa budi na polovici miest zhodovat a na zvySnej polovici
miest lisit.

Uloha 3A.15. Nech A C N je Iubovolna kone¢na mnozina prirodzenych &isel, pre ktort plati |A| = n.

Oznadme

S(A)={z+y|xeA; ye A}
Dokazte, ze |S(A)| > 2n — 1.
Uloha 3A.16. (*) Nech A, B C N st Tubovolné koneéné mnoziny prirodzenych éisel také, ze |A| =
m >1a|B|=n>1. Ozna¢me

A+B={a+blacA; be B}
Dokazte, Ze potom

|JA+B|>m+n—1

a ukazte, Ze tento dolny odhad je tesnyﬂ pre vSetky m,n > 1.

Uloha 3A.17. (*) Pod rozlomenim obdiznikovej tabulky ¢okolady rozumieme jej rozdelenie (pozdlz
priamky, ktora prechadza hranami medzi §tvoréekmi) na dve obdlznikové tabulky, ktoré dohromady
obsahuju rovnaky pocet stvoréekov ako povodna tabulka. Dokazte, ze kazdu obdlznikovi tabulku
¢okolady rozmerov m x b §tvoréekov (m,n € NT mozno rozdelit na jednotlivé stvoréeky pomocou n — 1
rozlomeni.

Uloha 3A.18. (*) Dokézte, ze pre Tubovolnych n kladnych realnych &isel z1, 3, ..., £, so stinom
1 plati
T1+ T2+ ...+ xTH >N

Uloha 3A.19. (*) Turnaja sa ztcastnilo n timov. Kazda (neusporiadana) dvojica timov odohrala
prave jeden zapas. Kazdy zépas sa skoncil vyhrou niektorého timu. DokaZe, Ze timy moZno zoradit do
postupnosti t1, to, ..., t, tak, Ze tim ¢; vyhral nad timom t9, tim ¢s nad 3 a tak dalej az tim ¢, 1
vyhral nad timom ¢,.

Uloha 3A.20. (*) Nech z je realne ¢islo a = + % je celé &islo. Dokazte, Ze potom aj ™ + ™" je celé
¢islo pre vSetky prirodzené éisla n.

Uloha 3A.21. (*) Dokazte, Ze pre l'ubovolné prirodzené &isla a, b existuju celé &isla k, [ také, ze
NSD(a,b) = ka + lb.
Ndpoveda. Mozete vyuzit (bez dokazu), ze NSD(a,b) = NSD(b,a — b).

'K Tubovol'nej dvojici prirodzenych &sel m,n > 1 teda existuju koneéné mnoziny A, B C N také, ze |A| = m, |B| = n
alA+Bl=n+m-—1.



