_>

—

—

Cvicenie 4A: Dirichletov princip

Dirichletov princip vo svojej zékladnej verzii vyjadruje jednoduché pozorovanie, Ze po priradeni n objektov
do m < n prie¢inkov bude aspofi jeden prie¢inok obsahovat aspon dva objekty. Ak teda napriklad n holubov
rozmiestnime do m holubnikov a m < n, tak asponi v jednom holubniku musia byt najmenej dva holuby
(preto je niekedy rec¢ aj o holubnikovom principe, angl. Pigeonhole principle).

Mnoziny Ay, As, ..., A, tvoria slaby rozklad mnoZiny B, ak Priradenie n objektov do m prie¢inkov mozno
sformalizovat ako zobrazenie f : A — B medzi koneénymi mnozinami A a B takymi, ze |A] =n a |B| = m.
Zakladné verzia Dirichletovho principu potom hovori, Ze ak m < n, tak takéto zobrazenie nemodze byt
injektivne.

Veta 1 (Dirichletov princip). Nech B je koneénd mnoZina velkosti m a pre n mnoZin Ay, As, ..., A, plati

ATUAyU---UA, = B. Ak m > n, tak existuje i € {1,2,...,n} také, Ze |A;| > 2.
Uloha 4A.1. Majme 101 (nie nutne roznych) trojcifernych prirodzenych &isel. Dokézte, Ze spomedzi

nich mozno vybrat dve, ktoré sa zhoduju v poslednych dvoch cifrach (dekadického zépisu).

Uloha 4A.2. Predpokladajme, 7e Bratislava ma 419678 obyvatelov, z ktorych Ziaden nemé viac ako
1000 rokov. Dokazte, ze aspon dvaja Bratislavcania sa narodili v rovnaky den rovnakého roku.

Uloha 4A.3. Majme $tyri (nie nutne rézne) prirodzené &isla a1, ag, as, as. Dokazte, Ze spomedzi nich
mozno vybrat dvojicu ¢isel a; a a; tak, Ze i # j a 4| a; — aj;.

Uloha 4A.4. Majme n + 1 (nie nutne réznych) prirodzenych &isel ay, as, ..., any1, kde n € N\ {0}.
Dokézte, ze spomedzi nich mozno vybrat ¢isla a; a a; tak, ze i # j an | a; — a;.

Uloha 4A.5. Majme 52 prirodzenych &isel aq,...,ase, ktorych zvysky po deleni ¢islom 100 st po
dvoch rozne. Dokazte, Ze spomedzi nich mozno vybrat ¢isla a; a a; tak, ze i # j a 100 | a; + a; .

Uloha 4A.6. Majme 52 (nie nutne roznych) prirodzenych éisel ay, . . ., ase. Dokazte, Ze spomedzi nich
mozno vybrat ¢isla a; a a; tak, ze i # j a 100 | a; + a; alebo 100 | a; — a;.

Uloha 4A.7. Nech n > 1 je prirodzené &islo. Z mnoziny {1,...,2n} vyberme Tubovolnych n + 1
(roznych) &isel. Dokazte, Ze medzi vybranymi ¢islami musia existovat dve, ktoré maja rozdiel 1.

Uloha 4A.8. Majme 2% + 1 n-bitovych binarnych vektorov (teda postupnosti nil a jednotick).
Dokazte, ze spomedzi nich moZzno vybrat dva, ktoré sa liSia v najviac Styroch bitoch.

Uloha 4A.9. Vo vnitri rovnostranného trojuholnika o strane dlzky 2 sa nachadza pét bodov. Dokazte,
Ze spomedzi nich moZno vybrat dvojicu bodov, ktoré sa od seba vo vzdialenosti nanajvys 1.

Uloha 4A.10. Vlk zje kazdy dei aspoii jednu oveu, no najviac tri ovee. Medved zje kazdy deii aspoii
Styri ovce, no najviac sedem oviec. Dokazte, Ze v kazdom tyzdni existuju dva dni, ked baca utrpi
rovnaku Skodu.

Uloha 4A.11. Pocas deviatich kalendarnych tyzdiiov zje vlk kazdy deii aspoil jednu oveu, no v kazdom
z deviatich kalendarnych tyzdihov zje najviac 12 oviec. Dokazte, Zze existuje tisek po sebe idicich dnf,
pocas ktorého zje vlk presne 15 oviec.

Uloha 4A.12. Desat I'udi si posadalo za okrthly stol. Kazdy z nich dostal ranajky so svojou menovkou.
Potom sa vSetci postavili a ndhodne sa presadili tak, aby nikto nesedel pred svojimi ranajkami.

a) Dokazte, ze vieme vzdy otocit stol tak, Ze aspoii dvaja buda mat pred sebou svoje jedlo.
b) Vieme vzdy oto¢it stol tak, Zze aspon traja buda mat pred sebou svoje jedlo?

c) Vyrieste ulohy a), b) pre pripad, ked za stolom je 11 I'udi.



V gachovych tlohach budeme hovorit, Ze dve figtrky sa ohrozuju prave vtedy, ked jedna z nich vie urobit
tah na poziciu obsadent druhou z nich. Farby figuriek nas nezaujimaja, pokial nie je napisané inak.

Uloha 4A.13. Kolko najmenej hodov dvoma hracimi kockami je nutnych na to, aby zaruene aspoi
dvakrat padol rovnaky sicet?

Uloha 4A.14. Kolko najmenej hodov k hracimi kockami je nutnych na to, aby zarucene aspon dvakrat
padol rovnaky stucet?

Uloha 4A.15. Kolko najviac vezi mozno umiestnif na (Standardnt) Sachovnicu tak, aby sa Ziadne
dve neohrozovali?

Uloha 4A.16. Kolko najviac strelcov mozno umiestnit na (standardnii) 3achovnicu tak, aby sa Ziadni
dvaja neohrozovali?

Uloha 4A.17. Kolko najviac kralov mozno umiestnit na (Standardni) Sachovnicu tak, aby sa ziadni
dvaja neohrozovali?

Uloha 4A.18. Kolko najviac dam mozno umiestnit na (3tandardni) Sachovnicu tak, aby sa Ziadni
dvaja neohrozovali?

Uloha 4A.19. Kolko najviac kofiov mozno umiestnit na (standardniti) Sachovnicu tak, aby sa ziadni
dvaja neohrozovali?

Uloha 4A.20. Kolko najviac bielych pesiakov mozno umiestnit na (tandardni) Sachovnicu tak, aby
sa ziadni dvaja neohrozovali (za predpokladu, Ze biely pesiak moze stat aj v 6smom rade)?

Uloha 4A.21. gpecz’alizovang] strelec-expert je Sachova figurka, ktord sa méZze hybat iba po diago-
nalach rovnobeZznych s diagonalou al-h8. Pripustné su teda préave vSetky tahy po diagonale v smere
,doprava hore* alebo ,,dolava dole*. Kol'ko najviac $pecializovanych strelcov-expertov mozno umiestnit
na (Standardna) Sachovnicu tak, aby sa ziadni dvaja neohrozovali?

Uloha 4A.22. Prehnane iniciativny strelec je Sachova figirka, ktorej jeden tah pozostéva z Iubovol-
ného nenulového poc¢tu tahov bezného strelca. Kolko najviac prehnane iniciativnych strelcov mozno
umiestnit na (Standardna) Sachovnicu tak, aby sa ziadni dvaja neohrozovali?

Uloha 4A.23. Kolko najmenej &sel musime vybrat z mnoziny {1,...,20}, aby medzi vybranymi
¢islami zarucene existovali dve, z ktorych jedno deli to druhé?

Veta 2 (Frekvenéna froma Dirichletovho principu). Nech B je konednd mnoZina velkosti m a pre n mnozin
Ay, Agy ..o Ay plati AyU A U---UA, = B. Ak n/m > r —1, tak existuje i € {1,2,...,n} také, Ze |A;| > r.

Uloha 4A.24. Dokazte, ze pri devétnastich hodoch hracou kockou musi aspoin &tyrikrat padnat rov-
naké cislo.

Uloha 4A.25. Kolko najmenej hodov dvoma hracimi kockami je nutnych na to, aby zarucene aspoi
styrikrat padol rovnaky sacet?

Uloha 4A.26. Kolko najmenej hodov k hracimi kockami je nutnych na to, aby zarucene aspon Styri-
krat padol rovnaky stcet?

Uloha 4A.27. Dokazte, ze z Iubovolného rozostavenia 33 vezi na (Standardnej) Sachovnici moZno
vybrat pat veZi tak, aby sa ziadne dve z nich neohrozovali, a to ani potom, ¢o zo S8achovnice ostranime
zvy$né nevybrané veze.

Uloha 4A.28. Dokaite, Ze z [ubovolného rozostavenia k € {0,1,...,64} vezi na (3tandardnej) sa-
chovnici mozno vybrat [k/8] vezi tak, aby sa Ziadne dve z nich neohrozovali, a to ani potom, ¢o zo
sachovnice ostranime zvysné nevybrané vezZe.



Uloha 4A.29. Dokaizte, Ze z Tubovolného rozostavenia deviatich strelcov na (standardnej) achovnici
mozno vybrat dvoch strelcov tak, aby sa neohrozovali, a to ani potom, ¢o zo Sachovnice ostranime
zvysnych nevybranych strelcov. Najdite vhodné zovSeobecnenie tohto tvrdenia pre k € {0,1,...,64}
strelcov.

Uloha 4A.30. Kolko najmenej kralov musime umiestnit na (§tandardni) Sachovnicu, aby zarucenie
existovala patica kralov, z ktorych sa Ziadni dvaja neohrozuju?

Uloha 4A.31. Ohodnotte nasledovné dve rieenia ulohy 4A.19l St spravne, spravne s drobnymi chy-
bami alebo obsahuji principalne chyby?

1. rieSenie. Ko6n na bielom poli¢ku S8achovnice ohrozuje iba ¢ierne policka a koén na ¢iernom policku ohrozuje iba
biele policka. Preto ked umiestnime 32 koiiov na biele poli¢ka, tak sa nebuda ohrozovat. Ak by sme umiestiiovali
33 konov, tak z Dirichletovho principu by musel byt jeden kén na ¢iernom policku a ten by bol ohrozovany.
Preto najviac méZzeme umiestnit 32 konov.

2. rieSenie. VyskisSanim vSetkych moznosti zistime, Ze na Sachovnicu rozmerov 2 x 4 vieme umiestnit najviac 4
konov. Celu 8achovnicu 8 x 8 vieme rozdelit na 8 oblasti 2 x 4. Uz vieme, Ze v kaZdej z nich mo6Ze byt najviac 8
poli¢ok. Preto na celej Sachovnici moze byt najviac 8 -4 = 32 konov. Preto najviac mdézeme umiestnit 32 kofiov.

Ako riesit a ako spisat rieSenie
Najviac priamociare pouzitie Dirichletovho principu vyzera zhruba takto:

1. Pre¢itame si zadanie a zistime, kolko prvkov mame najst a s akou vlastnostou. Prvky buda naSe
holuby.

2. Odhadneme, kolko holubnikov (mnozin) chceme mat, (formalne velkost mnoziny, do ktorej budeme
definovat zobrazenie).

3. Pokial v zadani vyberame niekolko prvkov z nejakej mnoziny (¢isla, policka zo Sachovnice), rozdelime
vychodziu mnoZinu na niekolko mnozin — holubnikov. Pre kazda z tychto mnoZzin musi platit, Ze
Tubovolné dva prvky z nej musia mat hladand vlastnost. Rozdelenie hTadame sktSanim, kreslenim,
ako by to mohlo vyzerat, ¢o by mnoziny mohli obsahovat.

4. SpiSeme rieSenie.

Samozrejme, st tlohy, napr. tloha o suvislej podpostupnosti z prednasky, v ktorych treba pouzit Dirichletov
princip viac sofistikovane a na prvy pohlad nie je jasné, ¢o budu holuby a ¢o holubniky.

Riesenie tlohy Ukazeme, Ze rieSenim ulohy je 11.
UkaZeme, ze menej ako 11 ¢isel nam vybrat nestaéi — vtedy totiz vyberieme ¢isla 2,3,5,7,9,11,13,15,17,19
(alebo ich podmnozinu). Vidime, Ze ziadne dve z tychto ¢isel sa nedelia.

Ukazeme, ze ak vyberieme asponi 11, tak stt medzi nimi dve, z ktorych jedno deli druhé. Rozlozme si mnozinu
M ={1,2,...,20} nasledovne (na 10 holubnikov):

My = {17274787 16}7 Ms = {97 18}’ My = {17}a
M, = {3,6,12}, Me = {11}, My = {19},
M = {5,10,20}, My = {13},
M, = {7, 14}, Mg = {15},

Vidimeﬂ 7e ak z Tubovolnej mnoziny M; vyberieme dva prvky, tak jeden bude delit druhy. KedZe z mnoziny
M vyberame asponi 11 &isel, ale mame iba 10 mnoZin (¢o je menej), tak z Dirichletovho principu musime
vybrat dve &isla a, b z tej istej mnoziny M;. Vdaka nagej volbe mnozin M; pre tieto dve ¢isla a, b plati, Ze
jedno deli druhé. Tym sme dokézali, ¢o sme mali. O



Viac formalny zaver Nech B ozna¢uje m-prvkovii mnoZinu vybranych ¢isel (m > 11). UvaZujme teraz
pre i € {1,2,...,10} mnoziny 4; = M; N B. Pre tieto mnoziny plati

AjUALU---UA, = (MiNB)U(MaNB)U- - -U(MoNB) = (MyUMyU- - -UM3o)NB = {1,2,...,20}NB = B.

Preto podla dirichletovho pricnipu existuje i € {1,2,...,10} také, ze A; obsahuje aspoii dva prvky, ozna¢me
ich a, b. KedZe a, b patria do M;, tak jedno deli druhé.



