Cvicenie 13A: Suvislost a bipartitné grafy
— Uloha 13A.1. Nech G = (V, E) je jednoduchy graf radu n taky, Ze pre vietky v € V plati degq(v) >
(n — 1)/2. Dokazte, ze graf G musi byt nutne stuvisly.

Uloha 13A.2. Nech G = (V, E) je jednoduchy graf radu n taky, ze pre kazda dvojicu nesusednych
vrcholov u, v plati degg(u) + degg(v) > n — 1. Dokéazte, ze G musi byt nutne suvisly.

— Uloha 13A.3. Nech G = (V, E) je lubovolny graf. Dokézte alebo vyvratte:

a) Ak pre dvojicu vrcholov u, v € V existuje u-v-sled, tak existuje aj cesta za¢inajica v u a kon¢iaca
VO v.

b) Ak pre dvojicu vrcholov u,v € V existuje u-v-tah, tak existuje aj cesta za¢inajuca v u a konciaca
VO 0.

c¢) Ak pre dvojicu vrcholov u,v € V existuje u-v-sled, tak existuje aj tah za¢inajuci v u a konciaci
VO V.

d) Ak pre vrchol u € V existuje uzavrety sled nenulovej dlzky prechadzajtci cez u, tak existuje aj
kruznica prechadzajica cez wu.

e) Ak pre vrchol u € V existuje uzavrety tah nenulovej dlzky prechadzajici cez u, tak existuje aj
kruznica prechadzajica cez u.

— Uloha 13A.4. Podla riesenia predoglej tlohy navrhnite funkciu v Pythone, ktora dostane ako para-
meter u-v-sled a vypiSe na vystup u-v-cestu.

— Uloha 13A.5. Dokaite, e pre kazdy bipartitny 3-regularny graf s particiami A, B plati |A| = |B].

— TUloha 13A.6. Nech G je savisly bipartitny 3-regularny graf. Dokazte, 7e ak z grafu G odstranime
Tubovolny vrchol, tak ostane sivisly.

Uloha 13A.7. Nech G je suvisly bipartitny 3-regularny graf. Dokazte, 7e ak z grafu G odstranime
Tubovolnu hranu, tak ostane suvisly.

— Uloha 13A.8. Dokazte, ze komplementarny graf k nestvisléemu grafu je savisly. (Komplementarny
graf grafu G je taky graf G’, pre ktory plati V(G') = V(G) a E(G') = (‘2/) — E(GQ).)

— Uloha 13A.9. Dokazte, 7e [ubovolné dve najdlhsie cesty v stvislom grafe maja spoloény vrchol. Maji
aj spolo¢nd hranu?

Uloha 13A.10. Dokazte, ze ak graf G = (V, E) obsahuje aspoii jeden uzavrety sled neparnej dlzky,
tak obsahuje aj kruznicu neparnej dlzky.

Uloha 13A.11. Dokaite, ze v Tubovolnom 2-regularnom grafe lezi kazdy vrchol na prave jednej
kruZnici.
Uloha 13A.12. Popiste vietky grafy, ktoré neobsahuj ziadnu cestu dizky 3.

Uloha 13A.13. Nech n > 1. Najdite najmensie k(n) € N také, Ze vetky jednoduché grafy radu n s
k(n) hranami sa savislé.

Uloha 13A.14. Na l'avom brehu rieky stoji prievoznik a ma na svojej lodi¢ke previezt cez rieku kozu,
vlka a seno. Lod’ka je mala a okrem prievoznika sa do nej vojde len jeden z uvedenych troch pasazierov.
Moze prievoznik postupne dopravit cez rieku kozu, vlka i seno, ak nesmie ponechat osamote na brehu
ani vlka s kozou ani kozu so senom? Ako sa zmeni tloha, ak mé prievoznik dopravit cez rieku



1. este jednu kozu;
2. eSte jedného vlka?

Uloha 13A.15. Pre kladné celé ¢islo n uvazujme graf Q,, ktorého vrcholy tvoria vetky n-¢lenné
postupnosti ndl a jednotiek. Hranami st spojené tie postupnosti, ktoré sa lisia prave v jednej pozicii
(teda napr. {0110,0100} € E(Q4), ale {0110,0101} ¢ E(Q4)). V zavislosti od ¢isla n urcte:

a) Kolko hran ma graf @Q,,7
Je graf Q,, suvisly?
Je graf Q),, bipartitny?

)
)

d) Uréte dizku najkratsej kruznice grafu Q.
) Uréte dlzku najdlhsej kruznice grafu Q.
)

Najdite najmensie také &islo d, ze medzi kazdymi dvoma vrcholmi grafu @, existuje cesta dlzky
najviac d.

Uloha 13A.16. Dokazte, ze vrcholy kazdého grafu G, ktorého miniméalny stupeii je aspoit 1, mozno
rozdelit na dve skupiny tak, ze kazdy vrchol mé suseda v druhej skupine ako je on sam.

Uloha 13A.17. Na vedierku sa stretlo 3n — 1 Tudi, n € NT. Niektoré dvojice I'udi sa medzi sebou
poznaju (vztah poznat sa je symetricky). Dokéazte, ze v kazdej takejto situdcii existuje n navzajom
disjunktnych parov s vlastnostou, ze bud sa v8etky pary medzi sebou poznajt, alebo sa Ziaden z parov
medzi sebou nepozna.



