2. sada domacich 1loh
Termin odovzdania: stvrtok 27. 10., 12:00

Uloha 1. (1,5 boda) Nech A je podmnozina prirodzenych ¢isel. SupermnoZinou mnoziny A nazveme
mnozinu vSetkych nadmnozin mnoziny A v univerze prirodzenych ¢isel. Budeme ju oznacovat S(A).
Teda

S(A)={X eP(N)|AC X}

Zistite, ¢i pre lubovolné mnoziny A, B plati:
a) S(ANB) C S(A)NS(B),
b) S(ANB) D S(4A)NS(B).

Vage tvrdenia dokdzte. Pre ziskanie plného poc¢tu bodov nesmiete bez dokazu vyuzit tvrdenia o
mnozinach, vietky vyuzité tvrdenie dokazte z definicie.

RieSenie

a) Tvrdenie neplati. Protiprikladom st napr. mnoziny A = {1} a B = {2}. Pre mnozinu {1} médme
{1} € S(An B) = S§(0), lebo § C {1}. Ale {1} ¢ S(A) N S(B), lebo {1} ¢ S(B) = S({2}), lebo
{2 2 {1}

b) UkédZeme, Ze tvrdenie plati. KedZe obe strany inklizie obsahuji len mnoziny prirodzenych &isel,
tak ndm staci ukdzat, ze (VX € P(N))(X € S(A)NS(B) = X € S(AN B)). Pre kazdé X € P(N)
plati:

1. X € S(A)NS(B)
2. X € S(A) A X € S(B)
3. ACXABCX

4. ANB C X, lebo kazdy prvok y mnoziny AN B sa nachidza aj v A a vdaka A C X sa y nachadza
ajv X

5. X e S(ANB)



Iné riesenie b) Opit budeme dokazovat, ze X € S(A) N S(B) = X € S(AN B) plati pre vSetky
X C N a taktiez aj pre vsetky A, B C N. Upravujme tento vyrok:

XeSANSB)=XeSANB)
(definicia prieniku) ¢
(X eS(ANXeSB)=XeSANB)
(definicia supermnoziny) ¢
(ACXABCX)=ANBCX
(definicia podmnoziny) 3
(MyeAd=yeX)N(Wy)(yeB=yeX)) = (Vy(yeANB=yecX)
tautolégia ((Vy)a(y) A (Yy)b(y)) & (Vy)(a(y) AD(y) O
V) ((yeA=yeX)AN(yeB=yeX))= Vy)(yec AnB=yecX)
tautolégia (Vy)(a(y) = b(y)) = ((Vy)a(y) = (Vy)b(y)) 1
M)l(yeA=yeX)AN(yeB=yeX))=(ye ANB=yc X)]
(definicia prieniku) ¢
e Ad=yeX)AlyeB=yec X)) = (yeAryeB)=yeX)] (%)

Dostali sme sa tak k vyrokovej forme
(yeA=yeX)ANyeB=ye X)) = (yecANyeB)=yec X).

Na fiu sa vSak vieme pozrief ako na zlozeny vyrok s elementdrnymi vyrokmiy € A,y € Bay € X,
kazdy z nich mo6ze byt pravdivy alebo nepravdivy. Tento zlozeny vyrok je tautoldgia. (Dokaz z rieSenia
vynechdvame, mali by ste byt schopni ho doplnit, tu to ide jednoducho aj tabulkou.) Teda bez ohladu
na volbu mnozin A4, B,X C je vyrokovd forma pravdivid. Vd'aka implikdcidm f} tak plati aj
X € S(A)NS(B) = X € S(AN B), ¢o sme mali dokézat.

Zopar poznamok k druhému rieSeniu. Pri rieseni tohto typu si musime ddvat pozor na tpravu
vyrokov s kvantifikdtormi, hlavne na ich rozne ,vynimanie pred zarvorky“. Totiz nie vzdy ide o ko-
rektnd tpravu. Mozeme si vSimntt, Ze predposlednd tiprava md formu len jednosmernej implikacie.
Preto tento postup nemozeme pouzit v riesen{ a). Ak aj ukdzeme, Ze v nejakom pripade neplati,
ni¢ nam to nepovie. Totiz z nepravdy stdle moze vyplynit aj pravda.

Uloha 2. (1,5 boda) Kolko najmenej ¢isel musime vybrat z mnoziny {1,2,...,100}, aby sme mali
istotu, Ze medzi vybranymi ¢islami st dve také, ktorych sticet je delitelny piatimi?

Riesenie
Ukéazeme, Ze rieSenim je 42.

Konstrukcia Ukéazeme, Zze existuje vyber 41 vyber cisel, medzi ktorymi neexistuji dve ¢&isla so
sti¢tom delitelnym piatimi. Takym vyberom je: vSetkych 20 éisel so zvyskom 1 po deleni piatimi,
vSetkych 20 ¢isel so zvySkom 2 po deleni piatimi a ¢islo 100 (so zvySkom 0). Zo zvyskov 0, 1 a 2
vieme dostat zvysok 0 len z dvoch zvyskov 0, avSak v nasom vybere mame len jedno také ¢islo. Takze
nésobok piatich nedostaneme ako stcet dvoch ¢isel. Cize 41 ¢isel ndm nestaci vybrat, a teda ani menej
ako 41 c¢isel nestaci.



Prvy dékaz odhadu Ukézeme, Ze ak vyberieme aspon 42 ¢isel, tak medzi nimi st dve so sic¢tom
delitelnym piatimi. VSetkych 100 &isel rozdelime do 41 mnozin (holubnikov)

e Vsetky ndsobky piatich — sti¢et Iubovolnych nésobkov piatich je delitelny piatimi.

e 20 mnozin tvaru {5k + 1,5k +4} pre k € {0,1,...,19} — sucet jedinej dvojce z taktejto mnoziny
je bk + 5, ¢o je delitené piatimi.

e 20 mnozin tvaru {5k + 2,5k + 3} pre k € {0,1,...,19} — sucet jedinej dvojce z taktejto mnoziny
je 5k + 5, ¢o je delitelné piatimi.

Ak teda mame aspon 42 vybranych ¢isel, ¢o je viac ako 41, tak z Dirichletovho principu existuju dve
¢isla z rovnakej mnoziny. Vdaka nasej volbe mnozin maju tieto dve &isla sticet delitelny piatimi.

Druhy dékaz odhadu Cisla si rozdelime do troch skupin podla zvyskov po deleni piatimi:

e Zvysky 0: z nich moézeme vybraf len jedno éfslo, lebo akékolvek dva z nich maji stcet tiez
delitelny piatimi.

o Zvysky 1 a 4: ak by sme vybrali aj zvysok 1 a zvysok 4, tak z nich dostaneme sucet delitelny
piatimi. Preto z jedného zo zvyskov nemo6zme mat Ziadne vybrané éslo. Z druhého zvysku potom
moZzeme vybratf najviac 20 &fsel.

e Zvysky 2 a 3: ak by sme vybrali aj zvysok 2, aj zvySok 3, z nich dostaneme stcet delitelny
piatimi. Rovnako ako v predoslom bode, aj tu vieme vybrat najviac 20 ¢isel.

Z toho vyplyva, ze celkovo vieme vybrat najviac 1 + 20 + 20 = 41 &fsel tak, aby tam neexistovala
dvojica so si¢tom delitelnym piatimi. Preto pri Tubovolnom vybere 42 éisel takt dvojicu uz zarucene
nijdeme.

Treti dékaz odhadu Budeme uvazovat len vybery &isel, ktoré neobsahuji dvojicu éfsel so stiétom
delitelnym piatimi. Ukdzeme, Ze takéto vybery mézu mat najviac 41 &isel. Z toho vyplyva, Ze pri 42
vybranych ¢islach uz takd dvojicu ndjdeme.

Cisla si rozdelime podla zvyskov po deleni piatimi. Najprv uvazujme 40 ¢isel s nenulovym zvyskom.
Medzi nimi nemoézeme mat naraz zvysky 1 aj 4, lebo takéto dve &isla maju sicet delitelny piatimi.
To isté plati aj pre zvysky 2 a 3. Tym padom vSetky kombindcie nenulovych zvyskov, ktoré sa mozu
objavit medzi 40 vybranymi ¢fslamisi 1a2,1a3,2a3,2a4.

Ked7e z kazdého zvysku mame 20 &isel, tak vsetky vybery 40 &fsel vyzeraju tak, Ze obsahuji po
20 ¢isel z nejakych dvoch nenulovych zvyskov r, s. Ak k nim priddme d'alsie dve &isla, tak tie musia
mat zvysky 0, 5 — r alebo 5 — s. Ak sa medzi nimi objavi jeden zvysok 5 — r (alebo 5 — s), tak ten
vytvori hladant dvojicu so zvyskom r (alebo s). V opa¢nom pripade maji obe nové ¢isla zvysok 0, a
teda ony samy majui sicet delitelny piatimi. Tym sme ukdzali, Ze neexistuje vyber 42 ¢isel, ktory by
neobsahoval Ziadnu dvojicu &isel so stc¢tom delitelnym piatimi.

Komentare. Samozrejme, vo vSetkych troch rieeniach treba uviest odsek s konstrukciou.

Hoci druhé rieSenie oproti prvému nevyuziva ziadne tvrdenie s peknym nazvom ako Dirchletov
princip, stédle ide o poriadny dokaz. V skutocnosti, v nom vyuzivame rovnaku ideu, akd sa skryva za
Dirichletovym principom, ktorti mozno formélne sformulovat nasledovne: Ak [My| < 1 a |My4], | Mas| <



20 a My, M4, Mas st disjunktné mnoziny (v naSom pripade mnoziny vybranych ¢isel z jednotlivych
troch odrézok druhého dokazu), tak |My U Mg U Mag| < 1 4 20 + 20 = 41. Toto tvrdenie priamo
vyplyva z pravidla suétu (PS):

’Mg U Mi4 UMQg‘ P:S ’M0| =+ ‘M14‘ =+ ‘M23’ <1+20+20=41.

Rovnakt ideu vieme aj vyuzit v Dokaze Dirichletovho principu.

Tretie rieSsenie nema moc spolotného s Diricheltovym principom. Spociva v tom, ze rozoberieme
vietky moznosti, ako méze vyzerat vyber 40 &fsel a ukazeme, Ze po pridani dvoch éfsel do kazdej z
nich dostaneme hladant dvojicu. Tu by sme chceli upozornit, Ze takyto postup nemusi byt pouZitelny
v inych dlohdch podobného typu. Totiz vSetkych najlepsich / najhorsich vyberov méze byt velmi vela,
nemusi byt vobec Tahké ich opisat a nie to este dokézat, Ze to si naozaj vsetky. Bez tohto dokazu
(ktory bol v tejto tilohe dost Tahky) totiz ide o ukdzkové nesrpavne riesenie, v ktorom len o zopdr
moznostiach ukéZeme, Ze do nich nevieme pridat prvok. Preto bud’'te obozretni a rieSte tymto
sposobom len ak ste si isti v tom, &o robite. Na pisomke sa kludne moze objavit tloha, kde
rieSenie tymto sposobom bude neschodné.

Uloha 3. (1,5 boda) Dokézte, ze pre kazdé celé ¢islo n > 1 plati
21 22 23 on 2n+2

1+2+3+ +n n

RieSenie

Na zaciatok separdtne overime, ze nervnost plati pren =1 (2<8)an=2 (1+1=2 < 8 =16/2).
Platnost pre vSetky n > 3 dokéZeme matematickou indukciou.

Béza Pren =3 mame 1+ 1+8/3 =14/3 < 32/3, ¢o plati.

Indukény krok Uvazujme teraz n > 3 (n € N) a predpokladajme, Ze pre toto n plati

1 2 3 n n+2
2T+%+2§+-~-+%<2n : (IP)
Dokazeme, ze potom plati
ol 92 93 on  gn+l on+3
T+5+§+".+;+n+l<n+1' W)
Z vieme, ze plati
ol 92 93 on  gn+l  ont2  on+l
T+5+§+‘“+;+n+1< n +n—|—1' @

Ekvivalentnymi tpravami dokdzeme, ze plati

2n+2 2n+1 2n+3

. on+1
n +n+1<n+1 -2 (3)
2 = < ! | n(n+1), n(n+1) >0
n n+l n+1 ’
2n+24+n < 4n
2<n

7Z platnosti a (vd'aka tranzitivnosti nerovnosti) dostdvame, ze plati , ¢o sme chceli dokazat.

4



Poznamka. Nerovnost staci dokazovat so symbolom <, lebo ak a < b a b < ¢, tak a < c. Potom
nemusime overovat platnost pre n = 3.

Uloha 4. (0,5 boda) Anglickéd abeceda obsahuje 26 pismen. Kolko existuje trojpismenovych slov z
pismen anglickej abecedy, v ktorych je prvé pismeno rézne od zvysnych dvoch (druhé a tretie mozu
byt rovnaké)? Pod slovom myslime trojprvkovii postupnost pismen. Vasu odpoved zddvodnite (staci
struéne, neformalne).

RieSenie

Na prvé miesto si vyberame z 26 moznosti. Na druhé miesto iba z 25 moznosti, lebo druhé pismeno musi
byt rozne od prvého. Na tretie mame len jednu moznost, lebo musi byt totozné s druhym pismenom.
Spolu teda mame 25 - 26 moznosti (na zéklade zovseobecneného pravidla stuéinu).



