
2. sada domácich úloh
Termı́n odovzdania: štvrtok 27. 10., 12:00

Úloha 1. (1,5 boda) Nech A je podmnožina prirodzených č́ısel. Supermnožinou množiny A nazveme
množinu všetkých nadmnož́ın množiny A v univerze prirodzených č́ısel. Budeme ju označovat’ S(A).
Teda

S(A) = {X ∈ P(N) | A ⊆ X}.

Zistite, či pre l’ubovol’né množiny A, B plat́ı:

a) S(A ∩B) ⊆ S(A) ∩ S(B),

b) S(A ∩B) ⊇ S(A) ∩ S(B).

Vaše tvrdenia dokážte. Pre źıskanie plného počtu bodov nesmiete bez dôkazu využit’ tvrdenia o
množinách, všetky využité tvrdenie dôkážte z defińıcie.

Riešenie

a) Tvrdenie neplat́ı. Protipŕıkladom sú napr. množiny A = {1} a B = {2}. Pre množinu {1} máme
{1} ∈ S(A ∩ B) = S(∅), lebo ∅ ⊆ {1}. Ale {1} /∈ S(A) ∩ S(B), lebo {1} /∈ S(B) = S({2}), lebo
{2} 6⊆ {1}.

b) Ukážeme, že tvrdenie plat́ı. Ked’že obe strany inklúzie obsahujú len množiny prirodzených č́ısel,
tak nám stač́ı ukázat’, že (∀X ∈ P(N))(X ∈ S(A) ∩ S(B) ⇒ X ∈ S(A ∩ B)). Pre každé X ∈ P(N)
plat́ı:

1. X ∈ S(A) ∩ S(B)

2. X ∈ S(A) ∧X ∈ S(B)

3. A ⊆ X ∧B ⊆ X

4. A∩B ⊆ X, lebo každý prvok y množiny A∩B sa nachádza aj v A a vd’aka A ⊆ X sa y nachádza
aj v X

5. X ∈ S(A ∩B)
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Iné riešenie b) Opät’ budeme dokazovat’, že X ∈ S(A) ∩ S(B) ⇒ X ∈ S(A ∩ B) plat́ı pre všetky
X ⊆ N a taktiež aj pre všetky A,B ⊆ N. Upravujme tento výrok:

X ∈ S(A) ∩ S(B)⇒ X ∈ S(A ∩B)

(defińıcia prieniku) m
(X ∈ S(A) ∧X ∈ S(B))⇒ X ∈ S(A ∩B)

(defińıcia supermnožiny) m
(A ⊆ X ∧B ⊆ X)⇒ A ∩B ⊆ X

(defińıcia podmnožiny) m
((∀y)(y ∈ A⇒ y ∈ X) ∧ (∀y)(y ∈ B ⇒ y ∈ X))⇒ (∀y)(y ∈ A ∩B ⇒ y ∈ X)

tautológia ((∀y)a(y) ∧ (∀y)b(y))⇔ (∀y)(a(y) ∧ b(y) m
(∀y)((y ∈ A⇒ y ∈ X) ∧ (y ∈ B ⇒ y ∈ X))⇒ (∀y)(y ∈ A ∩B ⇒ y ∈ X)

tautológia (∀y)(a(y)⇒ b(y))⇒ ((∀y)a(y)⇒ (∀y)b(y)) ⇑
(∀y)[((y ∈ A⇒ y ∈ X) ∧ (y ∈ B ⇒ y ∈ X))⇒ (y ∈ A ∩B ⇒ y ∈ X)]

(defińıcia prieniku) m
(∀y)[((y ∈ A⇒ y ∈ X) ∧ (y ∈ B ⇒ y ∈ X))⇒ ((y ∈ A ∧ y ∈ B)⇒ y ∈ X)] (*)

Dostali sme sa tak k výrokovej forme

((y ∈ A⇒ y ∈ X) ∧ (y ∈ B ⇒ y ∈ X))⇒ ((y ∈ A ∧ y ∈ B)⇒ y ∈ X).

Na ňu sa však vieme pozriet’ ako na zložený výrok s elementárnymi výrokmi y ∈ A, y ∈ B a y ∈ X,
každý z nich môže byt’ pravdivý alebo nepravdivý. Tento zložený výrok je tautológia. (Dôkaz z riešenia
vynechávame, mali by ste byt’ schopńı ho doplnit’, tu to ide jednoducho aj tabul’kou.) Teda bez ohl’adu
na vol’bu množ́ın A,B,X ⊆ je výroková forma (*) pravdivá. Vd’aka implikáciám ⇑ tak plat́ı aj
X ∈ S(A) ∩ S(B)⇒ X ∈ S(A ∩B), čo sme mali dokázat’.

Zopár poznámok k druhému riešeniu. Pri riešeńı tohto typu si muśıme dávat’ pozor na úpravu
výrokov s kvantifikátormi, hlavne na ich rôzne

”
vyńımanie pred zárvorky“. Totiž nie vždy ide o ko-

rektnú úpravu. Môžeme si všimnút’, že predposledná úprava má formu len jednosmernej implikácie.
Preto tento postup nemôžeme použit’ v riešeńı a). Ak aj ukážeme, že (*) v nejakom pŕıpade neplat́ı,
nič nám to nepovie. Totiž z nepravdy stále môže vyplynút’ aj pravda.

Úloha 2. (1,5 boda) Kol’ko najmenej č́ısel muśıme vybrat’ z množiny {1, 2, . . . , 100}, aby sme mali
istotu, že medzi vybranými č́ıslami sú dve také, ktorých súčet je delitel’ný piatimi?

Riešenie

Ukážeme, že riešeńım je 42.

Konštrukcia Ukážeme, že existuje výber 41 výber č́ısel, medzi ktorými neexistujú dve č́ısla so
súčtom delitel’ným piatimi. Takým výberom je: všetkých 20 č́ısel so zvyškom 1 po deleńı piatimi,
všetkých 20 č́ısel so zvyškom 2 po deleńı piatimi a č́ıslo 100 (so zvyškom 0). Zo zvyškov 0, 1 a 2
vieme dostat’ zvyšok 0 len z dvoch zvyškov 0, avšak v našom výbere máme len jedno také č́ıslo. Takže
násobok piatich nedostaneme ako súčet dvoch č́ısel. Čiže 41 č́ısel nám nestač́ı vybrat’, a teda ani menej
ako 41 č́ısel nestač́ı.
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Prvý dôkaz odhadu Ukážeme, že ak vyberieme aspoň 42 č́ısel, tak medzi nimi sú dve so súčtom
delitel’ným piatimi. Všetkých 100 č́ısel rozdeĺıme do 41 množ́ın (holubńıkov)

• Všetky násobky piatich – súčet l’ubovol’ných násobkov piatich je delitel’ný piatimi.

• 20 množ́ın tvaru {5k+ 1, 5k+ 4} pre k ∈ {0, 1, . . . , 19} – súčet jedinej dvojce z taktejto množiny
je 5k + 5, čo je delitel’né piatimi.

• 20 množ́ın tvaru {5k+ 2, 5k+ 3} pre k ∈ {0, 1, . . . , 19} – súčet jedinej dvojce z taktejto množiny
je 5k + 5, čo je delitel’né piatimi.

Ak teda máme aspoň 42 vybraných č́ısel, čo je viac ako 41, tak z Dirichletovho prinćıpu existujú dve
č́ısla z rovnakej množiny. Vd’aka našej vol’be množ́ın majú tieto dve č́ısla súčet delitel’ný piatimi.

Druhý dôkaz odhadu Č́ısla si rozdeĺıme do troch skuṕın podl’a zvyškov po deleńı piatimi:

• Zvyšky 0: z nich môžeme vybrat’ len jedno č́ıslo, lebo akékol’vek dva z nich majú súčet tiež
delitel’ný piatimi.

• Zvyšky 1 a 4: ak by sme vybrali aj zvyšok 1 a zvyšok 4, tak z nich dostaneme súčet delitel’ný
piatimi. Preto z jedného zo zvyškov nemôžme mat’ žiadne vybrané č́ıslo. Z druhého zvyšku potom
môžeme vybrat’ najviac 20 č́ısel.

• Zvyšky 2 a 3: ak by sme vybrali aj zvyšok 2, aj zvyšok 3, z nich dostaneme súčet delitel’ný
piatimi. Rovnako ako v predošlom bode, aj tu vieme vybrat’ najviac 20 č́ısel.

Z toho vyplýva, že celkovo vieme vybrat’ najviac 1 + 20 + 20 = 41 č́ısel tak, aby tam neexistovala
dvojica so súčtom delitel’ným piatimi. Preto pri l’ubovol’nom výbere 42 č́ısel takú dvojicu už zaručene
nájdeme.

Tret́ı dôkaz odhadu Budeme uvažovat’ len výbery č́ısel, ktoré neobsahujú dvojicu č́ısel so súčtom
delitel’ným piatimi. Ukážeme, že takéto výbery môžu mat’ najviac 41 č́ısel. Z toho vyplýva, že pri 42
vybraných č́ıslach už takú dvojicu nájdeme.

Č́ısla si rozdeĺıme podl’a zvyškov po deleńı piatimi. Najprv uvažujme 40 č́ısel s nenulovým zvyškom.
Medzi nimi nemôžeme mat’ naraz zvyšky 1 aj 4, lebo takéto dve č́ısla majú súčet delitel’ný piatimi.
To isté plat́ı aj pre zvyšky 2 a 3. Tým pádom všetky kombinácie nenulových zvyškov, ktoré sa môžu
objavit’ medzi 40 vybranými č́ıslami sú 1 a 2, 1 a 3, 2 a 3, 2 a 4.

Ked’že z každého zvyšku máme 20 č́ısel, tak všetky výbery 40 č́ısel vyzerajú tak, že obsahujú po
20 č́ısel z nejakých dvoch nenulových zvyškov r, s. Ak k nim pridáme d’aľsie dve č́ısla, tak tie musia
mat’ zvyšky 0, 5 − r alebo 5 − s. Ak sa medzi nimi objav́ı jeden zvyšok 5 − r (alebo 5 − s), tak ten
vytvoŕı hl’adanú dvojicu so zvyškom r (alebo s). V opačnom pŕıpade majú obe nové č́ısla zvyšok 0, a
teda ony samy majú súčet delitel’ný piatimi. Tým sme ukázali, že neexistuje výber 42 č́ısel, ktorý by
neobsahoval žiadnu dvojicu č́ısel so súčtom delitel’ným piatimi.

Komentáre. Samozrejme, vo všetkých troch riešeniach treba uviest’ odsek s konštrukciou.

Hoci druhé riešenie oproti prvému nevyuž́ıva žiadne tvrdenie s pekným názvom ako Dirchletov
prinćıp, stále ide o poriadny dôkaz. V skutočnosti, v ňom využ́ıvame rovnakú ideu, aká sa skrýva za
Dirichletovým prinćıpom, ktorú možno formálne sformulovat’ nasledovne: Ak |M0| ≤ 1 a |M14|, |M23| ≤
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20 a M0,M14,M23 sú disjunktné množiny (v našom pŕıpade množiny vybraných č́ısel z jednotlivých
troch odrážok druhého dôkazu), tak |M0 ∪M14 ∪M23| ≤ 1 + 20 + 20 = 41. Toto tvrdenie priamo
vyplýva z pravidla súčtu (PS):

|M0 ∪M14 ∪M23|
PS
= |M0|+ |M14|+ |M23| ≤ 1 + 20 + 20 = 41.

Rovnakú ideu vieme aj využit’ v Dôkaze Dirichletovho prinćıpu.

Tretie riešenie nemá moc spoločného s Diricheltovým prinćıpom. Spoč́ıva v tom, že rozoberieme
všetky možnosti, ako môže vyzerat’ výber 40 č́ısel a ukážeme, že po pridańı dvoch č́ısel do každej z
nich dostaneme hl’adanú dvojicu. Tu by sme chceli upozornit’, že takýto postup nemuśı byt’ použitel’ný
v iných úlohách podobného typu. Totiž všetkých najlepš́ıch / najhorš́ıch výberov môže byt’ vel’mi vel’a,
nemuśı byt’ vôbec l’ahké ich oṕısat’ a nie to ešte dokázat’, že to sú naozaj všetky. Bez tohto dôkazu
(ktorý bol v tejto úlohe dost’ l’ahký) totiž ide o ukážkové nesrpávne riešenie, v ktorom len o zopár
možnostiach ukážeme, že do nich nevieme pridat’ prvok. Preto bud’te obozretńı a riešte týmto
spôsobom len ak ste si ist́ı v tom, čo rob́ıte. Na ṕısomke sa kl’udne môže objavit’ úloha, kde
riešenie týmto spôsobom bude neschodné.

Úloha 3. (1,5 boda) Dokážte, že pre každé celé č́ıslo n ≥ 1 plat́ı
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Riešenie

Na začiatok separátne oveŕıme, že nervnost’ plat́ı pre n = 1 (2 < 8) a n = 2 (1 + 1 = 2 < 8 = 16/2).
Platnost’ pre všetky n ≥ 3 dokážeme matematickou indukciou.

Báza Pre n = 3 máme 1 + 1 + 8/3 = 14/3 < 32/3, čo plat́ı.

Indukčný krok Uvažujme teraz n ≥ 3 (n ∈ N) a predpokladajme, že pre toto n plat́ı
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Dokážeme, že potom plat́ı
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Z (IP) vieme, že plat́ı
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Ekvivalentnými úpravami dokážeme, že plat́ı
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Z platnosti (2) a (3) (vd’aka tranzit́ıvnosti nerovnosti) dostávame, že plat́ı (1), čo sme chceli dokázat’.
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Poznámka. Nerovnost’ (3) stač́ı dokazovat’ so symbolom ≤, lebo ak a < b a b ≤ c, tak a < c. Potom
nemuśıme overovat’ platnost’ pre n = 3.

Úloha 4. (0,5 boda) Anglická abeceda obsahuje 26 ṕısmen. Kol’ko existuje trojṕısmenových slov z
ṕısmen anglickej abecedy, v ktorých je prvé ṕısmeno rôzne od zvyšných dvoch (druhé a tretie môžu
byt’ rovnaké)? Pod slovom mysĺıme trojprvkovú postupnost’ ṕısmen. Vašu odpoved’ zdôvodnite (stač́ı
stručne, neformálne).

Riešenie

Na prvé miesto si vyberáme z 26 možnost́ı. Na druhé miesto iba z 25 možnost́ı, lebo druhé ṕısmeno muśı
byt’ rôzne od prvého. Na tretie máme len jednu možnost’, lebo muśı byt’ totožné s druhým ṕısmenom.
Spolu teda máme 25 · 26 možnost́ı (na základe zovšeobecneného pravidla súčinu).
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