3. sada domacich uloh
Termin odovzdania: §tvrtok 17. 11., 12:00

Uloha 1. (3,5 boda) Konferencie sa zicastiuje 40 krajin a z kazdej krajiny traja I'udia: matematik,
fyzik a informatik.

a) (0,8 boda) Kolkymi sposobmi si moézu ucstnici konferencie sadnit za okrahly stol tak, aby ucast-
nici rovnakej nérodnosti sedeli pri sebe? Moznosti, ktoré sa lisia len otoCenim, pokladdme za
rovnakeé.

b) (0,7 boda) Kolkymi spdsobmi moZno medzi a¢astnikov konferencie rozdelit 420 identickych pro-
pagacnych letdkov tak, aby kazdy ucastnik dostal aspon jeden letak?

¢) (0,5 boda) Kolkymi spésobmi moZno acastnikov konferencie zoradit do radu tak, aby vSetci traja
Cesi aj vSetci traja Slovaci boli pri sebe.

d) (1,5 boda) Kolkymi sposobmi mozno u¢astnikov konferencie zoradit do radu, ak nesmie existovat
narodnost, ktora ma vetkych troch svojich ucastnikov pri sebe?

Vase tvrdenia neformélne zdovodnite. V podutlohe d) mozete vo vysledku uviest jednu sumu. Zvysné
vysledky uvedte v uzavretom tvare (teda bez sim, troch bodiek a podobnych zdlhavych veci).

RieSenie

a) Najskor spocitame, kolkymi sposobmi si mozu ucastnici posadat do radu, aby narodnosti sedeli pri
sebe. Poradie 40 narodnosti mozeme urcit 40! spdsobmi. Pre kazda narodnost mame 3! = 6 moZnosti,
v akom poradi mozu jej ¢lenovia sedief. Spolu teda méame 40! - 6° moznosti usadzania na oéislo-
vané stolicky. Zoberme si teraz nejaké rozsadenie a spocitajme, kolkokrat sme ho zapoéitali. Samotné
rozsadenie modZeme cyklicky posuntut 120-krat. Av8ak my méame zapocditané len také moznosti, kde
nemame narodnost pri sebe, teda nemdzeme nejakych jej ¢lenov mat na zaciatku a zvySok na konci
radu. Takychto posunov je 40, lebo musime postuvat celé narodnosti. Tym padom moznosti rozsadenia
za okrihly stol je

40! - 619

= 39! . 6.
40



Pozndmka. Velmi ¢astou chybou pri tejto tlohe bolo delenie ¢islom 120 miesto ¢islom 40. Pre lepsiu
ilustraciu toho, ako to funguje, si ukdZeme nas postup na pripade dvoch narodnosi. Budeme mat Tudi
1M, 1F, 11, 2M, 2F, 2I (¢islo je narodnost a pismeno obor). V prvej ¢asti rieSenia vypoé&itame vSetky
moznosti rozsadenia do radu. Tych nam teraz vyjde 2! - 62, ¢o presne st tieto moznosti:

1M 1F 1Y 2M 2F 2Y 1F 1Y 1M 2M 2F 2Y 2M 2F 2Y 1M 1F 1Y 2F 2Y 2M 1M 1F 1Y
iM 1F 1Y 2M 2Y 2F 1F 1Y 1M 2M 2Y 2F 2M 2F 2Y 1M 1Y 1F 2F 2Y 2M 1M 1Y 1F
1M 1F 1Y 2F 2M 2Y 1F 1Y 1M 2F 2M 2Y 2M 2F 2Y 1F 1M 1Y 2F 2Y 2M 1F 1M 1Y
iM 1F 1Y 2F 2Y 2M 1F 1Y 1M 2F 2Y 2M 2M 2F 2Y 1F 1Y 1M 2F 2Y 2M 1F 1Y 1M
1M 1F 1Y 2Y 2M 2F 1F 1Y 1M 2Y 2M 2F 2M 2F 2Y 1Y 1M 1F 2F 2Y 2M 1Y 1M 1F
iM 1F 1Y 2Y 2F 2M 1F 1Y 1M 2Y 2F 2M 2M 2F 2Y 1Y 1F 1M 2F 2Y 2M 1Y 1F 1M
iM 1Y 1F 2M 2F 2Y 1Y 1M 1F 2M 2F 2Y 2M 2Y 2F 1M 1F 1Y 2Y 2M 2F 1M 1F 1Y
iM 1Y 1F 2M 2Y 2F 1y 1M 1F 2M 2Y 2F 2M 2Y 2F 1M 1Y 1F 2Y 2M 2F 1M 1Y 1F
iM 1Y 1F 2F 2M 2Y 1Y 1M 1F 2F 2M 2Y 2M 2Y 2F 1F 1M 1Y 2Y 2M 2F 1F 1M 1Y
1M 1Y 1F 2F 2Y 2M 1Y 1M 1F 2F 2Y 2M 2M 2Y 2F 1F 1Y 1M 2Y 2M 2F 1F 1Y 1M
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Skisme si zobrat napr. moZznost 1M 1F 1Y 2M 2F 2Y. Jedind moznost, ktord zodpoveda tomu istému
kruhu, je moznost 2M 2F 2Y 1M 1F 1Y. CiZe sme ju zapoditali len dvakrat, nie Sestkréat.

Ak by sme cheeli delit Siestimi, museli by sme na zaciatku rieSenia zapocitat aj rieSenia, kde prva
narodnost mé zaciatku len jedného & dvoch ¢lenov a zvySok na konci radu.

b) Najskor kazdému ucastnikovi rozdame jeden letdk. Ostane nam tak 420 — 120 = 300 letékov,
ktoré chceme rozdelit medzi 120 uc¢astnikov. Kazdu takato moznost vieme jednoznacne reprezentovat
postupnostou 300 guli¢iek a 119 oddelovacov. Oddelovade nadm rozdelia gulicky na 120 tsekov a pocet
guli¢iek v i-tom tiseku nam uréuje, kol'ko letdkov dostane i-ty uéastnik. Pocet sposobov, ako usporiadat

v rade 300 guli¢iek a 119 oddelovacov je
419\ (419
300)  \119)’
kedZe nam staci zo 419 miest vybrat 300 miesto pre guli¢ky. Toto je teda aj vysledok tlohy.

c) Miesto troch Slovakov budeme uvazovat jeden prvok S a miesto troch Cechov jeden prvok C. Do
radu budeme usporiadavat zvy$nych 114 ucastnikov a dva prvky S a C, teda 116 prvkov. Na to mame
114! moznosti. Aby sme dostali rozmiestnenie 120 ucastnikov, tak prvok S nahradime tromi Slovakmi,
na ¢o mame 3! = 6 moznosti a prvok C' nahradime tromi Cechmi, na ¢o mame opit 3! = 6 moznosti.
Spolu teda méme

114! - 6 moznosti.

d) Najskor vypoéitame, kolko je moznosti, kde aspon jedna narodnost sedi pri sebe. Narodnosti si
ocislujeme od 1 po 40 a mnozinu v8etkych moznosti, kde narodnost ¢islo i sedi pri sebe, oznac¢ime ako



M;. Moznosti, kde aspon jedna narodnost sedi pri sebe, vytvaraju tak mnozinu My U M U - - - U Myg.
Jej velkost vypocitame podla principu inklizie a exkluzie ako

40
My UM, U -+ U Myl =Y (=1 > |My, 0 M, N -0 M, |.
k=1 1<dy <ia <+ <3, <40
Mnozina M;, N M;, N---N M;, je mnozZinou vietkych moznosti, kde nérodnosti i1, 72, ..., 7 sedia pri

sebe. Pocet takychto moznosti vypocitame tak, ze kazdu trojicu ¢lenov z tychto ndrodnosti nahradime
vlastnym novym symbolom a uréime vSetky permutéacie tychto symbolov spolu so zvySnymi tcastnikmi.
Celkovo tak permutujeme 120 — 2k prvkov, na ¢o mame (120 — 2k)! moznosti. Pre kazdy novy symbol
mame eSte 6 moznosti, v akom poradi troch ¢lenov prislusnej narodnosti ho nahradit. Teda

|M;, 0 Mg, 0 --- 0 M, | = (120 — 2k)! - 65

Tiato hodnotu séitavame pre kazdy vyber k narodnosti i1, 49, ...,ix. Tychto vyberov je (4k0), takze to
len tymto prenasobime. Mame teda

40
|M1UM2U-"UM40|:Z(—1)k+1 Z |MilﬂMigﬂ--'ﬂMi ’

k=1 1<y <ia <+ <3, <40
40

=) (—1)k+! > (120 — 2k)! - 6*
k=1 1< <t <+ <1 <40
4

=) (—1)FF! <4k0> (120 — 2k)! - 6%,
k=1

¢o je pocet v8etkych ,zlych“ moZnosti, kde niektord narodnost sedi pri sebe. ,,Dobré“ moznosti, kde
ziadna narodnost nesedi pri sebe, dostaneme po odé&itani od vSetkych moznosti, ktorych je 120! (per-
mutacie, teda zoradenie 120 ucastnikov do radu). Dostavame tak vysledok

40

1200 — ) “(=1)F*! <4k0> (120 — 2k)! - 6% = (—1)F <4IS> (120 — 2k)! - 6*.

k=1 k=0

Uloha 2. (1,5 boda) V zavislosti od ¢isla n € N vypoéitajte sumu

kzn:12k(k+ 1)(n— k) <Zi>
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RieSenie cez pocitanie dvomi spdsobmi

Uvazujme nasledovni tlohu: Mame n+1 studentov, ktorf idd na ve¢ierku zahrat scénku. V scénka bude
ucinkovat nejaka aspont dvojprvkova podmnozina Studentov, kazdy obleteny v bud ¢ervenom, alebo
zelenom kostyme, jeden z vystupujicich bude mat mikrofén a jeden z nevystupujicich bude natacat.
Kol'kymi spésobmi sa mozu rozdelit?

Prvy spdsob. Vsetky vybery rozdelime na navzijom disjunktné skupiny, kde v skupine ¢islo k£ bude
v scénke ucéinkovat k + 1 Studentov. Pocet moZnosti v takejto skupine spocitame nasledovne:

° (Zﬁ) moznosti na vyber k£ + 1 G¢inkujicich studentov spomedzi vSetkych n + 1 Studentov.

e n — k moZnosti na vyber kameramana spomedzi nevybranych n + 1 — (k + 1) $tudentov.
e k + 1 moznosti na vyber uc¢inkujtceho Studenta s mikrofénom.

e 2% moznosti, ako si kazdy z k zvysnych aéinkujicich studentov moze vybrat Eerveny alebo zeleny
kostym.

Spolu tak méame 2F(k + 1)(n — k) (Z_T_}) moznosti, kde t¢inkuje k + 1 Studentov. VSetky moznosti

dostaneme s¢itanim pre mozné hodnoty k, teda od 1 po n, ¢o ndm dava

“ k B n+1
;2 (k4 1)(n k)<k+1>



moznosti, ako je v sume zo zadania.

Druhy sposob. Najskoér vyberieme kameramana, na ¢o mame n + 1 moznosti. Potom vyberieme
u¢inkujiceho s mikrofénom, na ¢o méame n moznosti. Na zéver o kazdom z ostavajicich n—1 studentov
uréime, ¢i bude ucéinkovat v ¢ervenom kostyme, ¢i bude ucinkovat v zelenom kostyme, alebo nebude
uc¢inkovat vobec. Teda pre kazdého Studenta mame 3 moznosti. To nam dava 3"~! moznosti, od ktorych
vSak musime odéitat moZznost, kde netucinkuje nikto. Spolu nam to dava

(n+ Dn(3"1 1)

moznosti. KedZe ide o rieSenie rovnakej tlohy, tak tato hodnota musi byt rovna nasej sume.



