4. sada domacich uloh
Termin odovzdania: pondelok 19. 12., 8:00

Uloha 1. (0,5 boda) Na mnozine M = {1,2,3,...,14} definujeme relaciu ekvivalencie R, kde aRb
prave vtedy, ked 8 | (a® — b?). Napiste rozklad, ktory reldcia ekvivalencie R indukuje na mnozine M.

BONUS (1 bod) Dokéite, ze relacia S = {(a,b) € Z x Z; 8 | (a®> — b*)} je reldciou ekvivalencie na

mnozine Z.

RieSenie

Zoberme si ¢fslo 1 a zistime, s ktorymi inymi &slami je vo vzfahu. Teda &fsla 2,3, ..., 14 postupne
dosédzame za a do vztahu 8 | a? — 1. Pravdivé tvrdenie dostaneme pre vetky neparne ¢isla. Potom
zoberieme ¢&islo 2 a analogicky zistime, 7e vztah 8 | a? — 4 plati pre éisla 6, 10 a 14. Tu ndm staci
sktgat uz len parne éisla. Dalej si zoberieme ¢islo 4 a anologicky zistime, ze je v reldcii s 8 a 12. Tym
vycerpame vsetky ¢isla a mame tak rozklad:

R[1] = {1,3,5,7,9,11,13},
R[2] = {2,6,10,14},
R[3] = {4,8,12}.

Podla formalnej definicie rozkladu, ho vieme zapisat aj ako
{{1,3,5,7,9,11,13},{2,6, 10, 14}, {4, 8,12} }.

Do rieSenia stacilo uviest len vysledny rozklad. Komentdr nebol potrebny.

Bonus

Reflexivnost: Pre vietky a € Z plati a®> —a? = 0 a 8 | 0, takze aSa.
Symetrickost: Pre vietky a,b € Z plati: aSb = 8 | > — b? = 8 | —(b? — a®) = 8| b? — a? = bSa.

Tranzitivnost: Pre vietky a, b, c € Z plati:

aSb A bSc
4
8la? —b*Ab* — 2
I} (ak dve ¢isla st delitelné 6smimi, tak aj ich sicet je)
8| a*—b* +b* —d?
4
8| a%—c?

(8
aSc



Uloha 2. (1,5 boda) Dokéite, 7e relécia < na Nt kde
a=<be (@neN)n?<a<b<(n+1)?

je usporiadanim mnoziny NT. N4jdite vSetky jej minimalne, maximdlne, najmensie a najviicsie prvky
a odovodnite spravnost vasho vyberu.

Riesenie
Reflexivnost: Vezmime si a € NT. Po rozpisani vztahu a < a dostdvame
(AneN)(n*<a<a< (n+1)?).
Nerovnost a < a plati vidy. Potrebujeme teda dokézat
(AneN)(n? <a < (n+1)3%).

Aby sme Tahsie nasli vyhovujice n, mozeme obe nerovnosti odmocnit (kedze vsade mame len kladné
¢isla, ide o ekvivalentni vipravu), ¢im dostaneme

(Fn e N)(n < Va<n+1).

Toto tvrdenie plati, nakolko y/a sa nachddza medzi dvomi kladnymi celymi ¢islami n a n + 1. Inymi
slovami, za n vieme zvolit y/a zaokrihleni nadol na celé ¢islo. Tak dostaneme &islo, pre ktort nam
obe nerovnosti platia.

Antisymetrickost: Zoberme a,b € NT, pre ktoré plati a < b A b < b. Potom
GAneN)n?<a<b<(n+1D)HAEGneN)n*<b<a< (n+1)2).

Z prvého vzfahu vyplava, Ze a < b a z druhého b < a. Z toho dostédvame, Ze a = b.

Tranzitivnost: Zoberme a,b,c €T, pre ktoré plati @ < bA b =< c. Vzfah a < b znamend, 7ze a < b a
obe ¢isla st v nejakom intervale tvaru (n; (n+1)2). Podobne, z b < ¢ mame, ze b < ¢ a obe z nich st v
nejakom intervale tvaru (n; (n+1)?). Z a < bab < ¢ mame a < c. Vietky intervaly tvaru (n; (n+1)?)
pre n € N st navzdjom disjunktné. Preto vsetky a aj ¢ musia byt v tom istom intervale — v tom,
ktory obsahuje b. Tak sme ukézali, 7e a < c a tiez a, c si v rovnakom intervale (n; (n +1)?) pre nejaké
n € NT. To znamen4, Ze a < c.

Tranzitivnost viac formalne: Zoberme a,b,c €1, pre ktoré plati a < bA b = ¢, teda

FAneN)(n*<a<b<(n+1)*)AGneN)(n?><b<c< (n+1)?).

Teraz sa zbavime kvantifikidtorov. Existen¢ny kvantifikdtor (3n € NT) vieme odstranit tak, Ze miesto
premennej n napiSeme nejakil novu nepouziti premenntd. Napr. v prvom kvantifikovanom vyroku
pouzijeme k a v druhom [. Dostdvame tak

B <a<b<(k+1)?AP<b<c<(+1)>

Z toho, ze a < b a b < ¢ dostdvame a < c. Este musime ukazat, ze &isla a, ¢ st medzi n? a (n + 1)?
pre nejaké n. Na to sa ndm pontika dokdzat, ze k = [, ¢o vieme napriklad takto:



?<b< (k+1)? k2 <b<(1+1)?

b I
F<lh+1y K2 < 1+ 1) Z1<

|} (obe strany su kladné) ) <
I<k+1 k<l+1

N2 |l (obe strany si kladné)

k al <k mame k = [. Spojenim predoslych veci tak mame k? < a < ¢ < (I +1)? = (k + 1)2, teda
(3n € N)(n? <a<c< (n+1)?), éo znamend a < c.

Prvky. Minimdlnymi prvkami si vsetky éisla tvaru k2 pre £ € NT. Cislo k? sa nachddza v
intervale (k2,(k + 1)2), preto vztah a < k2, ktory je ekvivalentny s k2 < a < k? < (k + 1)?, plati
jedine pre k2. Ziadne iné &slo m nie je minimélnym prvkom, lebo m — 1 < m: ked'ze m nie je druhou
mocninou, tak m — 1 bude este v rovnakom intrvale. Analogicky, maximalnymi prvkami sui ¢isla
tvaru (k + 1) — 1 = k% + 2k, nakolko k? + 2k < b < k* < k? + 2k < b < (k + 1) plati len pre
b = k? + 2k. Pre zvysné &isla m zas plati m < m + 1.

Najvicsie ani najmensie prvky neexistuji, kedZe mame viacero minimdalnych a viacero ma-
ximalnych prvkov.

Komentar

Castou chybou pri rieeni, hlavne sa to prejavilo pri tranzitivite, bola nesprévna praca s kvanti-
fikatormi. Viaceri Studenti kvantifikatori odignorovali alebo divne vynali. Napr. zo zdpisu tranzitivity

AneN)n?<a<b< (n+D)AEneN)(n®*<b<c< (n+1)?) = @EneN)n?><a<c< (n+1)?)
spravili

(AneN)(n?<a<b<(n+1)?An’<b<c<(n+1))=>GneN)n?<a<c<(n+1)?

EneN)(n*<a<b<(n+1)?’An’<b<c<(n+1))!=n?*<a<c<(n+1)?).

Takéto nahodné prestivanie kvantifikdtorov je nespravne. Je to preto, lebo vyroky ako
[(3n € M)a(n) A (3n € M)b(n)] = (3n € M)(a(n) A b(n))

nie s tautolégie (odporticame najst si protipriklad). Ak chcete dokazovat takymto sposobom, musite
si rozmysliet, ¢i vasa tiprava s kvantifikdtorom, je tautoldgia a ¢i ju mozete pouzif. Avsak skor je
jednoduchsie, existenény kvantifikdtor odstranit zavedenim novej premennej, ako to bolo v rieseni.
Uloha 3. (1,5 boda) Néjdite bijekciu f: N — Z x Z. Nezabudnite dokdzat, 7ze ide o bijekciu. Pre
vasu bijekciu f uréte f(10000). Sposob vypoctu opiste do vésho riesenia. V pripade, ze si pomdzete
programom, uvedte ho v rieseni.

RieSenie

Zakladnymi ideami k rieSeniu bolo, ze Z aj N x N s spoéitatelné mnozina, teda si ich vieme zoradit
do postupnosti a tieto zoradenia vhodne skombinovat. To sa dalo roznymi sposobmi, ilustrujeme len
jeden z nich. Samzorejme, pri inych sposoboch vyslo f(10000) inak.



Opis bijekcie

Celé ¢isla si zoradime do postupnosti 0,1, —1,2, —2,..., ktord sa zacina nulou a postupne pre kazdé
¢islo a € Z™1 do nej priddme ¢leny a, —a. Oznaéme si tito postupnost ako zg, 21, 29, . . .. Tieto postup-
nosti pouzijeme ako zdhlavie tabulky, ktord je z jednej strany nekoneénd v oboch rozmeroch. Teda
policko v riadku r a stfpci s bude obsahovat usporiadant dvojicu (2, 2.). Toto je tiez zndzonrnené na

obréazk [l

_Jo [ v ] -t ]2 |2 ]3| -3 |

0,0 | (0D | (0.1 | (02) | (0,2 | (03) | (0-3)
1 (1,0) | (1,1) | (1,-1) | (1,2) | (1,-2) | (1,3) | (1,-3)
-1 (-1,0) | (-1,1) | (-1,-1) | (-1,2) | (-1,-2) | (-1,3) | (-1,-3)
2 (2,0) | (2,1) | (2-1) | (2,2) | (2,-2) | (2,3) | (2,-3)
20 (-2,0) | (-2,1) | (-2,-1) | (-2,2) | (-2,-2) | (-2,3) | (-2,-3)
3030 [ GD | G | 32| 32 | 33 | 33
3 (-3,0) [ (-3,1) | (-3-1) [ (-32) | (-3-2) | (-33) | (-3,3)

Obr. 1

Teraz prvky policka tejto tabulky (teda prvky Z x Z zoradime do postupnosti. Pre kazdé d € N
vezmeme vietky dvojice na d-tej diagonéle a idtic sprava hore smerom dolava nadol priddme tieto dvo-
jice do vysledkej postupnosti. Diagondalu s polickom (0,0) berieme ako nulti. Presnejsie, diaganonéla
¢islo d obsahuje policka (z,, zs), kde r + s = d.

Takto sme dostali postupnost, teda zobrazenie f: N — Z x Z. Toto zobrazenie je injektivne, kedze
kazdy prvok zo Z x Z sa nachidza v tabule len raz a len raz ho priddme do postupnosti. Taktiez je f
surjektivne, ked'ze na kazdej diagonale sa nachddza len kone¢ny pocet prvkov. Preto sa kazdd dvojica
(ktora sa nachddza na nejakej diagonale) ¢asom dostane do postupnosti f.

Urcenie f(10000) vypoctom

Najprv zistime, na ktorej diagonale sa bude nachdadzat 10000. ¢len postupnosti f. Diagondla ¢islo d
(¢islujeme od nuly) mé d + 1 prvkov. Teda na predoslych diagondlach je 1 +2+---+d = %d(d +1)
prvkov. Kedze $140-141 = 9870 < 10000 < 10011, tak f(10000) sa bude nachddzat na 140. diagonale.
(Na toto sa dalo prist riesenim kvadratickej rovnice, alebo aj malou ddvkou tukania do kalkulacky s
vyuzitim bindrneho vyhladdvania). Diagonéla ¢islo 140 sa za¢ina v 0. riadku a 140. stipci a postupne
kless do 140. riadku a 0. stipca. Na f£(10000) potrebujeme klesntit 10000 — 9870 = 130 réz, teda sa
dostaneme do riadku 130 a stipca 10. Tam sa nachddza dvojica (2130, z10)-

Potrebujeme este zistit, ktoré celé éisla st na 130. a 10. pozicii naSej postupnosti. Obe &fsla st
parne a na parnych miestach si zaporné cisla. Presnejsie, 29 = —k. preto z19 = —5 a 2130 = —65.
Preto f(10000) = (—65,—5).

Urcenie f(10000) programom

Vsimnite si, Ze nds program celkom priamociaro kopiruje to, ako sme opisovala fungovanie bijekcie f
po matematickej stranke.

1 # rozmer tabulky, ktory v programe pouzijeme
2 # Hodnota je urcena experimentalne, ak by sme chceli vasi prvok,



16

=+

tak skusime zvolit vacsiu
n = 800

# Zoradime cele cisla do postupnosti
z = [0]
for a in range(l, n):

z.append (a)

z.append (-a)

# Vytvorime si tabulku s prvkami zo Z x Z
tabulka = []
for r in range(n):
riadok = []
for s in range(n):
riadok.append ((z[r]l, z[s]))

# Skratene vytvorenie tabulky
tabulka = [[(z[r], z[s]) for s in range(n)] for r in range(n)]

+*

Samotne zoradenie do postupnosti
V premennej i si pamatame cislo aktualeho prvku
=0
Prechadzame cez vsetky diagonaly
or d in range(n):
# Prve policko diagonaly
r, s =0, d
while s >= O:
# Vypis i-teho clena (ak chceme)
# print (£°£({i}) = {(zlrl, z[sl)}’)
if i == 10000:
break

H o O H

print (£°£(10 000) = {(z[r]l, z[sl)}’)

Uloha 4. (1,5 boda) Nech G je (jednoduchy, neorientovany) graf s minimélnym stupfiom 17. Dokéte,
7e graf G obsahuje aspont 136 kruznic. Dve kruZnice povaZzujeme za rovnaké prave vtedy, ked ich
mnoziny hran s rovnaké.

Pozndmka. Mozete dokézat aj existenciu mensieho poétu kruznic. V takom pripade dostanete ¢iastkové
body primerané pouzitym myslienkam. TaktieZ, mozete za body navyse ukdzat existenciu vicsieho
poc¢tu kruznic.

RieSenie

Nech P = vguy ... v je najdlhsia cesta v grafe G. Ak by vrchol vy, susedil s vrcholom v mimo cesty P,
tak vgvy ... vipu by bola dlhsia cesta grafu G, ¢o by bol spor. Preto vrchol v susedi iba s vrcholmi z
cesty P, teda s vrcholmi vg,v1,...,vg. Tychto vrcholov je k a vrchol vy mé stupen 17, preto k > 17.

Oznacme susedov vrchola vy ako ui,us,...,u17. Pre hocijaka dvojicu cisel 4, j, kde ¢ < j, vieme
ndjst v grafe G nasledovni kruznicu: Z vy, ideme hranou do u;, pokracujeme po ceste P do u; a na
zéver ideme hranou do vy. Je jasné, Ze ide o kruznicu. NavySe, dvojica hran viu; a vipu; je jedinecna
pre kazdu volbu i, j. Teda vSetky tieto kruznice st v naSom ponimani réozne. Poéet moznosti, ako si



zvolit také i, j je (127) = 136 (vyberdme dve ¢isla z 1,2,...,17 a nezdlezi ndm na poradi, kedze to

méme jednozna¢ne urcené). Dostali sme tak, ze graf G mé aspon 136 kruznic.



