Cvicenie 1B: Vyroky a kvantifikatory

Uloha 1. Pre kazdy z danych vyrokov sformulujte niekolko vyrokov v tvare implikacie (,Ak ...
tak...“), ktoré st s danym vyrokom ekvivalentné alebo z neho vyplyvaju:

a) Nutnou podmienkou pre udelenie vodi¢ského preukazu je tspesné absolvovanie skusobného testu.

b) Volieb do NRSR sa smu ztcastnit len plnoleti ob¢ania SR zapisani do zoznamov voli¢ov podla
prislusnej vyhléasky.

¢) Jediné parne prvoéislo je 2.
d) Kazdé celé ¢islo, ktoré konéi ¢islicou 6, je parne.

Uloha 2. Vyjadrite slovne nasledovné vyroky a uréte ich pravdivostnta hodnotu.

a) (3z € Z)(x > 5) d) (z € R)(22 = —1)
b) (Vo € Z)(x? > 0) e) (FzeZ)(xz=5)= YyeZ)(y=>5)
¢) (V& € RT)(yz € RY) f) Gz eZ)(x=5)= (Ve eZ)(x=05)

Riesenie

a) | 3z €Z)(z>05) Existuje celé ¢islo vicsie ako 5 T
b) | (Vz € Z)(z% > 0) Druha mocnina kazdého celého ¢isla je kladna. | F
c) | (Vz e RT)(y/z € RT) Odmocnina kazdého realneho ¢isla je kladna. | T
d) | @z e R)(@? = —1) jE;xis‘;uJe realne cislo, ktorého druhd mocnina P
_ _ Ak existuje celé ¢islo rovné piatim, tak vsetky
¢) | Bz €Z)(z=5)= (Vy € Z)(y=5) celé ¢isla st rovné piatim. F
£) | @z e Z)(@="5) = (va € Z)(z = 5) Ak/ei{lstuje’ celé C’ISIC? TOVNé piatim, tak vSetky P
celé ¢isla st rovné piatim.

Zdovodnenia:
a) Plati, lebo napr. z = 42 je celé ¢&islo a je vacsie ako 5.

b) Neplati, lebo 2 = 0 je celé &islo, ale neplati preqi 02 > 0.

c¢) Plati, ide o zname tvrdenie.*

)
)
d) Neplati, lebo také ¢islo neexistuje — druha mocnina kazdého realneho ¢isla je nezdporna.™
e)

Neplati. Ide o zloZeny vyrok — implikéaciu, ktora sa sklada z dvoch vyrokov. Na l'avej strane
je pravdivy vyrok — lebo napr. 5 je celé ¢islo, ktoré je rovné piatim. Na pravej nepravdivy
vyrok — lebo napr. pre z = 6 (¢o je celé ¢islo) dostaneme nepravdu 6 = 5.

f) Neplati. Ide o totozny vyrok ako v d). Hoci v oboch vyrokoch je pouZita premenné z, tato
premenné plati iba vramci daného kvantifikovaného vyroku. Cize ide vlastne o dve rozne
premenné. Podobnu situaciu vieme stretnat aj v programovani, kedy beZzne na roznych
miestach v kdde pouzivame premenné s rovnakym nazvom (napr. dva for cykli s premennou

*Tieto podtlohy nie st zrovna reprezentativne z pohladu argumentacie. Ano, ide o zjavné tvrde-
nia a v tomto pripade je zddévodnenie v poriadku. Neskor sa budeme viac venovat zddvodiovaniu
takychto vieobecnych tvrdeni a vtedy zddvodnenie ,,Je to zjavné* nemusi stadit.




— Uloha 3. Znegujte vyroky z predoglej tlohy.

— TUloha 4. Rozhodnite o pravdivosti nasledovnych tvrdeni. V tejto aj nasledujtcich alohach chceme do
vas aj zdovodnenie vaSej odpovede.

a) (Vr € R)(Vy € R)(z +y =0),
b) (3z € R)(Vy € R)(x +y =0),
c) (VzeR)(Fy eR)(z+y=0),
d) (3z € R)(Jy € R)(z +y = 0),

Riesenia uloh st zoradené podla ich naro¢nosti. Oproti tlohe [2] st zdovodnenia uz strucnejsie

a) Neplati, lebo pre z =1, y = 2 neplati 1 + 2 = 0.

d) Plati, lebo pre z = 3, y = —3 plati 3+ (—3) = 0.

c¢) Plati, lebo pre l'ubovolné x € R plati:pre y = —x plati z + (—z) = 0.
)

b) Neplati, lebo pre Iubovolné x € R zvolime y = 1 — x (¢o je zjavne reélne ¢islo), pre ktoré
mame 1+ (1 —z) =1 # 0, teda vyrok 1+ (1 — z) = 0 neplati.

Uvedomme si, Ze v podtlohe b) sme vlastne dokazovali negéciu tvrdenia, ktora vyzera: (Vo € R)(Jy €
R)(z +y # 0). Preto sme pouzili taktto Struktiru — zacali sme dokazovat v8eobecny vyrok ,Pre
Tubovolné z € R...“ a pre toto vSeobecné x sme zacali dokazovat existenény vyrok, ¢o sme zacali
vol'bou y. Po prejdeni kvantifikitorov sme dokazovali, Ze plati x + y # 0.

Vyroky b) a c) ilustruju, Ze na poradi kvantifikitorov zalezi. To méZeme ilustrovat aj réznymi slovnymi
vyznamami vyrokov b) a c):

b) Existuje reélne ¢islo, ktoré dava stucet 0 s Tubovolnym redlnym &islom.
c) Kazdé reélne ¢islo dava sacet 0 s nejakym realnym ¢islom.
Pre lepsie ujasnenie tohto vztahu sa pozrieme eSte na nasledovnu tlohu.
— Uloha 5. Rozhodnite o pravdivosti nasledovnych tvrdeni:

a) (Vz € R)(Yy € R)(xy =0),

)
b) (Fz € R)(Vy € R)(xy = 0),
c) (Vo € R)(Jy € R)(zy = 0),
d) 3z € R)(Fy € R)(zy = 0).

a) Neplati, leboprez =4 ay=2:4-2#0.

b) Plati lebo pre x = 0 plati (Vy € R)(0-y = 0)

c¢) Plati, lebo pre kazdé x € R plati: pre y = 0 dostaneme z - 0 = 0.
)

d) Plati, lebo pre z =0 ay = —17 plati 0- (—17) = 0.

. J

Uloha 6. Rozhodnite, ktoré vyroky st pravdivé.



1

N 1

1

(Jz €R) (z -1 = z) o) (IreR)(FyeR)(z-y=1)
(Vz €R) (21 = z) f) (Jz €R) (W €R) (- y=1)
(z €R) (z-z = 1) g) (Vz€R) 3y eR) (z-y=1)
(Vz €R) (2 -z = 1) h) (Vo € R) (Vg eR) (z -y =1)

Uloha 7. Rozhodnite, ktoré vyroky su pravdivé.

a)
b)

c)

(In € N) (3t € N) (k > n) d) (3n e N) (Tk € N) (k | n)
(Vn € N) (3k € N) (k > n) e) (vneN) 3k e N) (k| n)
(In € N) (V& € N) (k > n) f) (In € N) (vk € N) (& | n)

Uloha 8. Zapiste matematickou formulou (bez ohladu na pravdivost vyrokov):

a)
b)

n)
o)

Pripocitanim nuly sa Ziadne redlne ¢islo nezmeni.

Celé ¢islo d je delitelom celého &isla a. (Tato vyrokova formu zapisujeme ako d | a, ¢o ¢itame
tiez: ,,d deli a.“ V tejto podulohe vyjadrite tento zapis pomocou matematickych formal. V dalsich
podulohach uz mozete znak | bez problémov pouzivat.)

Existuje péarne ¢islo, ktoré je vacsie ako 7.

Kazdé celé ¢islo delitelné desiatimi je delitelné aj dvomi.

Ziadne celé ¢islo delitelné tromi nie je parne.

Stcin dvoch neparnych celych ¢isel je neparne celé éislo.

Kazdé ¢islo delitelné siestimi je parne.

Sucet Tubovolnych troch za sebou idicich celych ¢isel je delitelny tromi.
Existuje najmensie celé ¢islo.

Existuje prave jedno parne celé ¢islo. (V tomto kontexte sa v matematike bezne pouziva kvanti-
fikator 3! (,,exituje prave jeden*). Tu v8ak chceme vyjadrenie bez tohto kvantifikatora.)

Lubovolne malé kladné realne ¢islo vieme zdola aproximovat kladnym racionalnym éislom.

Lubovolné redlne ¢islo vieme napisat ako sucet celého &isla a nezdporného realneho ¢isla mengieho
ako 1.

Medzi Tubovolnymi dvomi racionalnymi ¢islami je nejaké iracionalne.
(*) Prvocisel je nekonecne vela.

(*) Pre kazdé celé ¢isla a, d (d # 0) vieme jednoznacne urcit zvysok ¢isla a po deleni ¢islom d.

RiesSenie

a) (VzeR)(z+0=1x)

b) (3k € Z)(a = kd)

c) (JacZ)2|ana>T)



d) (VneZ)(10|n=2|n)
e) (Vn € Z)(3|n= 2dn)

(

(
£) (Va,b € Z)((2taA21b)(3Em € Z)(Va € Z)(m < a)
i) (

daeZ)2|a)AN(Va,beZ)((2]aNn2|b)=a=0D)




