Cvicenie 2A: Dokazy 1
Uloha 1. Znegujte nasledovné vyroky:
a) (In € N)(42 < n < 47)
b) (Va € NT)(Fb € N)(Ve € N)(¢c > b= ¢* < 2°)
¢) (VaeR)(VbeR)[(ag QAb>0)= (Ic € Q)(|la—c| < b)]
— d) (VaeN)[(3beN)(a=1b?) = [(Vc € N)(a #3c) = (3d € N)(a + 2 = 3d)]]
e) Ve eR)(Vy eR)[(z>0Ay>0)= (FceR)c=z-y=[(Vz€R)(z>c=2z>0)]]

— Uloha 2. Akt pravdivostni hodnotu maji vyroky (Vz € M)a(x), (3z € M)a(z) ak M je a) jedno-
prvkova mnozina b) prazdna mnozina?

— Uloha 3. Mame dokazat, Ze plati

V60 > V13 + V17.

Nizsie sa nachadza pokus o dokaz tohto tvrdenia. Na kolko ide o korektny dokaz?

Zo 8koly vieme, Ze nerovnosti mdéZeme rdzne upravovat, tak podme na to:

V60 > V13 4+V17T |2
(Veo)' > (Vis+vT7)
60 > 13 + 2V13V17 + 17

60 > 30 +2v221 | —30
30 >2v221 | /2
15>+v221 |

255 > 221

Takto sme sa dostali k nieGomu, ¢o plati, takze aj pévodnéa nerovnost je pravdivé.

— Uloha 4. Porovnajte dokaz predoglého s dékazom tvrdenia, 7e v/2 > v/3.

Opét na to pdjdeme rovnako ako v predoslom priklade. Teda budeme upravovat dokazovanu
nerovnost:

V2>+3, | -V3
V2-v3>0, 2
2-2-v2.-v/3+3>0, | +2-v6
5> 26, E

25 > 24,

a to je pravda. Preto plati v/2 > /3.



— Uloha 5. Dokaite, ze plati

T+
(Vo € RY)(Vy € R) — Y> /7.

Uloha 6. Zistite, ¢ nasledovné tvrdenia st tautologie
— a) [(a=b)A(cVd)A((maAc)=e€)]=[-b= (eVd),
— b) [(ma=b)V (cAd)V (e N—cA—-a)=[(-bA-c)=al,
[(ma=b)V(cAd)V (e N=cAa)]l=[(-bA-c)=al,
(

d) [([a=b)A(=bVc)]=[((c=d) ANa)=d]

)
c)
)
e) (aA—-b)V[((meVd)A(aV—e)A(fV-g)) = (dV-e)

£) (aA=bAc)V (mb=> (dA=e))V(mcAdAe)V(d= (maAc)).
Uloha 7. Dokazte, 7e plati:

a) V9—v10 < vV9+/10—1

b) V60 > 13 + /17

¢) VA+VT <3+ V12

d) V60 + VAT — V46 > V13 + V17

RieSenie tloh [3 a 4
Ako spravne pisat dokazy

V tejto Casti ilustrujeme zopar prikladov spravneho zépisu dokazov. VSetky rieSenia st pisané pomerne
minimalisticky, len s nevyhnutnymi komentérmi. Ak si vSak pri rieSeni nie ste ist{, odporu¢ame vam
pisat do rieSenia aj slovné komentére, ktoré popisuju vase zdévodnenia a argumenty:.

Dokaz nerovnosti z ulohy

Uvedené rieSenie vieme opravit dvomi spoésobmi



1. sp6sob riesenia

255 > 221
15 > 221
30 > 2v221

60 > 30 + 2v/221
60 > 13 4+ 2v13V17 + 17

(Veo)' > (Vis+vi7)
V60| > |vi3+ V7]
V60 > VI3 + VI7

| v/ ( obe strany kladné)

2. spbdsob rieSenia

f

f

fr

fr

fr

fr

| '

V60 > V13+vV17
(veo)' > (Vis+vTr)
60 > 13+ 2V13V17 + 17
60 > 30 + 2v/221

30 > 2v221

15 > v/221 2

255 > 221

| =30

| /2

V skuto¢nosti v8ak dokazy vobec nemusia byt linearne. Nové tvrdenie v dokazovej postupnosti nemusi
vyplyvat iba z predoslého, ale moze vyplyvat aj z Tubovolnych uz dokdzanych tvrdeni. Takymto $tylom
vieme zostavit dokaz, ktory je zalozeny na vypoctoch, resp. presnejsie, odhadoch.

3. spbsob riesenia

1. 60 > 59,9076 (zjavna pravda)

\V)

. V60 > 7,74 (lebo 1.)

ED

13,0321 > 13 (zjavna pravda)

W

. 3,61 > +/13 (lebo 3.)




5. 17,0569 > 17 (zjavna pravda)

6. 4,13 > /17 (lebo 3.)

7. 7,74 =3,61 44,13 > V13 + /17, lebo 4. a 5.
8. /60 > \/ﬁ+\/1_7, lebo 2. a 6.

V 6. kroku sme vyuzili, Ze ak plati a < ¢ a zarovenr b < d, tak plati aj a + b < ¢+ d, pre Tubovolné
redlne Cisla a, b, ¢, d. V 7. kroku sme zas vyuzili, Ze ak plati a < b a zaroven b < c, tak plati aj a < ¢
(pre Va, b, c € R).

V tomto pripade sme jednotlivé kroky dokazu pisali pod seba a slovne sme naznacili, na zaklade ¢oho
sme tvrdenie dostali. Zdovodnenia v zatvorkdch moZzno vynechat. Taktiez tieto zddévodnenia mozno
zaznacit aj inak. Jednym z d'alsich spdsobov je vyuzitie sipok / implikécii, ¢o z ¢oho vyplyva.

4. sposob rieSenia

13,0321 > 13 = 3,61 > /13
= 7,74 > V13 + V17
17,0569 > 17 = 4,13 > V17

60 > 59,9076 = /60 > 7,74

= V60 > V13 + V17

Dokaz tautologie [6] a)

ZApis rieSenie cez postupnost tvrdeni

Vyrok je tautologia. Dokaz sporom.
1. Nech plati =[[(a = b) A (cVd) A ((maAc)=e)] = [-b= (e Vd)]]
2. (a=bA(cVd)AN((manc)=e¢€) (z 1)
3. a[7b=(eVvd)] (z1.) 9. —a (z4.a8.)
4. =b (2 3.) 10. (¢ Vv d) (z 2.)
5. =(eVvd) (z 3.) 11. ¢ (z 7. a 11.)
6. —e (z 5.) 12. (maANc)=e (z2)
7. =d (z 5.) 13. maAc(z9. all.)
8. a=b(z2) 14. e (z 12. a 13.) — to je spor s 6.

Pri dokaze sporom je potrebné napisat, Ze ideme dokazovat sporom (kludne aj jednym slovom. A
néasledne oznacit, ¢o je s ¢im v spore (v naSom pripade 6. a 14.). Pri takychto rieSeniach ¢asto hovorime
o tom, ze nejaky vyrok plati alebo neplati. To sa da znacit viacerymi spésobmi.

e Pravdivé vyroky mozeme pisat len tak ako krok (napr. body 2., 8., 10., 14.), nepravdivé vieme
pisat formou, Ze plati ich negécia (napr. body 1., 3., 4, 5.). (Toto je pouzité aj v rieSeni)
e Pravdivost vieme vyjadrit ekvivalenciou s pravdivostnou hodnotou, napr.
L [[(la=bA(cVd)A((maNhc)=¢e)]=[b=(eVd)]] <0
4. b0



8. (a=b) =1
4. es1
Pritom si vsak davajte pozor, aby to nevyzeralo ako dosadenie pravdivostnej hodnoty za elemen-
tarny vyrok.
e Pouzit ohodnotenie / valuaciu vyrokov v:
L ov([la=b)A(cVd)A((-anc)=e)]=[b=(eVd)])=0
14. v(e) =1
Tento spbsob sa ¢asto pouziva pri hlbSom $tidiu matematickej logiky. Na tomto predmete vSak

nie je nutné sa nim zaobrat.

Este si ukazeme, Ze dokazy sa daji zapisovat aj ako text. Tento text zaroven aj detailnejsie vysvetluje,
¢o sa deje v predslom symbolickom dokaze. Zaver je mierne odlisny.

Zapis rieSenia textom

Sporom. Nech neplati [(a = b) A (cV d) A ((maAc) = e)] = [-b = (eVd)]. Potom (a =
b) A (¢ Vv d) A ((—ma A c) = e) plati a vyrok —b = (e V d) neplati. Z neskorsieho dostavame,
zZe —b je pravda, teda b < 0; a tiez e V d neplati, teda e < 0 a d < 0. Z pravdivého vyroku
(a=b)A(cVd)A((maAc) = e) vieme, Ze (a = b) plati. Preto kedZze b < 0, tak aj a < 0. Tiez
nam plati (¢V d), z ¢oho vdaka d < 0 mame, Ze ¢ < 1. Napokon nam plati aj (maAc) = e. Ked
tam v8ak dosadime urcené pravdivostné hodnoty, tak nam vyjde (1 A 1) = 0, ¢o v8ak pravda
nie je, a to je spor.

Dokaz ne-tautologie [6] b)

Ak chceme dokazat, Ze zlozeny vyrok nie je tautologia, mame to jednoduché — staci nam uviest jeden
pripad, kedy nam vyjde nepravda + vyhodnotit (resp. aspon naznacit vyhodnotenie vyroku).

RieSenie
Nejde o tautologiu, lebo pre a < 0, b < 0, c < 0, d < 1, e & 1 vyjde nepravda:

[(—u:b)\/(c/\d)v(e/\—'j/\—'a)] = [(_‘b/l\_‘C):%]

. J

Upozoriujeme, na ¢asté nespravne (neaplné rieSenie)

Nespravne riesenie

Pre spor predpokladajme, ze vyrok neplati
=[[(ma=b)V(cAd)V (e N—cA-a)] = [(-bA—-c)= a]

—

2. (-bA—-c)=a(z1.)
3. ((bA—e) (z2.)
4. =b (z 3.)

5. —c¢ (z 3.)




6. —a (z 2.)
7. (ra=b)V(cAd)V(eN—cA—a) (z 1)
8. =(-a=10b)(z4. a6.)
9. =(cAd) (z5.)
10. e A=c A —a (z 7., lebo prvé dva vyroky v disjunkcii st nepravdivé, tak musi platit treti)

11. e (z 10.)
Dostali sme ohodnotenie elementarnych vyrokov, kedy plati a < 0, b < 0, ¢ < 0, e < 1 (d
moze byt aj pravda, aj nepravda). Teda vyrok nie je tautologia.

Hoci takto zrejme budete riesit takéto tlohy, toto nie je ddokaz — vychadzame totiz z predpokladu, Ze
zloZzeny vyrok neplati a tak nemozeme dokézat, Ze naozaj neplati. Dokonca v takejto situacii mozeme
dojst aj nespravnemu zaveru (teda by vyrok bol tautologiou) — to, Ze sa nam nepodarilo dostat ku
sporu, neznamena, Ze tam niekde skryty nie je.

V takejto situécii potrebujeme overit, Zze pre nami najdené ohodnotenie elementarnych vyrokov nam
vyjde naozaj nepravda (alebo to inym spoésobom zddvodnit, ale overenie je najjednoduchsie a najistej-
Sie). Je to rovnaka situacia, ako ked pri rieSeni rovnice (¢ ststavy rovnic) nam nestaci dospiet k tomu,
ze x = 17, y = 42 a z = 47, ale potrebujeme eSte vykonat skusku spravnosti (alebo inym spoésobom
odargumentovat, Ze nami najdené rieSenie vyhovuje).



