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Cvicenie 2B: Dokazy 11
Uloha 1. Dokazte alebo vyvratte nasledovné tvrdenia:
a) (Va, be N)[(22|aA33]b)= 11| (a+b)]
b) (Va, b € N)[(amod7 =4 Abmod7=5) = abmod 7 = 6]
¢) V/3 je iracionalne &islo.
)

d) Dokaizte, ze ak sucin dvoch realnych ¢isel x a y je iracionalne ¢islo, musi byt aspon jedno z ¢isel

T a y iracionalne.
e) logy 3 je iracionélne ¢islo.
f) (Vvn e N)(5|n?+1=101n)
g) Ak prirodzené &islo n nie je delitelné tromi, tak n? dava po deleni tromi zvysok 1.
h) Ak sucet realnych &isel a, b, ¢, d, e je nula, tak aspon jedno z nich je nezaporné.

a
i) Nech a, b st kladné celé ¢isla opacnej parity. Dokazte, ze ak nemoZno kratit zlomok 7 tak
a—2>
a+b

nemozno kratit ani zlomok

j) Sucet tretich mocnin troch za sebou iducich ¢isel je delitelny deviatimi.

k) (Ya, b e RT) <a+ b _2(a® +ab+ bz))

2 = 3a+b)

Uloha 2. Pre kazdy z uvedenych vyrokov najdite taky priklad mnoziny M a vyrokovych foriem a(t)
a b(t) definovanych na mnozine M, aby po ich dosadeni do vyroku sme dostali pravdivy / nepravdivy
vyrok

a) [(Fz € M)a(z) AN (Ty € M)b(y)] = (Vz € M)(a(z) = b(z))
b) (Vx € M) [a(z) = (y € M)b(y)] = (Vz € M)(a(z) = b(x))

Uloha 3. Zistite, ¢ nasledovné vyroky st tautologie. V pripade, ze nejde o tautolégiu, mozno dostat
tautolégiu nahradenim < za < alebo =7

a) (Vz)a(z) = (Ix)a(x)

b) (Fz)a(x) = (Vx)a(x)

c) (V)(a(z) Ab(z)) < ((Vr)a(z) A (V2)b(x))
d) (Vz)(a(z) V b(z)) < ((Vr)a(z) V (Y2)b(2))
e) (Fz)(a(z) Ab(z)) = ((Fr)a(z) A (32)b(x))
f) (Fz)(a(x) v b(z)) & ((Fr)alz) v (Fr)b(x))
g) (Vz)(a(z) = b(z)) < ((Vz)a(z) = (Vz)b(z))
h) (Bz)(a(z) = b(z)) < ((Ve)a(x) = (32)b(x))
i) ((Ve)a(z) = (3z)b(x)) & (3z)(a(z) = b(z))



— TUloha 4. Rozhodnite o platnosti nasledovnych vyrokov:

2) (v €R)(Wy €R)((+ ¢ QAY ¢ Q) > x4y ¢ Q)
b) (3c € R)(Vn € N)(47n® + 42n3 + 17n? — 9 < cn®)
¢) (3c € R)(Vn € N)(n? +47 < cn)
) ( )

d) 3K e R)(Vz € R)(x > K = 27 — 502° — 472% — 4223 — 172? 4+ 182 — 9 > 0)

Ulohy na d’alSie precvi¢ovanie
Vo vsetkijch ilohdch cheeme od vds tpiné riesenie. Teda aj ked loha je formulovand ,,Rozhodnite...*,
tak v rieseni uvedte dokaz vdsho tvrdenia.

Uloha 5. Mame realne ¢isla a, b, ¢ také, ze ¢isla

1 1 1
b+c’ c+a’ a+b

tvoria aritmeticki postupnost. Dokazte, ze aj ¢isla a2, b2, ¢? tvoria aritmetickt postupnost.

Uloha 6. Dokazte, ze ak e (eulerova konstanta) nie je rieSenim polynomialnej rovnice s celo¢iselnymi
koeficientmi, tak ani 2e nie je.

Uloha 7. O cisle 7 vieme, Ze je iracionalne. Dokazte, Ze ¢islo

47
T+ 42

je tieZ iracionélne.
Uloha 8. Dokazte, 7e pre kazdé prvocislo p je /P iracionalne cislo.
Uloha 9. Je ¢islo v/2 + /3 racionalne?
Uloha 10. Dokaite, 7e ak /a + Vb € Q pre nejaké racionalne &isla a, b, tak aj Va € Q, aj Vb e Q.
Uloha 11. Dokéite, 7e pre kazdé celé ¢isla x, y plati
31| 6z +1ly < 31| 2+ Ty.

Uloha 12. Nech a, b, ¢ st realne &sla, pre ktoré plati a + b+ ¢ = 0. Dokaizte, ze
b b ¢

a a ¢
-4+ -4+-4+-+-+
a ¢ a ¢ b

5 3.

Uloha 13. (*) Dokazte, 7e pre kazdé prirodzené ¢islo n je éislo 2 najvicsim spoloénym delitelom &isel
2n + 6, 4n + 10.

Uloha 14. (*) Dokazte, Ze ak existuje nekonecne vela palindromickych prvoéisel (¢itaji sa rovnako
spredu aj odzadu), tak existuje aj nekoneéne vel'a palindromickych prvoéisel, ktoré maji neparny pocet
cifier.

Uloha 15.  a) [(Vz)a(z) = (Iy)b(y)] = (V2)(Fy)(a(z) = b(y))



Ako dokazovat kvantifikované tautologie

[lustrijeme si to na tlohe ), kde dokazeme, Ze

(Vz)(a(z) = b(z)) = ((Vz)a(z) = (V2)b(z))

je tautologia.

Priamy dokaz

1. Nech plati (Vx)(a(z) = b(x)).
Dokazeme, zZe plati (Vz)a(x) = (Vz)b(x):
2. Nech plati (Vz)a(z).

Dokazeme, ze plati (Vz)b(z):

Pre kazdé x plati:

3. a(x) (lebo 2.)

4. a(z) = b(x) (lebo 1.)

5. b(z) (lebo 3. a 4.)

Teda plati (Vz)b(x).

Teda plati (Vx)a(x) = (Vz)b(x)
Teda plati (Vz)(a(z) = b(x)) = ((Vx)a(x) = (Vx)b(x))

Komentdr. Dokazovana tautologia ma formu implikdcie. T dokazujeme priamo tak, Ze predpokladame
pravdivost Tavej strany a ukdZeme, Ze plati aj prava strana. KedZe na pravej strane je opat implikicia,
tak tento postup zopakujeme. Dokazy tychto dvoch implikacii st v ¢ervenych raméekoch. Dostaneme
sa k dokazovaniu vyroku v tvare v8eobecného kvantifikdtora (modry ramdéek). Ten dokazujeme tak,
Ze napiSeme dokaz kvantifikovanej vyrokovej formy vSeobecne za pomoci premennej (zleny ramdcek).
Vsimnite si, Ze vnitri zeleného raméeka nemame Ziadne kvantifikatory. Do vasich rieSeni nemusite pisat
tento komentar. TieZ moZete vypustit aj zavery ,,Teda plati. .. *

Dokaz sporom

Pre spor predpokladajme, Ze (pre nejaké univerzum a nejaké vyrokové formy a(z), b(z) na hom
definované) plati negacia, teda:

1. =[(Vz)(a(z) = b(z)) = ((Vz)a(z) = (V2)b(z))]

2. (Vz)(a(z) = b(x)) A =[(Vz)a(z) = (Vz)b(z)] (negacia 1.)
3. (Vz)(a(z) = b(z)) (lebo 2.)

4. (3z)(a(z) A =b(z)) (lebo 2. + negacia)

5. a(c) A—b(c) pre nejaky prvok ¢ (lebo 4.) (tu sme zaviedli do nasho dokazu nova premenni

¢, ktorou sme oznaéili prvok univerza, ktorého existenciu zarucuje vyrok 4.)
6. a(c) = b(c) (lebo 2. plati pre vSetky prvky univerza, teda aj pre nase c)

7. =(a(c) = b(c)) (negéacia 5.) — SPOR s tvrdenim 6.

\. J

Casti pisané Sedou sluzia pre lepsie objasnenie, do rieSenia takto podrobne netreba pisat.



Niekol'ko rad ako dokazovat vyroky podla ich typu

Tu je prehlad zakladnych struktar dokazu podla typu vyroku, ktory mame dokazovat. Defaultne tak
dostaneme priamy dokaz, ale ni¢ ndm nebrani pred dokazovanim si dokazované tvrdenie upravit na iné
(nepriamym dokazom ¢ matematickou indukciou).

A A B: Dokazme A a potom dokaZeme B.

AV B: Rozdelime dokaz na dva pripady (napr. ak je nejaké ¢islo parne alebo nepérne). Z jedného
dokéZzeme A a zdruhého dokdzeme B.

A = B: Predpokladame, Ze A plati a dokdzeme B.

A & B: DokdZzeme A = B a B = A.

¢ V niektorych pripadoch je mozné najst postupnost ekvivalentych uprav od vyroku
A k B. Tu vsak treba byt obozretny, ¢ naozaj vSetky s ekvivalentné. Pre lepsiu kontrolu
odportcame skontrolovat, ¢i st vietky tvahy spravne jednym aj druhym smerom.

(Vz)a(z): Dokadzeme a(x) za pouZitia premennej .

(x)a(x): Ukadzeme platnost a(x) pre jednu konkrétnu volbu premennej x (napr. dokdZeme a(47)).
Pri vol'be x mozeme pouzit aj premenné, ale iba ak uz v naSom dokaze nejaké mame definované

All

(a nesmu byt ,zakryté“ kvantifikdtorom).

A tu je prehlad zékladnych logickych krokov, ktoré vieme poc¢as dokazovania robit. Opéat pre kazdy z
najcastejsich typov vyrokov uvadzame, ¢o z neho mozno odvodit.

A A B: Vieme odvodit platnost A, rovnako aj platnost B.

AV B: Vieme rozdelit dokaz na dve ¢asti, v jednej predpokladame platnost A a v druhej platnost
B (vhodné pri dokazovani vyrokov so spojkou alebo).

A = B: Ak mame uZ dokazané A, vieme odvodit platnost B
A & B: Rovnako ako pri A = B, prip. B = A.

(Vz)a(z): Vieme za x dosadit honotu a odvodit pre fiu platnost vyroku (napr. a(47), ak sme v celych
Cislach).

(3z)a(z): Zavedieme nova premennt, napr. ¢, a odvodime platnost a(c).



