Cvicenie 3B: MnozZiny

Uloha 1. Dokazte identity:

a) AUBNC)=(AUB)N(AUCQC)

b) (A-C)—(B-C)=A—-(BUCQ)
Uloha 2. Dokaite, 7e pre Tubovolné mnoziny A, B, C platia identity:

a) (ANB)xC=(AxC)n(BxC(C),

b) (AUB)xC=(AxC)U (B xC),

c) (A—-B)xC=(AxC)—(BxC(C).
Uloha 3. Dokaite, ze pre lubovolné mnoziny A, B, C plati (AC BABC C)= ACC.
Uloha 4. Rozhodnite, & pre 'ubovolné mnoziny A, B, C plati:

a) ACBNC < (ACBANACCO)

b) ACBUC < (ACBVACCO)

Pre mnozinu M definujeme potencni mnoZinu mnoziny M ako mnozinu vSetkych podmnozin
mnoziny M. Oznacujeme ju ako P(M). Teda

P(M) ={X; X C M}.

Pri dokazoch teda budeme vyuzivat, ze X € P(M) < X C M.

Uloha 5. Zistite, v akom vztahu (rovnost / inkltzia / Ziaden) stt mnoziny:

a) P(A)NP(B) aP(ANB)

b) P(A)UP(B)aP(AUB)
Uloha 6. Dokazte, 7e A; U Ay U---U A, sa da pre n > 2 vyjadrit ako:

a) AjU(A2 — A1) U (A3 —(AHUA))U---U (A, —(AHUAU---UA, 1))

b) (A1 —Ay))U---U(Ap1 —Ap) U4, —ADUAINAN---NA)
Uloha 7. Nech A, B, C st mnoziny.

a) Dokazte, ze ak A C B, tak Ax C C B x C.

b) Ako sa zmeneni vysledok z a), ak namiesto C piSeme C?

c¢) Plati aj opa¢na implikacia?
Uloha 8. Dokaite, Ze mnoziny A a B st disjunktné prave vtedy, ked (A x B) N (B x A) = {.
Uloha 9. Dokazte, 7e nasledovné tri podmienky st ekvivalentné:

(i) AC B,

(i) AUB =B,



(iii) A~ B=B- A

Uloha 10. Zistite, & pre Tubovolné mnoziny A, B plati:
a) P(A—B)—{0} C P(A) —P(B),
b) P(A) — P(B) C P(A— B) — {0}.

Vase tvrdenia dokazte.

Uloha 11. Zistite, ¢ pre Iubovolné mnoziny A, B, C plati:
a) P(ANB)—P(ANC)CP(A) —P(C),
b) P(A) —P(C) CP(ANB)—-PANC).

Vase tvrdenia dokazte.

Uloha 12. Nech A je podmnozina prirodzenych &isel. SupermnoZinou mnoziny A nazveme mnozinu
vetkych nadmnoZin mnoziny A v univerze prirodzenych ¢isel. Budeme ju oznacovat S(A). Teda

S(A)={X e P(N)| AC X}.
Zistite, ¢ pre Tubovolné mnoziny A, B plati:

a) S(ANB) C S(A)NS(B),

b) S(ANB) 2 S(A)NS(B).

Vage tvrdenia dokazte. Pre ziskanie plného po¢tu bodov nesmiete bez dékazu vyuzit tvrdenia o mno-
zinach, vSetky vyuzité tvrdenie dokazte z definicie.



Riesenie ulohy [5la)

RieSenie

Ukazeme, ze P(A) NP(B) = P(AN B).
Dokaz P(A) N'P(B) C P(AN B): Pre vietky X plati:
1. Nech X € P(A)NP(B)

2. X € P(A) A X € P(B) (definicia prieniku)

3. X C AN X C B (definicia poten¢nej mnoziny)

X C B), teda sa nachadza aj v AN B.

5. X € P(AN B) (definicia poten¢nej mnoziny).
Tym sme ukéazali, ze plati (VX)(X € P(A) NP(B)) = (X € P(AN B)).
Dokaz P(A) N'P(B) 2 P(AN B): Pre vietky X plati:

1. Nech X € P(AN B)

2. X C AN B (definicia poten¢nej mnoZiny)

3. XCA(leho X CTANBCA)

4. X C B (lebo X C AN B C B)

5. X CAANX C B (lebo 3. a 4.)

6. X € P(A) A X € P(B) (definicia potenénej mnoziny)

7. X € P(A) NP(B) (definicia prieniku)
Tym sme ukazali, ze plati (VX)(X € P(A)NP(B)) < (X € P(ANB)).

\.

4. X C AN B, lebo kazdy prvok mnoziny X sa nachadza v A (vdaka X C A) aj v B (vdaka

Zdovodnenie Sedou st zrejmé (ide len o pouZitie definicie), mozete ich vynechat. Dokaz 4. kroku 1.

inkluzie mozno spravit viac formélne aj takto:
i. Nechy € X
ii. ye€ A (lebo X C A)
ili. y € B (lebo X C B)
iv. y € AN B (lebo ii. a iii.)
Podobne mozno formélne dokazat aj 3. krok (a analogicky aj 4. krok) z 2. inkluzie:

i. Nechy € X
ii. ye AN B (lebo X C AN B)

ili. y € A (definicia prieniku)

Riesenie tlohy 10

a) Ukazeme, Ze tvrdenie a) plati. Nech X je l'ubovolny prvok z mnoziny P(A — B) — {0}, ukdZzeme,

se X € P(A) — P(B):



8.
9.

. X eP(A-DB)—{0} (predpoklad)
. X ePA-B)AX ¢ {0} (definicia rozdielu)

X #0 (z 2.
XCA-B (z 2. + definicia P)
Ak si zoberieme Iubovolny prvok y € X, tak podla 4. y € A — B, teda y € A. Preto X C A.

Kedze X # (), tak X obsahuje nejaky prvok z. Pre tento prvok podla 4. plati z € A — B, teda
z ¢ B. Kedze (32)(: € X ANz ¢ B), tak X ¢ B.

XCAANX B (z5.a6.)
X e P(A)ANX ¢ P(B) (definicia P)
X e P(A) —P(B) (definicia rozdielu)

Tym sme ukazali, ze (VX)(X € P(A— B) — {0} & X € P(A) — P(B)), teda a) plati.

b) Ukéazeme, Ze b) vo vSeobecnosti neplati. Nech A = {1,2} a B = {1}, potom

P(A) = P(B) = {{2},{1,2}} € {{2}} = P(A - B) — {0}.

Riesenie tlohy 11

Ukazeme, Ze a) plati. Nech X € P(AN B) —P(ANC), potom:

1.
2.
3.
4.

X e P(ANnB) —P(ANC) (predpoklad)
X eP(ANB)ANX ¢ P(ANC) (definicia rozdielu mnozin)

X CANBAX Z ANC (definicia poten¢nej mnoziny)

XCA
Doékaz: Pre kazdé y plati: y € X XeAnB ye ANB=yeA.
XgC

Doékaz: X € ANC = (32)(z€e X Nz¢ ANC)= (Fz)(z € X AN(2¢ AV z ¢ (C)). Z toho, ze
z€ X aX CAmame, ze z € A. Preto zo z ¢ AV z ¢ C vyplava z ¢ C. Teda existuje také z,
7ez€ X Nz¢ C,preto X £ C.

XCAANXZC (4. a5)
X € P(A) AN X ¢ P(C) (definicia potencnej mnoziny)
X € P(A) — P(C) (definicia rozdielu)

RieSenie tlohy 12

a) Tvrdenie neplati. Protiprikladom st napr. mnoziny A = {1} a B = {2}. Pre mnozinu {1} mame
{1} € S(An B) = §(0), lebo O C {1}. Ale {1} ¢ S(A) N S(B), lebo {1} ¢ S(B) = S({2}), lebo
{2} < {1}.



b) UkaZeme, Ze tvrdenie plati. KedZe obe strany inkluzie obsahuju len mnoziny prirodzenych ¢isel,
tak nam staci ukazat, ze (VX € P(N))(X € S(A)NS(B) = X € S(AN B)). Pre kazdé X € P(N)
plati:

1. X € S(A)NS(B)
2. X € S(A) A X € S(B)
3. ACXABCX

4. ANB C X, lebo kazdy prvok y mnoziny AN B sa nachadza aj v A a vdaka A C X sa y nachadza
ajv X

5. X e S(ANB)

Iné rieSenie b) Opit budeme dokazovat, ze X € S(A)NS(B) = X € S(AN B) plati pre vsetky
X C N a taktiez aj pre vietky A, B C N. Upravujme tento vyrok:

XeSANSB)=XecSANB)
(definicia prieniku) 0
(XeSAANXeSB)=XecSANB)
(definicia supermnoziny) 0
(ACXANBCX)=ANBCX
(definicia podmnoziny) 3
(VyeAd=ye X)AN(Vy)lye B=>ye X)) = (Vy)lye ANB=yeX)
tautologia ((Vy)a(y) A (Vy)b(y)) < (Vy)(a(y) Ably) T
My)((yed=yeX)ANyeB=ye X)) = V) (yecAnB=yecX)
tautologia (Vy)(a(y) = b(y)) = ((Vy)aly) = (Vy)b(y)) 1
VY)[((yeA=yeX)ANyeB=yeX)=(ye ANB=yec X)]
(definicia prieniku) 0
("W(yeA=yeX)A(yeB=yeX))=>(ye AryeB)=yeX) (%)

Dostali sme sa tak k vyrokovej forme
(yeA=yeX)AN(yeB=>yeX))=((ye ANye B)=ye X).

Na nu sa vSak vieme pozriet ako na zloZeny vyrok s elementarnymi vyrokmi y € A, y € Bay € X,
kazdy z nich moze byt pravdivy alebo nepravdivy. Tento zloZeny vyrok je tautologia. (Dokaz z rieSenia
vynechévame, mali by ste byt schopni ho doplnit, tu to ide jednoducho aj tabulkou.) Teda bez ohladu
na volbu mnozin A, B, X C N je vyrokova forma @ pravdiva. Vdaka implikaciam {} tak plati aj
X eS(A)NS(B)= X € S(AN B), ¢o sme mali dokazat.

Zopar poznamok k druhému rieseniu. Pri rieSeni tohto typu si musime davat pozor na tupravu
vyrokov s kvantifikitormi, hlavne na ich rézne ,, vynimanie pred zatvorky*. TotiZ nie vzdy ide o korektnii
tupravu. Mézeme si v8imnut, Ze predposledné tprava méa formu len jednosmernej implikécie. Preto tento
postup nemoézeme pouzit v rieSeni a). Ak aj ukdZzeme, Ze @ v nejakom pripade neplati, ni¢ nam to
nepovie. Totiz z nepravdy stale mdze vyplynit aj pravda.



