Cvicenie 10A: Relacie ekvivalencie a rozklady

Uloha 1. Na mnozine Studentov gymnézia definujeme relaciu ,,byt spoluziakom“. Dokazte, Ze ide o
relaciu ekvivalnecie. Co je rozklad, ktory uréuje?

Uloha 2. Dokaite, ze relacia
R={(a,b) € ZxZ; 5| (a—0b)}

je relaciou ekvivalencie na mnozine Z. Opiste, aky rozklad indukuje
a) ak ju ztZime na mnozinu {—10,—8,1,5,16,17,20,47,49},
b) na mnozine Z.

Uloha 3. Dokazte, 7e relacia V z predoslej ulohy je relaciou ekvivalencie. Popiste rozklad, ktory
indukuje

a) na mnozine {—10,—8,1,5,16,17,20,47,49},
b) na mnozine Z.

Uloha 4. Dokaite, 7e pre kazdé kladné celé ¢islo d je relacia =4 definovana na Z tak, ze
a=4bsd|(a—0b),

je relaciou ekvivalencie a popiste rozklad, ktory indukuje.

Pozndmka. Tato relacia sa nazyva kongruencia a velmi ¢asto sa vyuZiva v teérii ¢isel. Dava do vztahu
prave také ¢isla, ktoré maja rovnaky zvySok po deleni ¢islom d. Miesto znacenia a =4 b sa skor pouziva
a =b (mod d) (¢itame a je kongruentné s b modulo d). Teda napr. 2 = 47 (mod 5), 12 =0 (mod 2),
22 =50 (mod 7).

Uloha 5. Dokaite, ze relacia
R={(z,y) eRxR; z—y e Z}

je relaciou ekvivalencie a popiste rozklad, ktory indukuje.

Uloha 6. Kolko je vietkych relacii ekvivalencie na stvorprvkovej mnozine? Kolko je ich na patprvkovej
mnozine?

Uloha 7. Nech R a S su relacie ekvivalencie na mnozine M. UvaZujme nasledovné relacie

a) RUS, b) RNS, c) R— 5, d) RS, e) R7L.

Pre kazdu z poduloh najdite priklad relacii R, S kedy vyslednéa relécia je opét relaciou ekvivalencie;
a taktiez priklad relacii R, S, kedy vysledna relacia nie je relaciou ekvivalencie. V pripade, Ze také
relacie R, S nemozno najst, dokazte preco.

Uloha 8. Nech R a S st tranzitivne relacie. Co viete povedat o tranzitivnosti relacii

a) RNS, b) RUS, c) R—S, d) RS, e) R717

Musia byt vizdy tranzitivne? MéZu byt pre niektoré volby R, S tranzitivne a inokedy nie? Nebudu
nikdy tranzitivne?

Uloha 9. Ktoré z relacii z predoglych cviceni st relaciami ekvivalencie? Aky rozklad uréuja?



Uloha 10. Nech W je neprazdny systém relacii ekvivalencie na mnozine X. Dokézte, ze aj ) rew B
je relacia ekvivalencie na mnozine X.

Na dokoncenie principu inkliziea exklizie:

Uloha 11. Fakulta pontka 60 voliteInych predmetov. Kazdy zo 100 prvakov si vyberie prave jeden
volitelny predmet. Kolkymi sposobmi si mozu $tudenti vybrat predmety, ako kazdy volitelny predmet
si vybral aspon jeden Student?



