Cvicenie 13A: Suvislost a bipartitné grafy

Uloha 1. Dokézte, Ze komplementarny graf k nestvislému grafu je stvisly. (Komplementarny graf

grafu G je taky graf G’, pre ktory plati V(G') = V(G) a E(G') = (‘2/) — E(G).)

Uloha 2. Dokaite, ze Tubovolné dve najdlhsie cesty v stvislom grafe maja spolo¢ny vrchol. Maju aj
spolo¢ni hranu?

Uloha 3. Dokézte, ze ak graf G = (V, E) obsahuje aspoii jeden uzavrety sled nepéarnej dlzky, tak
obsahuje aj kruznicu neparnej dizky.

Uloha 4. Dokazte, 7e v Tubovolnom 2-regularnom grafe lezi kazdy vrchol na prave jednej kruznici.
Uloha 5. Popiste vietky grafy, ktoré neobsahuju ziadnu cestu dlzky 3.

Uloha 6. Nech n > 1. Najdite najmensie k(n) € N takeé, Ze vietky jednoduché grafy radu n s k(n)
hranami si stvislé.

Uloha 7. Dokaite, ze pre kazdy bipartitny 3-regularny graf s particiami A, B plati |A| = |B].

Uloha 8. Nech G je suvisly bipartitny 3-regularny graf. Dokazte, Ze ak z grafu G odstranime I'ubovolny
vrchol, tak ostane stvisly.

Uloha 9. Nech G je stvisly bipartitny 3-regularny graf. Dokéite, Ze ak z grafu G odstranime Tubovolni
hranu, tak ostane sivisly.

Uloha 10. Na I'avom brehu rieky stoji prievoznik a ma na svojej lodicke previezt cez rieku kozu, vlka
a seno. Lodka je mala a okrem prievoznika sa do nej vdjde len jeden z uvedenych troch pasaZierov.
Moze prievoznik postupne dopravit cez rieku kozu, vlka i seno, ak nesmie ponechat osamote na brehu
ani vlka s kozou ani kozu so senom? Ako sa zmeni tiloha, ak mé prievoznik dopravit cez rieku

1. este jednu kozu;
2. este jedného vika?

Uloha 11. Pre kladné celé &slo n uvazujme graf Q,,, ktorého vrcholy tvoria vietky n-¢lenné postup-
nosti nil a jednotiek. Hranami st spojené tie postupnosti, ktoré sa lisia prave v jednej pozicii (teda
napr. {0110,0100} € E(Q4), ale {0110,0101} ¢ E(Q4)). V zavislosti od ¢isla n uréte:

Kolko hran méa graf Q,,7

Je graf Q,, suvisly?

Je graf @, bipartitny?

Uréte dlzku najkratdej kruznice grafu Q.
Uréte dlzku najdlhsej kruznice grafu Q.

(*) Najdite najmensie také ¢islo d, ze medzi kazdymi dvoma vrcholmi grafu @,, existuje cesta
dlzky najviac d.



— Uloha 12. Posudte spravnost nasledovného dékazu.

Tvrdenie. Kazdy n-vrcholovy graf G s 6(G) > 3 obsahuje kruznicu dizky 4.

Dokaz. Tvrdenie dokdzeme matematickou indukciou podla n. Graf s minimélnym stupfiom vr-
chola 3 musi mat aspon 4 vrcholy. Ak n = 4, tak G = K4 (tplny graf na 4 vrcholov), ktory
obsahuje kruznicu dizky 4.

Predpokladajme teraz, ze tvrdenie plati pre nejaké n a dokdzeme, Ze plati aj pre n + 1. Podla
indukéného predpokladu, n-vrcholovy graf G obsahuje kruznicu dizky 4. Ak do grafu G pridame
novy vrchol stuphia aspoini 3, tak dostaneme (n + 1)-vrcholovy graf G'. Novy graf G’ ma tiez
minimalny stupeii aspoit 3 (lebo sme len pridali hrany) a stale obsahuje kruznicu dizky 4.
Tvrdenie teda plati aj pre n + 1, ¢im je dokaz indukciou hotovy. O

— Uloha 13. Na vedierku sa stretlo 3n — 1 T'udi, n € N*t. Niektoré dvojice Iudi sa medzi sebou poznaji
(vztah poznat sa je symetricky). Dokazte, ze v kazdej takejto situacii existuje n navzajom disjunktnych
parov s vlastnostou, Ze bud sa v8etky pary medzi sebou poznaju, alebo sa ziaden z parov medzi sebou
nepozna.

Uloha 14. Dokazte, ze vrcholy kazdého grafu G, ktorého minimalny stupeii je aspoi 1, mozno rozdelit
na dve skupiny tak, Ze kazdy vrchol m4 suseda v druhej skupine ako je on sam.



