RieSenia 2. sady domacich tloh

Uloha 1

Maéame 3 tycCe oznacené A, B, C a 2n diskov, ktoré st vSetky umiestnené na ty¢i A a v poradi zhora
nadol st oc¢islované 1,1,2,2,...,n,n. V jednom tahu moézeme vziat vrchny disk z Tubovolnej
ty¢e a umiestnit ho na vrch Tubovolnej inej tyc¢e, avSak nesmieme pritom polozit disk s va¢sim
¢islom na disk s mensim ¢éislom. (Disky s rovnakymi ¢islami na seba mozeme ukladat.) Dokaze,
7e pomocou 2"t — 2 tahov vieme vietky disky z ty¢e A premiestnit na ty¢ B.

Bonus. (1 bod) Napiste program, ktory zo vstupu nacita ¢islo n a vypiSe postupnost tahov,
ktora presunie disky z ty¢e A na ty¢ B. Kazdy tah bude v samostatnom riadku, ktory bude
tvaru XY, ktory znamené, Ze z tyce X presivame disk na tyc Y.

Matematickou indukciou dokéZeme, Ze 2n diskov vieme premiestnit z jednej tyce na druha vyuZitim
27+l _ 2 fahov. Pre n = 0 nemame Ziadne disky, ¢iZze na vyrieSenie hlavolamu nam staéi 0 tahov. Kedze
21 — 2 =0, tak bazu mame dokazant.

Nech k je prirodzené ¢islo. Prepokladajme, Ze 2k diskov 1,1,2,2,...,k, k vieme premiestnit z jednej
tyce na druht na 281 — 2 fahov (indukény predpoklad). Dokazeme, Ze potom vieme aj 2(k + 1) diskov
1,1,2,2,...,k+ 1,k + 1 premiestnit z jednej tyce na druhd, bez ujmy na vSeobecnosti z A na B. To
spravime nasledovne:

1. Na zéklade indukéného predpokladu presunieme disky 1,1,2,2,...,k, k z ty¢e A na ty¢ C pomo-
cou 2F+1 — 2 tahov.

2. Presunieme disk jeden disk k + 1 z ty¢e A na ty¢ B a rovnako aj druhy. Vykonali sme 2 tahy.

3. Podla indukéného predpokladu presunieme disky 1,1,2,2,... k, k z ty¢e C na ty¢ B pomocou
2k+1 _ 92 tahov.

Vsetky vykonané tahy sa korektné. Disky k& + 1 nés v krokoch 1. a 3. netréapia, kedZe na ne mozeme
ulozit vSetky ostatné. Ukazali sme tak, Ze vieme presunit vSetky disky z ty¢e A na ty¢ B, pri¢om pocet
pouzitych tahov je

(2k+1 . 2) + 2 + (2k+1 o 2) —9. 2k+1 —_9— 2(k+1)+1 . 27

¢o je presne to, ¢o sme chceli dokazat. Dokaz indukciou je tak hotovy.

Poznamka. V tomto rieSeni sme vlastne dokazovali silnejSie tvrdenie. Miesto presiivania diskov vy-
slovene z ty¢e A na ty¢ B sme dokazovali, Ze vieme prestuvat medzi [ubovolnymi dvomi tycami. To
je technicky potrebné, ked chceme v indukénom kroku vyuzit indukény predpoklad na presun diskov
z tyée A na C'. Ak mame v indukénom predpoklade len presun z A na B, tak to nemoZeme len tak
pouzit.

Bonus. Spomenuty problém je vyrazny, ked sa pustime do programovania. Matematikck4 indukcia
zodpoved4 rekurzii v programovani. Teda ak chceme previest naSe rieSenie do programu, najpriamejsie
bude napisat rekurzivnu funkciu. Ak by sme vSak isli programovat funkciu hanoi(n), ktora vypise
postuonost tahov presivajicu disky z A na B, tak ti nebudeme méct pouzit na presun z A na C.
Preto si funkciu zovSeobecnime tak, Ze jej priddme argumenty start, goal, urcujice z ktorej tyce
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na ktort chceme disky prestuvat. Takto vieme pridat aj argument mid pre zvySnu ty¢ — sice sa da
jednoznag¢ne urcit z hodndt start, goal, ale je pohodlnejsie sa toho usetrit.

Budeme teda programovat funkciu hanoi(n, start, goal, mid), ktora presunie disky 1,1,2,2,... n,n
z tyCe start na ty¢ goal za pomoci tyce mid.

def hanoi(n, start, goal, mid):

if n > O:
# Presunieme disky 1, 1, 2, 2, ..., n - 1, n - 1 z start na mid
hanoi(n - 1, start, mid, goal)

# Presunieme dva disky n z start na goal

print (start + goal)

print (start + goal)

# Presunieme disky 1, 1, 2, 2, ..., n - 1, n - 1 z mid na goal
hanoi(n - 1, mid, goal, start)

n = int (input ())
hanoi(n, ’A’, °’B’, ’C?)

Porovnanie rekurzie a matematickej indukcie. Na tejto tlohe si moéZeme pekne vSimnut suvis
medzi rekurziou a matematickou indukciou. Akurat tento program néam ni¢ nehovori o pocte tahov.
Aby sme dokazali, ze spravi 2"t — 1, tak potrebujeme uz matematickt indukciu.

Kde spravit bazu? V tlohe nebolo jasne zadané, pre ktoré n mame tvrdenie dokazovat (¢i pre
n > 0 alebo pre n > 1). Na§ dokaz aj program uvazuje n > 0. VSimnite si, Ze pripad uvaZovanie 0
vobec nie je problematické. Ak by sme nulu nechceli uvazovat, tak by sem v baze pre n = 1 vykonali
dva priame tahy. A program by vyzeral nasledovne:

def hanoi(n, start, goal, mid):

if n == 1:
print (start + goal)
print (start + goal)

else: # Alebo if n > 1:
# Presunieme disky 1, 1, 2, 2, ..., n - 1, n - 1 z start na mid
hanoi(n - 1, start, mid, goal)
# Presunieme dva disky n z start na goal
print (start + goal)
print (start + goal)
# Presunieme disky 1, 1, 2, 2, ..., n - 1, n - 1 z mid na goal
hanoi(n - 1, mid, goal, start)

n = int (input ())
hanoi(n, ’A’, °B’, ’C’)

Dokazovanie pre n > 0 mé vyhodu v tom, Ze baza je jednoduch8ia. Aj program je o nie¢o strucnejsi.



Uloha 2

Vyber niekolkych mnoZin nazyvame podozrivym, pokial niektora z vybranych mnoZin je pod-
mnozinou inej vybranej mnoziny. Najdite najvicsie také celé ¢islo k, pre ktoré mozno vybrat k
navzajom roznych podmnozin mnoziny {1,2,3,4,5} tak, aby tento vyber nebol podozrivy. Vase
tvrdenie dokézte.

Ciastkové body viete ziskat aj za korektné dokazy nejakiyjch dolnijch ¢ hornyjch odhadov na hladané
najvacsie k (teda, Ze je isto mensie / vicsie ako nejaké ¢islo).

.

Ukazeme, Ze najvicsie také k je 10.

Dolny odhad (konstrukcia). UkaZeme, Ze existuje vyber 10 podmnoZin, ktory nie je podozrivy.
Ide napr. o vyber vSetkych 2-prvkovych podmnozin, ktorych je (g) = 10. Overenie, Ze tento vyber nie
je podozrivy l'ahko spravime aj manualne. AvSak vyplyva to z toho, Ze ak mame dve rézne mnoziny A,
B, pre ktoré plati A C B, tak B musi mat ostro viac prvkov ako A. To pri iba dvojprkovych mnoZinach
nemoze nastat.

Horny odhad. Teraz ukiZzeme, Ze kazdy vyber 11 podmnozin je podozrivy. Teda Ze pre kazdy vyber
11 podmnozin mnoziny {1,2,3,4,5} existuju dve rézne podmnoziny, z ktorych je jedna podmnozinou
druhej. Uvazujme nasledovné rozdelenie vSetkych podmnozin na 10 skupin:

1. 0,{1},{1,2},{1,2,3},{1,2,3,4},{1,2,3,4,5};
2. {2},{2,3},{2,3,4},{2,3,4,5}
3. {3},{3,4},{3,4,5},{1,3,4,5};
4. {4},{4,5},{4,5,1},{4,5,1,2};
5. {b},{5,1},{5,1,2},{5,1,2,3};
6. {1,3},{1,3,4};
7. {2,4},{2,4,5}
8. {3,5},{1,3,5};
9. {4,1},{1,2,4};
10. {5,2},{2,3,5}.

Lahko overime pre kazdi zo skupin plati, Ze ak vyberieme hocijaké dve mnoziny z nej, tak jedna je
podmnozinou druhej. KedZe méame 11 vybranych podmnozin, ale len 10 skupin, tak podla Dirichletovho
principu sme z niektorej skupiny vybrali dve mnoziny — na zaklade predoslej vety jedna je podmnozinou
druhe;j.

Poznamka. Ked si povieme, Ze chceme druhii ¢ast dokdzat Dirichlerovym principom, tak to zna-
menad, ze chceme vSetkych 32 podmnozin rozdelit do skupin (holubnikov). Nakol'ko chceme, aby nam
Dirichletov princip povedal, Ze existuju dve mnoziny, z ktorych jedna je podmnozinou druhej, tak tieto
skupiny musime tvorit podla tejto vlastnosti — hocijaké dve podmnoziny vyberieme, tak jedna musi
byt pdomnoZinou druhej. Vyhovujuce rozdelenie tak vieme néajst skisanim, kedy postupne pridavame
mnoziny do skupin sledujic tato vlastnost.



Uloha 3

Zistite, ¢i pre [ubovolné mnoziny A, B, C plati:
a) P(A)U(P(B)NP(C)) CP(AUB)NP(AUC)

b) P(A)U(P(B)NP(C)) 2 P(AUB)NP(AUC)
Vase tvrdenia dokazte. Pre ziskanie plného poétu bodov nesmiete bez dokazu vyuzit tvrdenia o
mnozinach, vsetky vyuzité tvrdenia dokazte z definicie.

Cast a)
Pri dékaze vyuzijeme nasledovné tvrdenie: Pre Tubovolné mnoziny X, Y, Z plati:

XCY=XCYUZ (1)
Doékaz. Nech plati X C Y. Dok4Zeme, Ze potom plati X C Y U Z. Pre lubovolné a plati

aGXX%YaEYé(aGY\/an)éaEYUZ.

Teda plati (Va)(a € X = a €Y UZ), preto plati X CY U Z. O

Dokazeme, Ze tvrdenie a) plati. Uvazujme prvok X, ktory patri do pravej strany rovnice, teda plati
X e P(A)U(P(B)NP((C)). (2)
Na zaklade definicie zjednotenia potom plati
X ePA)VvXePB) NP (3)
a podla definicie prieniku mame
XePA)V(XePB)ANXecP). (4)
Teraz vyuzijeme definiciu poten¢nej mnoZziny, ¢im mame
XCAV(XCBAXCO). (5)

Dostali sme sa k tomu, Ze nam plati disjunkcia dvoch tvrdeni. Preto d'alej rozdelime dokaz na dve
vetvy podla toho, ktoré plati.

Nech plati Nech plati
XCA XCBAXCC

Na zaklade potom plati X € AU B a aj Na zaklade potom plati

X C AUC, teda mame
XCBUAANX CCUA,

XCAUBAX CAUC.
¢o vieme prepisat na

XCAUBAX CAUC,

kedZe prienik je komutativny, ¢o priamo vy-
plyva z komutativnosti spojky A.



Tym padom dostavame, Ze plat
XCAUBAX CAUC,

ked'Ze sme toto tvrdenie dostali v oboch vetvach. Teraz uz len vyuzijeme definiciu poten¢nej mnoziny
X eP(AUB)ANX e P(AUC)

a prieniku a méame

X eP(AUB)UPAUCQC).
Teda sme dokézali, Ze
VX)X e P(AU(PB)NP(C)). =X eP(AUB)UP(AUC(C)),

teda plati P(A) U (P(B)NP(C)) CP(AUB)UP(AUC).
Cast b)
Ukazeme, Ze tvrdenie neplati. Nech A = {1} a B = C = {2}. Potom

P(A)U(P(B)NP(C)) ={0,{1},{2}}

PAUB)UPAUCQC) ={0,{1},{2},{1,2}}.

KedZe sa mnozina {1, 2} nachadza v pravej strane, ale nenachadza sa v lavej strane, tak P(A)U(P(B)N

P(C) 2 P(AUB)UP(AUCQ).

Uloha 4

Pat druzstiev hra systémom kazdy s kazdym jeden zapas. Kolko roznych rozpisov zapasov exis-
tuje? (Rozpisom zapasov rozumieme poradie hrania zapasov, pri¢om je jedno, ¢i je v jednom
zépase uvedené druzstvo A vs. druzstvo B alebo naopak.)

Vsetkych moznych zapasov je (g) = 10, kedze nemdzeme vybrat proti sebe rovnaké druzstva a nezalezi
nam na ich poradi. Tychto 10 zapasov teraz chceme zoradit do rozpisu, teda spravit ich permutaciu,

tych teda je
5
=10
9



