RieSenia 3. sady domacich tloh

Uloha 1

Pre ucely tejto tlohy za slovo povazujeme Iubovolni postupnost pismen. Pismeno je v slove
Stastné, pokial sa v iom nachédza na siedmich za sebou idacich miestach a nikde inde. Napr. a je
Stastné v slove bcaaaaaaadcdcc, ale a nie je $tastné v slovach bacadagafaaha ¢i baaaaaaaccbab.
Uréte, kolko existuje

a) (0,5 b) slov dlzky 9 zlozenych z pismen a, b, ¢, d

b) (0,5 b) slov dizky 16 zloZenych z pismen a, b, ¢, d, e, f, g, h, i, ktorych pismena st zoradené
abecedne;

c¢) (1 b) slov dlzky 20 zloZenych z pismen a, b, c, d, e, f, ktoré obsahuju prave dve &tastné
pismena;

d) (1,5 b) slov dizky 60 zlozenych z pismen anglickej abecedy (ktorych je 26), ktoré obsahujt
kazdé pismeno aspon raz.

VaSe tvrdenia neformélne zdovodnite. Poc¢ty v tlohach okrem d) st malé nie preto, aby ste
nahradili matematiciké rieSenie vygenerovanim vsSetkych moznosti pomocou pocitaca, ale aby
ste si tym vedeli pomoct a kvoli bonusu. Vase zdévodnenia musia byt efektivne ruéne overitelné.
V podilohe d) moézZete vo vysledku uviest jednu sumu. Zvysné vysledky uvedte v uzavretom
tvare (teda bez stim, troch bodiek a podobnych zdlhavych veci).

RieSenie ¢asti a)

Pre kazdé z 9 miest mame 4 moznosti, aké pismeno tam mozeme dat. Aplikovandm pravidla sicinu
dostavame 4? slov. (K rovnakmu zéveru sa d4 dospiet aj vyuzitim variacii s opakovanim.)

RieSenie casti b)

Riesenie cez gulicky a palicky. Kazdé slovo s abecedne zoradenymi pismenami méZeme jed-
noznac¢ne reprezentovat ako postupnost pozostéavajicu zo 16 guli¢iek a 8 palic¢iek. V kazdej takejto
postupnosti nam 8 pali¢iek rozdeli gulicky do 9 (potencidlne prazdnych tsekov), kde prvy tusek pred-
stavuje pismend a, druhy tsek b, ... az deviaty tsek pismena i. Z kazdého pismena zoberieme tolko,
kolko gulie¢iek mame v prislugnom tseku. Pocéet sposobov, ako usporiadat 16 guli¢iek a 8 paliciek je
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nakol'ko z celkovych 24 vyberame 16 miest pre gulicky, ¢im je pozicia palic¢iek jasne urcena.

RieSenie cez kombinacie s opakovanim. Vyberieme, aké pismena bude slovo obsahovat. Mame 9
pismen a chceme z nich vybrat 16, ¢ize ide o kombinacie 16-tej triedy z prvkov {a,b,...,i}, ktorych
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moznosti. Pre kazdu takito mozZnost existuje prave jeden sposob, ako moZzeme z nich vytvorit slovo, a
to taky, kde pismena zoradime do abecedného poradia. Teda (?é) je hladany pocet

Komentar. Vo viacerych rieSeniach som videl pouZity vzorec ("Zﬁ;l) pre pocet kombinécii s opako-

vanim, ktory takto nebol uvedeny na prednagke ani v skriptach. V zasade je tento vzorec spravny, ale
na vycislovanie kombinacii s opakovanim n-tej triedy z k prvkov, teda ked z k prvkov vyberdme n —
a to je kus divné, kedZe na prednaske sme vidy vyberali z n prvkov k. Zaujimalo by ma, odkial ste
vlastne taky vzorec zobrali, tak mi kl'udne napiste.

Nebréanime vam pouzivat aj tento vzorec, napokon je na vés, ako si premenné vo vzorci pomenujete.
Len chceme zdoéraznit, Ze ak pouzivate ¢i uz tento alebo iny vzorec z prednéasky, tak musi byt jasné,
ako ho pouzivate, teda ako do neho dosadzujete. V tomto pripade by ste mali uviest, kolkatu triedu
kombinécie s opakovanim uvazujete a z kolkych prvkov. Alebo uviest, z ¢oho si vyberate a kolkokrat.
V tomto smere vas chceme varovat pred neiplnym rieSenim nasledovného typu:
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,2Kombinacie s opakovanim: n = 16, k = 9, < _li:— 1 ) = (8 ) R
Toto rieSenie vyzera tak, Ze ste tipli vzorec na kombinécie s opakovanim (a este k tomu nespravne, lebo
to mé byt (”+ll: _1)) a tipli ste, ze doniho treba dosadit n = 9, k = 16 (tieZ nespravne, lebo nevyberame z
16-tich prvkov 9, ale opacne). Tieto dve chyby sa vyrusili a nahodou vysiel spravny vysledok. Riesenia
takéhoto typu povazujeme za nedostatoéne odévodnené.

RieSenie &asti c)
1. Najskor si zo Siestich pismen vyberieme dvojicu §tastnych pismen: (g) moznosti.
2. Teraz ideme postupne tvorit vysledné slovo. Mame dva tseky Stastnych pismen tvoriace 2-7 = 14

znakov, ¢im nam ostane eSte 20 — 14 = 6 zvySnych miest — tymi za¢neme. Na kazdom z nich
moze byt Tubovolné z ostavajicich 4 nie &fastnych pismen: 45 moznosti

3. Teraz do tohto 6-znakového slova vlozime tuseky stastnych pismen. Prvy tsek (napr. ten, kde
Stastné pismeno je skor v abecede) mézeme vloZit na 7 miest: 7 moZznosti.

4. Na vloZenie druhého stastného tseku mame 8 moZnosti.

Spolu tak mame na zéklade (zovSeobecneného) pravidla sac¢inu

6
<2> 6*-7-8 moznosti.
Jednotlivé Casti rieSenia mozno aj prehadzovat, napr. mézeme najprv vybrat pozicie pre Stastné useky
a potom vybrat vysledné pismena.

RieSenie casti d)

Na rieSenie pouzijeme princip zapojenia a vypojenia. Nech M oznacuje mnozinu vSetkych 60-znakovych
slov z pismen anglickej abecedy. Podla pravidla sacinu |M| = 2650, Vypocitame teraz zlé moznosti,
teda pocet slov, ktoré neobsahuju asponi jedno pismeno. Rozdelme si v8etky tieto zlé moZnosti do
26 mnozin My, Mo, ..., Mg, pricom mnozina M; bude obsahovat slova z M, ktoré neobsahuju i-te
pismeno anglickej abecedy. Pre jednoduchost d'alej v rieSeni budeme i-te pismeno stotoziiovat s ¢islom
i, teda a je 1, b je 2 az z je 26. Pocet vSetkych zlych moZnosti teda dostaneme ako |MjUMaU- - -U Mag].
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Podla principu zapojenia a vypojenia potrebujeme zistit
|M;, N M, O -0 M, |.

To predstavuje pocet prvkov mnoziny vsetkych slov z M, ktoré neobsahuja ziadne z pismen 41, 29, . . . , 1.
Inymi slovami, ide o pocet slov, ktoré neobsahuju ziadne z k predpisanych pismen. Pocet tychto slov
je podla pravidla stucéinu

(26 — k)%,
nakol'ko na kazdé zo 60 miest mame na vyber 26 — k pismen (vyberame z 26 znakovej abecedy, ale k

pismen méme zakizanych.

f)alej ur¢ime k-ty ¢iastkovy sacet S, ktory podla principu zapojenia a vypojenia dostaneme séitanim
hodnoty |M;, N M;, N --- N M;, | pre vietky mozné volby k zakédzanych pismen 1,19, ..., 4. Kazda
takato volba je vyber k pismen z 26, ¢ize spolu ich mame (zlf). Na zaklade predoslého odseku ma

vietkych (215) s¢itancov rovnaki hodnotu (26 — k)% teda
26
S = <k>(26 — k)%,

Teraz uz len dokonéime hladany podcet zlych mozZznosti

26 26
26
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Hladany pocet dobrych moznosti teda je

26
2660 - Z(_l)k-l—l <2k6> (26 _ k)GO,

k=1
¢o eSte vieme upravit na

(—1)° <206> (26— 0)%° + iﬁj(—n’f (if) (26— 1) — i(—n’f <2k6> (26 — k).

k=1

Bonus

Pre kazda tdlohu najskér uvedieme rieSenie, ktoré priamo zodpoveda uvedenému rieseniu k tlohe 1.
Potom uvedieme aj nejaké alternativy

Podiloha a)

RieSenie cez variacie — product. V rieSeni sme vyuzili variacie s opakovanim. Tie vieme v Pythone
generovat cez funkciu itertools.product.

from itertools import product
def al1():

for choice in product(’abcd’, repeat=9):
print(’’.join(choice))



RieSenie zalozené na pravidle stcinu RieSenie, ktoré by zodpovedalo jednoduchému pouzitiu
pravidla sté¢inu, by vyzeralo takto.

def a2():
pismena = ’abcd’
for a in pismena:
for b in pismena:
for ¢ in pismena:
for d in pismena:
for e in pismena:
for £ in pismena:
for g in pismena:
for h in pismena:
for i in pismena:
print (a+b+c+d+e+f+g+h+i)

Na tejto situécii si vieme aj pekne vSimnut, preco ¢isla Styri medzi sebou nasobime. Cyklus for a in
pismena: vykona Styri opakovania, v kazdom sa vykonaju 4 opakovania cyklu for b in pismena:, ¢o
dava zatial 4 -4 opakovani a takto postupujeme d'alej, az kym dostaneme 4° opakovani.

Riesenie cez rekurziu. Pokial nechceme vyuzivat knizni¢né funkcie alebo chceme napisat o nieco
vSeobecnejsi alebo krajsi program ako 9 vnorenych for cyklov, tak mozeme si takéto generovanie slov
naprogramovat aj sami s vyuzitim rekurzie.
# Vrati zoznam vsetkych k-znakovych slov skladajucich sa z pismen pismena
def slova(pismena, k):
# Ak k = 0, tak existuje jedine slovo dlzky O - prazne slovo
if k == 0:
return [’°]
vysledok = []
# V opacnom pripade rekurzivne ziskame vsetky slova dlzky k - 1
for var in slova(pismena, k - 1):
# A ku kazdemu z nich pridame na koniec kazde z pismen
for p in pismena:
vysledok.append(var + p)
return vysledok

for slovo in slova(’abcd’, 9):
print (slovo)

Ako o takomto programe bez spustenia zistime, ko[ko moZnosti vypige. Vieme dokazat matematcikou
indukciou, Ze pre kazdé prirodzené k funkcia slova(pismena, k) vypise n* slov, kde n je pocet znakov
v premenne]j pismena. Pre k = 0 vriti zoznam s jedinym (praznym slovom) a n® = 1, ¢o sedi.

Uvazujme teraz k > 0 a predpokladajme, 7e funkcia slova(pismana, k - 1) vrati n*~! slov. Vdaka
indukénému predpokaldu cyklus for var in slova(pismena, k - 1): z riadku 8 vykona n*~! opa-
kovani. Cyklus for p in pismena vykona n opakovani. To nam dava celkovo n*~1.n = n¥ opakovani
a v kazdom sa do zoznamu vysledok vlozi prave jedno slovo. Teda funkcia slova(pismena, k) vrati

n* slov, ¢o sme mali dokazat.

Podobne moZno naprogramvoat aj funkciu, ktora vrati variacie k-tej triedy I'ubovolnej mnoziny A —
teda to, ¢o robi funkcia itertools.product. Dokaz pre tuto funkciu by vyzeral podobne — porovnajte
si ho s dékazom pre pocet variacii s opakovanim z prednasky.

Z programatorského hladiska je krajgie a pamétovo efektivnejsie rekurzivnu funkciu postavit tak, aby
priamo vypisovala slova miesto ich ukladania do zoznamu. Tento pristup pouzijeme pri rieSeni podalohy
b). Pristup cez zoznam sme zvolili preto, lebo lepsie zodpoveda dokazu poctu variacii s opakovanim.
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Podiloha b)

RieSenie cez kombinacie s opakovanim KedZe v podstate ide cez kombinacie s opakovanim, tak
najjednoduchsim spésobom je vyuzitie funkcie itertools.combinations_with_replacement, ktora
nam prave tie generuje. Na tomto programe si vieme aj ujasnit, Zze pri tejto tlohe ide o kombinacie s
opakovanim 16. triedy z 9 prvkov {a,b,...,i}. Na zéklade toho potom vieme dosadit aj do vzorca.
(Teda nejde o kombinacie s opakovanim 9. triedy zo 16 prvkov alebo nie¢o iné.)

from itertools import combinations_with_replacement

def b1():
for choice in Combinations_with_replacement(’abcdefghi’, 16) :
print(’’.join(choice))

Riesenie cez gulicky a palicky. Toto rieSenie je naroc¢nejSie na implementaciu, no ukazuje ako
mozno s vyuZzitim myslienky z prednasky implementovat funkciu na kombinéacie s opakovanim.

from itertools import combinations

def b2():
gulicky = 16
palicky = 8

# Z gulicky + palicky miest vyberieme gulicky miest, kam ulozime gulicky
for pozicie_guliciek in combinations(range(gulicky + palicky), gulicky):

# Zostavime rozlozenie guliciek a paliciek

p = [’I’] * (gulicky + palicky)

for i in pozicie_guliciek:

p[i] = 10°

# Mozeme odkomentovat, ak chceme vidiet, vygenerovane

# rozmiestnenia guliciek a paliciek

# print (p)

# Vygenerovane rozmiestnenie guliciek a paliciek prevedieme na slovo

slovo = []
# Zaciname znakom a
znak = ’a’

for i in range(len(p)):
# Ak stretneme gulicku, znamena to, ze pridavame do vysledneho slova
# aktualny znak
if p[i]l == ’07:
slovo.append (znak)
# Ak streme palicku, posuvame symbol o 1 v abecede
# Kedze paliciek mame 8, tak posun spravime 8-krat,
# teda skoncime na znaku i
if p[i]l == *I’:
znak = chr(ord(znak) + 1)
# Vysledn slovo vyiseme
print(’’.join(slovo))

Rekurzivne rieSneie Aj pri tejto tlohe sa da spravit pomerne jednoduché rekurzivne riesenie. V
parametri prefix si budeme udrziavat doteraz vygenerované slovo a v jednom rekurentom volani pri-
dame vsSetky mozné znaky, pricom mozné st len tie, ktoré neporusia abecedné poradie. Tu je eSte
viacero miest, kde sa d& pohrat s efektivitou. Trochu pokazit sa d& tym, Ze tuto kontrolu budeme robit
neoptimélne, napr. porovnavat novy znak so vSetkymi vygenrovanymi v prefix (sta¢i porovnat s po-
slednym) alebo zistit, & sa slovo zmeni po jeho usporiadani. Efektivny sposob je poslat do rekurntného
volania informaciu o tom, ktoré pismené mé zmysel skisat.
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# Vypise vsetky slova dlzky k, ktorych znaky su v poradi ako su uvedene v parametri
znaky
def b3(znaky=’abcdefghi’, k=16, prefix=’’):
# Ak k = 0, tak len vypsime prefix
# (prdiavame k nemu vlastne slovo dlzky O a to je len jedno)
if k == 0:
print (prefix)
return
# V opacnom priapde rekurzivne vyskusme vsetky znaky, ktorym mozeme zacat
for i in range(len(znaky)):
# Ak zaciname znakom znaky[i], tak dalej v slove mozu byt uz len znaky
# totozne alebo dalej v abecede, teda znaky[i:]
b3 (znaky[i:], k¥ - 1, prefix + znakyl[i])

Pocet vypisanych moznosti opat mézeme dokazat matematickou indukciou. Budeme dokazovat, Zze pre
kazdé prirodzené k, pre kazdé celé n > 0 funkcia b3(znaky, k, prefix), kde znaky ma n znakov,
vypise ("Jr,’z*l) slov. Indukciu robime podla premennej k. Retazec prefix ignorujeme, nakol'ko podcet
vypisanych slov neovplyviuje. (Ak by sme by sme chceli byt poriadnejsi, tak do dokazovaného tvrdenia
pridame kvantifikaciu ,,pre kazdy retazec prefix“.

Pre k = 0 funkcia vypiSe jedno slovo a (”61) =0, kedZe n > 0. Bazu méme overeni.

Uvazujme teraz k > 0 a predpokladajme platnost tvrdenia pre k — 1, teda predpokladame, Ze pre

kazdé celé n > 0 funkcia b3(znaky, k - 1, prefix), kde znaky méa n znakov, vypise (”;ﬁ;z) slov.
UvaZujme i-te opakovanie cyklu for i in range(len(znaky)):, pre i € {0,1,...,n — 1}. V tomto
opakovani volame funkciu b3(znaky[i:], k - 1, prefix + znakyl[i]), v ktorej znaky[i:] obsahuje

n — i znakov. Preto podla indukénho predpokladu tato funkcia vypise (”_,ifli_Q) slov. Podla pravidla

sticinu dostavame, ze celé volanie funkcie b3(znaky, k, prefix) vypiSe

n—1 .
n—i+k—2 n+k—2 n+k—3 k k—1
;x k-1 )_<k—1>+<k—1>+”*<h4>+g—0

. ) ) . ) . : ) k-1 . . . .
moznosti. Ostava uz len ukézat, Ze tato suma je rovna ("+k ) To moZno spravit opit matematic-

kou indukciou alebo aj pocitanim dvomi spdsobmi — napokon sumu na tento $tyl sme pocitali aj na
cvic¢eniach.

Tento rekurzivny pristup vlastne odhaluje zaujimavy vztah kombina¢nych ¢&isel
n+k—1 _Sf n—it+k-—2
k &= k—1 '

prip. aj vztah medzi po¢tom C} (n) kombinaciami s opakovanim k-tej triedy z n prvkov
n—1
Cr(n) =Y Cr_q(n— ).
i=0

Podiloha c)

Uvadzame jeden z moznych programov, ktory sleduje riesenie z tlohy 1.

def c1():
pismena = {7a7, ’b’, JCJ’ ’d’, 7e7’ JfJ}
# Vyberieme stastne pismena
for x, y in combinations (pismena, 2):
# Vyberieme zo zvysnych pismen na zvysnych 6 pozicii



for zvysne in product(pismena - {x, y}, repeat=6):
# Vyberieme poziciu, kam vsunieme prvy usek stastnych pismen

# (usek zatial povazujeme za jeden objekt, aby sme ho vsunutim druheho

# useku nenarusili)
for i in range(7):
slovo2 = zvysne[:i] + (x * 7,) + zvysnel[i:]
# Vyberieme poziciu, kam vsunieme druhy usek stastnych pisme
for j in range(8):
slovo3 = slovo2[:j]l + (y * 7,) + slovo2[j:]
# Vypiseme vysledne slovo
print (’’.join(slovo3))

V zévislosti od nezaporného celého ¢isla n € N vypocitajte sumu

"~ k+1 n "~ (—2)]“'1 n! ° n!
Z +1— (k)_Znﬂ—k'k!(n—k)!_Z(_Q)kﬂk!(nﬂ—k)!_

=0 k=0 k=0
(2R () (M el -2 ¢ n+1) _
—~ n+1  kl(n+1-k) _kzzo n+1 < k )leg(z)k( k >_
n+1 .
( n:l) ( 2)n+1(211>> _7H_21((_2+1)n+1_(_2)n+1)—
—2

— - ((_1)n+1 _ (_2)n+1)




