RieSenia 3. sady domacich tloh

Uloha 1

(BONUS, 2 body) Nech f je zobrazenie z mnoziny A do mnoziny B.

a) Dokazte, Zze ff~ je relaciou ekvivalencie na mnoZine A.

b) Uvedte priklad zobrazenia f: Z — Z, pre ktoré rozklad mnoziny Z indukovany relaciou
ekvivalencie ff~ je
{{a,—a}; a € N}.

Spravnost ¢asti b) sta¢i struéne neformélne zdoévodnit.

Pozndmka. f~ znaéi inverznu relaciu. Relécie skladame v poradi, Ze ff~ je naozaj relaciou na A.

V casti a) ukadzeme, Ze relacia ff~ je reflexivna, symetrickd a antisymetrickd. Treba si pritom dat
pozor, Ze f~ vo vieobecnosti nemusi byt zobrazenie, teda zapis f~(a) nie je uplne korektny. Napr. ak
méme zobrazenie f: Z — 7 také, ze f(x) = 22 pre vietky x € Z, tak ¢o je f~(4)? Tento zapis moézeme
chapat ako alternativu k zapisu f~[a], ¢o je mnozina vSetkych prvkov b, pre ktoré plati (a,b) € f~.
Teda v nasom priklade by platilo f~(4) = {—2,2}, f(0) = {0} a f(—=7) = 0.

Reflexivnost. Pre Iubovolny prvok a € A plati:
1. (a, f(a)) € f (kedZe f je v8ade definovana)

2. (f(a),a) € f~ (z definicie inverznej reléacie

3. (a,a) € ff~ kvoli 1. a 2. (z definicie zloZenej relacie)

Symetrickost. Pre Iubovolné a,b € A plati:
1. Nech (a,b) € ff~

[\

. (a,c) € f A(c,b) € f~ pre nejaké ¢ € B (z definicie skladania relacii)

3. (b,c) € fAN(c,a) € f~ (z definicie inverznej relacie a komutativnosti A)

W

. (bya) € ff~ (z definicie skladania relacii
Cize sme ukazali, 7e ak (a,b) € ff~, tak aj (b,a) € ff~.

Tranzitivnost Pre lubovolné a,b,c € A plati:
1. Nech (a,b) € ff~ N (b,c)e ff™.
2. (a,d) € fA(d,b) € f~ AN(bye) € fA(e,c)€e f~ pre nejaké d,e € B
3. (a,d) € fA(b,d) e fA(be)e fA(ec)e f~ (prepis cez inverzni relaciu)
4. d=e, lebo (b,d) € f aj (b,e) € f a f je jednozna¢na relacia

5. (a,d) € f A(d,c) € f~ (z 3. sme ponechali len prvy a posledny ¢len a nahradili sme e za d na
zaklade 4.)



6. (a,c) € ff~ (z definicie skladania relacii)

Cast b) Napr. zobrazenie f(x) = |z|. S ¢im je v relacii ff~ &islo a? Cez f sa dostaneme z a do |al.

Potom cez f~ sa dostaneme do takych ¢isel b, pre ktoré plati |b| = |al|, ¢ize do a, —a. Cize naozaj
ff~la] ={~a,a}.
Rovnako funguji aj zobrazenia f(x) = x?, f(x) = —x? alebo aj nejaké divokejsie.

Iné rieSenie Dokazy v Casti a) boli relativne bezmyglienkovité, zaloZené na prepisovani vyrokov cez
prislusné definicie. Tieto dokazy mozno zjednodusit, ak si uvedomime, ako vlastne relacia ff~ funguje,
¢o sme aj naznacili v Casti b). PrepiSeme si

(a,b) € ff~ < (Fce€ B)((a,c) € fA(c,b) € f7) < (Fce€ B)((a,c) € fA(bc) € f)).

V redi zobrazeni to znamena f(a) = ¢ f(b) = ¢ a tu premennt ¢ nepotrebujeme, lebo to nam vlastne
hovori to isté ako f(a) = f(b), teda

(a,0) € ff~ & fla) = f(b).

Pomocou tohto vztahu st dokazy velmi priame, lebo v8etky tri vlastnosti sa priamo zdedia z vlastnosti
rovnosti. Uvedieme ddkaz pre tranzitivitu, zvy$né su podobné:

(a,0) € ff7 A (be) € ff™ = fla) = f(O) A F(b) = f(e) = fla) = f(c) = (a,c) € ff™.

Uloha 2

(2 body) Nech M je mnozina vSetkych neprazdnych podmnozin prirodzenych &isel, teda M =
P(N) — {0}. Na mnozine M definujeme relaciu < tak, ze pre kazdé A, B € M plati

A=<B&[A=BV (Vac€ A)(Yb € B)(a <b)].
Dokazte, ze (M, <) je usporiadand mnozina a urcte vetky jej minimalne, maximalne, najvicsie
a najmensie prvky. Spréavnost najdenych prvkov dokazte.

Ak méte problémy s uré¢enim prvkov, tak za stratu najviac 0,5 boda mozete pozadované prvky
ur¢it v pripade, ked miesto mnoziny M mame mnozinu P({1,2,3,4,5}) — {0}.

\. J

Pred tym, nez sa pustime do dokazovania, je fajn si uvedomit, ¢o nam vlastne tato relacia hovori.
Vyjadrené slovne, A < B plati prave vtedy ked A = B alebo vSetky prvky mnoZiny A st mensie
rovné od v8etkych prvkov mnoziny B. Tato slovna interpretacia moze ulahcit pochopitelnost dokazov
a uSetrit nas forméalnych zapisov. To spravime aj my — uvedieme aj rieSenie zapisané viac slovne. AvSak
a] ked rieSime slovne, stale si musime davat pozor na formalne pravidla, aby sme neprehliadli nejaké
dolezité detaily. Nad potencidlnymi problémami sa vieme zamysliet aj pred rieSenim tlohy.

V zadani méame, Ze pracujeme len s neprazdnymi mnozinami. Pre¢o? Bola by uvedené relacia usporia-
danim aj ak by sme pridali do M prazdnu mnozinu? Odpoved je, Ze nie — nebola by antisymetricka,
ani tranzitivna — néjdenie protiprikladov prenechavame vam. Preto si musime dat pozor na to, aby
sme niekde v naSom dokaze tato neprazdnost vyuzili.

Reflexinvost. KedZe pre Iubovolni mnozinu A plati A = A, tak plati aj A = AV ,nieco”, preto
A=A



Antisymetrickost. Sporom:
1. Nech plati A< BAB < AN A +# B pre nejaké A, B € M.
2. [A=BVNMac A)(Vbe B)(a <b)|AN[A=BV(Ybe B)(Va € A)(b < a)]\NA # B (z definicie <)

3. (Vae A)(Vbe B)(a<b)A(Vbe B)(Va € A)(b < a)—Kedze A # B, tak v hranatych zatvorkach
neplati A = B, ¢ize musi platit druhy clen.

4. Kedze A # B, tak BUNV existuje prvok z, taky, ze © € AAx ¢ B (eSte je tu druhd moZnost,
Ze by x bolo v B a nie v A, ale ta je analogicka, preto to BUNV — bez ujmy na vSeobecnosti)

Nech y je prvok z B (kedze B # (), tak si moZeme nejaky prvok B vziat.
x#yleboxr ¢ BaxeB

x<ylebo (Vac A)(Vbe B)(a<b)z3.ax€ A,y€EB.

y<zlebo (Vbe B)(Va€ A)(b<a)z3.ax€ A, yecB.

© X N o o

x =y (z antisymetrickosti <) — a to je spor so 6.

Antiysmetrickost slovne. Pre A = B antisymetrickost zjavne plati, tak uvazujme len A # B a
predpokldajme, ze A < B a B < A. Kedze A < B a A # B, tak vSetky prvky A st mensie rovné ako
vSetky prvky B. Speciélne, kedze A, B st neprazdne, tak ak si vyberime nejaké prvky a € A, b € B,
tak pre ne plati a < b. Na zéklade B < A tak podobne dostaneme, Ze pre tie isté prvky a, b plati
b < a. Cize mame a < b a tiez b < a, teda a = b. A to plati pre akékolvek prvky a € A4, b € B. Cize
sme dostali, ze kazdy prvok mnoZiny A sa rovna kazdému prvku mnoziny B. To znamena, ze A = B
(dokonca to ma o nieco silnejsi zaver, Ze obe mnoziny A, B s jednoprvkové). A to je to, ¢o sme chceli
dokazat. (Alebo spor, ak dokazujeme sporom.)

Tranzitivnost. Nech A, B,C € M. Predpokladajme, Ze plati
A<XBABXC (1)
Ak A = B, tak dostavame A < A AN A < C, ¢ize plati A < C. Podobne ak B = C, tak priamo

dostavame A < C' a mame, ¢o sme chceli dokézat. Preto vo zvysku dokazu budeme predpokladat, Ze
A # B a B # C. PrepiSeme teda podla definicie <

[A=BV (Mac A(Wbe B)(a<b)]AN[B=CV(Vbe B)(Vce C)(b<).
S vyuzitim, ze A # B a B # C to vieme zjednodusit na

(Vae A) (Vb e B)(a<b)A(Vbe B)(Vee C)(b<c), (2)

teda plati
(Va € A)(Vb € B)(a <b), (3)
(Vb€ B)(Vce C)(b<c). (4)

Pripomenieme, ze chceme dokazat, ze A < C, na ¢o nam stac¢i ukazat, ze (Va € A)(Vec € C)(a < ¢).
Zoberme si teda l'ubovolné prvky a € A, ¢ € C. Kedze B # (), tak si vieme zobrat nejaky (fixny) prvok
mnoziny B, ozna¢me ho b. Podla plati @ < b a podla zas plati b < c¢. Na zaklade tranzitivnosti
< méme a < ¢, ¢o plati pre vSetky a € A, ¢ € C — teda sme dokazali

(Va € A)(Ve e C)(a < ¢),
z ¢oho vyplyva, ze A < C.



Tranzitivnost slovne. Uvedieme ddkaz len pre pripad A # BA B # C. Nech A< BAB < C. To
znamend, ze vietky prvky A st mensie ako vSetky prvky z B a vSetky prvky B st menSie ako vSetky
prvky C. Ak si teda vezmeme nejaky prvok a € A, tak on bude mensi rovny od nejakého prvku b € B —
ktory moézeme uvazovat, kedze B je neprazdne — a tento prvok b bude zas mengi rovny od hocijakého
prvku z C'. Teda nech si zvolime hocijaké prvky a € A, ¢ € C, tak vieme takto pre ne dostat, ze a < c.
Teda plati A < C.

Tranzitivnost cez formalne prepisovanie vyrokov. Opit uvedieme len dokaz pre pripad A #
BANB#C

A<BAB=<C
)
(Vae A)(WVbe B)(a<b)AN(Vbe B)(Vce C)(b<c))
{ Opakované vyuzitie tautologie (Va)(p(x) A q(z)) < ((Vx)a(z) A (Vz)b(x))
(Va € A)(Vb e B)(Ve e C)[(a <b) A (b<c)]
| tranzitivnost <
(Va € A)(Vb € B)(Ve e C)(a < c¢)
|l Kedze B # (), dosadime za b nejaky prvok z B <
(Va € A)(Ve e C)(a < ¢)

0
A=C

Najviac problematicky je tu predposledny krok. Hoci (Va € A)(Vb € B)(Ve € C)(a < ¢) vyzera skoro
ako to, ¢o sme uZ chceli dostat, potrebujeme sa zbavit kvantifikatora (Vb € B). To v8ak nemozeme
spravit, ak B = ().

Urcenie prvkov

Najmensi prvok je {0}, lebo pre kazdt mnozinu B € M plati (Vb € B)(0 < b), teda aj (Va €
{0})(Vb € B)(a < b), ¢o znamena, ze {0} < B.

Minimalny prvok je iba {0}, nakolko je to najmensi prvok.
Maximalne prvky su prave vSetky nekoneéné mnoziny.

Najskor ukazeme, Ze vSetky nekonecné mnoziny st maximéalne. Nech A je nekonefnd mnozina z M a
nech B je ind mnozina z B. Vezmime si prvok b € B # (). Existuje konec¢ne vela prirodzenych &isel, ktoré
st mensie rovné b. KedZe mnoZina A je nekonecna, tak isto obsahuje prvok, ktory je vacsi ako b, preto
neplati A < B. Teda sme ukazali, Ze pre nekoneént mnozinu A plati (VB € M)(B # A= A £ B), ¢o
je jedna z definicii maximalneho prvku.

Este potrebujeme ukéazat, Ze iné prvky maximalne nie st. Nech A je kone¢na mnozina z M. Kedze A
je kone¢na, tak ma najvacsi prvok (pri beZnom usporiadani <) — ozna¢me si ho n. Potom ale zjavne
plati A < {n + 1}, ¢ize A nie je maximalny prvok (lebo sme nasli od neho ostro vi¢si prvok).

Najvacsi prvok neexistuje, lebo méame aspoii dva maximalne prvky — napr. parne a neparne ¢isla. (V
skuto¢nosti maximélnych prvkov mame nekonecne vela.)



Uloha 3

(2 body) Uvazujme nasledujiice mnoziny obsahujice nekoneéné postupnosti celych ¢isel:

a) A obsahuje prave tie postupnosti (an)22 ), pre ktoré plati a2 + a%H = 2 pre vSetky n € N;

b) B obsahuje prave tie postupnosti (a,)5, pre ktoré plati a, + an+1 + ant2 + anyz = 0
pre vSetky n € N.

O kazdej z mnozin A, B rozhodnite, ¢i je spocitatelna. Vase tvrdenia dokazte.

Poduloha a)

Rovnosti a2+a? | = 2 vyhovuju v celych &islach nasledovné dvojice (an, an+1): (=1, 1), (=1,1), (1, -1), (1, 1).
Spec1alne z toho dostéavame, ze a, € {—1,1} pre vsetky n € N. Cize mnozina A obsahuje len postup-

nosti zlozené z ¢isel —1 a 1. A Tahko vidime, Ze ich obsahuje vSetky, takze A je vlastne mnozina vSetkych
nekoneénych postupnosti zloZzenych z ¢isel —1 a 1. Zobrazenie, ktoré v kazdej takej postupnosti zmeni

vSetky Cisla —1 na 0 je zjavne bijekciou z A do mnoziny vSetkych nekonecnych binarnych postupnosti,

ktora je nespocitatelna. Preto je mnozina A nespoéitatelna.

Podiloha b)

Kazda postupnost z B je jednoznacne uréend svojimi prvymi tromi ¢lenmi ag, a1, as, nakol'ko pre vietky
n > 3 plati a, = —@p_1 — Gp_o — ap_3. Preto zobrazenie f: B — Z3, ktoré postupnosti (an)2 priradi
(ap,a1,a2), je bijekcia.

Teraz ukidZeme, Ze mnozina Z3 je spocitatelna. Pre i € N, nech M; je mnozina trojic (z,y, z) € Z3,
pre ktoré plati |z| + |y| + |z| = i. Zjavne zjednotenie vietkych tychto mnozin dava celd mnozinu Z3.
Ukazeme teraz, ze kazda mnozina M; je konecna. Pre jej trojice (x,y,z) plati |z|, |yl |2| < i, ¢ize
z,y,z € {—i,—i+1,...,—1,0,1,...,9 — 1,4}, ¢o je pre kazdu zlozku 2i + 1 moznosti. Preto mnozina
M; obsahuje najviac (2i + 1) trojic, ¢o je koneéne vela. (Samozrejme, obsahuje ich menej, ale ich
presny pocet nas netrapi.) Teda Z? je spocitatelné zjednotenie spocitatelnych (dokonca koneénych)
mnozin, preto je Z* spocitatelna [Skoviera, Tvrdenie 2.11]. Kedze |Z3| = |B|, tak aj mnoZina B je
spoditatelna.

Ak by sme nechceli pouzit tvrdenie zo skript, tak vieme na zaklade mnozin M; aj najst zoradenie prvkov
Z3 postupnosti. Zacneme s prazdnou postupnostou a postupne pre kazdé ¢ € N do postupnosti pridame
vietky prvky M; zoradené lexikograficky. Zjavne {M;; i € N} je rozklad mnoziny Z? (rozkladdme podla
stu¢tu absolutnych hodnot). Vietky mnoziny M; st konecné. Preto sa kazdy prvok, ktory sa nachadza
v mnozinach M; raz dostane do postupnosti. A kedZe ide o rozklad, tak dostaneme kazdy prvok Z
préave raz.

Dokazov, ze Z? je spocitatelna mnozina vie byt vela. Struéne nacértneme iné:
e Na zaklade bijekcie Z — N spravime bijekciu Z2 — N3. Dvakrat vyuZzijeme bijekciu N x N — N
¢im sa dostaneme z N3 = N2 x N do N x N a potom do N.

e Najdeme injekciu f: Z3 — N, f(s1a1, s2az, s3az) = 251 - 391 - 52 . 792 . 1153 . 1393 kde a; € N
a s; € {—1,1} (teda zapisali sme si celé ¢islo pomocou jeho absolutnej hodnoty a znamienka).
Injektivnost vyplyva z jednoznacnosti prvociselného rozkladu. Po precislovani vieme dostat bi-
jekciu.



(2 body) Méame graf G, ktorého vrcholy st vSetky 10-prvkové podmnoziny mnoziny {1,2,...,26}.
Hranami st spojené préve tie vrcholy A, B, pre ktoré si mnoziny A, B disjunktné.

a) Kol'ko hran ma graf G?
b) Je graf G eulerovsky?
c) Je graf G suvisly?

d) Je graf G bipartitny?

Vase tvrdenia dokazte.

Oznac¢me M = {1,2,...,26}. Drobnym chytakom v tlohe bolo, Ze na overenie toho, ¢i je G eulerovsky,
bolo treba overit suvislost. Preto v rieSeni uvddzame najprv riesenie c) a potom b).

Podiloha a)
Graf ma (?8) vrchol. Spocitame teraz stupeii vrchola A. K 10-prvkovej mnoZzine A musime néjst
disjunktnt mnozinu B. Teda B nesmie obsahovat Ziadny z 10 prvkov mnoziny A, teda mame na vyber
len 26 — 10 = 16 prvkov. Stupeii A je teda (}g) Pocet hran je polovica suc¢tu stupnov, teda

(i0) - (10)

SR
Podiloha c)

RieSenie cez menenie prvkov po jednom. Nech A je 9-prvkova podmnozina M a x,y € M — A.
Ukazeme, Ze medzi vrcholmi AU {x} a AU{y} je cesta dizky 2. Kedze M — A—{x,y} ma 26 —11 = 15
prvkov, tak vieme vybrat 10-prvkovi mnozinu B C M — A — {z,y}, ktora je disjunktna aj s AU {z},
aj s AU{y}. Tym sme nasli hfadana cestu. Opakovanym vyuZitim tejto cesty sa vieme zostrojit sled
medzi Tubovolnymi dvomi vrcholmi A, B — postupne budeme menit prvky, v ktorych sa A a B lisia,
vymena jedného prvku nam pridé do sledu dve hrany. A ak méame A-B-sled, tak méame aj A-B-cestu,
teda graf je suvisly.

Formalne poriadne sa toto rieSenie d4 podat cez matematickt indukciu. DokédZzeme, Ze pre vSetky
n € N plati: ak sa vrcholy A, B lisia v n prvkoch, tak G obsahuje A-B-sled. Pre n = 0 mame A = B
a vyhovuje sled nulovej dizky. Predpokladajme platnost tvrdenia pre n a uvazujme dva vrcholy A, B,
ktoré sa lisia v n 4+ 1 prvkoch — jednu dvojicu rozdielnych prvkov si ozna¢me a € A, b € B. Nech
B' = (B — {b}) U{a} (teda v B vymenime b za a. Mnoziny A a B’ sa li§ia len v n prvkoch, preto
podla IP medzi nimi existuje sled. Tento sled potom doplnime: B’ — C — B, kde C je 10-prvkova
podmnozina M — B — {a}, ktora zjavne existuje, nakolko vyberdme z 15-prvkovej podmnoziny.

RieSenie podl'a poétu spoloénych prvkov. Naijdeme cestu medzi Tubovolnymi dvomi rdoznymi
vrcholmi A, B. Hladanie rozdelime podla toho, kolko prvkov spolu obsahuju

e 11 <|AUB| < 16: Vtedy |M —(AUB)| > 10 a existuje 10-prvkova podmnozina X C M —(AUB).
Mame tak cestu A, X, B.

o 17 <|AUB| <19:Vtedy 1 < |ANB| <3 a|M—(AUB)| > 7. Zostrojime 10-prvkovi mnozinu X
tak, Ze prvky B — A doplnime prvkami z M — (AU B). KedZe potrebujeme pridat najviac 3 prvky
a k dispozicii mame aspon 7 prvkov M — (AU B), tak je to mozné. Mnozina X je disjunktna s A



a s B ma spolo¢nych aspon 7 prvkov. Teda | X U B| < 20 — 7 = 13, ¢ize podla predchadzajiceho
bodu mame cestu X, Y, B. Celkovo tak dostavame cestu A, X, Y, B.

e |[AU B| =20: Vtedy A, B st disjunktné a st spojené hranou.

V kazdom pripade sme nasli A-B-cestu, dokonca vzdy mala tato cesta dlzku najviac tri.

Podiloha b)

Kazdy vrchol mé stupen Gg) = 8008, ¢o je parne ¢islo. Kedze G je suvisly a v8etky vrcholy méa parneho
stupna, tak je eulerovsky

Podiloha d)
Graf G nie je bipartitny, nakolko obsahuje kruznicu neparnej dizky, ktorej vrcholy st:
1. {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10},
2. {11,12,13,14,15,16,17,18,19, 20},
3. {21,22,23,24,25,26,1,2,3,4},
4. {5,6,7,8,9,10,11,12,13,14},

5. {15,16,17,18,19, 20, 21,22, 23, 24}.



