Cvicenie 2: Dokazy

— Uloha 1. Dokézte, ze plati

V60 > V13 + V17.

— Uloha 2. Porovnajte nasledovny pokus o dokaz tvrdenia z predoslej tlohy s pokusom o dékaz iného tvrdenia.

Dokazeme, ze plati Dokazeme, ze plati

V60 > V13 + V17, V2> /3.

Zo skoly vieme, ze nerovnosti mozeme nejako Opit na to pojdeme rovnako ako v predloslom
upravovat, tak podme na to: priklade. Teda budeme upravovat dokazovant
nerovnost:

V60 > VI3+VIT P 353 /3
) ) 2> V3, | —V3
(v60) > (VI3 +viT) VB vEs0, P
60 > 13+ 2v13vV17 + 17 (V2 -3)? >0,

60 > 30 +2v221 | —30 2-2.v2-v34+3>0, |+2-v6
30 > 2v/221 | /2 55926 2

/ 2

225 > 221
a to je pravda. Preto plati v/2 > /3.
Takto sme sa dostali k nieComu, ¢o plati, takze
aj povodna nerovnost je pravdiva.

Druhy pokus o dokaz je zjavne nespravny, nakolko sme nim ,dokazali nepravdivé tvrdenie v/2 > v/3 (korektnym
dokazom predsa nemézeme dokdzatf nepravdivé tvrdenie). AvSak prvy pokus o dokaz sa principidlne od druhého
pokusu neli§i. Cize tiez nebude tuplne v poriadku. Podme sa pozriet blizsie na to, preco je druhy pokus zly.

Vyhodou tejto dlohy je, Ze lahko vieme vyhodnotit pravdivost kazdého vyroku, ktory sa v nasom ,,dokaze“ vyskytol.

Problém nastava medzi vyrokmi
V2-v3>0 a (V2 —V3)? >0.

Prvy z nich je totiz nepravdivy a druhy je pravdivy. V akom vzfahu si tieto dva vyroky? Aku logicki operaciu ¢i
tivahu sme pouzili? Vzfah tam méame nasledovny:

V2-V3>0= (V2-V3)?2>0.

Ked sa nad tym zamyslime kus vSeobecnejsie, tito implikaciu vieme chépat aj nasledovne: ,,Ak mame kladné éislo,
tak jeho druhd mocnina je tiez kladn4.“ Formalne zapisané tiez ako Vo € R: (z > 0 = 22 > 0).

Problém je vSak ten, Ze tato implikdcia kludne pripista, Ze z nepravdy vyplyva pravda. Tento problém vieme
opisat aj tak, Ze sme tu pouzili tzv. neekvivalentni upravu, teda z vyroku v2 — /3 > 0 sme odvodili vyrok
(\f — \/3)2 > 0, ktory s nim nie je ekvivalentny. Preto je nespravny aj pokus o dokaz 1, ked'Ze sme v fiom pouzili
rovnakt neekvivalentni tpravu. Sice sme dosli k spravnemu zaveru, ale nespravnym logickym uvazovanim. Toto je
velmi Eastd chyba pri dokazovani & vobec rieseni matematickych tloh.

Ako to napravit? Mdzeme si uvedomit, Ze ak pracujeme v kladnych (resp. aj nezdpornych) redlnych &slach, tak sa s
umociiovania na druhi uz stane ekvivalentnd iprava. Teda plati Vo € R Vy € R: (a > b < a? > b?) (odvoldvame sa
pri tom na stredoskolské vedomosti). Ak teda skontrolujeme, Ze obe strany si pred umocnenim kladné, tak mame
korektny dokaz.

Uloha 3. Zhodnotte korektnost nasledovnych dvoch pokusov o dokaz tlohy



Pomocou kalkula¢ky vypocitame:

V60 = 7,74596669

V13 = 3,60555128

V17 = 4,12310563

Teda v/13 + V17 = 3,60555128 + 4,12310563 = 7,72865691.
Cize v/60 = 7,74596669 > 7,72865691 = /13 + /17.

Pomocou kalkulacky vypoéitame: v/60 = 7,74596669

V13 = 3,60555128

V17 = 4,12310563

Teda v/13 + /17 = 3,60555128 + 4,12310563 = 7,72865691.
Cize v/60 = 7,74596669 > 7,72865691 = /13 + \/17.

Uloha 4. Dokazte, ze plati:
a) VI—v10< v9++v/10—-1
b) VA+ VT <3+ /12

¢) V60 + VAT — V46 > V13 + V17

— Uloha 5. Dokézte, ze pre kazdé nezdporné redlne ¢islo = plati

Viz +8 > o+ +4.

V nasledovnych tlohach a aj neskor na predmete sa budeme ¢asto stretdvat s nasledovnymi pojmami:

e Precelé ¢islaa, d:d|a<s Ik €Z: a=k-d (zépis ¢itame tiez ,d deli a“, ,d je deliteflom a“, ,a je delitelné
d“).
e Precelécislaa,d, zzamodd=2< 3k €Z: a=k-d+ z (¢ltame: ,a ddva zvySok z po deleni d*).

e Racionélne ¢islo je také ¢islo, ktoré mozno vyjadrit v tvare a/b, kde a € Z a b € Z — {0}. Mnozinu vsetkych
racionalnych ¢isel oznacujeme Q.

O tychto pojmoch existuje vela tvrden{ (napr. sicet dvoch raciondlnych éfsel je raciondlne ¢islo), ktoré zrejme
aj poznate zo strednej skoly. V nasledovnych tlohéach si niektoré alebo podobné tvrdenia dokdzeme. Preto ich v
dokazoch nevyuzivajte. Snazte sa dokazy spravit ¢o najviac len z definicie.

—+ Uloha 6. Dokézte nasledovné tvrdenia:

a+b

a) Va, b e R{: > Vab
b) dreR:3x+2>2x+5

d dJreRVyeR:zy=0

)

c) Ve eRT JyeRT:z-y=1

)

e) Vo e RT: (345 <2 = 4z +8 < 2°H)
f) Va,be Z: [(5]anb]|b)=5]|(a+Db)]

Uloha 7. Pre kazdy z uvedenych vyrokov néjdite taky priklad mnoziny M a vyrokovych foriem a(t), b(t) a
¢(t) definovanych na mnozine M, aby po ich dosadeni do vyroku sme dostali pravdivy / nepravdivy vyrok

— a) [(Gzr e M:a(x))N By e M: by))] = [Vz € M: (a(z) = b(z))]



L4 L

1

1

b) {Vz € M: [a(z) = (y € M: b(y))]} = [Vz € M: (a(z) = b())]
¢) [(Vz € M: a(z)) = (Jy € M: b(y))] = [Vo € M: Iy € M: (a(z) = b(y))]
d) (Vo€ M: Jy e M: (alz) = b)) A @z € M: ¥y € M: (b(z) = ()] = [Vz € M: (a(z) = c(z))]
e) Vz € M: (a(z) = —b(z))] = [(Vx € M: (a(z) = b(z))) V (Vz € M: (b(z) = a(x)))]

Uloha 8. Zistite, ¢ nasledovné vyroky st tautoldgie. V pripade, Ze nejde o tautolégiu, mozno dostat
tautolégiu nahradenim < za < alebo =7

a) Vo: a(z) = Jz: a(x)

b) o a(z) = Vz: a(z)

¢) Va: (a(z) Ab(z)) & (Vo: a(z) AVz: b(z))
d) Va: (a(z) vV b(z)) & (Vo: a(z) VVz: b(z))
e) 3z (a(z) Ab(z)) & (B a(z) Adz: b))
£) Jo: (a(z) V b(z)) & (Fz: az) V Iz: b(z))
g) Vz: (a(z) = b(z)) & (Vo: a(z) = Va: b(x))
h) 3z (a(z) = b(z)) & (Vo a(z) = Jx: b(z))

Uloha 9. Rozhodnite, ¢ nasledovné tvrdenia st tautologie
a) [(a=b)A(cVd)A((maAc)=e€)]=[-b= (eVd),
b) [(ma=0b)V (cAd)V (e N—cA=a)]=[(-bA-c)=al,

¢) [(ma=b)V(cAd)V(eN=cAa)]=[(=bA-c)=a],

d) (and)= (cV(d=(eV (aNd))))

e) [([a=b)A(=bVe)]=[(c=d) ANa)=d]

£) (an=D)VI((meVd)A(aV—e)A(fV-g)) = (dV—e)

g) (an=bAc)V (=b= (dN—-e))V(-cAdNe)V (d= (-aAc))
h) (a = —c)V(-b= (-d=e))V((fAc)= (aN~d)).

Uloha 10. Dokazte nasledovné tvrdenia:

a) Vn € N: (7147n = T1{n)

b) Vx,y € RT: <7$+§<4y+%:>x<y>.

¢) log, 3 je iracionélne &fslo.

d) Vn€Z: (3fn=n?mod 3 =1)

e) Va,be N: [(22|aA33|b) = 11| (a+ )]

f) ¥n e NT: (2" < nl = 27Tl < (n + 1))

g) VneN: (5|n?+1=101n)

h) Va, b€ N: [(amod7=4Abmod7 =5) = abmod 7 = 6]

a+b < 2(a® + ab + b?)
2 - 3(a+0b)

i) Va, b e RT:



j) Vo, y eRT: (5a? +Tx+2 <4y’ +3y =2 <y).
Uloha 11. Dokézte, Ze nasledovné ¢isla su iraciondlne. MoZete pritom vyuzit, Ze ¢islo 7 je iracionélne.
a) V3
b) /b, kde p je lubovolné prvocislo
c) 2w

47
I+ 42

Uloha 12. Rozhodnite o pravdivosti nasledovnych vyrokov. vase tvrdenia dokazte.

)

a) Stucet Tubovolnych troch za sebou idicich prirodzenych &fsel je delitelny tromi.
Stcet Tubovolnych styroch za sebou iducich prirodzenych éisel je delitelny styrmi.
Sucin Tubovolnych troch za sebou idtcich prirodzenych &fsel je delitelny tromi.
Stcin Tubovolnych pit za sebou idicich prirodzenych ¢éisel je delitelny piatimi.
Sucin Tubovolnych pit za sebou idtcich prirodzenych éfsel je delitelny éislom 120.
Sucet tretich mocnin troch za sebou idicich ¢isel je delitelny deviatimi.

Sucet dvoch raciondlnych ¢isel je raciondlny.

Sucet dvoch iraciondlnych ¢isel je iraciondlny.

Suécin dvoch raciondlnych ¢isel je racionélny.

Sucin dvoch iraciondlnych ¢&isel je iraciondlny.

)

)

)

)

)

)

)

)

)

k) Sucet racionalneho a iraciondlneho ¢isla je iraciondlny.

) Ak sti¢in dvoch redlnych éisel je iracionélne ¢islo, tak aspon jedno z nich musi byt iracionélne.

) Ak stucet piatich redlnych ¢isel je nula, tak aspon jedno z nich je nezdporné.

) Ya,beZ:[(albAhalc)=a]|(b+c)]

o) Va,beZ:[a|(b+c)=(a|bAa]c)]

p) Ya,b€Z: [a|bc= (a|bAa]c)

q) Va,b € Z: [(NSD(a,b) = NSD(b,c¢) =1 = NSD(a,c) = 1]

r) Va,b € Z: [(NSD(a,b) = NSD(b,c) = 2 = NSD(a, c) = 2]

s) Ak /a4 vb € Q pre nejaké raciondlne &isla a, b, tak aj \/a € Q, aj Vb € Q.
)

t) Z Tubovolnych piatich za sebou idicich ¢isel mozno vybrat styri éisla, ktorych stéet bude delitelny
Styrmi.

Uloha 13. Pytagorejskd trojica je také trojica kladnych celych &sel a, b, ¢, pre ktoré plati a? + b? = 2.
Rozhodnite, ¢i v kazdej pytagorejskej trojici:

a) sa nachadza aspon jedno parne ¢islo;

c¢) sa nachédza aspoii jedno ¢islo delitelné styrmi;

Q.

)

b) sa nachddza aspon jedno ¢islo delitelné tromi;
)
)

sa nachadza aspon jedno &islo delitelné Siestimi;



e) sa nachddza aspon jedno ¢&islo delitelné siedmimi.

Uloha 14. Nech a, b st kladné celé &isla opac¢nej parity. Dokdzte, Ze ak nemozno kratit zlomok %, tak

a—>b

nemozno kratit ani zlomok .
a+b

Uloha 15. Mdme redlne ¢isla a, b, c také, ze cisla

1 1 1
b+c’ c+a’ a+b

tvoria aritmetickd postupnost. Dokazte, 7e aj ¢isla a2, b2, ¢? tvoria aritmetickd postupnost.
Uloha 16. Dokézte, ze ak z, y si celé &sla pre ktoré plati 31 | 6x 4+ 11y, potom aj 31 | x + y.
Uloha 17. Nech a, b, ¢ st redlne ¢isla, pre ktoré plati a + b + ¢ = 0. Dokéazte, ze

a b a ¢ b ¢
-+ —-4+-+-4+-+-=-3.
b a ¢ a ¢ b

Uloha 18. Dokéite, ze neexistuje mnohoélen f (x) s celociselnymi koeficientmi, pre ktory by platilo f(7) =

11 a f(11) = 13.

Uloha 19. Je &fslo V2 4 /3 racionglne?

Uloha 20. Dokézte, ze ak existuje nekoneéne vela prvoéisel p, pre ktoré je aj p + 2 prvoéislo, tak potom

existuje nekonecne vela prvocisel p, pre ktoré je p + 2 prvocislo a navyse p + 1 je delitelné 6-timi.

Uloha 21. (*) Dokézte, Ze prvodisel je nekonecne vela.

Uloha 22. (*) Dokézte, Ze pre kazdé prirodzené ¢islo n je ¢islo 2 najviacsim spoloénym delitelom éisel 2n+6,

4n 4+ 10.

Uloha 23. (*) Dokéazte, Ze ak existuje nekonecne vela palindromickych prvoéisel (¢itaji sa rovnako spredu

aj odzadu), tak existuje aj nekonecéne vela palindromickych prvocisel, ktoré maji neparny pocet cifier.

RieSenia uloh

a) pravdivy napr. pre a(t) < (t = 3),b(t) & (t = 2), M = {0,1,2}, nepravdivy napr. pre a(t) < (¢

1),b(t) & (t = 2),M = {0,1,2}

b) pravdivy napr. pre a(t) < (t = 3),b(t) < (t = 2), M = {0,1,2}, nepravdivy napr. pre a(t) < (¢

1),b(t) & (t = 2), M = {0,1,2)
¢) tautoldgia

d) pravdivy napr. pre

nepravdivy napr. pre
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pravdivy napr. pre

t | alt) | bt)
1 1
1 1 1

nepravdivy napr. pre

nie, nepravdivy na préazdnej mnozine, ak vSak vylic¢ime prazdnu mnozinu ako doménu, tak vyrok
mozno povazovat za tautolégiu

nie
ano
nie, plati iba <, kontrapriklad je napr. a(x) < z je parne, b(x) < x je neparne na mnozine N
nie, plati iba =, kontrapriklad je napr. a(x) < x je parne, b(x) < x je neparne na mnozine N
ano
nie, plati iba =, kontrapriklad je napr. a(z) < = = 3, b(x) < x = 7 je neparne na mnozine N

ano

ano

nie, neplati napriklad prea b cs d< 0, e 1

ano

ano

ano

nie, neplati napriklad prea &b ee fo l,ceds g0
ano

ano



