Cvicenie 4A: Mnoziny

— Uloha 1. Dokézte identity:

a) AU(BNC)=(AUuB)N(AuUCQC)

b) (A—C)—(B—C)=A—(BUC)

Uloha 2. Dokézte, ze pre lubovolné mnoziny A, B, C platia identity:

— a) (ANB)xC=(AxC)n(BxC(C),

b) (AUB)xC=(AxC)U(BxC),
— c) (A—-B)xC=(AxC)—(BxC().
— Uloha 3. Dokéite, ze pre lubovolné mnoziny A, B, C plati (AC BABC C) = ACC.
— Uloha 4. Rozhodnite, ¢ pre Tubovolné mnoziny A, B, C plati:

a) ACBNC & (ACBAACC)

b) ACBUC < (ACBVACC)

Pre mnozinu M definujeme potencéni mnoZinu mnoziny M ako mnozinu vSetkych podmnozin mnoziny M.
Oznacujeme ju ako P(M). Teda
P(M)={X; X CM}.

Pri dékazoch teda budeme vyuzivat, ze X € P(M) < X C M.
— Uloha 5. Zistite, ako vyzera
a) P({1,2})
b) P({0.{0}})
— Uloha 6. Zistite, v akom vzfahu (rovnost / inklizia / Ziaden) st mnoziny:
a) P(A)NP(B) aP(ANB)
b) P(A)UP(B)aP(AUDB)
Uloha 7. Dokéizte, ze A1 U Ay U---U A, sa d4 pre n > 2 vyjadrit ako:
a) AjU(As — A1) U (A3 — (A1 UA))U---U(4A, —(AJUAU---UA, 1))
b) (A1 —A)U---U(Ap1 —Ap)U(Ap— AU (A1NAN---NAy)
Uloha 8. Nech A, B, C st mnoziny.
a) Dokazte, ze ak A C B, tak Ax C C B x C.
b) Ako sa zmeneni vysledok z a), ak namiesto C piseme C7
c) Plati aj opa¢na implikécia?
Uloha 9. Dokéite, ze mnoziny A a B st disjunktné prave vtedy, ked (AxB)n(Bx A)=10.
Uloha 10. Dokézte, ze nasledovné tri podmienky su ekvivalentné:
(i) AC B,
(i) AUB = B,
(iii) A~ B=DB- A



I K nasledovnym tlohdm najdete na konci dokumentu tiplné riesenia.
Uloha 11. Zistite, ¢ pre lubovolné mnoziny A, B plati:
2) P(A— B)— {0} C P(4)— P(B).
b) P(A) — P(B) C P(A— B) — {0}.
Vase tvrdenia dokazte.
Uloha 12. Zistite, ¢ pre lubovolné mnoziny A, B, C plati:
a) P(A)U(P(B)NP(C)) CP(AUB)NP(AUC)
b) P(A)U(P(B)NP(C)) 2 P(AUB)NP(AUC)

Vage tvrdenia dokdzte. Pre ziskanie plného poétu bodov nesmiete bez dokazu vyuzit tvrdenia o mnozinach,
v8etky vyuzité tvrdenia dokéazte z definicie.

Uloha 13. Zistite, & pre lubovolné mnoziny A, B, C plati:
a) P(ANB) —P(ANC) C P(A) — P(C),
b) P(A) —P(C) CPANB)—-PANC).

Vase tvrdenia dokazte.

Uloha 14. Nech A je podmnozina prirodzenych ¢isel. SupermnoZinou mnoziny A nazveme mnozinu vsetkych
nadmnozin mnoziny A v univerze prirodzenych ¢isel. Budeme ju oznacovat S(A). Teda

S(A)={X eP(N)| AC X}.
Zistite, ¢i pre lubovolné mnoziny A, B plati:
a) S(ANB) C S(A)NS(B),
b) S(ANB) 2 S(A)NS(B).

Vase tvrdenia dokdzte. Pre ziskanie plného poétu bodov nesmiete bez dokazu vyuzit tvrdenia o mnozinach,
v8etky vyuzité tvrdenie dokazte z definicie.



Riesenie tlohy [6ja)

Ukédzeme, ze P(A) NP(B) = P(AN B).
Dékaz P(A) NP(B) C P(AN B): Pre vietky X plati:
1. Nech X € P(A) NP (B)

2. X € P(A) A X € P(B) (definicia prieniku)
3. X C AN X C B (definicia poten¢nej mnoziny)

4. X C AN B, lebo kazdy prvok mnoziny X sa nachddza v A (vdaka X C A) aj v B (vd'aka
X C B), teda sa nachddza aj v AN B.

5. X € P(AN B) (definicia potenénej mnoziny).
Tym sme ukézali, ze plati (VX)(X € P(A)NP(B)) = (X € P(AN B)).

Dokaz P(A) NP(B) 2 P(AN B): Pre vietky X plati:
1. Nech X € P(ANB)

2. X C AN B (definicia poten¢nej mnoziny)

3. XCA(leho XCANBCA)

4. X C B (lebo X C ANB C B)

5. X CAANX C B (lebo 3. a 4.)

6. X € P(A) A X € P(B) (definicia potenénej mnoziny)

7. X € P(A)NP(B) (definicia prieniku)
Tym sme ukézali, ze plati (VX)(X € P(A)NP(B)) « (X € P(ANB)).

. 7

Zdovodnenie Sedou s zrejmé (ide len o pouzitie definicie), mozete ich vynechat. Dokaz 4. kroku 1. inklizie
mozno spravit viac formdlne aj takto:

i. Nechy e X
ii. y€ A (lebo X C A)
iii. y € B (lebo X C B)
iv. y € AN B (lebo ii. a iii.)
Podobne mozno formédlne dokdzat aj 3. krok (a analogicky aj 4. krok) z 2. inkluzie:
i. Nechy € X
ii. ye AN B (lebo X C AN B)

ili. y € A (definicia prieniku)
Riesenie dlohy 11
a) Ukdzeme, Ze tvrdenie a) plati. Nech X je Iubovolny prvok z mnoziny P(A — B) — {0}, ukdzeme, Ze

X € P(A) - P(B):
1. X e P(A— B) — {0} (predpoklad)



2. X e P(A-B)AX ¢ {0} (definicia rozdielu)

3. X£0  (22)

4. XCA-B (z 2. + definicia P)

5. Ak si zoberieme Tubovolny prvok y € X, tak podla 4. y € A — B, teda y € A. Preto X C A.

6. Kedze X # (), tak X obsahuje nejaky prvok z. Pre tento prvok podla 4. plati z € A — B, teda z ¢ B.
Kedze (3z)(z € X Az ¢ B), tak X ¢ B.

7.XCAAXEB (25 a6)
8. X e P(A)AX ¢ P(B)  (definicia P)
9. X e P(A) —P(B) (definicia rozdielu)
Tym sme ukézali, ze (VX)(X € P(A— B) — {0} & X € P(A) — P(B)), teda a) plati.

b) Ukdzeme, ze b) vo veobecnosti neplati. Nech A = {1,2} a B = {1}, potom

P(A) = P(B) = {{2},{1,2}} € {{2}} = P(A - B) — {0}.

Riesenie ulohy 12

Cast a) Pri dokaze vyuzijeme nasledovné tvrdenie: Pre lubovolné mnoziny X, Y, Z plati:

XCY=XCYUZ. (1)

Dékaz. Nech plati X C Y. Dokédzeme, Ze potom plati X C Y U Z. Pre Tubovolné a plati

anX:%YaeY:>(aeY\/an):>aeYUZ.

Teda plati (Va)(a € X = a €Y UZ), preto plati X CY U Z. O]

Dokézeme, zZe tvrdenie a) plati. Uvazujme prvok X, ktory patri do pravej strany rovnice, teda plati
X e P(A)U(P(B)NP(C)). (2)
Na zéklade definicie zjednotenia potom plati
XePA)VvXePB)NPC) (3)
a podla definicie prieniku méme
XePA)V(XePB)ANXeP). (4)
Teraz vyuzijeme definiciu poten¢énej mnoziny, ¢im mame
XCAV(XCBAXCOQO). (5)

Dostali sme sa k tomu, Zze ndm plati disjunkcia dvoch tvrdeni. Preto d'alej rozdelime dokaz na dve vetvy
podla toho, ktoré plati.



Nech plati Nech plati
XCA XCBAXCC

Na zéklade potom plati X C AUB aaj X C Na zédklade potom plati

AUC, teda mame
XCBUAANX CCUA,

XCAUBAX CAUC.
¢o vieme prepisat na

XCAUBANX CAUC,

ked'Ze prienik je komutativny, ¢o priamo vyplyva
z komutativnosti spojky A.

Tym padom dostavame, ze plati
XCAUBAX CAUC,

ked'Ze sme toto tvrdenie dostali v oboch vetvach. Teraz uz len vyuzijeme definiciu potenénej mnoziny
X eP(AUB)ANX e P(AUC)

a prieniku a mame

X € P(AUB)UP(AUOQ).

Teda sme dokazali, ze
VX)) (X e P(A)U(P(B)NP(C)). =X € PLAUB)UP(AU(C)),

teda plati P(A) U (P(B)NP(C)) CP(AUB)UP(AUC).

Cast b) Ukédzeme, ze tvrdenie neplati. Nech A = {1} a B = C' = {2}. Potom

P(A)U(P(B)NP(C)) ={0,{1},{2}}

P(AUB)UP(AUC) ={0,{1},{2},{1,2}}.

Kedze sa mnozina {1,2} nachddza v pravej strane, ale nenachddza sa v lavej strane, tak P(A) U (P(B) N

P(C)) 2 P(AUB)UP(AUCQ).

Riesenie ulohy 13

Ukéazeme, ze a) plati. Pri rieSeni vyuzijeme tvrdenie, ze X C ANB < X C (AAX C B). Tto ekvivalenciu
sme ukdzali na 4. cvi¢eniach pri rieseni tilohu 5a), no nie ja nirocéné si rozmysliet, ze plati. (Odporticame,
aby ste si takéto veci rozmysleli, lebo napr. ekvivalencia X C AUB < (X € AA X C B) uz neplati.)
Ukézat, Ze jedna mnoZzina je podmnozinou druhej, znamens ukézat, Ze pre vsetky X plati implikdcia X €
P(ANB)—PANC) = X € P(A) — P(C). Predpokladajme teda, 7Ze pre nejaké Iubovolné X plati
X € P(ANB) — P(ANC) a dokazeme, ze potom plati aj X € P(A) — P(C).

1. X e P(ANnB) — P(ANC) (predpoklad)

2. X e P(ANB)AX ¢ P(ANC) (definicia rozdielu mnozin)
3. X CANBA—(X € ANC) (definicia potencnej mnoziny )
4. X CANX CBA-(X CAANX CC) (definicia prieniku)

5. XCANX CBA(XZAVX ZC) (negécia konjunkcie)



6. X CA(z5.)
7. XZAVXZC (25)
8. XZC (26.a7.)
9. XCAANX ZC (z6.a8.)
10. X € P(A) A X ¢ P(C) (definicia potencnej mnoziny)
11. X € P(A) — P(C) (definicia rozdielu)
Ukézeme, Ze b) neplati. Nech A = {1} a B = C = (). Potom
P(A) = P(C) ={0,{1}} — {0} = {{1}} 2 0 = {0} — {0} =P®) - P(0) =P(ANB) - P(ANC).

Poriadne rieSenie a) Ukdzeme si tiez, ako takéto tvrdenie dokézat bez vyuzivania ekvivalencii o mnozinach,
resp. ako si také tvrdenia vieme dokdzat. Nech teda X € P(AN B) — P(AN C), potom:

1. X e P(ANnB) —P(ANC) (predpoklad)
2. X e P(ANB)ANX ¢ P(ANC) (definicia rozdielu mnozin)

3. XCANBAX Z ANC (definicia potenénej mnoziny)

S

. XCA
Dékaz: Pre kazdé y plati: y € X "L yec AnB=ye A

5. X ¢ZC
Dokaz: X L ANC = (Fz)(z€e XNz¢g ANC)= (F2)(z€ XN (¢ AVz¢ ()). Ztoho, ze z€ X a
X C Améme, ze z € A. Pretozo z ¢ AVz ¢ C vyplava z ¢ C. Teda existuje také z, 7e z € X Az ¢ C,
preto X € C.

(=)

. XCAANXZC (4.a5)

J

. X € P(A)ANX ¢ P(C) (definicia potenénej mnoziny)
. X € P(A) — P(C) (definicia rozdielu)

oo

Komentar opravovatela Pri opravovani som az tak nedbal na podrobnost tprav (aj ked za privelké
myslienkové skoky som tiez strhdval), ale skor som hodnotil, nakolko z rieSenia vidno, Ze rozumiete tomu,
ako dokaz takéhoto tvrdenia mé vyzerat. To znamend, Ze vo vasom rieSeni musi byt dokdzana implikacia
X ePANB)—PANC)= X € P(A) — P(C) pre vietky X. To mozno zapisat roznymi sposobmi. Ak
dokazujeme priamo, tak by v rieSeni malo byt vidno, ako ide refaz implikdcia od platného predpokladu k
dokazovanému vyroku. V nasom rieseni je tato refaz reprezentovand oc¢islovanymi bodmi, kde kazdy bod
je dosledkom bodov nad nimi. Ak to nie je jasné, tak k bodom vieme napisat aj na zaklade ¢oho sme ich
vyvodili. Druhym spdsobom vie byt kreslenie §ipok a tak naznacit, ¢o sme z ¢oho dostali.

Dokaz by nemal vyzeraf tak, Ze mame po papieri roztrisené tvrdenia, medzi ktorymi nevidno tieto vztahy.
Tiez si treba ddvat pozor na syntaktické chyby. Napr. nasledovné: P(AN B) & X C AN B (mnoZina
nemoze byt na lavej ani pravej strane ekvivalencie), z € (z € AV x € B) (prvok nemdze patrit do vyroku),
x € AC (z € AVz € B) (vyrok neméze byt podmnozinou vyroku), spojky A, V, =, < mézu byt iba medzi
vyrokmi a nie pri mnozindch ¢i ich prvkoch a iné.

Riesenie ilohy 14

a) Tvrdenie neplati. Protiprikladom si napr. mnoziny A = {1} a B = {2}. Pre mnozinu {1} mdme

{1} e S(AN B) = S(0), lebo 0 C {1}. Ale {1} ¢ S(A)NS(B), lebo {1} ¢ S(B) = S({2}), lebo {2} Z {1}.



b) Ukdzeme, Ze tvrdenie plati. Ked'Ze obe strany inklizie obsahuji len mnoziny prirodzenych ¢éisel, tak
nam staci ukdzat, ze (VX € P(N))(X € S(A) NS(B) = X € S(AN B)). Pre kazdé X € P(N) plati:

1. X € S(A)NS(B)
2. X € S(A) A X € S(B)
3. ACXABCX

4. AN B C X, lebo kazdy prvok y mnoziny AN B sa nachddza aj v A a vdaka A C X sa y nachddza aj
v X

5. X € S(ANB)



Iné rieSenie b) Opéit budeme dokazovat, ze X € S(A) NS(B) = X € S(AN B) plati pre vietky X C N
a taktiez aj pre vSetky A, B C N. Upravujme tento vyrok:

XeSANSB)=XeS(ANB)
(definicia prieniku) i
(X eS(A)ANXeSB)=XeSANB)
(definicia supermnoziny) i
(ACXABCX)=ANBCX
(definicia podmnoziny) ¢
(VyeA=ye X)AN(Vy)lye B=ye X))= (Vy)(ye ANB=yecX)
tautoldgia ((Vy)a(y) A (Vy)b(y)) < (Vy)(a(y) Ably) T
Vy)((yeA=yeX)AN(yeB=yeX))= V) (ye ANB=ycX)
tautoldgia (V) (a(y) = b)) = (VWa(y) = (WbE) 1
M)l(yeA=yeX)ANyeB=yeX))=(yec ANB=yc X)]
(definicia prieniku) ¢
"(yeA=yeX)AN(yeB=yeX))= ((ye ANye B)=yec X) (*)

Dostali sme sa tak k vyrokovej forme
(yeA=yeX)AN(yeB=>yeX))=((ye ANye B)=yec X).

Na iu sa vSak vieme pozriet ako na zloZeny vyrok s elementarnymi vyrokmiy € A,y € B ay € X, kazdy z
nich mo6ze byt pravdivy alebo nepravdivy. Tento zlozeny vyrok je tautolégia. (Dokaz z rieSenia vynechdvame,
mali by ste byt schopni ho doplnit, tu to ide jednoducho aj tabulkou.) Teda bez ohladu na volbu mnozin
A, B, X C N je vyrokovéa forma pravdivd. Vd'aka implikdcidm 1 tak plati aj X € S(A)NS(B) = X €
S(AN B), ¢o sme mali dokézat.

Zopar poznamok k druhému rieseniu. Pri rieSen{ tohto typu si musime dévat pozor na tpravu vyrokov
s kvantifikatormi, hlavne na ich rézne ,vynimanie pred zatvorky“. Totiz nie vzdy ide o korektnu upravu.
Moézeme si vsimnut, Ze predposlednd tiprava mé formu len jednosmernej implikécie. Preto tento postup
nemozeme pouzit v rieseni a). Ak aj ukdzeme, ze v nejakom pripade neplati, ni¢ ndm to nepovie. Totiz
z nepravdy stale méze vyplynit aj pravda.



