Cvicenie 9: Relacie ekvivalencie a rozklady

Uloha 1. Aké relacie poznate zo strednej Skoly alebo z bezného zivota? Uréte o nich, ¢i su reflexivne,
ireflexivne, symetrické, tranzitivne, prip. d'alsie vlastnosti.

Uloha 2. Nech |A| = n € N. Uréite kolko relcif je na mnozine A

a) reflexivnych? d) symetrickych a nie reflexivnych?
% o h
b) symetrickych? ¢) (%) tranzitivnyc
f) (*) symetrickych, reflexivnych a nie tran-
c) reflexivnych a symetrickych? zitivnych?

Uloha 3. Uvazujme relécie
S={(z,y) eRxR; z—y>1} a T ={(a,b) e NxN; 6| a+b}.

Rozhodnite o nich, ¢i sa reflexivne, ireflexivne, symetrické a tranzitivne.
Uloha 4. Rozhodnite, ¢i relacia R je reflexivna, ireflexivna, symetrickd, tranzitivna:

a) R={(z,y) e RxR; z—ye(-1,1)}

b) R={(z,y) € R x R; 2 + 43? < 4xy}

c) Reldcia U na P(Z), takd ze (z,y) € U & 47 € x Ny.

d) Relacia R na Z x Z taka, ze (a,b)R(c,d) < ac = bd

e) Relacia R na Z x Z taka, ze (a,b)R(c,d) < ad = be

£) | ={(a,b) €ZxZ; GkeZ)(b=k-a)}

o

h) R={(a,b) €Z xZ; 7|a+b}
i) Relacia P na P(Z), takd ze (z,y) € PNy =Z.

j) Reldcia P na P(Z), takd ze (x,y) € P &z Uy =Z.

)

)

)

)
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) R={(z,y) € R x R; sinz = siny}
) R

i) (
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k) Relicia P na P(Z), takd ze (v,y) € P < aNy = 0.
) (

1) Reldcia P na P({1,2,3}), takd ze (A, B) € P < |A| = |B|, kde | M| oznacuje pocet prvkov (konecnej)

mnoziny M.
m ELXZL; c—d=4}
n €Z xZ; (cd+100)(cd — 60) = 0}
p
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) R={(a,b) € Z x Z; (Ja+b| —24)(|a — b| — 24) = 0}
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) R=

) R=
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(c,d)

(c,d)

{(z,y) €Z X Z; |x+y|lzr —y| <3}
(a,b)

(

{(r,s) €ZXZ; |r+s|=|3+r—s|}

{(r,s) eRxR; |r+s|=|3+r—s|}
s {(z,y) eERxR; z —y € (0,1)}
t (z,

u) Reldcia R na N taka, ze (z,y) e Rz =2Y



v) Relacia R na R takd, ze (x,y) € R< x+y < 100

x) Relacia R na R taka, ze (z,y) e Rz —y € Q.

) (z,y)
w) Reldcia R na R také, ze (z,y) € R < |z| < |y|.
) (z,y)
y) Reldcia R na N taka, ze (z,y) € R < 3 | 2% + ¢?
Uloha 5. Dokézte, ze pre kazdu relaciu R na mnozine M plati:
a) R je reflexivna prave vtedy, ked idy, C R
b) R je ireflexivna prdave vtedy, ked idy; N R = ()
c) R je symetrickd prave vtedy, ked R~! C R
d) R je tranzitivna prave vtedy, ked RR C R
e) R je asymetrické prave vtedy, ked RN R~ =)
f) R je antisymetrickd prave vtedy, ked RN R~! Cidy
Mozno v podilohach a), c), d) a f) nahradit C za =?

— Uloha 6. Na mnozine studentov gymndzia definujeme reldciu ,,byt spoluziakom®. Dokézte, Ze ide o reldciu
ekvivalnecie. Co je rozklad, ktory uréuje?

— Uloha 7. Dokazte, ze relacia
R={(a,b) € ZxZ; 5| (a—0)}

je relaciou ekvivalencie na mnozine Z. Opiste, aky rozklad indukuje
a) ak ju zuzime na mnozinu {—10,-8,1,5,16, 17,20, 47,49},
b) na mnozine Z.

Uloha 8. Dokéite, ze pre kazdé kladné celé ¢islo d je reldcia =; definovana na Z tak, ze
a=qgb<d|(a—0b),
je relaciou ekvivalencie a popiste rozklad, ktory indukuje.

Pozndmka. Téato reldcia sa nazyva kongruencia a velmi ¢asto sa vyuziva v teérii ¢isel. Dava do vztahu prave
také ¢isla, ktoré maju rovnaky zvysSok po deleni ¢islom d. Miesto znacenia a =4 b sa skor pouziva a = b
(mod d) (¢itame a je kongruentné s b modulo d). Teda napr. 2 = 47 (mod 5), 12 = 0 (mod 2), 22 = 50
(mod 7).

— Uloha 9. Dokézte, ze reldcia
R={(z,y) e RxR; z—ye€Z}

je relaciou ekvivalencie a popiste rozklad, ktory indukuje.

Uloha 10. Dokazte, ze relacia
R= {(a,b) e Nt x N*; 3k € Z: %:2k}

je relaciou ekvivalencie a popiste rozklad, ktory indukuje.

— Uloha 11. Kolko je vietkych relécii ekvivalencie na stvorprvkovej mnozine? Kolko je ich na pifprvkove;
mnozine?

— Uloha 12. Nech R a S su relacie ekvivalencie na mnozine M. Uvazujme nasledovné relacie



a) RUS, b) RNS, c) R—S, d) RS, e) R7L.

Pre kazdi z podiloh n4jdite priklad reldcii R, S kedy vyslednd reldcia je opit reldciou ekvivalencie; a
taktiez priklad relacii R, S, kedy vysledna reldcia nie je relaciou ekvivalencie. V pripade, ze také relacie R,
S nemozno néjst, dokazte preco.

Uloha 13. Nech R a S st tranzitivne relécie. Co viete povedat o tranzitivnosti reldcif
a) RNS, b) RUS, c) R—S, d) RS, e) R71?
Musia byt vzdy tranzitivne? Mézu byt pre niektoré volby R, S tranzitivne a inokedy nie? Nebudu nikdy
tranzitivne?
Uloha 14. Ktoré z reldcif z predoslych cvic¢eni su relaciami ekvivalencie? Aky rozklad uréujui?

Uloha 15. Nech W je neprazdny systém reldcii ekvivalencie na mnozine X. Dokazte, ze aj (\pew R je
relacia ekvivalencie na mnozine X.



