Cvicenie 10A: Rozklady urcené relaciou
ekvivalencie, usporiadania

Uloha 1. Dokazte, ze relacia
R={(a,b) e ZxZ; 5| (a—1b)}

je relaciou ekvivalencie na mnozine Z. Opiste, aky rozklad indukuje
a) ak ju zuzime na mnozinu {—10,—8,1,5,16,17,20,47,49},
b) na mnozine Z.

Uloha 2. Na mnozine studentov gymnézia definujeme reldciu , byt spoluziakom®. Dokézte, Ze ide o reldciu
ekvivalencie. Co je rozklad, ktory urcuje?

Uloha 3. Dokazte, ze relacia
R={(z,y) eRxR; 2 —yeZ}

je relaciou ekvivalencie a popiste rozklad, ktory indukuje.

Uloha 4. Nech R a S su relacie ekvivalencie na mnozine M. Uvazujme nasledovné relacie

a) RUS, b) RN S, c) R— 5, d) RS, e) R7L.

Pre kazdi z podiloh ndjdite priklad reldcii R, S kedy vyslednd reldcia je opét reldciou ekvivalencie; a
taktiez priklad relacii R, S, kedy vysledna reldcia nie je relaciou ekvivalencie. V pripade, ze také relacie R,
S nemozno néjst, dokazte preco.

Uloha 5. Uvazujme relaciu

R={(2,1),(3,1),(5,4),(6,1),(6,2),(6,3),(6,5)}

na mnozine {1,2,3,4,5,6}. Ide o reldciu usporiadania? Ak nie, ako ju treba upravit, aby sme dostali uspo-
riadanie?

Uloha 6. Pre zadané nezaporné celé ¢isla m, n najdite usporiadani mnozinu, ktora bude mat n maximalnych
a m minimalnych prvkov.

Uloha 7. Pri kazdu z nasledovnych reldcii urcte, ¢i je reflexivna, antisymetricka, tranzitivna, dichotomicka.
Urcite, ¢i su usporiadanim, resp. iplnym usporiadanim.

a) Reldcia | na Z, kde a | b < 3k € Z: ka = b pre vsetky a,b € Z

b) Reldcia | na N — {1}, kde a | b < 3k € Z: ka = b pre vsetky a,b € N

c) R={(a,a); a e N} U{(2a+ 1,2a); a € N} (na N)

d) R={((a,b),(c,d)) e N> xN?% a <cAb<d},

e) R={((a,b),(c;d)) € N> x N*; a+b<c+d},

f) R={((a,b),(c,d)) € N> x N% a+b<c+d},

g) R={((a,b),(c,d)) e N> xN% a+b<c+dV(a,b)=(cd)},

h) Reldcia z predoslej podiilohy ztizend na mnozinu M = {(a,b) € N?; a >5Ab>TAa+b< 47}

i) (*) R ={(A4,B) € Puon(N) X Pron(N); Y pc42” <3 e 2°}, kde Pion(N) oznacuje mnozinu koneénych

podmnozin nezdpornych celych ¢&isel.

j) R={(a,b) e NxN; 7a|bVa=0b}



k) < ={((a,b),(c,d)) € N> x N%; (3k € N)(c = ka A d = kb)} [Riesenie]
— Uloha 8. Uréte minimélne, maximalne, najmensie a najvicsie prvky usporiadani z predoslej tlohy.
— Uloha 9. Uved'te priklad relacie usporiadania, ktoré ma 2 minimélne a 5 maximalnych prvkov.
— Uloha 10. Uved'te priklad relacie usporiadania, ktoré 3 miniméalne a ziadne maximalne prvky.
Uloha 11. Mozno na mnozine N? definovaf aplné usporiadanie?

Uloha 12. Z mnoziny &fsel M = {1,2,...,30} si vyberame nejaké podmnoziny tak, aby kazdé dve vybrané
¢isla boli nesidelitelné. Vsetky takéto podmnoziny ddme do mnoziny A. Teda

N ={X C M; Va,be X: NSD(a,b) = 1}.
b) Je pravda, ze vSetky tieto maximdalne prvky majui rovnaky pocet prvkov?

¢) Uréte maximalne prvky vzhladom na ostré usporiadanie < ,mat viac prvkov ako®. Teda A <X B &
A = BV |A] < |B|. Existuje najvacsi prvok?

d) Kolko najviac ¢isel mozno vybrat z mnoziny M tak, aby kazdé dve z vybranych ¢isel boli nestidelitelné?

.....

usporiadanie <). Nech M = {n € N; 0 <n < 47} a nech
R={(A,B) € (P(M)—{0}) x (P(M) — {0}); max A < max BV A = B}.

Dokézte, ze R je usporiadanim na mnozine P(M)—{0} a njdite vietky jej minimélne, najmensie, maximalne
a najvicsie prvky. Spravnost vasich néjdenych prvkov dokézte.

Uloha 14. N4éjdite priklad usporiadani R a S na rovnakej neprazdnej mnozine M, aby reldcie

a) RN S, b) RUS, c) R— S, d) RS, e) R71?

boli / neboli usporiadania. V pripade, Ze takd volba R, S neexistuje, dokazte to.

Uloha 15. Nech R je usporiadanie na mnozine A a S je usporiadanie na mnozine B. Rozhodnite, ¢i si
naslednové relacie usporiadanim:

a) reldcia T na mnozine A X B, kde (a,b)T(c,d) < aRc A bSd,
b) relacia U na mnozine A x B, kde (a,b)U(c,d) < aRc V bSd,

Uloha 16. Nech A, I # § st mnoziny a nech pre kazdé i € I je @; usporiadanie mnoziny A. Dokazte, ze
potom aj [);c; ¢: je usporiadanie mnoziny A. Co ak st ¢; iplné usporiadania?

Pozndmka. (;c; v = {z; (Vi € I)(z € @)}


http://www.dcs.fmph.uniba.sk/~rajnik/udds21/du/du2-ries.pdf

