Cvicenie 13A: Stvislost a stromy

— Uloha 1. Nech G = (V, E) je jednoduchy graf radu n taky, ze pre vsetky v € V plati degs(v) > (n—1)/2.
Dok&zte, Ze graf G' musi byt nutne stivisly.

Uloha 2. Nech G = (V, E) je jednoduchy graf rddu n taky, ze pre kazdu dvojicu nesusednych vrcholov u,
v plati deg(u) + dege(v) > n — 1. Dokdzte, ze G musi byt nutne stvisly.

Uloha 3. Nech G = (V, E) je Tubovolny graf. Dokédzte alebo vyvratte:

— a) Ak pre dvojicu vrcholov u,v € V existuje u-v-sled, tak existuje aj cesta za¢inajica v u a koné¢iaca vo
.

b) Ak pre dvojicu vrcholov u,v € V existuje u-v-tah, tak existuje aj cesta za¢inajica v u a konéiaca vo
.

c¢) Ak pre dvojicu vrcholov u,v € V existuje u-v-sled, tak existuje aj tah zacéinajici v u a konéiaci vo v.

d) Ak pre vrchol u € V existuje uzavrety sled nenulovej diZky prechadzajuci cez u, tak existuje aj kruznica
prechadzajica cez u.

e) Ak pre vrchol u € V existuje uzavrety fah nenulove;j diiky prechadzajuci cez u, tak existuje aj kruznica
prechadzajica cez u.

Uloha 4. Podla riesenia predoslej dlohy navrhnite funkciu v Pythone, ktora dostane ako parameter u-v-sled
a vypiSe na vystup u-v-cestu.

— Uloha 5. Dokéite, ze graf s minimalnym stupnom § obsahuje
a) cestu dizky & + 1;
b) kruznicu dizky aspon .6 + 1.

Uloha 6. Dokézte, ze komplementarny graf k nestuvislému grafu je suvisly. (Komplementarny graf grafu G
je taky graf G', pre ktory plati V(G') = V(G) a E(G') = (‘2/) — E(G).)

Uloha 7. Dokézte, Ze lTubovolné dve najdlhsie cesty v sivislom grafe maji spoloény vrchol. Maju aj spoloéni
hranu?

Uloha 8. Dokézte, ze ak graf G = (V, E) obsahuje aspon jeden uzavrety sled nepérnej dfiky, tak obsahuje
aj kruznicu neparnej dlzky.

Uloha 9. Dokéite, ze v lubovolnom 2-reguldrnom grafe lezi kazdy vrchol na préve jednej kruznici.
Uloha 10. Popiste vsetky grafy, ktoré neobsahuju ziadnu cestu diiky 3.

Uloha 11. Nech n > 1. N4jdite najmensie k(n) € N také, ze vietky jednoduché grafy rddu n s k(n) hranami
sa suvislé.

— Uloha 12. Kolko najmenej hrén moze obsahovat stvisly n-vrcholovy graf?

Stromy

Definicia 1. Strom je savisly acyklicky graf (teda neobsahuje kruznicu).
Definicia 2. List stromu je vrchol stupna 1.

Definicia 3. Kostra grafu G je podgraf grafu G, ktory je strom a ktory obsahuje vSetky vrcholy grafu G.

— Uloha 13. Dokéite, ze kazdy netrividlny strom ma aspon dva listy.



Uloha 14. Kolko najmenej a kolko najviac listov moze mat strom na n vrcholoch?
Uloha 15. Dokézte, ze strom na n vrcholoch mé prave n — 1 hran.
Uloha 16. Dokézte, ze kazdy strom T mé aspoi A(T) listov.
Uloha 17. Dokazte, ze kazdy suvisly graf ma kostru.
Uloha 18. O strome T vieme, Ze ma
e 4 vrcholy stupna 2,
e 2 vrcholy stupna 3,
e 7 vrcholov stupna 4,
e maximélny stupen 4.
Kolko moze mat strom T listov?

Uloha 19. Dok&zte, Ze vrcholy stromu moZno oéislovat vy, va, ..., v, tak, Ze pre kazdé i > 2 m4 vrchol v;
prave jedného suseda v mnozine {v1,va,...,v;—1}.



