RiesSenie 1. sady domacich uloh

Uloha 1

Nech p(z) oznacuje vyrokovi formu hovoriacu: ,,Celé éislo x je prvocislo“. Uvazujme vyrok:
,Kazdé celé ¢islo vicsie ako 3 mozno vyjadrit ako stcet dvoch prvocisel.

a) Zapiste tento vyrok syntaxou vyrokovej logiky (dovolené symboly saV, 3, €, Z, : , >, >,
<, < =+, -/, A\, V, =, &, vyrokovd forma p, zdtvorky, premenné, kvantifikovat
mozno len cez mnozinu Z).

b) Uréte pravdivostni hodnotu tohto vyroku. Vase tvrdenie dokézte.

RieSenie a)
VneZ: (n>3=FacZ:3beZ: (pla) Ap(b) An=a+b)))

RieSenie b) Ukazeme, ze vyrok je nepravdivy. Cislo n = 11 sa nedd vyjadrif ako stcet dvoch
prvocisel. Vsetky prvocisla mensie ako 11 si 2, 3, 5 a 7 a ziadne dvojica nedava sucet 11: 2 + 2 = 4,
24+3=5,247=9,34+3=6,34+7=10,5+5=10,5+7=12, 7+ 7 = 14.

Komentar. To, ¢o sme napisali vyssie, iplne stacilo napisat do rieSenia. Nepravdivost véeobecného
tvrdenia sa najjednoduchsie dokdze prikladom. Preto, ak vieme taky priklad poskytnit, tak je na-
jistejsie aj tak spisat rieSenie.

Strucne eSte napiseme, ako sa dal skiimany vyrok formélne zapisat. Vyrok hovori nie¢o o lubovolnom
v’ v v . , 9
celom cisle vicsom ako 3. To vieme zapisat ako

VneZ:(n>3=...).

Miesto bodiek chceme napisat, ze ¢fslo n mozno vyjadrit ako siéet dvoch prvoéisel. Potrebujeme
dve prvocisla — na to vyuzijeme premenné, napriklad a, b. Tie budu kvantifikované existenénym
kvantifikdtorom, lebo tvrdime, ze sa n d4 tak zapisat. Kvantifikovat chceme vyrokovi formun = a+b.
Este potrebujeme urcit, Ze a, b maji byt prvoéisla. Tito podmienku vieme pridat cez konjunkciu.
Takto nam vznikne vyrok, ktory sme uviedli.

Uloha 2

N4jdite taky priklad mnoziny M a vyrokovych foriem a(x) a b(x), aby po ich dosadeni do
vyroku
(Ve e M: (a(z) = b(z))) VvV (3x € M: a(x) AVx € M: —=b(z)).

sme dostali a) pravdivy, b) nepravdivy vyrok. Sprdvnost vasich volieb dokdzte.

RieSenie a) 1. Nech M = {42}, a(z) & 1 | z a b(zx) & x = 42. To zodpoveda pravdivostnej
tabulke:



x‘a(m)‘b(z)
20 1 |1

Potom je vyrok Vo € M: (1 | x = x = 42) pravdivy, lebo plati pre vsetky prvky z M (teda jediny
prvok x = 42). Potom aj celd disjunkcia je pravdiva.

RieSenie a) 2. Nech M = (). Potom je vyrok na lavej strane disjunkcie pravdivy (vSeobecny
kvantifikator cez prazdnu mnoziny), a teda celd disjunkcia je pravdiva.

Riesenie b) 1 Nech M = {2,3}, a(z) & 2| z a b(x) = 2 { . To zodpoveda pravdivostnej tabulke:

Vyrok Vo € M: (a(x) = b(z)) je nepravdivy, lebo neplati pre x = 2. Vyrok Vo € M: —b(x) je
tiez nepravdivy, lebo neplati pre = 3. Preto je aj cela konjunkcia nepravdiva. A kedze oba ¢leny
disjunkcie su nepravdivé, tak aj cely vyrok je nepravdivy.

Poznamka. Po dosadeni vyrokovych foriem z tohto prikladu sme dostali vyrok
VreM: 2|x=2fz))VE@ExeM:2|xAVr e M: 2| x).
Ide o disjunkciu dvoch vyrokov, ktoré mozno slovne precitat ako:
e Ak je ¢islo parne, tak je neparne.
e Existuje parne ¢islo a vSetky cisla su péarne.

Aj z precitania vidime, ze oba vyroky su nepravdiveé.

Ako prist na priklad v b) Chceme, aby disjunkcia dvoch vyrokov bola nepravdivé, preto oba
musia byt nepravdivé. Aby neplatil vyrok Vo € M: (a(x) = b(x)), tak pre nejaké x; musi neplatit
a(zy) = b(zy), teda a(z1) < 1, b(z;) < 0. Recou tabulky, v niektorom jej riadku musime mat 1,
0. Na pravej strane mame konjunkciu. Aby bola nepravdiva, tak aspoil jeden z vyrokov musi byt
nepravdivy. Vyrok 3z € M: a(z) je pravdivy, lebo plati pre & = z;. Preto musi byt nepravdivy
vyrok Vo € M: —b(x)). Ten neplati ak pre nejaké xo mame —b(xq) < 0, teda b(xy) < 1. Tabulka
vyrokovych foriem a(z), b(z), tak musi obsahovat dva takéto riadky:

v | a(z) | b(x)
ik

A to sme uZ v rieSeni overili, Ze ndm to pre jednu takito tabulku stac¢i. Dokonca nam nevadi, ked
tabulka obsahuje aj lubovolne vela inych riadkov.

Vsetky rieSenia sme zapisali tak, ako by mali byt podla pravidiel dokazovania. Ulohou malo byt
uviest priklad, tak sme ho uviedli a nasledne sme dokézali, akd pravdivostna hodnota. Sposob, akym
sme ho dostali nie je pre ucely dokdzania spravnosti relevantny. V nom totiz robime uvahy opa¢nym
smerom, ako potrebujeme. Vychddzame z toho, Ze vyrok je nepravdivy, teda z toho, ¢o mdme podla
zadania dokdzat. A to v dokaze nemé ¢o robit.



Uloha 3

Dokaite, ze pre kazdé kladné celé &fslo n plati rovnost

1 2 3 4 n—1 n n+ 2
2 4 8 16 on—1 " on on

Rovnost dokdzeme matematickou indukciou.

Baza. Pren =1 dostdvame rovnost 1 =2 — 3, ¢o plati, kedze 2 — 2 = 1 —

[\ [N}

1
5

Indukény krok. Teraz uvazujme Tubovolné celé n > 1. Predpokladajme, Zze plati

1 2 3 4 n—1 n n+ 2
S S+t :

= IP
2 4 8 16 2n—1 - 2n 2n (IP)

Dokazeme, ze potom plati aj

1+2+3+4+ +n—1+n+n—|—1_2_n—|—3
9 4 8 16 on—1 on on+1 - on+1l -’

Zoberieme si lavii stranu a upravujme ju s vyuzitim indukéného predpokladu.

1 2 3 4 n—1 n n—l—llg
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=2

Tym sme dokézali, ¢co sme chceli. Dokaz indukciou je tak hotovy.

Uloha 4

Rozhodnite a nasledne dokazte, ¢i nasledovny zlozeny vyrok je tautolégia

(aV=b) = [((cVa)Ad) V(b= (e = —d))]

Sporom ukazeme, ze zadany vyrok je tautolégia. Pre spor predpokladajme, zZe to nie je tautoldgia. To
znamena, ze pre nejaké ohodnotenie elementarnych vyrokov a, b, ¢, d, e je vyrok nepravdivy, teda:

1. {(aV=b) = [((cVa)ANd)V (b= (e = —d))]} <0,
2. (av-b) &1 (z 1),

3. [(cVa)Ad)V (b= (e = —d)] & 0 (z 1.),



10.
11.
12.

((cVa)And) <0 (z3.),
(b= (e=—d)) <0 (z3.),
b<1(z5.),

(e=—-d) <0 (z5.),

e 1(z7.),

d<1(z7),
a<1(z2 a6.),
(cVa)<0(z4 a9.),

a < 0 a to je spor s 10.



