
Riešenie 1. sady domácich úloh

Úloha 1

Nech p(x) označuje výrokovú formu hovoriacu:
”
Celé č́ıslo x je prvoč́ıslo“. Uvažujme výrok:

”
Každé celé č́ıslo väčšie ako 3 možno vyjadrit’ ako súčet dvoch prvoč́ısel.“

a) Zaṕı̌ste tento výrok syntaxou výrokovej logiky (dovolené symboly sú ∀, ∃, ∈, Z, : , ≥, >,
≤, <, =, +, −, ·, /, ∧, ∨, ⇒, ⇔, výroková forma p, zátvorky, premenné, kvantifikovat’

možno len cez množinu Z).

b) Určte pravdivostnú hodnotu tohto výroku. Vaše tvrdenie dokážte.

Riešenie a)
∀n ∈ Z : (n > 3 ⇒ (∃a ∈ Z : ∃b ∈ Z : (p(a) ∧ p(b) ∧ n = a+ b)))

Riešenie b) Ukážeme, že výrok je nepravdivý. Č́ıslo n = 11 sa nedá vyjadrit’ ako súčet dvoch
prvoč́ısel. Všetky prvoč́ısla menšie ako 11 sú 2, 3, 5 a 7 a žiadne dvojica nedáva súčet 11: 2 + 2 = 4,
2 + 3 = 5, 2 + 7 = 9, 3 + 3 = 6, 3 + 7 = 10, 5 + 5 = 10, 5 + 7 = 12, 7 + 7 = 14.

Komentár. To, čo sme naṕısali vyššie, úplne stačilo naṕısat’ do riešenia. Nepravdivost’ všeobecného
tvrdenia sa najjednoduchšie dokáže pŕıkladom. Preto, ak vieme taký pŕıklad poskytnút’, tak je na-
jisteǰsie aj tak sṕısat’ riešenie.

Stručne ešte naṕı̌seme, ako sa dal skúmaný výrok formálne zaṕısat’. Výrok hovoŕı niečo o l’ubovol’nom
celom č́ısle väčšom ako 3. To vieme zaṕısat’ ako

∀n ∈ Z : (n > 3 ⇒ . . . ).

Miesto bodiek chceme naṕısat’, že č́ıslo n možno vyjadrit’ ako súčet dvoch prvoč́ısel. Potrebujeme
dve prvoč́ısla – na to využijeme premenné, napŕıklad a, b. Tie budú kvantifikované existenčným
kvantifikátorom, lebo tvrd́ıme, že sa n dá tak zaṕısat’. Kvantifikovat’ chceme výrokovú formu n = a+b.
Ešte potrebujeme určit’, že a, b majú byt’ prvoč́ısla. Túto podmienku vieme pridat’ cez konjunkciu.
Takto nám vznikne výrok, ktorý sme uviedli.

Úloha 2

Nájdite taký pŕıklad množiny M a výrokových foriem a(x) a b(x), aby po ich dosadeńı do
výroku

(∀x ∈ M : (a(x) ⇒ b(x))) ∨ (∃x ∈ M : a(x) ∧ ∀x ∈ M : ¬b(x)).

sme dostali a) pravdivý, b) nepravdivý výrok. Správnost’ vašich volieb dokážte.

Riešenie a) 1. Nech M = {42}, a(x) ⇔ 1 | x a b(x) ⇔ x = 42. To zodpovedá pravdivostnej
tabul’ke:



x a(x) b(x)
42 1 1

Potom je výrok ∀x ∈ M : (1 | x ⇒ x = 42) pravdivý, lebo plat́ı pre všetky prvky z M (teda jediný
prvok x = 42). Potom aj celá disjunkcia je pravdivá.

Riešenie a) 2. Nech M = ∅. Potom je výrok na l’avej strane disjunkcie pravdivý (všeobecný
kvantifikátor cez prázdnu množiny), a teda celá disjunkcia je pravdivá.

Riešenie b) 1 Nech M = {2, 3}, a(x) ⇔ 2 | x a b(x) = 2 ∤ x. To zodpovedá pravdivostnej tabul’ke:

x a(x) b(x)
2 1 0
3 0 1

Výrok ∀x ∈ M : (a(x) ⇒ b(x)) je nepravdivý, lebo neplat́ı pre x = 2. Výrok ∀x ∈ M : ¬b(x) je
tiež nepravdivý, lebo neplat́ı pre x = 3. Preto je aj celá konjunkcia nepravdivá. A kedže oba člený
disjunkcie sú nepravdivé, tak aj celý výrok je nepravdivý.

Poznámka. Po dosadeńı výrokových foriem z tohto pŕıkladu sme dostali výrok

(∀x ∈ M : (2 | x ⇒ 2 ∤ x)) ∨ (∃x ∈ M : 2 | x ∧ ∀x ∈ M : 2 | x).

Ide o disjunkciu dvoch výrokov, ktoré možno slovne preč́ıtat’ ako:

• Ak je č́ıslo párne, tak je nepárne.

• Existuje párne č́ıslo a všetky č́ısla sú párne.

Aj z preč́ıtania vid́ıme, že oba výroky sú nepravdivé.

Ako pŕıst’ na pŕıklad v b) Chceme, aby disjunkcia dvoch výrokov bola nepravdivá, preto oba
musia byt’ nepravdivé. Aby neplatil výrok ∀x ∈ M : (a(x) ⇒ b(x)), tak pre nejaké x1 muśı neplatit’

a(x1) ⇒ b(x1), teda a(x1) ⇔ 1, b(x1) ⇔ 0. Rečou tabul’ky, v niektorom jej riadku muśıme mat’ 1,
0. Na pravej strane máme konjunkciu. Aby bola nepravdivá, tak aspoň jeden z výrokov muśı byt’

nepravdivý. Výrok ∃x ∈ M : a(x) je pravdivý, lebo plat́ı pre x = x1. Preto muśı byt’ nepravdivý
výrok ∀x ∈ M : ¬b(x)). Ten neplat́ı ak pre nejaké x2 máme ¬b(x2) ⇔ 0, teda b(x2) ⇔ 1. Tabul’ka
výrokových foriem a(x), b(x), tak muśı obsahovat’ dva takéto riadky:

x a(x) b(x)
1 0

1

A to sme už v riešeńı overili, že nám to pre jednu takúto tabul’ku stač́ı. Dokonca nám nevad́ı, ked’

tabul’ka obsahuje aj l’ubovol’ne vel’a iných riadkov.

Všetky riešenia sme zaṕısali tak, ako by mali byt’ podl’a pravidiel dokazovania. Úlohou malo byt’

uviest’ pŕıklad, tak sme ho uviedli a následne sme dokázali, aká pravdivostná hodnota. Spôsob, akým
sme ho dostali nie je pre účely dokázania správnosti relevantný. V ňom totiž rob́ıme úvahy opačným
smerom, ako potrebujeme. Vychádzame z toho, že výrok je nepravdivý, teda z toho, čo máme podl’a
zadania dokázat’. A to v dôkaze nemá čo robit’.



Úloha 3

Dokážte, že pre každé kladné celé č́ıslo n plat́ı rovnost’
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Rovnost’ dokážeme matematickou indukciou.
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Indukčný krok. Teraz uvažujme l’ubovol’né celé n ≥ 1. Predpokladajme, že plat́ı
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Dokážeme, že potom plat́ı aj
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Zoberieme si l’avú stranu a upravujme ju s využit́ım indukčného predpokladu.
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Tým sme dokázali, čo sme chceli. Dôkaz indukciou je tak hotový.

Úloha 4

Rozhodnite a následne dokážte, či nasledovný zložený výrok je tautológia

(a ∨ ¬b) ⇒ [((c ∨ a) ∧ d) ∨ (b ⇒ (e ⇒ ¬d))]

Sporom ukážeme, že zadaný výrok je tautológia. Pre spor predpokladajme, že to nie je tautológia. To
znamená, že pre nejaké ohodnotenie elementárnych výrokov a, b, c, d, e je výrok nepravdivý, teda:

1. {(a ∨ ¬b) ⇒ [((c ∨ a) ∧ d) ∨ (b ⇒ (e ⇒ ¬d))]} ⇔ 0,

2. (a ∨ ¬b) ⇔ 1 (z 1.),

3. [((c ∨ a) ∧ d) ∨ (b ⇒ (e ⇒ ¬d))] ⇔ 0 (z 1.),



4. ((c ∨ a) ∧ d) ⇔ 0 (z 3.),

5. (b ⇒ (e ⇒ ¬d)) ⇔ 0 (z 3.),

6. b ⇔ 1 (z 5.),

7. (e ⇒ ¬d) ⇔ 0 (z 5.),

8. e ⇔ 1 (z 7.),

9. d ⇔ 1 (z 7.),

10. a ⇔ 1 (z 2. a 6.),

11. (c ∨ a) ⇔ 0 (z 4. a 9.),

12. a ⇔ 0 a to je spor s 10.


