RieSenia 3. sady domacich iloh

Uloha 1

V triede je 20 chlapcov a 30 dievéat. Mikulds im doniesol 200 nerozliSitelnych cukrikov. Kolkymi
sposobmi vie Mikul4s rozdelit defom cukriky tak, aby vsetci chlapci spolu mali iny pocet cukrikov
ako dievcatd?

Keby sme nemali podmienku, Ze chlapci a dievéatd dostand rozny pocet cukrikov, cheeli by sme medzi 200

cukrikov vlozit 49 oddelovacov, ktoré to oddelia na cukriky pre jednotlivé deti. Pocet moznosti je preto
200+49

( 200 )

Teraz vsak potrebujeme odpocitat ,z16“ moznosti — t. j. také, v ktorych chlapcom aj dievéatdm rozdelime
po 100 cukrikov. Pre chlapcov potrebujeme datf 19 oddelovacov medzi 100 cukrikov. Pre dievcatd zas 29
oddelovacov medzi 100 cukrikov. Ku kazdému rozlozeniu cukrikov pre chlapcov vieme priradit Tubovolné

rozlozenie pre dievcata, Cize pouzijeme pravidlo suéinu. Zlych moznosti je teda (10%619) . (10?5529).

Vysledny pocet moznosti je preto (gég) — (}ég) Ggg).

Uloha 2

Uvazujme 52 zolikovych kariet, z ktorych kazda mé prave jednu z 13 hodnét a prave jednu zo 4 farieb.
Kolkymi spésobmi mozno kazdému z 9 hracov rozdat 4 karty tak, aby neexistoval hra¢, ktory mé
vSetky 4 karty rovnakej hodnoty?

Pozndmka. Pod rozdanim kariet formélne myslime usporiadant 9-ticu tvorent navzéjom disjunktnymi
4-prvkovymi podmnozinami mnoziny vSetkych kariet.

Nech A; prei = 1,2,...,9 oznacuje také rozlozenia, kde i-ty hrd¢ ma na ruke 4 karty rovnakej hodnoty. Ked
chceme spoéitat, v kolkych rozloZeniach nikto nemé 4 karty rovnakej hodnoty, sta¢i od vsetkych rozlozeni
odpoéitat tie, v ktorych m4 aspon jeden hra¢ 4 karty rovnakej hodnoty.

Najskor spocitajme, kolko je vietkych rozlozeni. Najskor vyberieme 36 kariet a zoradime ich, ¢o je 5236 =
(5%%6)! = % Prvé styri pojdu prvému hracovi, druhému druhé styri, atd. Na poradi kariet jednotlivého

hrica nezdlezi, preto tento pocet vydelime (4!)°. Preto celkovy pocet rozlozeni je %.

Od tohto poé¢tu chceme odpocitat pocet rozlozeni, kde aspon jeden hra¢ m4 4 karty rovnakej hodnoty, ¢o je
zjednotenie rozlozeni A, ..., Ag. Tam vieme vyuzitf princip inklizie a exklizie.

Uréime pocet moznosti, kde &k fixnych hrac¢ov ma karty rovnakej hodnoty. Najskor si z 9 hracov vyberieme
tychto k hracov (Z) sposobmi. Potom uréime, o aké hodnoty ide — to ide 138 = u?}ii'k)' sposobmi. Zostava
ndm vybrat 36 — 4k kariet pre zvysnych 9 — k hracov, ktoré potom rozdelime podobne ako predtym, na ¢o

je (52 — 4k)36=4k — % moznosti. Dostdvame sa teda k vysledku

52! > 9 131 (52 —4k)! 9 13! (52 — 4k)!
(16!)(41)9 > () <k) (13— k)!16!(41)9F > (-D* (k> (13— k) 16!(41)9F

k=1 k=0



Uloha 3

Nech P je mnozina vsetkych permutécii mnoziny {1,2,...,5}. Na mnozine P definujeme relaciu R
tak, ze pre kazdé (ag,aq,...,a4), (bo,b1,...,bs) € P plati

(ao,al,...,a4)R(bg,b1,. c .,b4) S dkeZ: Vi e {0,1,... , N — 1}: a; = b(z—i—k) e Be
a) (1,5 b) Dokézte, ze R je relacia ekvivalencie na mnozine P.

b) (0,5 b) Opiste rozklad mnoziny P, ktory relacia ekvivalencie R indukuje na mnozine P.
Pre tcely nasledujiicich bonusovych tloh budeme uvazovat P = {1,2,...,n}, kde n je kladné celé
¢islo a
(a0, a1, ..., an-1)R(bo,b1,...,bn—1) & Ik € Z: Vi € {0,1,...,n — 1}: @; = b(i14) mod n-
¢) (0,5 b*) Kolko tried mé rozklad pre n = 477

d) (1 b*) Opiste rozklad vSeobecne a formdlne pre Tubovolné kladné celé &islo n. Mozete ho opisat
aj napisanim efektivneho programu, ktory nacita kladné celé ¢islo n a vypiSe rozklad do konzoly:
kazdu triedu vypiSe do samostatného riadku tak, ze medzerou oddeli prvky triedy.

e) (1 b*) Ako by sa zmenili rieSenia predoslych tloh, ak by sme miesto mnoziny P uvazovali
mnozinu V = {1,2,...,10}47 a n = 477

\.

Ospravedliiujeme sa za chybu v zadani. V tlohdch ¢) a d) sme chceli mnozinu P uvazovat ako mnozinu
v8etkych permutécii mnoziny {1,2,...,n} — pri formulovani zadanie sme nespravne napisali, ze {1,2,...,n}
je ndhrada za mnozinu P (¢o neddva zmysel), pricom to mala byt ndhrada za mnozinu {1,2,...,5}

a) Dokaz cez symbolické zapisy

Na dokézanie, ze R je relaciou ekvivalencie, potrebujeme ukézat, Ze R je reflexivna, symetrickd a tranzitivna.

Reflexivnost. Pre kazdu péticu a = (ag,...,a4) € Papre k =0plati Vi € {0,1,...,4}: a; = (i+0) mod 5
teda aRa.

Symetrickost. Nech (ag,...,a4), (bo,...,bs) € P. Predpokladajme, Ze
(CL(), oo ,(M)R(b(), ey b4),

teda pre nejaké k € Z plati
Vi € {0, 1,... ,4}: a; = b(z—i—k) mod 5-
Potom pre ¢islo —k, ktoré je celé, plati pre kazdé i € {0,1,...,4}:
A(i—k) mod 5 = D(i—k+k) mod 5 = Vi,

teda Vi € {0,1,...,4}: b; = a(i_k) mod 5, CO znamend, ze (bo, . . ., bs) R(ao, - . ., aq).

Tranzitivnost Nech (ag,...,a4), (bo,...,bs), (co,...,cs) € P. Predpokladajme, Ze
(ao, ce ,a4)R(b0, ce ,b4) AN (bo, e b4)R(Co, ey 64).

Potom
3k €Z:Vi€{0,...,4}: a; = by mods A I € Z:Vj €{0,...,4}: bj = ¢(j40) mod 5-



Existen¢né kvantifikdtory mozeme odstranit a pouzit nové oznacenie pre celé &fsla, o ktorej existencii vravi
tento vyrok. KedZe sme uz rovno pouzili rozne premenné k, £, tak len existenéné kvantifikdtory ddme prec.

Vie{0,...,4}: a4 :b(i+k)mod5 AVj € {0,...,4}: b; = C(j+£) mod 5-

Uvazujme teraz lubovolné i € {0,...,4}. Pre takéto i plati

a; = b(H—k) mod 5- (1)

Ked'ze bj = ¢(j4¢) mod 5 Plati pre vetky j € {0,...,4}, tak pre j = (i + k) mod 5 plati

b(erk) mod 5 = €((i+k) mod 54£) mod 5 = C(i+k+£) mod 5> (2)

pricom poslednd rovnost plati na zdklade pravidiel poéitania so zvyskami. Z rovnosti a dostavame
aj = C(i1k+£) mod 5- Dostali sme tak, ze

Vi e {O¢ s 74}: i = C(i+k+£) mod 5-
KedZe m = k + £ je celé ¢islo, tak sme dokézali, Ze
Im € Z: Vi € {0,...,4}: @i = C(i4m) mod 5,

teda (ao,...,as)R(co,...,cq).

Pozndmka. Dokaz sme pisali dost podrobne, aby boli jasné kroky, ¢o sa tu diali. Stacilo to pisat struénejsie.

a) Slovné dokazy

Slovne vyjadrené, reldcia R déva do vzfahu také permutdcie, kde jedna je cyklickym posunom druhej. Pre
struénost budeme hovorit len o posune. S tymto uvedomenim vieme l'ahsie dokdzat jednotlivé vlastnosti.

Reflexivnost. Kazd4 permutécia je posunom samej seba o 0 miest.

Symetrickost. Ak aRb, tak permutécia b je cyklickym posunom permutdcie a o k miest doprava. Potom
je permutécia a cyklickym posunom permutdcie b o k miest dolava, resp. —k miest doprava, teda bRa.

Tranzitivnost Nech aRb a bRe. Potom permutdcia b je posunom permutdcie a o k miest a c je cyklickym
posunom permutdacie b o £ miest. Potom permutéciu ¢ dostaneme z permutécie a posunom o k + £ miest,
preto aRec.

Komentar k rozkladu

Ukézalo sa, ze podiiloha c) bola lahsia ako podiiloha b). Rozklad indukovany reldciou ekvivalencie R nie je
az tak lahky na opis. Chceme upozornif na to, ze urcit pocet tried nie je dostatoény opis rozkladu. Co ak by
bolo tried nekoneéne vela? To nam vela nepovie. Okrem toho, Ze treba napisat, ako vyzerd jedna trieda (&o
viicsina zvlddla), treba uviest aj pre kazdu triedu jeden prvok, ktory ju charakterizuje. Toto ndm aj urcuje
pocet tried — to ilustrujeme na druhom rieseni ilohy ¢) — no ddva ndm to viac informécie a je to pouzitelné
vieobecne, aj ked mame nekonecne vela tried.

Za absenciu takéhoto opisu rozkladu sme strhavali 0,2 boda. Avsak urcenie poctu tried sme zapocitali do
tlohy c). Pre lep$iu ilustraciu tohto problému si pozrite minulé doméce tlohy, napr. prvu tlohu 3. sady roku
2024. Tam aj ukazujeme, ako dokézat, Ze sme rozklad opisali sprdvne, ¢o sme teraz neyzadovali.


http://www.dcs.fmph.uniba.sk/~rajnik/dm2024/du/du04-ries.pdf
http://www.dcs.fmph.uniba.sk/~rajnik/dm2024/du/du04-ries.pdf

b) Rozklad

Trieda pre permutéciu (ao, .. .,as) je tvorend vietkymi permutdciami, ktoré mozno z nej dostat cyklickym
posunom. Pre kazdu tried uréime jedného jej reprezentanta. To sa d4 napriklad tak, ze permutaciu posunieme
tak, aby sa za¢fnala &fslom 1. Rozklad bude teda obsahovat pre kazdid permutdciu zaéinajicu jednotkou
triedu vsetkych jej cyklickych posunov.

Rozklad vieme aj cely vypisat. Vyzera takto:

{(1,2,3,4,5),(2,3,4,5,1),(3,4,5,1,2),(4,5,1,2,3),(5,1,2,3,4)},
{(1,2,3,5,4),(2,3,5,4,1),(3,5,4,1,2), (5,4,1,2,3), (4,1,2,3,5
{(1,2,4,3,5),(2,4,3,5,1), (4,3,5,1,2), (3,5,1,2,4), (5,1,2,4,3
2,4,5,3,1),(4,5,3,1,2),(5,3,1,2,4),(3,1,2,4,5
2,5,3,4,1),(5,3,4,1,2),(3,4,1,2,5), (4,1,2,5,3
2,5,4,3,1),(5,4,3,1,2), (4,3,1,2,5), (3,1,2,5, 4
3,2,4,5,1),(2,4,5,1,3), (4,5,1,3,2), (5,1, 3,2, 4
3,2,5,4,1),(2,5,4,1,3), (5,4,1,3,2), (4,1,3,2,5
3,4,2,5,1),(4,2,5,1,3),(2,5,1,3,4), (5,1,3,4,2
3,4,5,2,1),(4,5,2,1,3), (5,2,1,3,4),(2,1,3,4,5
3,5,2,4,1),(5,2,4,1,3),(2,4,1,3,5), (4,1,3,5,2
3,5,4,2,1),(5,4,2,1,3), (4,2,1,3,5), (2,1,3,5,4
12,3,5,1),(2,3,5,1,4),(3,5,1,4,2),(5,1,4,2,3
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c) Pocet tried

Kazd4 trieda obsahuje cyklické posuny nejakej permutécie. Permutéciu 47 prvkov mozno posuntt 47 sposobmi
a kazdy z nich je jedineény — napr. na prvom mieste budeme mat vidy iné éislo, ked'Ze mdme permutdciu a
v nej sa neopakuji prvky. Teda kazd4 trieda ma 47 prvkov. Vsetkych permutacii mnoziny {1,2,...,47} je

47! teda pocet tried je
47!
= 46!.
a7

Iné rieSenie. Z rieSenia b) vieme, Ze triedy mozno jednoznaéne urcit permutdciami, ktoré zacinaju jed-
notkou. Na zvysnych 46 miestach je permutdcia 46 prvkov a tych je 46!. To je teda aj pocet tried.



d) Formdalny opis rozkladu

Dolezité myslienky sme uz uvideli v riegeni ¢asti b). Jednu triedu vieme vyjadrit napr. ako

]%Kaﬂv"‘aan—lﬂ ::{(akaa(k+1)nmd11‘"7a(h+nfl)nmd7ﬂ; ke {0,1,...,ﬂ,—>1}}.
Rozklad sa sklada z tychto tried pre kazdu permutéciu (1,aq,...,a,—1) za¢inajicu sa jednotkou.

Cely rozklad mozno formalne vyjadrif aj ako

{{(ak7a(k+1) mod ns -+ + » A(k4n—1) mod n); ke Z}, (a07 atg, ... 7an—1) €PANag = 1}

Na zéklade toho vieme aj napisat program, ktory tento rozklad pre zadané n vypiSe. Vonkajsi for cyklus
zodpovedd prechadzaniu vsetkych permutdcii za¢inajicich jednotkou ((ag,ai1,...,an—1) € P Aag = 1),
vnuitorny for cyklus zas prechddzaniu posunov (k € 7Z).

from itertools import permutations
n = int(input())

# Prejdeme vsetkych reprezentantov triedy - vsetky permutacie cisel 1, 2, ..., n,
# ktore sa zacinaju cislom 1. Staci nam teda prejst moznosti na zvysnych n - 1 pozicii
for a in permutations(range(2, n + 1)):
# Pridame na zaciatok 1-ku
a= (1, +a
# Vypiseme triedu reprezentanta a - triedu obsahujucu vsetky jej cyklicke posuny
for k in range(n):
# Vypiseme cyklicky posun o k miest doprava
if k > 0:
print(end=' ')
print(alk:] + al[:k], end='")
print ()

e) Pocet tried iného rozkladu

Relacia R bude reldciou ekvivalencie aj na mnozine V' — nikde sme nevyuzili, Zze ide o permutéacie. Délezité
bolo, ze ide o postupnosti.

047

Mnozina V ma 10*" prvkov. Ukazeme, ze rozklad, ktory relacia R indukuje, ma triedy dvoch typov:

e Postupnost (a,a,...,a) pre a € V je v reldcii R len sama zo sebou — vSetky jej cyklické posuny si
totozné s nou. Takychto tried je 10 a kazda z nich mé 1 prvok.

e Uvazujme postupnost (ag, a1, ..., ass) taki, Ze nie vietky jej leny st rovnaké. Ukdzeme, Ze sa nachddza
v triede velkosti 47. Pre spor predpokladajme, Ze pre nejaké k € {1,2,...,46} plati (ag, a1, ...,a47) =
(ks A(kg1) mod 475 - - - > A(k+46) mod 47), teda pre kazdé i € {0,1,...,46} plati a; = a(i1) mod 47- Takto
dostavame, ze ag = ap = A2k mod 47 = *** = Q46k mod 47- Ukazeme, ze takto sme dostali vSetky prvky
nasej postupnosti. Ak by pre nejaké dve rozne i,j € {0,1,...,46} platilo, ze ik aj jk maji rovnaky
zvy$Sok po delenf 47, tak 47 | ik — jk = (i — j)k. Rozdiel 7, j je z mnoziny {+1,+2,...,4+46}. Kedze
47 je prvocislo, tak rozdiel i — j nim nie je delitelny. Preto 47 | k, teda k = 0, ¢o je spor. Preto v sérii

rovnosti ag = ar = G2k mod 47 = *** = @46k mod 47 SU zahrnuté vSetky ¢leny postupnosti a dostdvame
Spor.
Takto sme ukézali, Ze postupnost (ag, a1, ..., as7), ktord obsahuje aspon dva rozne ¢leny, je v triede

celkovo so 47 prvkami. Takychto postupnosti je 10*7 — 10 a ked'ze kazd4 z nich je v triede velkosti 47,
tak tychto tried je (107 — 10)/47.

Celkovy pocet tried je teda
1047 — 10

10
* 47



Zaujimavosti

Rovnaky vysledok ako v ¢) md kombinatorickd tloha: ,Kolkymi sposobmi mozno 47 Tudi usadit okolo
okriihleho stola, ak moznosti lisiace sa len otocenim povazujeme za rovnaké?“ Pokial by sme tito tilohu
cheeli formulovat vo formalnom matematickom jazyku, tak by to vyzeralo takto. Reldcie evkivalencie vieme
vyuzit na formulovanie toho, Ze na nie¢om ndm pri po¢itani moznosti nezalezi.

Zaujimavym dosledkom tejto podilohy e) je nasledovné uvedomenie. Pocet tried musi byt prirodzené éislo.
Preto ¢islo (10%7 —10) /47 musi byt celé. To znamend, ze ¢islo 107 — 10 je delitelné ¢islom 47. Tento vysledok
sa d4 Tahko zovseobenit: ¢fslo 10 vieme nahradif Iubovolnym prirodzenym é&fslom n a miesto 47 mozeme
pouzit Tubovolné prvocislo p. Rovnako sa dd ukdzat, Ze ¢islo n? — n musi byt delitelné ¢islom p, kedze
tento zlomok predstavuje pocet tried rozkladu, teda musi ist o prirodzené éislo. Toto tvrdenie je jedna z
ekvivalentnych podob malej Fermatovej vety a podiiloha e) obsahuje hlavni myslienku jej kombinatorického
dokazu.



