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Poziadavky a pomocky

Materiél je pisany tak, aby sa dal pouzivat aj ziakmi, aj u¢itelmi. V materiali predpokladame, 7Ze Ziaci spliaji
poziadavky, ktoré na nich kladie iSVP aj SVP. Najméi oc¢akivame, Ze ziaci vedia:
e aplikovat vztah o sicte vnitornych uhlov v trojuholniku a Stvoruholniku;
e identifikovat vrcholové, striedavé, sithlasné a striedavé uhly a vyuzit ich pri rieSeni geometrickych tloh;
e aplikovat vztahy o zhodnych uhloch pri zakladni rovnoramenného trojuholnika pri rieSeni tloh;

e aplikovat vety o zhodnosti a podobnosti trojuholnikov vo vypoétovych tlohéch.

Nie je vSak potrebné, aby Ziaci poznali pojmy, vztahy a postupy predstavované v tomto materiali, hoci sa v
iSVP alebo SVP objavuju.

Pri pouZivani materialu je potrebné mat pisacie pomocky. Niektoré tlohy moézu vyzadovat pouZitia kruzidla
a pravitka, resp. ich pouzitie moze ulahéit pracu s tlohou. Dalsie pomodcky zéavisia od konkrétnej formy
pouZitia. V pripade, Ze ucitel chce pouzit material v triede s viacerymi Ziakmi, moZe byt vhodné vyuzit
tabulu, pripadne vytladené tlohy pre Ziakov.

Organizacia materialu a nadviznost

Ulohy v materiali st stavané tak, aby viedli k objaveniu réznych geometrickych tvrdeni ¢ vlastnosti trojuhol-
nika a jeho prvkov. Preto odporicame, aby si zZiaci tieto tlohy najprv vyriesili. Idedlne v malych skupinach
alebo samostatne, pripadne v riadenej diskusii ucitela so ziakmi. Materidl moze sluzit aj na samostudium
ziakov.

Pri uvodnych dlohach sa Vam moze stat, Ze v nej ziak spozné niektoré zname tvrdenie, na ktoré sa tuloha
snazi naviest. V takejto situécii odporucame viest ziaka k tomu, aby sa s takymto rieSenim neuspokojil a
vyriesil ulohu, bez vyuzitia tvrdenia. MdZeme sa ho aj spytat, ¢i vie pre¢o uvazované tvrdenie plati.

Material je rozdeleny do désmich Casti, ktoré si pomerne nezéavislé a je mozné pouzivat ich aj zvlast. Nadviz-
nosti

1. Poéitanie uhlov. Je odporacané prejst so ziakmi aspon niektoré tlohy. Pokial Ziaci nemaju skiisenosti
2. Uhly v kruzniciach. Nadvézuje na Pocitanie uhlov.

3. Osi a kruZnice v trojuholniku. Niektoré tlohy so sady na precvicenie vyuzivaji pocitanie uhlov.
4. Stredné priecky.

5. Taznice. Nadvizuje na Stredné priecky

6. Vysky. Viacsina tloh vyzaduje uhly v kruzniciach. Vhod pride aj skisenost s tetivovymi Stvoruhol-
nikmi.

7. Tetivové stvoruholniky. Nadviazuje na Pocéitanie uhlov a Uhly v kruzniciach.

8. Ulohy kombinujtice rézne poznatky. Ako nazov naznacuje, tieto ulohy moézu vyuzivat znalosti zo
vSetkych casti.



Po objaveni potrebnej teérie nasleduje sada tloh na jej precvicenie. Naroc¢nejsie tlohy maji k dispozicii
napoved, ktori najdete v kapitole ??. Vela tloh je prebranych z matematickych sutazi a maju rieSenie
dostupné na internete. Konkrétne riesenia uloh z Matematickej olympiady najdete na stranke [3]. Pri tychto
tlohéach uvadzame zdroj vo formate [MOr k-i-u|, kde 7 je ¢islo ro¢nika, k je pismeno oznacujtce kategoriu,
i oznacuje kolo — I pre doméce kolo, S pre skolské kolo, II pre krajské kolo, III pre celostatne kolo — a u
oznacuje ¢islo tlohy. Druhym pocetnym zdrojom tloh je archiv KoreSpondenéného matematického seminara
[1]. Ulohy z tohto zdroja st oznacené [KMS 7-ck-u, kde r je roénik, c je ¢ast — Z znaéi zimna (prvi) ¢ast a
L znad&i letna (druhi) ¢ast — k znac¢i poradové ¢islo kola (série) a u znadi ¢islo ulohy.

1 Pocitanie uhlov

Pocitanie uhlov je jednou zo zakladnych met6d rieSenia geometrickych tloh. Za¢neme tym, Ze si ho precvi¢ime
na niekolkych jednoduchych tlohach. Uvedieme aj prehlad tvrdeni o uhloch, ktoré by ste mali poznat zo
zékladnej koly. Ten mozZete pokojne preskocit a vratit sa k nemu, ak by ste mali tazkosti s rieSenim niektorej
tilohy.

Zakladné tvrdenia o uhloch

Stcet uhlov v trojuholniku je 180°.
Stcet uhlov v stvoruholniku je 360°.

Vrcholové uhly st zhodné.

Pri rovnobezkach pretatych prieckou sihlasné a striedavé uhly st zhodné.
Rovnoramenny trojuholnik ma zhodné uhly pri zédkladni.

)
)
)
(iv) Susedné uhly maja sacet 180°.
)
)
) Trojuholnik s dvomi zhodnymi uhlami je rovnoramenny.
)

Rovnostranny trojuholnik mé v8etky uhly velkosti 60°.
Uloha 1.1. Mame dany trojuholnik ABC. Na strane AB lezi bod P tak, aby bol uhol APC pravy. Podobne
na strane AC lezi bod @ tak, aby uhol AQB bol pravy. Usecky PC a QB sa pretinaji v bode H. Vypocitajte
velkost uhla PHB, ak a = 50°, 3 =70° a ¢ = 6 cm.

Uvedieme dve rieSenia. Prvé priamo teraz a druhé uvedieme po tlohe ktora na tuto nadvizuje.

A




Riesenie 1

Z pravouhlého trojuholnika APC' si dopoé&itame
|<ABQ| = 180° — |<BQA| — |<BAQ| = 180° — 90° — 50° = 40°.
Potom z pravouhlého trojuholnika PH B dostaneme

|<PHB| = 180° — |<BPH| — |<HBP| = 180° — 90° — 40° = 50°.

Ako na dokazové tlohy

Doteraz sme sa stretli s vypocétovymi tlohami. Teraz sa pozrieme na to, ¢o robit v situéacii, ked méame nieco
dokazat. Skuste si najprv sami vyriesit nasledovnu tlohu.

Uloha 1.2. Mame dany trojuholnik ABC'. Na strane AB lezi bod P tak, aby bol uhol APC' pravy. Podobne
na strane AC' lezi bod Q tak, aby uhol AQB bol pravy. Usecky PC a QB sa pretinaju v bode H. Dokazte,
7e uhly PHB a BAC maju rovnaku velkost.

Pozorny ¢itatel si v8imne, ze v tlohe sme uhol 8 a stranu ¢ vobec nevyuzili. A aj to, Ze asi nebude
ndhoda, Ze velkost uhla PHB vysla «. Uvahy z naSich rieSeni vieme spravit v8eobecne s uhlom « a takto
dostaneme dokaz pozadovaného tvrdenia. Pre lepsiu nazornost ho uvedieme vedla prvého rie§enia ulohy [I.1]

Riesenie aGlohy Riesenie Glohy
Nech |<BAC| = a.
Sucet uhlov stvoruholnika APH(Q je 360°, preto Stucet uhlov stvoruholnika APHQ je 360°, preto
|<PHQ| = 360° — 90° — 50° — 90° = 130°. |[<PHQ| = 360° — 90° — o — 90° = 180° — a.
Uhly PHB a PH(Q su susedné, teda Uhly PHB a PH(Q su susedné, teda
|<PHB|=180° — |[<PHQ| = |[<PHB|=180° — |<PHQ| =
= 180° — 130° = 50°. = 180° — (180° — a) = av.

V tejto situécii prakticky nie je rozdiel medzi dokazovanim a vypo¢tom. A tak tomu je aj pri viacerych
dalgich dokazovych tloh4ch. Takéto dokazové tlohy si vieme predstavit tak, Ze miesto dokazovania méame
vhodn1u vec vypocitat. Teraz sme vedeli dokazovanie zhodnosti uhlov PHB a BAC transformovat na tlohu
na vypocet velkosti uhla PHB. 7 tohto uhla pohladu je dokazova tloha jednoduchsia ako vypoctova —
prezradza nam totiz vysledok, ktory méame dostat.

Dalsim znakom mnohych dokazovych tloh je ich vSeobecnost. Zriedkakedy stretneme dokazovi tlohu, v
ktorej mame zadany trojuholnik s konkrétnymi rozmermi. V tom spocéiva naro¢nost dokazovania — ukazat
nie¢o pre nekonecne vela (alebo velmi vela) pripadov.

Ked nam tato vSeobecnost robi problém, tak je dobré zacat s konkrétnou verziou tlohy. Ak mame nieco
dokazovat v trojuholniku, tak si najprv vezmime konkrétny trojuholnik a skisme tvrdenie dokézat v hom.
Mozeme si ho skusit aj narysovat. Nemusime si v8ak nutne volit rozmery trojuholnika. MoZeme si stanovit
aj velkost iného uhla alebo strany, ktoré st v zadani.

V mnohych pripadoch mozno logické ivahy pouzité v konkrétnom rieseni zovSeobecnit. K tomu nam casto
poslizia premenné, ako sme to videli pri rieSeni tlohy kde sme pouzili a ako velkost uhla BAC.

Uloha 1.3. Rovnoramenné trojuholniky ABV a ACV so zakladiami AB a AC zdielaji rameno VA a
ziadny iny bod. Vieme, ze |<BAV| = 40° a |[<CAV| = 20°. Vypocitajte velkost konvexného uhla BV C.



Riesenie

V rovnoramennom trojuholniku ABV su uhly pri zakladni rovnaké. Preto |[<VBA| = |<VAB| = 40°.
Dopoéitanim uhlov do 180° potom dostaneme |<AV B| = 100°. Rovnako pre rovnoramenny trojuholnik
ACYV dopocitame |<VCA| = 20° a |[<AVC| = 140°. Na zaver vieme velkost hladaného uhla BV C zistit
odpocitanim z plného uhla:

|<BVC| = 360° — |[<AV B| — |[<AVC| = 360° — 100° — 140° = 120°.

C

Uloha 1.4. Rovnoramenné trojuholniky ABV a ACV so zadkladiami AB a AC zdielaju rameno VA a
7iadny iny bod. Vieme, ze |[<BAC| = 60°. Vypocitajte |[<BV C|.

Riesenie

Ulohu mozno riesit rovnako ako predosld, len pouZijeme premenné. Oznacme |[<BAV| = a a |[<VAC| =
B, pricom «a + 8 = 60°. Potom |<AV B| = 180° — 2a, |<AVC| = 180° — 253 a |[<BV C| = 360° — (180° —
2a) — (180° — 28) = 2(a + B) = 120°.

Ulohy na precvicenie

Uloha 1.5. V trojuholniku ABC pretina os vnitorného uhla pri vrchole A stranu BC' v bode D. Vypodcitajte
velkost uhlov BDA a ADC, ak a =5 cm, = 68°, v = 40°.

Uloha 1.6. V trojuholniku ABC sa osi vietkych jeho troch uhlov pretinaji v bode I. Vypoéitajte velkosti
uhlov BIC, CIA a AIB, ak a =5 cm, 8 = 68°, v = 40°.

Uloha 1.7. Vyriesite predoslé ulohy pre vieobecny trojuholnik. Teda vyjadrite vysledok v zéavislosti na
stranach a velkosti uhlov trojuholnika ABC'.

Uloha 1.8. |2, .14, 1.12] Trojuholniky ABC a CDE st rovnoramenné postupne so zékladiiami AC a CE.
Dalej plati, ze tsecky AB a ED st rovnobeZné a bod C je vniatornym bodom tusecky BD. Dokazte, ze uhol
ACE je pravy.

Uloha 1.9. [2, .15, 0. 20] Vnutri §tvorca ABC'D sa nachadza bod E tak, Ze trojuholnik ABE je rovno-
stranny. Najdite velkost uhla CED.

Uloha 1.10 (MO71 C-S-2). Nech ABCD je rovnobeznik a L stred jeho strany C'D, pricom BL je os uhla
ABC. Dokézte, ze priamky AL a BL st navzajom kolmé.

Uloha 1.11 (KMS 07/08-L2-7). Nech ABCD je rovnobeznik a L stred jeho strany C'D, Dokaze, ze BL je
os uhla ABC préave vtedy, ked priamky AL a BL st navzajom kolmé.

Uloha 1.12. Vnutri §tvorca ABCD sa nachadza bod X tak, ze |DX| = |CX| a |<CX D| = 150°. Dokaite,
ze trojuholnik ABX je rovnostranny.



Uloha 1.13. V rovnoramennom trojuholniku ABC so zékladiiou AB je na strane AC zvoleny bod D tak,
ze plati |[BA| = |AD| = |DC|. Urcte vnatorné uhly trojuholnika ABC.

2 Uhly v kruzniciach

Uloha 2.1. Mame dany trojuholnik ABC, v ktorom je bod S stredom strany AB. Vieme, 7e plati |AB| =
6 cm, |CS| =3 cm a |[<CAB| = 40°. Vypocitajte velkost uhla AC'B.

Riesenie

Kedze S je stred strany AB, tak |AS| = |SA| =3 cm = |CS]

Trojuholnik ASC' je teda rovnoramenny, takze |[<TACS| = |[<CAB| = 40°.

|<ASC| = 180° — [<SCA| — |<CAS| = 180° — 40° — 40° = 100° (sucet uhlov v trojuholniku ASC).
|<<CSB| = 180° — 100° = 80° (susedny uhol).

|<<SCB| = |<SBC| = (180° — 80°)/2 = 50° (z rovnoramenného trojuholnika SBC).

|[<ACB| = |[<ACS| + |<SCB| = 40° + 50° = 90°.

A

Porovnajte rieSenie predoslej tlohy s rieSenim nasledovnej tlohy.

Uloha 2.2. Mame dant tsecku AB dlhat 6 cm. V jej strede S zostrojime kruznicu s polomerom 3 cm. Na
kruZnici k zvolime bod C' tak, aby |[<C AB| = 40°. Vypocitajte velkost uhla ACB.

Tto tlohu moZno riesit aplne identicky. Jediny rozdiel je v naérte, ktory si vacsina Iudi urobi — bude v iom
chybat tsecka SC. To modze sposobit, Ze sa nam tazko bude zacinat. Tato situdcia pekne ilustruje délezitost
nacrtu a toho, ¢o si doftho zazna¢ime. Pri niektorych tilohach nam mdéZze pomoct doplnit do nécrtu nieco, ¢o
nie je priamo dané.

Uloha 2.3. Ako sa zmenf rieSenie predoslej tlohy, ak zmenime velkost uhla CAB?

Riesenie

Ukazeme, 7ze uhol ACB je vzdy pravy. Nech o« = |[<CAB]|. KedZe S je stred strany AB, tak |AS| =
|ISA| =3 cm = |CS)|

Trojuholnik ASC' je teda rovnoramenny, teda |[<ACS| = |[<CAB| = «.

|<ASC| = 180° — |<<SCA| — |<CAS| =180° — a — a = 180° — 2« (sucet uhlov v trojuholniku ASC).
|<CSB| =180° — (180° — 2a) = 2« (susedny uhol).

|<<SCB| = |<SBC| = (180° — 2«r) /2 = 90° — « (z rovnoramenného trojuholnika SBC).

|<ACB| = |[<ACS| + |[<SCB| = a+ (90° — a) = 90°.




Uloha 2.4. V predchadzajicej tlohe si k danej tse¢ke AB so stredom S zvolime bod C tak, aby uhol ACB
bol pravy. Viete nie¢o povedat o tom, kde takyto bod C musi lezat? Co nadm hovori o polohe bodu C' rieSenie
predoglej alohy (bez toho, aby sme ho nejako upravovali)?

Tu je dolezité si uvedomit, ze rieSenie predoslej tilohy ndm ni¢ nehovori o tom, kde tento bod méze byt. V
nej sme ukazali len to, Ze pokial zvolime bod C na kruZnici k so stredom S a polomerom |SA| = 3 cm, tak

Veta o Talesovej kruznici

Uvazujme tsecku AB a kruznicu 7 s priemerom AB. Pre bod C rézny od bodov A, B plati, ze |[<ACB| =
90° prave vtedy, ked bod C lezi na kruZnici 7.

Dokaz tejto vety sme uz uviedli ako rieSenie tlohy[2.3] Pre pestrost vSak uvedieme este jeden, podobny dokaz.

Doékaz. Ozna¢me |<ASC| = a a|<BSC| = (. Kedze ide o susedné uhly, tak a+ = 180°. V rovnoramennom
trojuholniku AC'S dopocitame |<<ACS| = (180° —«)/2 = 90° — /2. Podobne v rovnoramennom trojuholniku
BC'S dopocitame |[<SCB| = 90° — 3/2. Preto plati |<TACB| = 90° — a//2 +90° — 3/2 = 180° — (a4 ) /2 =
180° — 180°/2 = 90°. O

Teraz prejdeme k vSeobecnejsej verzii vety o Télesovej kruznici. K tomu pontikneme dva pristupy navadzajtce
na jej objavenie.

Uloha 2.5. Na kruznici k so stredom O st dané body B a C také, ze |[<BOC| = 130°.
Méame trojuholnik ABC. Stred jeho opisanej kruznice oznac¢ime O. Vieme, Ze |<BOC| = 130° a a = 5 cm.

a) Na dlhSom obluku AB zvolime bod A tak, aby |[<ABC| = 40°. Ur¢te velkost uhla BAC.

b) Kde mame zvolit bod A, aby uhol BAC mal ¢o najvicsiu velkost?

Riesenie

a) Trojuholnik BOC je rovnoramenny, lebo OB a OC su polomery kruznice. Preto |[<OBC| =
|<OCB| = (180° — 130°)/2 = 25°. Dalej |[<OBA| = |[<CBA| — |<OBC| = 40° — 25° = 15°. Troj-
uholnik OBA je tiez rovnoramenny, ¢ize |[<BAO| = 15° a |[<BOA| = 180° — 2 - 15° = 150°. Teraz
vieme z plného uhla dopocitat |[<AOC| = 360° — |[<BOA| — |<BOC| = 360° — 150° — 130° = 80°.
Z rovnoramenného trojuholnika AOC' dostaneme |<OAC| = (180° — 80°)/2 = 50°. Na zéver s¢itame
|<BAC| = |<BAO| + |[<OAC| = 15° + 50° = 65°.




Obr. 1 Obr. 2

b) Ozna¢me |[<ABC| = § a |[<BAC| = «. Vidime, ze ked pozname uhol g, tak vieme lahko urcit
uhol a. Zopakujme teda postup z Casti a), av8ak teraz namiesto konkrétnej velkosti uhla 40° budeme
pouzivat premennt 3. Vyjde nam: [<OBC| = |[<OCB| = 25°. Dalej |[<OBA| = § — 25° = |<BAO)|,
|<BOA| =180°—2-(8—25°) = 230° - 28, |<AOC| = 360° —(230° — 23) —130° = 243, |<OAC| = 90°—§
aa=0-—25°4+90°— 5 =65°.

Vyzera to tak, Ze vidy a = 65°, bez ohladu na to, ako velky uhol 8 si zvolime. Avak tento zaver je
unéhleny, to sme este nedokézali. Body mo6zu byt rozmiestnené aj inak. Ak 8 < 25°, tak potom neplati
|<OBA| = 8 — 25°, ale |[<OBA| = 25° — 3. Podobne sa meni s¢itavanie uhlov pri vrchole C. Ide v8ak
len o drobné odliSnosti v poéitani uhlov, ktoré si znazornené na obrazku [3]

130° — 28 9 130°

<

Obr. 3 ObI‘ 4

Avsak ¢o ak sa A nachadza v opa¢nej polrovine urcenej priamkou BC' ako je bod O7 Potom |<OBA| =
B+ 25° = |[<BAO|, |[<BOA| = 180° — 2 - (8 + 25°) = 130° — 24, |<AOC| = 130° — (130° — 253) = 24,
|[<OAC| =90° — B aa=f+25°+90° — 3 = 115° (pozri obrazok [)).

Teda najvacsia mozné velkost uhla « je 115°.

Na tejto tlohe si méZeme vimnut nasledovni vec. Ked hybeme s bodom A po dlh§om obluku BC, tak uhol
BAC méa stale velkost 65°. Rovnako sa jeho velkost nemeni ani na kratSom obliku BC, kedy ma velkost
115°.

Majme kruznicu k so stredom .S a oblik o kruznice k s krajnymi bodmi AB. Uhol AS B, v ktorom sa nachadza
oblik o, nazyvame stredoviym whlom prislichajicim k obltku o. Upozoriujeme, Ze obliky s krajnymi bodmi
A, B existuji dva. Preto spresiiujeme, ze obluk lezi v uhle. Presnejsie obltk o je prienik kruznice a stredového
uhla. Ak je oblik o dlhsi ako polovica kruznice, tak jeho stredovy uhol je nekonvexny, teda vacsi ako 180°.
Iny sp6sob, ako blizsie $pecifikovat, o ktory z dvoch oblukov AB ide, je pouZit jeho vnitorny bod C — vtedy
hovorime o obluku ACB.



Uhol ACB, kde C je bod kruznice nepatriaci obliku o, sa nazyva obvodovim uhlom prislachajicim obliku
o (resp. nad oblikom o).

V tlohe 2.5 sme mali stredovy uhol BOC' s velkostou 130°. Ten prislichal ku kratsiemu obliku BC opisanej
kruZnice, ozna¢me tento obluk o1. Obvodovy uhol je skiimany uhol BAC, ktory mé vrchol A na dlhSsom
obluku BC, ten oznacme o2. Ukazali sme, Ze tento obvodovy uhol méa vzdy velkost 65°, ¢o je polovica zo
130°. Ked je bod A na obliku o1, tak uhol BAC' je obvodovy uhol prislichajtci obluku oo a mé velkost
115°. Stredovy uhol obliku oy je 360° — 130° = 230°, ¢o je znova dvojnasobok obvodového uhla velkosti
115°. Tento vztah plati aj vSeobecne.

O obvodovom a stredovom uhle

Nech o je oblik kruznice k. Potom stredovy uhol prislichajuaci obliku o ma dvojnasobnu velkost ako
Tubovolny obvodovy uhol prislichajici obluku o.

Toto tvrdenie nam hovori, Ze obvodové uhly prisltachajice rovnakému obluku st zhodné.

Veta o obvodovych uhloch

Nech o je oblik kruZnice k s krajnymi bodmi A, B. Potom pre I'ubovolné dva vnutorné body Ci, Co
obliku o plati
|<IA01B| = |<A02B|

Tieto vety vieme vyuzit aj obratene — na zaklade nich vieme zistovat, kedy bod lezi na kruznici. Skor nez si
precitate znenie nasledovnej vety, skiiste sa nad tym zamysliet a aj si ju odévodnit.

Kedy bod lezi na (opisanej) kruznici?

Nech k je kruZnica opisana trojuholniku ABC a bod X je I'ubovolny bod neleziaci na priamke AB.
Potom bod X lezi na kruznici k prave vtedy, ked splita jednu z nasledovnych podmienok:

(i) bod X lezi v polrovine ABC' a plati |[<AX B| = |<ACB|;

(ii) bod X lezi v polrovine opanej k ABC' a plati |[<AX B| = 180° — |[<ACB|.

\ J

Dékaz. Dokaz implikicie ,, = vyplyva z vety Ostava nam teda dokazat, Ze kazdy bod splhajuci (i) alebo
(ii) lezi na kruznici k.
Nech plati (i), teda |[<AX B| = |[<ACB|. Nech je bod Y priese¢nikom priamky BX s kruznicou. O

Uloha 2.6. V trojuholniku ABC plati a = 70° a § = 30°. Bodmi B a C vedieme doty¢nice ku kruznici
opisanej trojuholniku ABC, ktoré sa pretni v bode D. Urcte vnitorné uhly trojuholnika BCD.

Riesenie

Dotycnica ku kruznici je kolmé na polomer. Preto si do obrazku dokreslime stred O kruZnice opisanej
trojuholniku ABC' a spojime ho s bodmi B a C. Pre stredovy uhol obluka BAC plati |[<BOC| =
2|<<BAC| = 140°. V rovnoramennom trojuholniku BOC dopoéitame |<OBC| = |<OCB| = (180° —
140°)/2 = 20°. Potom |<CBD| = 90° — |[<OBC| = 70° a rovnako aj |[<<BCD| = 70°. Potom uz len v
trojuholniku BC'D dopo¢itame |<<BDC| = 180° — 70° — 70° = 40°.

Vsimnime si, Ze pri rieSeni sme nevyuzili uhol 8. Vypocitané velkosti uhlov CBD a BCD zavisia len od
uhla «, presnejsie st mu rovné. Tymto sme odhalili dalgi doélezity vztah medzi uhlami v kruznici. Nech ACB
je oblak kruZnice k a nech sa bod X nachadza na doty¢nici ku kruZnici k v bode A a zarovenn v polrovine
opacnej k ABC. Potom uhol BAX sa volé dsekovyj uhol prislichajuci obliku ACB a je rovny obvodovému
uhlu prislichajicemu kratSiemu obluku AB kruZnice k. Aj pri tomto tvrdeni plati opac¢na implikacia. To
niam umozni na zaklade zhodnosti uhlov dokazat, Ze priamka sa dotyka kruZnice.



Veta o usekovom uhle

Nech AB je tetiva kruznice k a C, D st body nachédzajice sa v opacnych polrovinach uréenych priamkou
AB. Priamka AC' sa dotyka kruznice k prave vtedy, ked |<BAC| = |[<BDA].

Dékaz. Pokial je AB priemer kruZnice, tak tvrdenie vravi, Ze p je doty¢nicou prave vtedy, ked je kolmé na
priemer, ¢o plati. Vo zvysku dokazu predpokladame, Ze stred O kruznice k nelezi na priamke AB a Ze obluk
ADB je kratsi z oblukov AB.

Nech |[<BDA| = a. Potom stredovy uhol AOB mé velkost 2. Z rovnoramenného trojuholnika AOB méame
|[<OAB| = 90° — a. Priamka AC je doty¢nicou ku kruznici k prave vtedy, ked |<OAC| = 90°, ¢o je
ekvivalentné tomu, ze |[<BAC| = 90° — |[<OAC| =90° — (90° — ) = a = |[<BDA|. O

3 Osi a kruznice v trojuholniku

V tejto Casti sa blizsie pozrieme na to, ¢o si to osi strdn a uhlov. Obe by ste mali poznat zo zakladnej skoly,
no v poznani ich vlastnosti v8ak viaceri Ziaci maju medzery. KedZe osi maji vyznamny suvis s rysovanim,
tak tato Cast uvadzame konstrukénymi tlohami. Nevyzadujeme, aby ste ich riesili rigorézne s ¢lenenim na
vSetky potrebné casti. Staci, ked sa zamyslite nad tym, preco st vase postupy spréavne.

Uloha 3.1. Traja kamarati Albert, Betka a Cecilia byvaju v bodoch A, B, C tak, ze |AB| = 6 km, |BC| =
7km a |CA| =5 km. V bode X si chct postavit vikendovii chatu. Cecilia ju chce mat 3 km od svojho domu.
Albertovi a Betke na tom aZ tak nezalezi. DoleZité je, aby ju mali obaja rovnako daleko. Kde v8ade moZno
postavit chatu? Zostrojte vSetky takéto body X.

Riesenie

Postupne spracujme podmienky zo zadania. Hladany bod X ma byt vzdialeny 3 km od bodu C. To
znamend, Ze musi lezat na kruZnici k£ so stredom v bode C a polomerom 3 km. Druha podmienka vravi,
ze bod X je rovnako vzdialeny od bodu A ako od bodu B, teda | X A| = |X B|. Vieme narysovat nejaky
utvar, ktory bude obsahovat vSetky body s takouto vlastnostou?

Pokial nie, tak ukdZzeme, ako takyto utvar vieme objavit. Za¢nime tym, Ze skisme narysovat niekolko
bodov spliiajucich tieto vlastnosti. Niektorf to zvladnu hned. Ak mame tazkosti, tak skiisme postupne.
Vieme narysovat taky bod X spliajici | X A| = |XB| = 6 km? Také body X najdeme na priese¢nikoch
dvoch kruznic so stredmi v bodoch A, B a polomerom 6 km. Takto vieme pokracovat s dalsimi bodmi
pre iné vzdialenosti. Dostaneme tak niekolko bodov X, ktoré st rovnako vzdialené od bodov A, B. Vieme




si domysliet, ako budu vyzerat vietky?

MézZeme si v&imnit, Ze body X s touto vlastnostou leZia na priamke, nazvime ju o. Vyzera to, Ze priamka
o0 je kolmé na stranu AB a prechédza jej stredom. Takito priamku by sme mali poznat — je to os tsecky
AB. A mozno si aj pamétame, Ze os useCky ma prave tuto vlastnost — obsahuje tie a len tie body, ktoré
sd rovnako vzdialené od bodov A, B.

Hladany bod X tak najdeme v prieniku kruZnice k a priamky o. Tie sa pretnt v dvoch bodoch, takze
tloha ma dve rieSenia.

X2

Ae *B

Na tejto ulohe sme si pripomenuli, ¢o je to os tsecky. Dokonca ju mdZzeme vyjadrit dvomi sposobmi:

(i) priamka, ktora prechadza stredom tsecky AB a je na hu kolm4;

(ii) mnozina v8etkych bodov roviny, ktoré st rovnako vzdialené od bodov A, B.

Prvy sposob nam vravi, ako os tsecky vyzera, resp. ako ju narysovat. Druhy ndm opisuje vlastnost ich bodov.
V&imnite si, Ze z neho nie je vobec na prvy pohlad jasné, Ze os tisecky je priamka. TaktieZ z pohladu riadneho
dokazovania nie je jasné, Ze tieto dva spdsoby opisuji to isté.

Pre potreby tohto materialu sa sta¢i uspokojit s tym, Ze sa o tom presvedéime skisanim. Oznacme si priamku
z bodu (i) ako 0 a mnoZzinu z bodu (ii) ako M. Skuste si zvolit niekolko bodov na priamke o a overte (napr.
meranim), %e maja rovnaka vzdialenost od A a B, teda Ze patria do M. Nezabudnite to spravit aj opacne —
zvol'te si niekolko bodov mimo o a ukézte, Ze ich vzdialenosti od A a B nie si rovnaké.

Pre zaujemcov uvedieme dokaz, ze o = M. Oznacime si pritom stred tsecky AB ako S. Ide o rovnost dvoch
mnozin. To znamené, Ze potrebujeme dokazat dve veci:

e Kazdy bod z priamky o sa nachadza v mnozine M: Pre kazdy bod X € o plati |AS| = |BS|, |SX| =
|SX| a |[<ASX| = |<BSX| = 90°. Preto su trojuholniky ASX a BSX zhodné podla vety sus, teda
|AX| = |BX]|, cize X € M.

e Kazdy bod mnoziny M lezi na priamke o: Pre kazdy bod X z mnoziny M plati |[AX| = |BX]. Dalej
plati |[AS| = |BS| a |[SX]| = |SX. Preto st trojuholniky ASX a BSX zhodné podla vety sss. Teda
|<ASX| = |<BSX]| a kedze ide o zhodné susedné uhly, tak musia byt pravé. Preto SX 1 AB, ¢ize
X co.

Dévame do pozornosti, Ze hoci obe ¢asti dokazu vyzeraji podobne, idi logicky inym smerom — maji rozdielne
predpoklady, z ktorych vychadzaju, aj zavery. To mozeme vidiet na tom, Ze sme pouzili rozne vety o zhodnosti
trojuholnikov.

Uloha 3.2. MoZno chatu z predoslej tlohy postavit spravodlivo, teda aby kazdy k nej mal rovnako daleko?

Riesenie

Hladdme bod X, pre ktory bude platit |[AX| = |BX| = |CX]|. Opét si rozdelime tlohu na viac krokov.
Aby sme splnili podmienku |AX| = |BX], tak bod X sa musi nachadzat na osi o, usetky AB. Kedze
|BX| = |CX|, tak X musi lezat na osi o, usecky BC'. Preto X € o. N og,. Z vlastnosti osi useciek plati
|AX| = |BX|=|CX].
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Takyto bod X je vlastne stred kruznice opisanej trojuholniku ABC — je totizto rovnako vzdialeny od v8etkych
vrcholoch trojuholnika. Preto méZzeme spravit kruznicu so stredom v bode X a polomerom |X A| a ta obsiahne
aj body B a C. RieSenie predoslej ulohy zachytilo podstatu toho, Ze osi stran trojuholnika sa pretinaju v
jednom bode. Skuste zostavit tento dokaz.

Osi stran trojuholnika ABC sa pretinaju v jednom bode.

Dokaz. Nech X je priesecnik osi o, a o, postupne stran AB a BC. Kedze X € o, tak | X A| = | X B|, a kedze
X € 04, tak | XB| = |XC|. Kedze | XA| = |XB| a | XB| = |XC|, tak aj | X A| = |XC|. To znamen4, Ze bod
X lezi aj na osi o strany AC. O

Tu si m6zeme vSimnut Standardny doékaz toho, Ze tri priamky sa prechédzaji jednym bodom. Oznacime si
priese¢nik dvoch z nich a ukadZeme, Ze nim prechadza aj tretia priamka. Osi stran sa vdaka vlastnosti ich
bodov pomerne vdacné na tento dokaz.

Uloha 3.3. Z bodu V vychadzaja dve dialnice — polpriamky VA a V B, ktoré zvieraja uhol 60°. Body A, B
sa nachadzaji 5 km od bodu V. Pan Tajomny vam prezradil, Ze byva v bode T vzdialenom 6 km od bodu
A tak, Ze jeho vzdialenost k obom dialniciam je rovnaki. Kde vSade moze byvat pan Tajomny? Zostrojte
vSetky takéto body T

Ulohu mozno riesit podobne ako tilohu Odportcame, aby ste si ju vyriesili najprv sami. Potom skontro-
lujte, ¢i je nasledovné rieSenie spravne.

Pokus o riesenie

Kedze je bod T vzdialeny 6 km od bodu A, tak musi leZat na kruZnici k so stredom v bode A a polomerom
6 km. Dalej bod T' mé byt rovnako vzdialeny od polpriamok VA a V' B. To znamen4, Ze musi lezat na
priamke o, ktora je osou uhla AV B. Teda bod T leZi na prieniku k£ N o, ¢o nam da dve mozné polohy
bodu O.
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X1

X

Oproti minulému rieSeniu sme v nom vynechali objavenie vlastnosti osi uhla. Je to vobec spréavne, ze bod T’
musi lezat na osi uhla AV B? Zamysleli ste sa nad tym?

Téato dloha skryva chytak. Pozrite sa na bod Y, ¢ vyhovuje zadaniu.

NN "

X

Bod Y je vzdialeny 6 km od bodu A. MéZeme to odmerat aj pravitkom, ale vyplyva to aj z toho, Ze lezi
na kruznici k. Ked sa chceme z bodu Y dostat na dialnicu (polpriamku) V' A, kolko musime prejst? A ako
je to pre dialnicu VB? Tu nas moZe zneistit, ¢o je to vzdialenost bodu od priamky. Prave preto sme teraz
napisali vzdialenost od dialnice. Ked sa chceme dostat na dialnicu V' A, tak zrejme péjdeme po vyznacenej
Cervenej usecke YV. Je to najkratSia cesta, ako sa k dialnici dostat. Takto sa meria vzdialenost bodu X
od T'ubovolnej mnoziny bodov M — je to dizka najkratej tsecky XY, kde Y € M. Vzdialenost bodu Y od
oboch polpriamok VA, VB je tak |YV]|, teda je od oboch rovnako vzdialeny.

Opis vlastnosti osi uhla je naro¢ny na podobné nachytanie sa. Nekorektné definicie sa objavuj aj v niektorych
ucebniciach. Mnozina bodov rovnako vzdialenych od polpriamok V' A a V B okrem priamky o obsahuje body
z prieniku polrovin VCA a VDB, kde |[<CV A| = |<DV B| = 90° (na obrazku ?? vyznacené Cervenou).
Zelenou farbou st potom vyznacené vsetky body X vyhovujuce tlohy

Jedna zo spravnych ekvivalentnych definicii osi uhla je nasledovné:

(i) Osuhla AV B je polpriamka VX, kde bod X sa nachadza vnutri uhla AV B tak, ze |[<AV X| = |[<XV B|.

(ii) Os uhla je mnozina bodov uhla AV B, ktoré st rovnako vzdialené od jeho ramien (teda od polpriamok
VA, VB).

Jediny rozdiel je, ze hovorime o mnozine bodov uhla AV B, teda nie o mnozine vSetkych bodov roviny. Body
mimo uhol tak do tejto mnoziny nezahifiame.
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Uloha 3.4. V Kocurkove st tri dialnice tvorené priamkami AB, BC a CA, ktorych prieseéniky A, B, C
st navzajom rozne body. Opiste postup konstrukcie, ako najst vietky body P, v ktorych moZno postavit
budovu dialni¢nej policie tak, aby bola rovnako vzdialena od v8etkych troch dialnic.

Riesenie

Opéat zacneme tym, Ze sa pozrieme na podmienku, Ze hladany bod P je rovnako vzdialeny od priamok
AB a AC. Takyto bod nemoéze lezat iba na jednej z tychto priamok. Priamky AB a AC delia rovinu
na Styri uhly. Ked lezi v jednom z tychto uhlov, tak rovnakta vzdialenost mé préave vtedy, ked lezi na
osi uvazovaného uhla. Dostaneme tak, ze bod P musi leZat na zjednoteni osi vSetkych Styroch uhlov
uréenych priamkami AB a AC. Ide o zjednotenie priamok o, a o, kde o, obsahuje os vnitorného uhla
a trojuholnika ABC a o), je zjednotenie osi dvoch vonkajsich uhlov pri vrchole A trojuholnika ABC'.

Analogicky, kedZe bod P je rovnako vzdialeny od priamok BA a BC, tak musi leZzat na zjednoteni
osi uhlov og a oy pri vrchole B. Teda P € (0o U 0j) N (0 U 0j). Takto dostaneme Styri priesecniky
Py € oo Nog, P1 € 0o Nojg, Py € o, Nog a Py = of, Noj. Pre kazdy z nich plati, Ze je rovnako vzdialeny
od priamok AB, AC a téito vzdialenost je rovna aj vzdialenosti od priamky BC'. Teda kazdy z tychto
Styroch bodov splha podmienku zo zadania. Uloha méa tak 4 rieSenia.

Zo zéaveru ulohy vyplyva, Ze kazdy zo Styroch zostrojenych bodov lezi aj na zjednoteni osf o, U oﬂ,. Presnejsie
Py,Pscoya P, Pc 0’7. Tym sme ukézali hlavni myslienku dékazu nasledovnych viet.

Veta

Osi vniitornych uhlov trojuholnika sa pretinaji v jednom bode.
. J

Osi vonkajsich uhlov pri dvoch vrcholoch trojuholnika a os vnitorného uhla pri trefom vrchole trojuhol-
nika sa pretinaju v jednom bode.

J

r

Spolo¢ny priese¢nik osi vantatornych uhlov je stredom kruznice vpisanej trojuholniku ABC, teda takej kruznice,
ktora sa dotyka vSetkych troch strdn trojuholnika. Jej stred zvycajne znac¢ime I. Sposob néjdenia jej stredu
je podobny ako v rieSeni ulohy Akurat vdaka podmienke na dotyk so stranami a nie priamkami sa
nam staci obmedzit na vnutorné body trojuholnika ABC, ¢o vedie na uvaZovanie iba osi vnitornych uhlov
trojuholnika ABC.

Je v3ak dobré si uvedomit, Zze vSeobecnejsie zadana konstrukéna uloha mé aZ 4 rieSenia. Kde hladame
kruznicu dotykajticu sa troch priamok obsahujicich strany trojuholnika ABC'. Bod Pi, teda spolo¢ny bod
0si 0q4, o’ﬁ, ofy je stred kruznice pripisanej k strane BC' trojuholnika ABC, ¢o je kruznica dotykajuca sa strany
BC a polpriamok opaénym k AC a AB. Jej stred zvykneme oznacovat 4. Analogicky sa definuji kruznice
pripisané k stranam C'A a AB, ktoré postupne oznac¢ujeme Ig a Ic. Pripomenieme, Ze polpriamku opaénu
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k polpriamke AB oznaCujeme /@J’.

Ako si zapamatat konstrukciu vpisanej a opisanej kruznice

V praxi sme sa viackrat stretli s tym, Ze Ziak si nepamétal, ako sa konstruuje stred kruznice vpisanej alebo
opisanej trojuholniku. Pre kazdy z nich sme sa stretli s tvrdeniami, Ze ho ndjdeme na prieseéniku osf strén,
osi uhlov, vySok, aj taznic. NajcastejSie sme sa stretli so zamenou osi uhlov a stran. Preto zhrnieme niekolko
rad, ako takymto chybam predist.

Prvou je nespoliehat sa na nagu pamét, ale rozmyslat a odvodit si to. To sme sa snaZili ilustrovat pri alohach
a Povieme si, akt vlastnost ma mat hladany stred a zameriame sa najprv na jednu z pozadovanych
rovnosti. Pritom ndm moze pomoct:

e MnoZina bodov rovnako vzdialenych od bodov A, B je os usecky AB, kedZe mame zadané len dva
body. Len pomocou nich uhol nedostaneme.

e Mnozina bodov rovnako vzdialenych od polpriamok VA, V B (resp. priamok, useciek) je os uhla (resp.
viacero osi podla presného zadania). Tu zas nemame zadant tsecku, takZe nemé zmysel ju robit.
Uvazovat tsecku VA alebo VB by sme sice vedeli, ale je to celkom umelé. Najmé kedZe zadana
mnozina bodov sa nemeni, pokial od A posunieme po polpriamke V A.

Dalsou pomockou vie byt nacrtnat si tupouhly trojuholnik. V fiom sa osi stran pretni mimo trojuholnika a
osi vnutornych uhlov vnutri trojuholnika. A stred kruZnice vpisanej musi byt vnitri trojuholniku.

Ulohy na precvicenie

Uloha 3.5. Dokazte, Ze os vniutorného a vonkajsieho uhla toho istého vrchola trojuholnika st na seba kolmé.
Uloha 3.6. Riadne sformulujte dokaz vety
Uloha 3.7. Riadne sformulujte dokaz vety

Uloha 3.8 (MO75 C-1-5). Nech sa uhlopriecky lichobeznika ABC'D pretinaji v bode P a ich osi sa pretinajt
v bode M leziacom na jeho zdkladni AB. Dokézte, Ze bod P je stred kruznice vpisanej do trojuholnika C DM .

Uloha 3.9 (MO63 C-S-3). Nech ABC je trojuholnik taky, Ze uhol BC A je pravy. Nech I je stred kruznice
vpisanej do ABC a X a Y priesecniky prepony AB a rovnobeZiek so stranami C' A, resp. CB cez bod 1.
Dokézte, ze |AX|? + |BY |> = | XY %

Uloha 3.10 (MO72 B-S-2). Nech ABCD je &tvorec, E bod polpriamky opac¢nej k polpriamke C'B taky, ze
|BC| = |CE|, F stred strany BC' a G kolmy priemet bodu E na priamku AF. Dokazte, ze bod C je stred
kruZnice vpisanej do trojuholnika AGE.

Uloha 3.11 (MO61 C-S-2). Nech ABC je rovnoramenny trojuholnik so zékladiiou AB a S jej stred. Nech
sa kruznice vpisané do trojuholnikov AC'S a BC'S dotykaju priamky AB v bodoch, ktoré delia zakladiu AB
na tri zhodné diely. Vypocitajte |AB| : |CS|.

Uloha 3.12 (MO61 C-1-2). Néjdite prirodzené ¢isla, ktoré st dlzkami stran trojuholnika s obvodom 72
takého, Ze jeho najdlh$ia strana je rozdelend bodom dotyku vpisanej kruznice v pomere 3 : 4.
Uzito¢né cvicenia o vpisanej a pripisanej kruznici

Nasledujice tlohy obsahuju niekolko uZito¢nych tvrdeni, ktoré suvisia s vpisanou a pripisanou kruznicou.
Ich znalost moéze byt uzitoéna v narocnejsich tlohdch matematickych sutazi.

Uloha 3.13. Nech r je polomer kruznice vpisanej trojuholniku ABC a s je polovica jeho obvodu. Dokazte,
Ze pre jeho obsah plati S = sr.
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Uloha 3.14. Nech K, L, M st postupne body dotyku kruznice vpisanej trojuholniku ABC' so stranami
BC, CA, AB. Dokazte, ze priamky AI a LM si na seba kolmé.

Uloha 3.15. Nech K, L, M st postupne body dotyku kruznice vpisanej trojuholniku ABC' so stranami
BC, CA, AB. Uré¢te dlzky tseciek BK, KC, CL, LA, AM, MB.

Uloha 3.16. Nech K, L, M su postupne body dotyku kruznice pripisanej k strane BC' trojuholnika ABC'
s priamkami BC, CA, AB. Ur¢te dlzky tsetiek BK, KC, CL, LA, AM, MB.

Uloha 3.17. Nech DF je priemer kruznice vpisanej trojuholniku ABC, pri¢om bod D je jej bod dotyku so
stranou BC, a nech F' bod dotyku kruznice pripisanej k strane BC' so stranou BC'. Dokazte, Ze

a) body A, E, F lezia na priamke;
b) |BD| = |FC]|.

4 Stredné priecky

Uloha 4.1. Mame trojuholnik ABC' so stranami dlzok a = 8, b = 9, ¢ = 6. Uréte dlzku usecky XY, kde
bod X lezi na strane AB a bod Y lezi na strane AC tak, ze

a) X aY sa stredy stran;

)
b) |AX|:|XB|=|AY|:|YC|=1:2;
c) |[AX|:|XB|=|AY|:|YC|=1:3;
d) |JAX|:|XB|=|AY|:|YC|=5:2.

Vo vietkych podulohach zistite velkost uhla XY A.

Uloha 4.2. V trojuholniku ABC' oznatme S, stred strany c. Dokéite, Ze rovnobezka so stranou a vedena
bodom S, pretina stranu b v jej strede.

Tu sme sa stretli s vyznamnou tseckou trojuholnika, ktora spaja stredy dvoch jeho stran. Nazyva sa strednd
priecka. Kedze sa budeme zaoberat stredmi stran, tak, ak nepovieme inak, budeme stredy stran a, b, ¢
postupne oznacovat S, Sy, Se.

Vlastnosti strednych priecok

Pre kazdua stredni priecku trojuholnika plati:

(i) je rovnobeZnéa s tretou stranou (teda tou, ktorej stred nie je krajnym bodom strednej priecky, napr.
SpSe || BC) a

(ii) ma poloviént dlzku ako tato strana (teda napr. |SyS.| = 3|BCY).

Taktiez tri stredné priecky delia trojuholnik na Styri mensie zhodné trojuholniky.

\. J

Ulohy na precvicenie

Uloha 4.3. V stvoruholniku ABCD ozna¢ime S, T, U, V postupne stredy stran AB, BC, CD, DA. Dokazte,
ze §tvoruholnik STUV je rovnobeznik.

Uloha 4.4. V §tvoruholniku ABC D oznacime S, T, U, V postupne stredy stran AB, BC', CD, DA. Dokazte,
7e usecka SU rozpoluje tisecku VT
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5 TazZnice

Aby nés neplietli znalosti, ktoré sme mohli o tazniciach pocut v Skole, tak za¢neme najprv s tlohami, v
ktorych budeme pracovat s inymi tise¢kami. Sposob rieSenia tychto tloh nam v8ak pomdze hlbsie pochopit
vlastnosti taznic.

Uloha 5.1. Mame dany trojuholnik ABC so stranami a = 5,1 cm, b = 6,9 cm a ¢ = 7,8 cm. Na strane
C'A zvolime bod X tak, aby platilo | X A| = 2| XC|. Podobne na strane C'B zvolime bod Y tak, aby platilo
|YB| = 2|YC|. Priesetnik tuseGieck XB a Y A oznacime P. Dalej vieme, Ze plati |[XB| = 5,2 cm a |[Y A| =
6,8 cm. Urcte dizky tseciek

a) XY, b) XP, ¢) BP.

Riesenie
Pre trojuholniky ABC a XY C plati |CA| : |CX| = |CB|: |CY]| =3 a |[<ACB| = |[<XCY], lebo ide o
totozné uhly. Preto s trojuholniky ABC a XY C podobné podla vety sus. Z toho dostéavame, Ze

[AB| _

1
=3 ted XY|=-|AB|=2,6 cm.
’XY‘ Y cda ‘ ’ 3’ ‘ Y cm

A c=1738 B

Rovnako z tejto podobnosti musi platit |[<CAB| = |<CXY|, teda priamky AB a XY su rovnobezné.
Z toho dostavame rovnosti striedavych uhlov |[<YXP| = |<PBA| a |[<XY P| = |<PAB|. Preto aj
trojuholniky XY P a ABP st podobné podla vety wu. Koeficient ich podobnosti je |[AB|: | XY|=3:1.
Preto aj |[BP|: |PX|=3:1. Bod P teda rozdeluje usetku BX v pomere 3 : 1. Preto

1
|XP]:1\XB|:1,3 cm a |BP| = |BX|— |XP|=3,9 cm.

Uloha 5.2. V konfigurécii z predoslej tilohy pozname len dizky ¢ = 6 cm, |[XB| = 8 cm a [YA| = 5 cm.
Viete vypocitat dlzky useciek XY, XP a AP v tejto situdcii?

Riesenie
Staci si uvedomit, ze dlzky stran a, b sme pri rieSeni vobec nevyuzili. Preto tlohu vieme riesit rovnakym

postupom.

Uloha 5.3. Ulohu vieme jednoducho vyriesit priblizne rysovanim. Vedeli by ste narysovat aj trojuholnik
z tlohy

Riesenie

16



RieSenie ulohy | ndm da aj navod na narysovanie takéhoto trojuholnika ABC. Najprv podla vety sss
narysujeme trojuholnik ABP so stranami |[AB| = 7,8 cm, [BP| = 3,9 cm a |[AP| = 2|AY| = 5,1 cm.
Potom na polpriamke opac¢nej k PB zvolime bod X tak, Ze | X P| = 1,3 cm a analogicky bod Y € PA™,
|PY| = 1|AY| = 1,7 cm. Nakoniec bod C najdeme na priese¢niku priamok AX a BY.

A teraz sa dostaneme k samotnym taZniciam. Ide o druhti moznost, ako pracovat so stredmi stran. Miesto
spajania stredu strany s inym stredom, budeme ho spajat s vrcholom — zjavne protilahlym.

Taznica trojuholnika je Gsecka, ktora spaja vrchol so stredom protilahlej strany. Oznacujeme ju pismenom

t s indexom strany, ktorej stredom prechadza. Teda napr. t, = AS,,.

Uloha 5.4. V trojuholniku ABC' je bod S, stredom strany AB a bod Sy je stred strany AC. Usecky BSy a
CS. sa pretinaji v bode P. Vieme, 7ze |BC| =8 cm, |BSy| = 6 cm a |CS.| = 9 cm. Uréte dlzky

a) |SpSel, b) |S.P|, c) |PC, d) |SpP|, e) |PB.
Riesenie

Ulohu mo#zno riesit analogicky ako tlohu [5, preto uvedieme len vysledky: |SpS.| = 4 cm, |S.P| = 3 cm,
|PC| =6 cm, |SpP| =2 cm a |PB| =4 cm.

Riegenie tejto ulohy tiez vyplyva zo v8eobecného tvrdenia o tazniciach, ktoré teraz uvedieme. V&imnime si, Ze
konkrétne rozmery ndm neovplyviiuju pomery, s ktorymi sme pracovali. Preto mdéZzeme vyslovit nasledovné
tvrdenie.

Lubovolné dve taznice trojuholnika sa delia v pomere 2 : 1, pri¢om dlh$ia ¢ast taznice obsahuje vrchol
trojuholnika.

Dékaz. Uvazujme taznice t a t. a ich priese¢nik oznacme P. Z vlastnosti strednych prie¢ok uz vieme, Ze
|SpSc| = |BC|/2 a SpS. || BC. Z tejto rovnobeznosti dostaneme, Ze trojuholniky BC'P a SpS.P st podobné
podla vety uwu s koeficientom |BC| : |SpSc| = 2 : 1. Preto |BP|: |PSy| = |CP|: |PS.| =2:1. O

Teraz prideme k d'alsej velmi délezitej vlastnosti taznic, o ktorej ste mozno uz aj poculi.

Taznice trojuholnika sa pretinaji v jednom bode.

Skiste toto tvrdenie dokazat. Pokial sa vam nedari, tak uvedieme este jednu navodnii tlohu spolu s navod-
nymi tvahami.

Uloha 5.5. V trojuholniku z tlohy uvazujme tretiu taznicu AS,, ktora pretne taznicu CS. v bode Q.
Urcte |QC/.

Riesenie

Taznice t, a t. sa tiez delia v pomere 2 : 1, preto |QC| =4 cm.
Dokazovat, ze tri priamky sa pretinaju v jednom bode, je ¢asto pomerne narocnou geometrickou tlohou.
Pokial ste sa s takou nestretli, tak nemusi byt zly napad vyskasat si to najprv s osami stran ¢ uhlov.

Priamodiarym spoésobom je vziat priese¢nik dvoch priamok, oznacit ho napr. X a ukazat, ze bodom X
prechédza aj tretia priamka. (Tento pristup funguje aj pri inych utvaroch ako priamkach.) Prip. mézeme
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priesecnik inych dvoch priamok oznacit Y a ukézat, Ze body X a Y sii totozné. Skuste k tomu vyuZit rieSenia
predoslych tloh.

Doékaz vety [ Nech P je priesecnik taznic ¢, a t.. Z vety [0 vieme, Ze taznica t;, deli taznicu ¢, v pomere 2 : 1,
preto |CP| = %tc. Teraz priese¢nik taznic t, a t. ozna¢me Q. Rovnako z vety [5| dostaneme, ze |CQ| = %tc.
Kazdy z bodov P, @) sa nachadza na taznici t., teda tsecke C'S, vo vzdialenosti 5te od bodu C'. To znamena,
ze body P a @ su totozné, ¢ize ide o spolo¢ny priesecnik vetkych troch taZnic. O

Spolo¢ny priese¢nik taznic nazyvame tazisko a zvyCajne ho oznactujeme 7'

Taznice maju este dalsie vlastnosti, ktoré teraz uvedieme. Skor nez si precitate dokazy nizsie, skuste si ich
dokézat samostatne.

Dalsie vlastnosti taznic

(i) Kazda taznica deli trojuholnik na dva trojuholniky s rovnakym obsahom.

(ii) Taznice delia trojuholnik na 6 trojuholnikov s rovnakym obsahom.

Doékaz (i) Oba trojuholniky maju zhodnt stranu (rovna polovici strany trojuholnika) a vysku, preto maja
rovnaky obsah.

Dokaz (i) Usetka T'S, je taznicou v trojuholniku BCT, preto podla (i) trojuholniky BS,T a C'S,T majt
rovnaky obsah. Ozna¢me ho Sj. Analogicky plati aj Scs,7 = Sas,7 = S2 a Sas,r = Sps,r = S3 (pozri
tiez obrazok [5]). Podla (i) maji aj trojuholniky ABS, a AC'S, rovnaky obsah, teda 253 + 51 = 255 + 51, z
¢oho po odéitani S; a vydeleni dvomi dostaneme S3 = So. Rovnakou tivahou pre trojuholniky CAS,. a CB.S,
dostaneme S7 = Ss, teda S1 = Sy = S3.

Iny dokaz (i) Vezmime si trojuholnik BT'S.. Nech P a @) st postupne péty kolmic z bodov A a S, na priamku
BSy. Pravouhlé trojuholniky BS.Q) a BAP zdielaja uhol pri vrchole B, preto st podla vety uu podobné s
koeficientom podobnosti |BS.| : |[BA| = 1 : 2. Preto vyska S.Q trojuholnika BT'S, mé poloviént dlzku ako
vyska AP trojuholnika ABS). Teda
Sprs. = 5 - |BT| - |SeQ| = 5 - 3|BSy| - 51AQ| = 3 - 3| BSH||AQ| =
—1g —1l.1lg —1lg
= 39PABS, — 3 3P ABC — §gPABC-

Obsah trojuholnika BT'S, je tak % obsahu trojuholnika ABC'. Tento zéaver plati pre kazdy zo Siestich malych
trojuholnikov.
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O

S taznicami sa vieme stretnut aj vo fyzike. Ked dvojrozmerné teleso zavesime za nejaky bod, tak zvisla
priamka prechadzajtica bodom zavesenia sa vola taznica. Takto vieme v kaZdom utvare, aj v trojuholniku,
dostat d'aleko viac taznic, az nekonecéne vela.

Uloha 5.6. Rozhodnite, & kazda priamka prechadzajica taziskom deli trojuholnik na dve ¢asti s rovnakym
obsahom.

Riesenie

Vezmime si napriklad priamku p rovnobeznu so stranou BC, ktoré pretina strany AB a AC postupne
v bodoch B’ a C'. Vdaka vete uu plati AAB'T ~ AABS, a AATC' ~ NAS,C. V oboch pripadoch
je koeficient podobnosti rovny |AT| : |AS,| = 2 : 3. Preto aj |AB'| : |AB| = |AC’| : |AC| = 2 : 3, teda
NAB'C' ~ ANABC podla vety sus. Preto

2

2
4
Sapcr = <3> -SaBc = 9’ Sasc,

teda priamka p nedeli trojuholnik na dve ¢asti s rovnakym obsahom.

Ulohy na aplikaciu taznic

Uloha 5.7 (KMS 11/12-L2-1). Mame lichobeznik ABCD, v ktorom je M stred strany AD a |CD| = 1|AB].
Aku ¢ast lichobeznika tvori obsah trojuholnika M BD?

Uloha 5.8 (KMS 20/21-3L-4). Mame trojuholnik ABC a v fiom bod P. Ozna¢me postupne D, E a F
stredy useciek AP, BP a CP. f)alej ozna¢me R prieseénik useCiek AFE a BD, ozna¢me S priese¢nik tseciek
BF a CFE a oznaéme T priesecnik use¢iek C'D a AF. Akua ¢ast obsahu trojuholnika ABC' tvori Zestuholnik
DRESFT?

Uloha 5.9. Nech ABCD je rovnobeznik, ktorého uhlopriecka BD ma dlzku 12 cm. Nech K je stred strany
BC a L je stred strany C'D. Usecky AK a AL rozdelia uhlopriecku BD na tri ¢asti. Vypoéitajte dlzky tychto
Casti.

Uloha 5.10 (KMS 09/10-2Z-4). Lichobeznik ABC'D mé obsah 1 cm?. Navyse strana AB je rovnobezna so
stranou CD a plati, Ze |AB| = 2|CD)|. Stred uhlopriecky AC ozna¢ime K. Priese¢nik AD a BK oznacime
L. N&jdite obsah stvoruholnika CDLK.

Uloha 5.11 (KMS 20/21-L2-3). Mame ostrouhly trojuholnik ABC. Ozna¢me E, F postupne pity vySok na
strany BC' a AC. Nech M, N sa postupne stredy tsecieck BE, AF. Cez bod M vedieme priamku p kolmu
na AC a cez N priamku ¢ kolmii na BC'. Priese¢nik p a ¢ oznac¢ime P. Dokazte, ze P je stredom tsecky FEF.

Uloha 5.12 (MO70 C-I-5). Dany je trojuholnik ABC s taziskom T. Na priamkach AT a BT st zvolené
postupne body E a F tak, Ze trojuholnik TECF je rovnobeznik. Dokézte, ze usetky AC a BC' delia tsecku
EF na tri zhodné casti.
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Uloha 5.13 (KMS 17/18-1.2-3). V rovnoramennom trojuholniku ABC so zékladiiou AB oznacime D stred
strany AB. Stred usecky C'D oznac¢ime M. Priamka BM pretina stranu AC v bode E. Dokézte, ze 2-|CE| =
|AE].

Uloha 5.14 (KMS 19/20-72-5). Na strane AB trojuholnika ABC st dané body D a E tak, e plati |AD| =
|DE| = |EB| a body A, D, E, B lezia na priamke v tomto poradi. Rovnobezka so stranou AC, ktora
prechadza bodom D, pretina stranu BC' v bode F'. Dalej nech M je stred strany BC'. Priamka EM pretina
priamku AC' v bode P. Dokazte, ze priamka AF prechadza stredom tusecky BP.

Nasledujica tloha z matematickej olympiaddy nesltuZi na aplikaciu taznic, ale skor na aplikidciu toho, ¢o sa
vyuziva pri dokazovani ich vlastnosti.

Uloha 5.15 (MO64 C-S-2). Ozna¢me K a L postupne body stran BC' a AC trojuholnika ABC| pre ktoré
plati |BK| = £|BC|, |AL| = %|AC|. Nech M je prieseénik tsetiek AK a BL. Vypotitajte pomer obsahov
trojuholnikov ABM a ABC.

6 Vysky

Vyska trojuholnika ABC na stranu a je usecka AP,, ktora je kolmé na stranu a a jej koncovy bod P,
lezi na priamke BC. Bod P, nazyvame pdta vysky. Vysku na stranu a oznacujeme v,.

V literature sa mozeme stretnit s tym, ze vyska je definovana ako:

(i) priamka AP,,

(i) dlzka tsecky AP,.

Teda vyska trojuholnika moéze byt priamka, tsecka a ¢islo. Vysku ako ¢islo pouZzivame najmé pri tivahéach o
obsahoch. Hoci v tomto materiali berieme vysku ako tsecku, tato ¢ast bude vynimkou a budeme v nej vysku
povazovat za priamku. TotiZz pri chapani vysky ako tsec¢ky sa vysky v tupouhlom trojuholniku nepretinaja
v jednom bode.

Zacneme s jednoduchymi vlastnostami, ktoré sa tykaju vySok, aby ste si precvi¢ili rieSenie jednoduchs$ich
iloh o vyskach a tiez ziskali uzito¢né znalosti.

Uloha 6.1. V ostrouhlom trojuholniku ABC' uréte velkosti uhlov AP, P, a AP,P..

Riesenie

Kvéli pravym uhlom AP,B a AP,B lezia body P,, P, na Télesovej kruznici 7 nad priemerom AB. Z
pravouhlého trojuholnika ABP, dopoé&itame |<P,BA| = 180° — 90° — |<BAP,| = 90° — «. Uhly P,BA
a P,P, A st obvodové uhly kruznice 7 prislachajice tetive AP,. Vdaka ostrouhlosti trojuholnika sa obe
nachadzaju v rovnakej polrovine uréenej priamkou AP;. Preto

’<IPbPaA‘ = ’<IPbBA‘ =90° — a.

Analogicky vdaka pravym uhlom CP.A a CP,A lezia body A, C, P, a P. na kruznici v tomto poradi
(lebo trojuholnik ABC' je ostrouhly). Potom

|<<AP,P.| = |<ACP,| = 180° — 90° — |[<CAB| = 90° — a.

Uloha 6.2. Ako sa zmeni vysledok tlohy pre tupouhly trojuholnik?
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Riesenie

To, Ze body P,, P, leZia na Télesovej kruznici nad priemerom AB stéle plati, rovnako aj pre body P,
P., A, C. Pri tupouhlom trojuholniku sa menia vzajomné polohy bodov na priamkach, a teda aj ich
poradie na kruzniciach. Vzajomné polohy bodov st dané tym, pri ktorom vrchole je tupy uhol.

Nech a > 90°. Vtedy méame tetivovy $tvoruholnik AP,BP,, v ktorom rovnako plati |<P,P,A| =
|<<PyBA|. Rozdielne nam vsak vyjde |<P,BA| = 90° — |[<BAP;| = 90° — (180° — a) = a — 90°, kedze
teraz st uhly BAP, a BAC susedné a nie totozné. Velkost uhla AP, P. vyjde analogicky, teda

|<PyP,A| = |<AP,P.| = o —90°.
Nech g > 90°. Vtedy body A, Py, B, P, lezia na kruZnici v tomto poradi a plati
|<PyP,A| = |<P,BA| =90° — a.
Avgak na druhej kruznici lezia body v poradi A, C, P., P,, preto
|<<AP,P.| =180° — |[<ACP,| = 180° — (90° — ) = 90° + av.
Analogicky ked v > 90°, tak |<AP,Py| = 90° + a a |[<AP,P.| = 90° — a.
Vysledok tejto tlohy mozno jednotne prezentovat tym, ze uhol medzi priamkami AP, (teda vyskou v,) a

P, Py je |90° — | a rovnako velky je aj uhol medzi priamkami AP, a P,P,. Totiz uhol medzi priamkami
je z definicie vzdy z intervalu (0°;90°).

Uloha 6.3. V trojuholniku ABC uvazujme trojuholnik S,SS. tvoreny stredmi jeho stran. Co za priamky
v trojuholniku ABC' tvoria vygky trojuholnika S,SpS.7?

Dostavame sa k tej najznamejSej vlastnosti vySok — pretinaju sa v jednom bode. Dokaz tohto tvrdenia je
naro¢nejsi ako pri osiach stran a uhlov (odportac¢ame, aby ste tie dokazy uz mali absolvované). Preto uvedieme
jednu tdlohu tohto typu, na ktorej si mozete vyskusat dokazovanie tvrdeni takéhoto typu.

Uloha 6.4. V trojuholniku ABC' lezia na stranach BC, CA a AB postupne body D, E a F tak, 7e plati
|<BAD| = 40°, |[<ABE| = 35°, |<ADB| = 70°, |<AEB| = 65° a |[<BCF| = 15°. Dokazte, ze priamky AD,
BE a CF sa pretinaji v jednom bode.

Riesenie
Oznaéme prieseénik priamok AD a BFE ako G. Postupne si dopoé¢itame uhly:

e |[<AGE| = |<BGD| = 35° 4 40° = 75° (vonkajsie uhly trojuholnika ABG);

|<GBD| = 180° — |[<BGD| — |[<GDB| = 180° — 75° — 70° = 35°;

|<GAE| = 180° — |<EGA| — |[<AEG| = 180° — 75° — 65° = 40°;
|<ACB| = 180° — |[<CBA| — |<BAC| = 180° — (35° + 35°) — (40° + 40°) = 30°;

|<FCE| = |<ACB| — |<FCB| = 30° — 15° = 15°.

Dostali sme teda |[<BAD| = |<DAC| = 40°, |<ACF| = |<FCB| = 15° a |[<CBE| = |<EBA| = 35°.
Preto polpriamky AD, BE a CF st osi vnutornych uhlov trojuholnika ABC', o ktorych je zname, Ze sa
pretinaju v jednom bode.

21



Po tejto ulohe sme videli dva sposoby ako dokézat, Ze tri priamky sa pretinaju v jednom bode:

1. Pretneme dve z nich a ukdZeme, Ze ich priese¢nikom prechadza aj tretia. To sme videli pri osiach stran
a uhlov. Rovnako, len s trochou viac prace, sme dokazali tvrdenie o taZniciach.

2. Dokazeme, Ze skiimané tri priamky st tri zname priamky, o ktorych vieme, Ze sa pretinaju v jednom
bode. Tu sme ukazali, Ze ide o osi uhlov. V inych tlohadch méZzeme vyuzit aj osi stran, taznice a po
nasledovnej tlohe aj vysky.

Videli sme uz teraz viaceré druhy dokazov, tak sa skisme pustit k samotnému tvrdeniu o vyskach.

Vysky trojuholnika sa pretinaji v jednom bode.

Dékaz 1. RieSenie zalozime na pozorovani v trojuholniku tvorenom strednymi prieckami. Vezmime si troj-
uholntk ABC' a stredy stran a, b, ¢ ozna¢me postupne S,, Sp, Se. Vyska v/, trojuholnika S,S,S. na stranu
SpSe prechadza bodom S, a je kolma na stranu S,S., a teda je kolmé aj na stranu BC — vyuzili sme, Ze
SpSe || BC' z vlastnosti strednych prie¢ok. Preto je v}, os strany BC. Teda vysky trojuholnika S,S,S. s osi
stran trojuholnika ABC' a o nich uz vieme, Ze pretinaji v jednom bode.

Dokazali sme, ze vysky sa pretinaju v jednom bode v kaZdom trojuholniku? (Napr. by sa mohlo stat, zZe
trojuholnik S, 535, je vzdy ostrouhly, ¢im by sme nemali tvrdenie dokdzané pre tupouhlé a pravouhlé tro-
juholniky.) KedZze trojuholnik S;S,S. je podobny s trojuholnikom ABC' s koeficientom % (opét vlastnost

strednych prie¢ok) a vieme si ho zvolit lubovolne, tak vieme tak dostat Tubovolny trojuholnik S, SpS..

Cistejst sposob dokazu je zacat s Tubovolnym trojuholntkom ABC. Dokreslime trojuholnik XY Z tak, aby
XY |AB,YZ || BC a ZX || CA. Potom |BC| = |ZA| = |AY|, teda A, B, C st postupne stredy stran Y Z,
ZX a XY. Preto vy8ky v trojuholniku ABC st osi stran trojuholnika XY Z, a preto sa pretinaji v jednom
bode. O

V pravouhlom trojuholniku sa v8etky tri vysky pretinaji vo vrchole pravého uhla, ktory je zaroven pétou
dvoch vysok. Preto v nasledujicich dékazoch budeme predpokladat, Zze o # 90°, teda ziadna z piat vySok
P,, Py, P. nesplyva s vrcholom trojuholnika ani s inou pétou.

Dokaz 2. InSpirovani rieSenim tloh a[6.2] sa pozrieme na trojuholnik P, P, P,. Podla tloh a[6.2] vyska
v, zviera rovnaké uhly s kazdou z priamok P,P,, P,P,, ktoré nie sa totozné. Preto je vyska v, osou uhla
P,P,P..

Ak je trojuholnik ABC ostrouhly, tak vSetky vysky v,, vy a v, s osami vnutornych uhlov trojuholnika
P,PyP.. Preto sa pretinaju v jednom bode. Ak je trojuholnik ABC' tupouhly, bez ujmy na v8eobecnosti s
tupym uhlom BAC, tak vyska v, je osou vonkajSicho uhla P,P,P.. Vysky v, a v. st v8ak osami zvySnych
dvoch vonkajsich uhlov trojuholnika P, P,P.. Aj tieto tri osi sa pretinaju v jednom bode — v strede kruznice
pripisanej k strane P, P.. O

22



Dékaz 3. Vrcholy trojuholnika si ozna¢ime A, B, C tak, aby uhol « bol najvac¢si. Prieseénik vysSok vy a v,
ozna¢me H. DokadZme, Ze priamka AH je kolméa na stranu a. To bude znamenat, Ze je totoZna vyskou v,
teda bod H bude spolo¢nym bodom vSetkych troch vysok, ¢im bude tvrdenie dokdzané. K tomu oznac¢ime
priese¢nik priamok AH a BC ako X.

Body P, a P, lezia na Téalesovej kruZnici nad priemerom BC. KedZe uhly S a ~ st ostré, tak oba body
P,, P, lezia v polrovine BC' A. Preto z obvodovych uhlov plati |<P.P,B| = |<P.CB| = 90° — (. Taktiez na
Talesovej kruznici 7 nad priemerom AH lezia body Py, P..

Ak a < 90°, tak body A, P,, H, P. lezia na kruznici 7 v tomto poradi. Preto |<P,AH| = |[<P.P,H| =
|<P.P,B| = 90° — 3. Z trojuholnika ABX dopoc¢itame |[<BXA| = 180° — |<XBA| — |[<BAX|=180° - 3 —
(90° — ) = 90°.

Ak a > 90°, tak na kruznici 7 mame body v poradi A, P., H, P,. Preto |<P.HA| = |<P.P,A| = |<P.P,B| =
90°— 3. Z trojubolnika HBX dopotitame |<BX H| = 180°—|<X BH|—|<BHX| = 180°— f—(90°— §) = 90°.

Teda v oboch pripadoch su priamky AH a BC na seba kolmé, ako sme chceli dokazat.
O]

Priese¢nik vysok trojuholnika nazyvame ortocentrum a zvycCajne ho oznacujeme H.

7 Tetivové stvoruholniky

Tetivovy stvoruholnik (Cyclic quadrilateral)

Tetivovy Stvoruholnik je taky Stvoruholnik, ktorému moZno opisat kruZznicu. Teda kazdé jeho strana je
tetiva tej istej kruznice.

Ako vieme zistit, ¢i Stvoruholnik ABCD je tetivovy? UkaZeme si niekolko sposobov. Pre jednoduchost
budeme uvaZovat len konvexné Stvoruholniky. To su také, kde vetky vnitorné uhly maji mensiu velkost
ako 180°. Inak povedané, ziaden z jeho vrcholov sa nenachadza vo vnutri trojuholnika tvoreného zvysSnymi
tromi vrcholmi.

Prvoplanovy sposob je konstrukény. Vieme, Ze ked chceme opisat trojuholniku kruZznicu, tak jej stred najdeme
na priesecniku osi stran. To isté vieme spravit aj pri Stvoruholniku. Narysujeme osi vSetkych Styroch jeho
stran (resp. staci troch) a skontrolujeme, ¢i sa pretali v jednom bode. Ak &no, tak ich spoloény priese¢nik je
rovnako vzdialeny od vSetkych vrcholov stvoruholnika a teda je stredom kruznice, ktora prechadza vSetkymi
vrcholmi A, B, C, D. Av8ak pouzit tento postup pri dokazovani nie je velmi jednoduché — dokazovat, Ze tri
priamky sa pretinaju v jednom bode, nie je vdbec jednoduché. Preto by sme radi objavili aj iné kritéria.
Vedeli by sme to urcit nejako s uhlami?

V sekcii [2 sme spoznali vetu o obvodovom a stredovom uhle. Na zaklade nej vieme, Ze v tetivovom Stvoru-
holniku ABCD st uhly ACB a ADB zhodné, kedZe ide o obvodové uhly prisltchajice rovnakému obluku
kruznice opisanej stvoruholniku ABCD. Tento vztah plati aj opa¢ne. Body A, B, C' leZia isto na kruznici k.
Bod D lezi na kruznici k prave vtedy, ked

|<ACB| = |<ADB|.

Tymto sme nasli jednoduchtt uhlovi podmienku, ktorou vieme zistit, ¢i je Stvoruholnik tetivovy.

Vieme sa pozriet aj na int dvojicu uhlov. TieZ sme si ukazovali, Ze ked mame obvodové uhly ABC a
CDA, ktoré prisltchaju tej istej tetive AC, ale opa¢nym oblikom, tak sucet ich velkosti je 180°. Ked7ze
bod D lezi v polrovine opa¢nej k ACB, tak bod D lezi na obluku AC' kruznice opisanej trojuholniku ABC
neobsahujicom bod B prave vtedy, ked plati |[<CDA| = 180° — |[<ABC|. Po drobnej tprave vieme tiez
sformulovat, Ze konvexny $tvoruholnik ABCD je tetivovy prave vtedy, ked

|<CDA| + |<ABC| = 180°.
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Préve tieto dve uhlové podmienky sa najcastejsie pouzivaju na overovanie tetivovosti §tvoruholnikov, kedze
sa overuju jednoducho. Uvedomme si vSak, Ze obe maju formu ekvivalencie. Vieme ich teda vyuzit aj v
situacii, ked uZz o nejakom $tvoruholniku vieme, Ze je tetivovy (méame to v zadani alebo sme na to prisli) a
ziskat tak uzitocné vztahy o jeho uhloch.

Vedeli by sme odvodif aj nejakti podmienku zahffiajicu dizky stran? Aj to je mozné, hoci tato podmienka
sa vyuziva skor pri naro¢nejsich ulohéch. Jej odvodenie vSak nie je az tak zlozité. Skiste ju najprv objavit
sami. Vezmite si tetivovy Stvoruholnik ABCD. Vedeli by ste objavit nejaké pomery dlzok stran, ktoré si
rovnaké? Pomery I'ahko dostaneme z podobnych trojuholnikov. Skiste nejaké najst. Bude v8ak treba si k
tomu nieco dokreslit.

Uz vieme, ze v tetivovom Stvoruholniku plati |[<ACB| = |[<ADB|. Zhodné uhly vieme vyuzit na najdenie
podobnych trojuholnikov. Tiez plati |[<CAD| = |<CBD)|. V ktorych trojuholnikoch sa nachadzaja tieto
uhly? Ked si ozna¢ime priesecnik uhlopriecok AC' a BD ako P, tak ide o trojuholniky APD a BPC. KedZze
sa zhoduju v dvoch uhloch, tak st podla vety uwu podobné. Preto

|PA| _ |PB W
|PD|  |PC|’

Plati to aj obratene — zaru¢{ nam pomer to, Ze konvexny stvoruholnik ABC D s prieseénikom uhlopriec¢ok
P je tetivovy? Kedze uvazujeme konvexny Stvoruholnik, tak bod P sa nachadza vnutri aseéiek AC a BD,
preto uhly APD a BPC st vrcholové, teda zhodné. To spolu s pomerom znamena, ze trojuholniky APD
a BPD st podobné podla vety sus. Preto |<ACB| = |<ADB]|, ¢o znamené, ze Stvoruholnik ABCD je
tetivovy.

Tu sme pretali priamky AC' a BD. Co ak by sme uvazovali priese¢nik inych dvoch priamok? Nech sa priamky
AB a CD pretinaja v bode M. Ak je stvoruholnik ABCD tetivovy, tak plati |[<CDA| = 180° — |[<ABC| =
|<<M DC|. Takisto aj uhly AM D a CMB sa zhodné, kedze su totozné. Preto trojuholniky AMD a CMB
st podobné podla vety uu. Z toho taktiez dostdvame rovnost pomerov
IMA|  [MC] @)
\MD|  |MBJ|
A obratenie, ak plati rovnost (2), tak kedze |[<AMD| = |<CMD]|, tak trojuholniky AMD a CMB st

podobné podla vety sus. Preto |[<CDA| = |[<MDA| = |<MBC| = 180° — |[<ABC|, preto je stvoruholnik
ABCD tetivovy.

V praxi ¢asto rovnost stretneme v tvare bez zlomkov, teda ako rovnost sucinov
|PA| - |PC| = |PB|-|PD|.

Na tento tvar sa da pozriet aj zaujimavym pohladom. Pre pevne zvoleny bod P vnitri kruznice k plati, ze
ked nim vedieme tetivu AC kruznice k, tak hodnota |PA| - |PC| sa nemeni. Preto si tato hodnota zasluzila
nazov mocnost bodu P ku kruznici k. Zaujemcovia si o nej vedia viac pre¢itat v materialoch [?].

Na zaver si zhrnieme v8etky kritéria, ktoré sme si odvodili.

~

Tvrdenie: ,,Stvoruholnik ABCD je tetivovy,” je ekvivalentné kazdému z nasledovnych tvrdeni:

(i) osi niektorych troch stran stvoruholnika ABCD sa pretinaju v jednom bode;
(ii) |[<ACB| = |<ADB];
(iii) |[<ABC|+ |<ADC| = 180°%
)
)

(iv) |PA|-|PC|=|PB|-|PD|, kde P je priese¢nik jeho uhlopriecok;

(v) |PA|-|PB| = |PC|-|PD|, kde P je priese¢nik priamok AB a C'D (plati len pre pripad, ked st

priamky AB a CD roznobezné).
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t Pozor, je dolezité (okrem (v)), aby body A, B, C, D lezali na iom v tomto poradi! J

Uloha 7.1. Ktoré z nasledovnych 4-uholnikov su vizdy tetivové?

a) Stvorec e) lichobeznik

rovnoramenny lichobeznik

b) obdlznik f

g) pravouhly lichobeznik

c¢) kosostvorec

)
)
)
h) deltoid (3tvoruholnik, ktory ma dve dvojice su-
d) kosodlznik sednych stran rovnako dlhé).
Uloha 7.2. V trojuholniku ABC najdite spomedzi bodov A, B, C, H (ortocentrum), P,, P,, P. (pity
vySok) ¢o najviac Stvoric bodov, ktoré tvoria tetivovy Stvoruholnik.
Uloha 7.3. Nech ABCD je tetivovy stvoruholnik, ktorého opisana kruznica ma polomer 4 cm. f)alej plati
|AB| =7 cm, |[<ABC| = 50° a |<BCD| = 140°.
a) Urcte velkosti uhlov CDA a DAB.
b) Narysujte takyto stvoruholnik ABCD.

Cast a) mozno vyriesit aj s pribliznym nacrtom, prip. so ziadnym. Nacrtnat si konfiguraciu realisticky vSak
nie je az tak jednoduché. V niektorych situacidch nam to vie pomoct. Taktiez niektorym z nas pomodze pri
rieSeni presny nacrt alebo aj samotné zamyslenie sa nad tym, ako dana konfiguraciu zostrojit.

Uloha 7.4. Nech ABCD a CDEF su tetivové stvoruholniky, ktoré maja spoloéni usecku C'D a ziaden iny
bod. Vieme, ze |[<ABC| = 80° a |[<CFE| = 60°. Urcte velkost konvexného uhla ADE.

Uloha 7.5. Mame dané tetivové stvoruholniky ABCD a ADEF ako na
obrazku (rozmery su len priblizné). Body B, D, E lezia na priamke a
bod G je priesetnikom priamok BC a EF. Vieme, 7Ze |[<CBD| = 30° a
|<DEF| = 100°.

a) Urcte |[<CAF]|.

b) Dokazte, ze stvoruholnik ACGF je tetivovy.

Obr. 5

Uloha 7.6. Nech ABCD a CDEF st tetivové Stvoruholniky také, ze bod C' je vnatornym bodom tsecky
BF abod D je vnutornym bodom tsecky AFE. Dokazte, ze priamky AB a EF st rovnobezné.

Uloha 7.7. V stvoruholniku PLUS plati |<PUS| = 50°, |[<PUL| = 20° a |<SPL| = 110°.

a) Rozhodnite, ¢i je Stvoruholnik PLUS tetivovy.

b) Uréte velkost uhla PLS.

Uloha 7.8. V trojuholniku ABC plati o = 75° a 3 = 40°. Os uhla ABC pretina stranu AC' v bode D. Na
strane BC' je zvoleny bod FE tak, ze plati |[<CED| = 75°. Urcte |[<AEB].

Uloha 7.9. V trojuholniku ABC plati § = 80° a v = 40°. Na strane BC' si zvolime Tubovolny bod D.
Na polpriamke k opac¢nej k BA si zvolime bod E tak, aby |BE| = |BD|. Na priamke AD si zvolime bod F
(rozny od D) tak, aby Stvoruholnik BEF D bol tetivovy. Dokazte, Ze $tvoruholnik ABFC' je tetivovy.

Uloha 7.10 (KMS 14/15-1.2-6). V kosostvorci K LM N plati |/KLM| = 40°. Ozna¢me stred strany LM
ako S. Patu kolmice na priamku NS prechadzajicu cez bod K ozna¢me X. Zistite velkost uhla M X N.

Uloha 7.11 (MO72 B-I-6, zjednodugené). Dany je trojuholnik ABC's pravym uhlom pri vrchole B. Oznaéme
I stred kruZnice jemu vpisanej a M stred prepony AC. Predpokladajme, Ze body B, I, M, C leZia na jednej
kruznici. Urcte velkost uhla BAC.
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8 Ulohy kombinujiice rézne poznatky

Na zaver materidlu uvadzame sadu tloh prevazne z matematickych sitazi, v ktorych moZzno vyuzit rozne
tvrdenia o trojuholnikoch, ktorym sme sa v materiali venovali. Rozdiel od predoslych sad je, ze v tychto
tilohach vam nenaznacCujeme, aky vyznamny prvok trojuholnifka alebo ktoré tvrdenie sa bude dat v fiom
pouzit. Budete to musiet odhalit sami.

Uloha 8.1. V trojuholniku ABC plati |AT| = |BC|. Dokaite, ze |[<BTC| = 90°.

Uloha 8.2 (MO69 B-S-2). Dokaite, ze stredy kruznic zvonka pripisanych jednotlivym stranam Tubovolného
konvexného Stvoruholnika lezia na jednej kruznici.

(Kruznicou pripisanou napriklad strane AB konvexného §tvoruholnika ABC D rozumieme kruznicu, ktora
sa dotyka strany AB a polpriamok opa¢nych k polpriamkam AD a BC'.)

Uloha 8.3 (MO68 B-I-5). Nech ABCD je konvexny Stvoruholnik, v ktorom AD 1 BD. Oznaéme M
priesecnik jeho uhloprie¢ok a ozna¢me P pétu kolmice z bodu M na priamku AB a () patu kolmice z bodu
B na priamku AC. Dokazte, 7Ze bod M je stredom kruZnice vpisanej trojuholniku PQD.

Uloha 8.4 (KMS 18/19-L1-9). Na Stanovacke KMS je potrebny KMS STAN. Ide o tetivovy Stvoruholnik
STAN. Na polpriamkach SN a AN sa nachadzaju postupne body P;, ()1 a na polpriamkach opa¢nych k
polpriamkam SN a AN sa nachadzaji postupne body Pe, (2. Pre tieto body plati |SPi| = |SPs| = |AT| a
|AQ1| = |AQ2| = |ST|. Stredy useciek P1@Q1 a P2Q2 oznacime postupne W a G. Cim je tento KMS STAN
vynimoény? Predsa ma SW AG! Dokonca, SWAG je obdlznik, dokazte to!

Uloha 8.5 (MOT72 C-S-2). Nech ABC je pravouhly trojuholnik, K stred prepony AB a L stred krat3ej
odvesny AC. Nech P je priesecnik tsecky KL a kruZnice s priemerom BC. Dokazte, ze uhly PAC a PBC
st zhodné.

Uloha 8.6 (MO74 C-I-5). Nech ABC je trojuholnik a P a @ st stredy jeho stran BC, resp. AC. Nech K je
stred usecky PQ, L priese¢nik priamky B(@ a rovnobezky s AC cez K a M priesecnik priamky PL a tsecky
AC. Dokazte, ze M je stred tisecky AQ.

Uloha 8.7 (MO73 C-1-2). Nech ABC je pravouhly trojuholnik s preponou AC. Nech M je jej stred, pricom
|BC| = |CM]. Dokazte, Ze kruznice opisané trojuholnikom ABC a ABM maju rovnaké polomery.

Uloha 8.8 (MO73 C-S-2). Nech ABCD je lichobeznik so zékladiiami AB a C'D. Nech sa osi uhlov CDA a
DAB pretinaji na usecke AB. Dokazte, ze |AD| + |BC| = |AB|.

Uloha 8.9 (MO72 C-I-3). Nech ABC je trojuholnik M a N stredy jeho stran AB, resp. AC' a P stred
tseCky M N. Nech |MN| = |AP|. Dokazte, ze priamky BP a C'P st navzajom kolmé.

Uloha 8.10 (MOT71 C-I-3). Nech ABC je trojuholnik, D a E vnttorné body jeho strany BC také, ze
|BD| = |DE| = |EC|, a F' a G vnatorné body jeho strany AC také, |AG| = |GF| = |FC|. Dokazte, ze
pomer obsahu trojuholnika ohrani¢eného tseckami AFE, GD, BF a obsahu trojuholnika ABC mé& jedinu
moznu hodnotu, a urcte ju.

Uloha 8.11 (MO68 C-1-2). Nech ABC je trojuholnika a D a E st body strany AB také, 7e |AD| = |DE| =
|EB|. Nech F' a G su obrazy bodu C podla stredov A, resp. B. Nech I je priese¢nik priamok CD a BF a J
prieseénik C'E a AG. Dokazte, Ze priesecnik priamok Al a BJ lezi na priamke F'G.

Uloha 8.12 (MO59 C-S-2). Nech k a [ st kruznice s polomermi 6, resp. 4, ktoré maji vnitorny dotyk v
bode B. Nech bod O je stred kruznice L, bod A je priesecnik kruZnice k a priamky OB a bod C je priesecnik
kruznice k a doty¢nice z bodu A ku kruznici I. Uréte dizky stran trojuholnika ABC.

Uloha 8.13 (MO58 C-I-2). Pravouhlému trojuholniku ABC' s preponou AB je opisana kruznica. Pity
kolmic z bodov A, B na doty¢nicu k tejto kruznici v bode C' oznaéme D, E. Vyjadrite dlzku tsecky DE
pomocou dlzok odvesien trojuholnika ABC.
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9 Napovede k tiloham

1.8. Pokial by ste niektory z uhlov v obrazku poznali, tak by ste vedeli dopocitat zvysné a aj uhol ACE. Tak
si dokazovii tlohu transformujeme na uréenie velkosti uhla ACFE. Spravte teda to isté, len pouZite pritom
premennt.

1.9. Okrem rovnostranného trojuholnika vieme v tlohe najst aj rovnoramenné trojuholniky, ktoré nam
umoznia postupne dopocitat vsetky uhly.
1.10. Oznacte si niektory uhol v obrazku premennou a postupne vyjadrujte ostatné. Vyuzivajte pritom

rovnobeZnost, os uhla a stred strany.

1.12. Uloha nevyzera podobne ako tloha néhodou. Poriadne si premyslite, ako mozno jej rieSenie vyuzit
tu.

1.13. Oznacte si niektory z uhlov premennou. Vyjadrite zvysné uhly pomocou neho. Potom budete vediet
zostavit rovnicu, z ktorej tento uhol urdite.

3.8. Stac¢i ukazat, ze uhlopriecky lichobeZznika rozpolujt uhly CDM a DCM. To sa d4 cez pocitanie uhlov.
Co Vam povie vlastnost osi uhlopriecky AC' o bode M?

3.9. Vyjadrite |<AIX| a |[<BIY| pomocou uhlov « a 3. Dokazované tvrdenie vyzera ako Pytagorova veta.
Najdite v konfiguracii pravouhly trojuholnik so zodpovedajucimi dizkami stran.

3.10. Stac¢i nam ukézat, ze dve z polpriamok AC, GC a EC st osami uhlov trojuholnika AGE. Treba néjst
také dve, o ktorych to pdjde Tahko ukazat. Oznacte |<F'AB| = «a. V zavislosti na uhle @ mozno vyjadrit
vel'kosti viacerych uhlov v konfiguracii zo zadania.

3.13. Useckami AI, BI a CI rozdelte trojuholnik ABC na tri mensie trojuholniky. Vyjadrite pomocou ich
obsahov obsah trojuholnika ABC.

3.15. Ukaite, 7e |AL| = |[AM|, |BM| = |BK| a |CK| = |CL|. Potom vim ostanti len tri nezname dlzky.
Sucet kazdych dvoch je rovny dlzke niektorej strany.

3.17. Dokéazte, 7e |[<IAE| = |<I4AF|. Pride vam vhod hladat podobné trojuholniky. Vdaka vela pravym
uhlom a rovnobezkam, ktoré sa daju v konfiguracii najst, by ste ich mohli najst viacero.

4.3. Spojnice stredov stran si stredné priecky. Zistite, v akom trojuholniku?
4.4. Vyuzite vlastnost rovnobeznika.

5.7. Aku cast lichobeznika tvori trojuholnik ABD? Nebojte sa pri vypocte obsahov pouzit premenné na
vzdialenosti, ktoré nepoznate. Na zaklade vlastnosti taznic, viete zistit, aka ¢ast trojuholnika ABD tvori
skiimany ruzovy trojuholnik M BD.

5.8. Aku cast trojuholnika BCP tvori tvoruholnik PESF?
5.9. Usetka AK spaja vrchol so stredom strany, ¢ize je to taznica — v ktorom trojuholniku?

5.10. Taznicami vieme rozdelit trojuholnfk na c¢asti s rovnakym obsahom. V tilohe mame zadany stred K
uhlopriecky AC' a aj podmienka |AB| = 2|C'D| vyzera, ze by mohla suvisiet s nejakym stredom. Preto sktste
najst v zadanej konfiguracii taznice. Budete si v8ak musiet nie¢o dokreslit.

5.11. Priamka p prechadza stredom tsecky BE a je rovnobezna s priamkou BF'. Teda na priamke p lezi
nejaké stredné priecka — ktorého trojuholnika? Ked ho najdete, tak ziskate dalsi stred. Zopakujte analogicki
tivahu pre priamku g a dokonéite opatovnym vyuzitim strednych priecok.

5.12. Usecka S,T je strednou prieckou v trojuholniku BCF, preto bod T je stredom strany FB. Dokonéite
ako v tlohe 77

5.13.
e Pomer |[CE|:|AE| =1:2 nam napoveda, Ze tsetka AC' by mohla byt taznicou a bod E taZiskom ne-

jakého vhodného trojuholnika. Na ktorej priamke by ste mohli najst d'alsiu taznicu? Hladajte priamky,
ktoré prechadzaja stredom nejakej tsecky. Bude potrebné si do obrazka este nieco dokreslit.
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e Dokreslite rovnobezku so zdkladiou AB cez bod C a tiez polpriamky AM a BM, ktoré ju pretni
postupne v bodoch X a Y. Skuiimajte trojuholnik AXY'.

5.14. Chceme vlastne dokazat, Ze na priamke AF lezi taznica na stranu B P vo vhodnom trojuholniku — tym
by mohol byt trojuholnik ABP. Rozmyslite si, Ze k tomu sta¢i dokézat, Ze bod C je stred tsecky AP. No a
na to sa daju vyuzit stredné priecky.

5.15. V akom pomere sa delia tsecky AK a BL? Viete ho najst najdenim podobnych trojuholnikov. Na
zaklade podobnosti uréte pomer vysok trojuholnikov ABM a ABC.

7.3. Vyuizite, Ze sucet protilahlych uhlov tetivového Stvoruholnika je 180°. Pri rysovani si zvolte bod A
Tubovolne a pokracujte bodom B.

7.4. VyuZite, ze sucet protilahlych uhlov tetivového Stvoruholnika je 180°.

7.5. Velkost uhla CAF ziskate suc¢tom |<<CAD|+ |<<DAF|, pricom oba z tychto uhlov viete ur¢it uhlovymi
vztahmi v tetivoych §tvoruholnikoch. V ¢asti b) dopocitajte vniatorné uhly trojuholnika BEG.

7.6. Oznacte si niektory z uhlov a vyjadrite ostatné, ¢im ukazete, ze priamka AE (resp. BF') zviera s oboma
priamkami AB a EF zhodné striedavé uhly.

7.7. Na zéklade zadanych uhlov vyuzite vhodnd z dvoch uhlovych podmienok na dékaz tetivovosti. Potom
len vyuzite tvrdenie o obvodovych uhloch pre uréenie |[<PLS|.

7.8. Najdite v zadanej konfiguracii tetivovy stvoruholnik a vyuZzite vztahy medzi uhlami na urcenie |[<AEB].
K prvému kroku vam pomoze, Ze dva uhly maji velkost 75°.

7.10. N4jdite vhodnu kruznicu, v tomto pripade budeme poznat aj jej stred. Na zaklade ¢oho ju vieme néajst?
KedZe mame zadany pravy uhol, mézeme najst talesovu kruznicu. Zvolte ju tak, aby ste vyuzili aj rovnaké
(lebo kosostvorec) ¢ poloviéné (stred strany) strany v zadani. Bude si treba aj niec¢o dokreslit.

7.11. Uhol AIB mozno vyjadrit pomocou vnatornych uhlov trojuholnika ABC' (pozri tlohu . 7 pod-
mienky, Ze $tyri body maju lezat na kruznici viete zostavit rovnicu, z ktorej uré¢ite |[<BAC!.
8.1. Ozna¢me si S stred strany BC. Ako dlha je tsecka |T'S| (vzhladom k |BC|)? Na zaklade zhodnych

dlzok viete najst v obrazku kruznicu, a to nie len taka oby¢ajnu.

8.2. Oznacte si uhly a pomocou dopocitania dalsich overte uhlovii podmienku, kedy $tyri body leZia na
jednej kruznici.

10 RieSenia vybranych dloh

Mnohé z pouzitych tloh st prebrané zo sutazi, najméa z Matematickej olympiady a KoreSpondenéného mate-
matického seminéra. Ich vzorové rieSenia mozno néjst v archivoch dostupnych na internete. Preto uvadzame
rieSenia tych tloh, ktoré nie st takto pristupné.

1.5. Z trojuholnika ABC si dopoc¢itame o = 180° — 5 —~ = 180°—68°—40° = 72°, teda <BAD| = |<DAC| =
a/2 = 36°. Z trojuholnika ABD dostaneme |<BDA| = 180°—36°—68° = 76°. Potom |<ADC| = 180°—76° =
104° (susedné uhly).

1.6. Z trojubolnika BIC dopotitame |<BIC| = 180° — |<IBC| — |<ICB| = 180° — 34° — 20° = 126°.
Analogicky dopocitame |[<AIB| = 110° a |[<CTA| = 124°.

1.7. |[<BIC| =180° — 3/2 — v/2 = 90° + /2 a analogicky |<CIA| =90° + /2 a |[<AIB| = 90° + /2.
1.8. Nech |[<ACB| = ¢. Z rovnoramenného trojuholnika ABC dostavame |<CAB| = ¢ a |<ABC| =
180° — 2¢. Vdaka striedavym uhlom mame |[<CDE| = 180° — |<<ABC/| = 180° — (180° — 2¢) = 2¢. Potom

z rovnoramenného trojuholnika CDE dopoéitame |<ECD| = (180° — 2¢p) = 90° — . Na zaver ur¢ime
|<ACE| = 180° — ¢ — (90,) = 90°.

1.9. Stvorec a rovnostranny trojuholnik maja vietky strany zhodné, preto |[DA| = |CB| = |AB| = |BE| =
|EA|, preto su trojuholniky ADE a BCE rovnoramenné. Vieme tak dopo¢itat uhly |[<EAD| = 90° — 60° =
30°, |[9ADE| = (180° — 30°)/2 = 75°, |[9EDC| = 90° — 15° = 75°. Analogicky |<ECD| = 70°, preto
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|<CED| = 180° — 15° — 15° = 150°.

1.10. Ozna¢me |[<ABL| = |<LBC| = B (kedze BL je os uhla ABC). Potom |<CLB| = |<ABL| = f3
(striedavé uhly). Teda |BC| = |CL| a kedZe L je stred strany, tak plati aj |[AD| = |[BC| = |CL| = |LD|. Cize
trojuholnik ALD je tiez rovnoramenny s [<CDA| = |[<ABC| = 2. Preto |[<DLA| = (180°—203)/2 = 90°— 4.
Dostéavame tak, ze |[<BLA| = 180° — 5 — (90° — 3) = 90°, ako sme mali dokazat.

1.12. Nech E je taky vnutorny bod $tvorca, pre ktory je trojuholnik ABE rovnostranny. Ako v tlohe
ukazeme, 7e |[<CED| = 150° a |DE| = |CE|. Vnutorny bod $tvorca s tymito dvomi vlastnostami je len
jeden, preto musi ist bod X, teda X = E. Teda trojuholnik ABX je totozny s trojuholnikom ABE, a preto
je rovnostranny.

Déavame do pozornosti, ze sme vyuzili pokrocilej$iu techniku rieSenia tejto geometrickej tlohy — zmenili
sme to, ¢o mame dokazovat a dostali sme tak I'ahsiu tlohu. Teda namiesto dokazovanie rovnostrannosti
trojuholnika ABX sme dokazovali, Ze iny trojuholnik je rovnoramenny s uhlom 150°. Pri takomto rieSeni si
treba dat pozor. Nie kazda tlohu moZno takto obratit. Preto je potrebné vysvetlit, Ze takéto obratenie nam
naoza]j dokazuje to, ¢o mame dokéizat. NajlepSie je zaviest iné oznacenia bodov ako v zadani a dokazat, Ze
tieto body st totozné (ako sme ukézali, ze F = X).

1.13. Oznacme |[<BAC| = |<ABC| = «a. Z rovnoramennych trojuholnikov ABC' a ABD dostaneme
|<ACB| = 180° — 2« a |[<BAD| = 180° — 2«v. Potom z rovnoramenného trojuholnika AC'D mame |<CAD| =
180°. Avsak plati |[<BAC| = |<BAD| + |<CAD|, teda a = 2- (180° — o), ba = 360°, teda av = 72°. Potom
|<BAC| = 180° — 2 - 72° = 36°. Vnutorné uhly trojuholnika ABC teda st 72°, 72° a 36°.

3.5. Bez ujmy na vSeobecnosti uvazujme vrchol A. Os vnttorného uhla deli uhol o na dva uhly velkosti /2.
Vonkajsi uhol pri vrchole A je susedny s uhlom «, preto ma velkost 180° — cv. Jeho os ho teda rozdeli na dva
uhly velkosti 90° — a/2. S¢itanim uhlov /2 + 90° — /2 dostaneme pravy uhol, ¢o je prave sktimany uhol
medzi osou vonkajsieho a osou vnitorného uhla.

3.6. Nech I je priesecnik osi o4, 05. To znamen4, Ze bod I sa nachddza v oboch uhloch ABC a BC'A, preto
lezi vnutri trojuholnika ABC. KedZe I € o,, tak bod I je rovnako vzdialeny od priamky AB ako od priamky
AC. Kedze I € og, tak vzdialenost bodu I od polpriamky AB je rovna aj vzdialenosti bodu I od polpriamky
BC. Cize bod I je rovnako vzdialeny aj od polpriamok CA a CB, teda I € o,,.

3.7. Dokizeme, ze priamky o4, 0f a 0, sa pretinaji v jednom bode. Nech P je priesecnik priamok oj; a of.

e
Zdoévodnime, Ze bod P sa nachadza v polrovine p, ktora je opacna k polrovine BCA (teda p = BCA™).
Uhol tvoreny polpriamkou BC' a polpriamkou 0/’3 Npje 90° — B/2, ¢ize ostry. To isté plati aj pre uhol medzi
polpriamkami C'B a 0’7 N p. Preto sa priamky 0:3 a 0’7 pretinaji v polrovine p. Kedze bod P leZi na oboch

— —
z nich, tak jeho vzdialenosti od polpriamky BA™, tsecky BC a polpriamky C A" st rovnaké. A nakol'ko je
bod P vnutornym bodom uhla BAC, tak musi lezat na osi o,.
3.13. Osi vnatornych uhlov vedené od vrcholu po bod I rozdelia trojuholnik ABC na tri trojuholniky. Kazdy
ma vysku r a ich strany st postupne a, b, c. Ich obsahy st teda %ar + %br =+ %CT = %(a +b+c)r=sr.

3.14. Trojuholniky AIM a AAIL st zhodné podla vety usu — maji spolo¢nii strana Al a zhodné uhly.
Preto |AM| = |AL|. KedZe je trojuholnik AM L rovnorameny, tak os uhla oproti zakladni je je na zakladiu
kolmé, teda priamka Al je kolm4 na priamku Al.

3.15. Vyuzite, ze ak mame dve pretinajice sa doty¢nice k jednej kruznici, tak vzdialenosti od ich prieniku
k bodom dotyku si rovnaké. Mame teda tri nezname vzdialenosti, zostavte pre ne ststavu troch rovnic.

_btc—a c+a—0> at+b—c

AL| = jam) = =0 BM| = |BKR| = S0 (OK| =|cL =

3.16. Podobne ako v predchadzajtcej tlohe

at+b+c a+b—c at+c—>b

Ar|=|Am| =228 BM| = BR| = S5 (oK = (oL = £

3.17. Nech sa kruZnica vpisana dotyka strany AB v bode GG a nech sa kruZnica pripisana k strane BC' dotyka
priamky AB v bode H. Dalej ozna¢me r polomer kruZznice vpisanej a r 4 polomer kruZznice pripisanej k strane
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BC'. Trojuholniky AGI a AHI 4 st pravouhlé so spolo¢nym uhlom GAI, preto st podla vety uu podobné.
Z toho vyplyva |AI| : r = |Al4| : r4. Priamky EI a FI4 obsahuju polomery kruZznic, ktoré sa dotykaja
priamky BC, preto st obe z nich kolmé na priamku BC'. Plati teda ET || FI4. Potom |<AIE| = |<AIAF|,
ked7e ide o sthlasné uhly. Dalej plati |AI| : [IE| = |AI| : 7 = |AI4| : 74 = |Al4| : |I4F)|, takie trojuholniky
AIE a AIAF st podobné podla vety sus. Z tejto podobnosti dostavame |<UAE| = |[<I7AF| = |<I[AF|. Z
toho vyplyva, ze body A, E, F lezia na priamke.

Rovnost |BD| = |FC| vyplyva z rieSeni uloh a

Cast a) mozno dokazat stru¢nejsie s vyuZitim rovnolahlosti. Uvazujme kladnt rovnolahlost, ktora zobrazi
vpisant kruznicu na pripisant. Je zname, Ze stred tejto rovnolahlosti leZi na prieseéniku spoloénych von-
kajsich dotycnic, teda priamok AB a AC, ¢ize ide o bod A. V tejto rovnolahlosti sa priemer DFE kruZnice
vpisanej zobrazi na priemer kruznice pripisnej rovnobezny s priamkou DF, a to je priemer z bodu F'. Preto
sa bod E zobrazi na bod F'. Z definicie rovnolahlosti potom vyplyva, ze body A, E, F' (stred, vzor a obraz)
lezia na priamke.

4.3. Usetka ST je strednou prieckou trojuholnika ABC' a tsecka VU je strednou prieckou trojuholnika ACD.
Preto su tsecky ST a VU rovnobezné s uhloprieckou AC, a teda aj rovnobezné navzajom. Analogicky si
rovnobezné aj usecky V.S a TU. Preto je STUV rovnobeZnik a jeho uhlopriecky, teda tsecky SU a VT, sa
rozpoluj.

4.4. 7 tlohy [£.3] vieme, ze STUV je rovnobeznik. Uhlopriecky rovnobeznika, teda tusecky SU a VT, sa
navzajom rozpoluju.

5.9. Priese¢niky tse¢iek AK a AL s uhloprieckou BD ozna¢me postupne X, Y. Dalej ozna¢me S priesecnik
uhlopriecok rovnobeznika ABC'D. Pripomenme, Ze ide o stred oboch uhlopriecok, teda |BS| = |SD| = 6 cm.
Usecka AK je taznica v trojuholniku ABC, preto deli faznicu BS v pomere 1 : 2, teda |[BX| = 4 cm a
| XS| = 2 cm. Takisto je AL taznica v trojuholniku ACD, z ¢oho méame |DY| =4 cm a |Y'S| = 2 cm. Potom
| XY | =|XS|+|5Y]| =4 cm. Dostali sme tak, ze |[BX| = |XY| = |Y D| =4 cm, teda tsecky AK a AL delia
uhlopriecku BD na tri zhodné Casti.

Tento zaver plati nezavisle na dlzke uhlopriecky. Riegenie vieme zovieobecnit napriklad oznacenim |BD| = u.
Potom |BS| = |SD| = u/2, |BX| = 2/3-u/2 = u/3, analogicky |YD| = u/3 a |[XY| = u/6 + u/6 = u/3
(alebo | XY|=u—u/3 —u/3 =u/3).

7.1. Vzdy tetivové st a) §tvorec, b) obdlznik, f) rovnoramenny lichobeznik. Kazdy Iahko overime zistenim, ¢
protilahlé uhly maju vzdy sucet 180°. Davame do pozornosti, Ze kazdy tetivovy lichobeZnik je rovnoramenny.

7.2. Pravé uhly ndm zarudia télsové kruznice. Stvorica bodov {B,C, Py, P.} lezi na kruznici — na Talesovej
kruznici nad priemerom BC'. Analogicky na kruznici lezia stvorice {C, A, P,, Py} a {A, B, P,, P}. Stvorica
bodov {A, P., H, Py} lezi na Télesovej kruznici nad priemerom AH. Analogicky tvoria tetivové tvoruholniky
stvorice {B, P,, H, P.} a {C, P,, H, P,}. Pokial je trojuholnik ABC ostrouhly, tak uvedené Stvorice bodov
lezia kruzniciach v poradi, v akom sme ich zapisali.

7.3. a) Protilahlé uhly tetivového Stvoruholnika maja sacet 180°, preto |[<CDA| = 180° — 50° = 130° a
|<DAB| = 180° — 140° = 40°.

b) Narysujeme kruznicu k(S;4 c¢m). Lubovolne na nej zvolime bod A. Bod B je vzdialeny 7 ¢cm od bodu A,
preto ho najdeme na prieseéniku kruznice k s kruznicou £(A;7 cm). Aby |[<ABC| = 50°, tak bod C' musi
lezat na niektorej polpriamke p s pociatkom v bode B, ktora zvieraju s tise¢kou BA uhol 50°. Bod C' # B
zvolime na priese¢niku polpriamky p s kruznicou k. Bod D zas musi lezat na polpriamke ¢ s pociatkom v
bode C, ktora zviera s tiseckou C'B uhol 140°. Bod D # C najdeme na priesec¢niku polpriamky ¢ s kruznicou
k.

KruzZnice k a £ maja dva priesecniky. f)alej pokrac¢ujeme len s jednym z nich — pri druhom je celé situacia
osovo sumerna podla priemeru kruZnice k prechédzajuceho cez bod A. Takisto priamky p moZno narysovat
dvomi sposobmi, v obrazku [6] sme ich oznacili p; a ps. Kazda z nich nam pretne kruznicu k v jednom bode
roznom od B. Na bod C méame tak dve moznosti. Pre kazda z nich méme dve moznosti na narysovanie
priamky ¢, teda celkovo 4, ktoré sme oznadili qi1, g2, g3 a q4. Len jedna z nich nam pretne kruznicu k po
druhykrat. Uloha ma tak prave jedno rieenie, kedZe takto zostrojeny tvoruholnik ABC;D splia vietky
podmienky zo zadania.
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7.4. S vyuzitim protilahlych uhlov v zadanych tetivovych stvoruholnikoch dostavame |[<CDA| = 180°—80° =
100° a |[<EDC| = 180° — 60° = 120°. Potom |<ADE| = 360° — 100° — 120° = 140°.

7.5. a) Z obvodovych uhlov v tetivovom $tvoruholniku ABCD plati |[<CAD| = |[<CBD| = 30°. V tetivovom
stvoruholniku ADEF zas vyuZijeme protilahlé uhly, z ¢oho |[<DAF| = 180° — |[<DEF| = 180° — 100° = 80°.
Teda |[<CAF| = 30° 4 80° = 110°.

b) Kvoli susednym uhlom plati |[<BEG| = 180° — 100° = 80°. V trojuholniku BEG dopocitame zvysny
uhol [<BGE| = 180° — 80° — 30° = 70°. Tak sme dostali, ze |<CGF| + |<CAF| = |[<BGE| + |<CAF| =
70° + 110° = 180°, preto je stvoruholnik ACGF tetivovy.

7.6. Oznacme |[<BAD| = a. Potom |<<BCD| = 180° — « (protilahly v tetivovom Stvoruholniku), |[<F'C'D| =
180° — (180° — «v) = & (susedny uhol) a |[<FED| = 180° — . Zvolme bod X na polpriamke opa¢nej k FA.
Potom |[<FEX| = 180° — (180° — a) = «. Priamky AB a E'F st pretaté prieckou AE, ktora s nimi zviera
zhodné striedavé uhly |[<BAE| = |[<FEX| = a, preto st priamky AB a EF rovnobezné.

7.7. a) Ano, lebo |[<SUL| + |[<SPL| = |<PUS| + |<PUL| + 110° = 50° + 20° + 110° = 180°.
b) KedZe stvoruholnik PLUS je tetivovy, tak z obvodovych uhlov dostavame |<PLS| = |<PUS| = 50°.
7.8. Zo susednych uhlov mame |<BED| = 180° — 75° = 105°, teda |[<BED| + |<BAD| = 180°. Preto

je Stvoruholnik BEDA tetivovy. Vieme tak vyuzit jeho obvodové uhly |<AED| = |<ABD| = 3/2 = 20°.
Potom uz len dopocitame |[<AEB| = 105° — 20° = 85°.

7.9. Zo susednych uhlov mame |<DBE| = 180° — 80° = 100°. Potom z rovnoramenného trojuholnika DEB
dostaneme |<BDE| = |<BED| = (180° — 100°)/2 = 40°. Vyuzitim obvodovych uhlov v $tvoruholniku
BEFD urcime |<BFE| = |<BDE| = 40° a |<BFD| = |<BED| = 40°. Kedze |<BFA| = |<BCA| = 40°
a bod F' lezi v polrovine ABC), tak je Stvoruholnik ABF'C' tetivovy.

8.1. Nech S je stred strany BC. Kvoli deliacemu pomeru taznic plati |T'S| = 3|BC| = |BS| = |SC|. Preto

body B, C, T lezia na kruZnici so stredom v bode S. KedZe S lezi na tsecke BC', tak ide o Téalesovu kruznicu
na priemerom BC'. Preto je uhol BT'C pravy.
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