Dokazy

Jozef Rajnik

Toto je nejaky predbezny moj text k dokazom, v ktorom chcem pomerne podrobne vysvetlit, ako dokazovanie
funguje.

Co to je vlastne dokaz? Zacneme najprv jednym pribehom. Predstavme si, ze sme v Skole a so spoluziakmi
si v rdmci precvicovania riesime tuto ulohu.

Uloha 1. V obore redlnych ¢isel vyrieste rovnicu

20 —6+4+x =2x+ 3.

Verim, Ze s takouto tlohou by ste nemali problém. Mozno ste ju uz vyriesili skor ako ste zacali &ftat tento
text. No pride nas spoluziak Seki, ktory doteraz Studoval v tplne inej krajine a predvedie ndm nasledovné
riesenie.

1 Pozrime sa na ¢isla, ktoré méame pri xz-kach. Prvé x ma pri sebe dvojku, druhé z nemd ziadne ¢islo
— to zodpovedd jednotke, a posledné ¢islo méd opét dvojku. Séitame 2 + 1 + 2 = 5, ¢ize rieSenie tejto
rovnice je x = 5. Presvedéime sa o tom skuskou spravnosti. Lava strana vyjde 2-5 — 6 +4 + 5 = 12
a prava strana vyjde 2 - 5 + 3 = 13, takze skiiska nam vysla.

Co vravite na toto riesenie? Je spravne? Uplne alebo s vyhradami? Alebo je dost mimo? Ak tvrdite, Ze nie
je spravne, tak preco? Asi celkom ¢astd odpoved, ¢o by sme poculi v tejto situdcii je: ,To nie je spravne
rieSenie, lebo rovnice sa maju riesit takto, lebo takto sme to robili v skole* Nejde ndhodou o matematického
génia s inovativnym sposobom myslenia?

Téato situacia je v matematike celkom castd a je pre vSetkych ztucastnenych narocnd. Pri takychto beznych
typoch tloh (ako nmapr. rovnice) aspoit mame vyhodu, ze mélokedy stojime na strane vymyslaca riesent,
lebo sme sa v gkole uéili postupy, ako sa takéto ilohy maju riesit. No ak sa matematike venujeme viac, tak
stretneme aj tlohy, ktoré nezapadaji do nejakého bezného typu. V takej situdcii musime vymyslat vlastné
riesenia. No a Iahko sa ndm tu moze stat, Ze skonéime ako Seki. Prideme s genidlnymi nédpadmi, ako tloha
funguje, ako prist na spravny vysledok, mozno niekedy o tom napiSeme aj stvorstranovii esej — a dostaneme
za to len zlomok bodov.

1 Nerovnosti s ¢islami

Néro¢nost mnohych dokazov spociva v ich vieobecnosti — zviiéSa je potrebné v nich prebraf vela, ¢asto az
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nekonecne vela moznosti. Preto musime pracovat s pismenkami alebo inymi abstraktnymi nastrojmi. Taktiez
v mnohych doékazovych tlohach sa pismenka vyskytuju priamo v zadani. Preto za¢neme s jednoduchymi
vecami bez pismenok, iba s ¢islami. Na zaciatok poznamename, ze niektoré tilohy budua samotcelové. Nepojde
o ziadne grandiézne objavy, asto skor o trividlne veci. No snaZili sme sa ich vybrat tak, aby sme na nich
dobre ilustrovali principy dokazovania a aj aby boli lepsie predstavitelné.

Zacneme s jednoduchou ilohou, na ktorej si ukazeme, ¢o je to dokaz. Aby tloha nepdsobila az tak trividlne,
tak si odlozme bokom kalkulacky. Chvilku si budeme predstavovat, Ze neexistuji. Nebojte sa, neskor si
ukéZeme aj ako vyuzit kalkulacky pri takychto ilohach a ako to spravit iplne korektne.

Uloha 2. Dokéite, ze plati

V60 > V13 + V17.



V zadani mame /60 > /13 + /17, ¢o je to zac? Ide o nerovnost Vseobecnejsie vzaté ide o vyrok. Vyrok
je oznamovacia veta, o ktorej mozno jednoznaéne uréit, ¢i je pravdivd alebo nepravdiva. Hoci to na prvy
pohlad ako veta nevyzerd, naozaj ide o oznamovaciu vetu, len je zapisand matematicky. Slovne by mohla
zniet takto: ,,Odmocnina zo Sestdesiat je viicSia ako sti¢et odmocniny z trindst a odmocniny zo sedemndst.“
Poznamename este, ze formudcia mozno jednoznacne urcit v definicii vyroku sa nevztfahuje na nase schop-
nosti. Asi nie kazdy ¢lovek (obzvlast ak neexistuji kalkulacky) vie uréit pravdivostni hodnotu tohto vyroku.
Toto je pri niektorych vyrokoch bezné. V matematike je vela vyrokov, ktorym matematici nevedia uréit
pravdivostni hodnotu.

My tiez nepozname pravdivostni hodnotu tohto vyroku. Jeden zo spésobov, ako sa da k takejto dokazovej
tlohe pristipif tak, Ze ideme zistovat jeho pravdivostni hodnotu. Formulécia ,Dokazte, Ze“ zo zadania
ndm len prezrddza, Ze ndm m4 vyjst pravda. Ak4 to vyhoda, rovno ndm prezradili vysledok. Bez d’alsieho
otalania teda podme na to a skisme prist s nejakym rieSenim.

Zo skoly vieme, Ze nerovnosti mozeme nejako upravovat, tak podme na to:

V60 > V13 + V17T
(Veo)' > (Vis+vir)
60 > 13 + 2v/13V17 + 17
60 > 30 +2v221 | —30

30>2v221 | /2

15 > /221 |2
255 > 221

Takto sme sa dostali k niecomu, ¢o plati, takZe aj povodnd nerovnost je pravdiva.

Tak ¢o vravite na nase riesenie? Presvedéilo vés o tom, Ze nas vyrok je pravdivy? Je to podla vés korektny
dokaz? Uz druha otazka ndm napoved4, ¢o to asi dokaz bude. Dokaz je vlastne nieco, ¢im presvedéme niekoho
o tom, Ze dokazovany vyrok je pravdivy. Z jedného prikladu sa fazko rozmysla, tak vdm eSte pomozeme
druhym.

Uloha 3. Dokazte, ze V2 > /3.

Opit na to pojdeme rovnako ako v predloslom priklade. Teda budeme upravovat dokazovani nerov-
nost:

V2>+3, | -V3
V2-v3>0, |?
2-2-v2-v/3+3>0, |+2-V6
5>2-v6, |2
25 > 24,

a to je pravda. Preto plati v/2 > v/3.

Druhy pokus o dékaz je zjavne nespravny, nakolko sme nim ,dokézali“ nepravdivé tvrdenie v/2 > v/3 (ko-
rektnym dokazom predsa nemozeme dokdzat nepravdivé tvrdenie). AvSak prvy pokus o dokaz sa principialne

'Mozno by ste skér povedali, ze ide o nerovnicu, no to nie je tplne terminologicky spravne. Nerovnica je typ tlohy, v ktorej
méame najst vietky hondoty, pre ktoré plati nejaks nerovnsot.



od druhého pokusu nelisi. Cize tiez nebude tplne v poriadku. Pod'me sa pozriet blizsie na to, preco je druhy
pokus zly.

Vyhodou tejto tlohy je, Ze Tahko vieme vyhodnotif pravdivost kazdého vyroku, ktory sa v nasom ,,dokaze*
vyskytol. Problém nastdva medzi vyrokmi

V2-v3>0 a  (V2—-V3)?2>0.

Prvy z nich je totiZ nepravdivy a druhy je pravdivy. V akom vzfahu si tieto dva vyroky? Akt logicki
operaciu ¢i tivahu sme pouzili? Vzfah tam mame nasledovny:

V2-V3>0= (V2-V3)?2>0.

Ked sa nad tym zamyslime kus vSeobecnejsie, tito implikdciu vieme chapat aj nasledovne: ,Ak médme
kladné &fslo, tak jeho druhd mocnina je tiez kladna.“ Formdlne zapfsané tiez ako (Vo € R)(z > 0 = z2 > 0).

Problém je vSak ten, Ze tdto implikdcia pripusta, Zze z nepravdy vyplyva pravda. Tento problém vieme
opisat aj tak, ze sme tu pouzili tzv. neekvivalentni vipravu, teda z vyroku v/2 — /3 > 0 sme odvodili vyrok
(V2 — v/3)% > 0, ktory s nim nie je ekvivalentny. Preto je nespravny aj pokus o dokaz 1, kedze sme v
nom pouzili rovnaku neekvivalentnd dpravu. Sice sme dogli k spravnemu zaveru, ale nespravnym logickym
uvazovanim. Toto je velmi ¢astd chyba pri dokazovani ¢i vobec rieseni matematickych tloh.

Ako to napravit? Mézeme si uvedomit, ze ak pracujeme v kladnych (resp. aj nezdpornych) redlnych ¢islach,
tak sa z umociiovania na druhi uz stane ekvivalentné tiprava. Teda plati Vo € R Vy € R: (a > b < a® >
b%) (odvoldvame sa pri tom na stredoskolské vedomosti). Ak teda skontrolujeme, ze obe strany st pred
umocnenim kladné, tak mame korektny dokaz.

Dokaz cez ekvivalentné tpravy

V60 > V13 +V17T
¥ lebo V60 > 0, V13 + V17> 0

(Veo)' > (Vis+vT7)
0

60 > 13 + 2v/13V17 + 17
i
60 > 30 +2v221 | —30
i
30 >2v221 | /2
i
15>+v221
{ lebo 15 > 0, V221 >0
255 > 221

. 7

Avsak ekvivalentné tpravy nie su az tak nutné. Pozrime sa na to, ako sme dospeli k zdveru, ze dokazovany
vyrok je pravdivy? Jeho pravdivost sme preniesli od zjavne pravdivého vyroku 255 > 221 k dokazovanému
vyroku. A pri tomto ,prenose pravdy“ nam staci, aby sme mali v8ade len implikacie. A préave tak funguje
priamy dokaz: ide o sériu implikacii od pravdivého vyroku k dokazovanému vyroku. Pri dokaze ndm teda
sta¢i skontrolovat, ¢ smerom ,zdola nahor“ platia vSetky implikdcie. Dokaz vieme zapisat teda tak ako
v rieSeni vlavo. Ak by sme vsak chceli byt poriadni, tak dokaz zapiseme v poradi, ktoré respektuje smer
impikacii.



Dékaz spisany podla smeru implikacii

255 > 221 | v/ ( obe strany kladné)
15 > v/221

30 > 2v/221

60 > 30 + 2v/221

60 > 13 + 2v/13V17 + 17

(\/@)2 > (\/ﬁ—i- \/1_7)2 | v/ ( obe strany kladné)
‘\/@’ > ‘\/ﬁ—i-\/l_’?’
V60 > V13 4+ V17

Dokaz s vyznacenymi implikaciami

V60 > V13 + V17T

1 lebo V60 > 0, V13 + V17 > 0
(V6o)' > (Vis+vT7)’

()

60 > 13 4+ 2V13V17 + 17
f

60 > 30 +2v221 | —30
f

30 >2v221 | /2
f

15>+v221 P2

1 lebo 255 > 0, 221 >0
255 > 221

S dokazmi ako vpravo sa vieme €asto stretnit v matematickych textoch.

Pozrieme sa este na par dalsich pokusov o dokaz. Na poéitanie odmocnin médme predsa kalkulacku, tak to
do nej natukdme! Ako vsak takyto postup spravne zapisat? St nasledovné dva postupy korektné?

Pomocou kalkulacky vypocitame:

V60 = 7,74596669

V13 = 3,60555128

V17 = 4,12310563

Teda v/13 + /17 = 3,60555128 + 4,12310563 = 7,72865691



Pomocou kalkulacky vypocitame: /60 = 7,74596669

V13 = 3,60555128

V17 = 4,12310563

Teda /13 + /17 = 3,60555128 + 4,12310563 = 7,72865691

V pokuse 3 by mal byt problém zjavny: predsa v/60 = 7,74596669 nie je pravdivy vyrok, nie je to presna
hodnota /60, ale len pribliznd. Tento problém je uz opraveny v pokuse 4, kde naozaj je pravda v60 =
7,74596669. Problém je tu vsak v tom, ze ¢o znamend /60 = 7,745966697 Vieme, ze symbol = znamend
priblizne sa rovnd, ale vieme, ¢o presne tento pojem znamend po matematickej stranke? Alebo vieme, ako
a ¢i vobec mozeme priblizné éfsla séitavat? Problém je prave v séitavani: pri naSom chdpani znaku = ako
zaokrihlovania na dve desatinné miesta plati v/13 = 3,61 a v/30 = 5,48. Na zéklade nasej tivahy o séitavani
(ktorti sme pouzili na konci pokusu 4) by sme tak dostali v/13 + /30 = 9,09. To vSak nie je pravda, lebo
V13 ++/30 = 9,08 (overte si vietko na kalkulacke).

Upozornime, ze toto je ¢asty problém pri mnohych dokazoch, ktory spocitava v tom, ze pouzivame pojmy
alebo symboly, ktorym poriadne nerozumieme alebo nie st jasne definované. V tomto pripade ide len o
technicky detail, no st situdcie, kedy takéto rieSenia maji d’aleko od poriadneho dokazu, hoci po intuitivne;j
stranke vyzeraju velmi presvedéivo.

Tento pokus o dokaze by sme vedeli opravit, ak spravne pouZijeme pravidld pre poéitanie s pribliznymi
¢islami. No netreba vobec pouzivat takyto overkill. Ukdzeme si jednoduchsie rieSenie. Hlavnd myslienka
spo¢iva v tom, ze problematicky vzfah = nahradime jasnymi vzfahmi porovnivania, s ktorymi vieme pra-
covat.

1. 60 > 59,9076 (zjavna pravda)
2. /60 > 7,74 (odmocnenie 1.)
3. 13,0321 > 13 (zjavna pravda)
4. 3,61 > /13 (odmocnenie 3.)
5. 17,0569 > 17 (zjavna pravda)
4,13 > /17 (odmicnenie 5.)

N &

7,74 = 3,61 44,13 > v/13 + V17, lebo je to sticet 4. a 5.
8. V60 > /13 + /17, lebo 2. a 6.

\. J

V 6. kroku sme vyuzili, Ze ak plati a < ¢ a zéroveii b < d, tak plati aj a+b < c+d, pre lubovolné redlne éisla
a, b, ¢, d. V 7. kroku sme zas vyuzili, ze ak plati a < b a zdroven b < ¢, tak plati aj a < ¢ (pre Va, b, c € R).

Pri tomto dokaze pekne vidime, Ze dokazy vobec nemusia byt linedrne. Nové tvrdenie v dokazovej postupnosti
nemusi vyplyvat iba z predoslého, ale méze vyplyvat aj z lubovolnych uz dokézanych tvrdeni. Stéle plati,
7e takto vieme ,preniest® pravdu od zjavne pravdivych tvrdeni (tvrdenia 1., 3., 5,) postupne k vSetkym
ostatnym a teda aj k dokazovanému tvrdeniu.

Ako takéto dokazy zapisovat? V tomto pripade sme jednotlivé kroky dokazu pisali pod seba a slovne sme
naznacili, na zéklade ¢oho sme tvrdenie dostali. Zdévodnenia v zatvorkdch mozno vynechat. Taktiez tieto
zdovodnenia mozno zaznacit aj inak. Jednym z d'alsich sposobov je vyuzitie Sipok / implikécii, ¢o z ¢oho
vyplyva.



4. sp6sob rieSenia

13,0321 > 13 = 3,61 > /13
= 7,74 > V13 + V17
17,0569 > 17 = 4,13 > /17

60 > 59,9076 = /60 > 7,74

= V60 > V13 + V17

2 Nerovnost s premennymi

Teraz prichddza ten velky problém s matematiky — pismenké. Vicsina dokazov, s ktorymi sa stretnete totiz
obsahuje v sebe pismenk.

Uloha 4. Dokéite, ze pre kazdé nezdporné redlne ¢islo z plati

Vizr +8 > Vxr +Vx +4.

Toto je pomerne typicky dokaz, s ktorym sa stretneme v matematike — mame dokédzat, Ze nieco plati pre
vSetky ¢isla z nejakej mnoziny (teraz vsetky nezédporné redlne ¢isla). Ako nieco také dokdzat? ,Jednoducha®
predstava je, ze vyskiSame vSetky hodnoty premennej. Teda = = 0, z = 9, = 13 (takto dostaneme priamo
ulohu , ale aj také hodnoty ako x = /2, © = 7 a este divokejsie. Samozrejme, vyskusat nekoneéne vela
¢isel nie je v nasich sildch. No predstava takéhoto sktisania ndm niekedy vie pomoct.

Pozrime sa na dokaz tvrdenia pre z = 13, teda na rieSenie ulohy [2| Napravo od neho ponechdme premenni
x v nadej nerovnosti a pokisime sa robif rovnaké ipravy s touto premennou.

V60 > V13 + V1T P Viz+8>Vr+Ve+4 |

1 lebo V60 > 0, V13 + V17 > 0 f+lebo VAzr +8 >0, v+ VT +4>0
(V6o)" > (vVis+vi7)’ (VIz 7 8)° > (vVa+ Vo i)’
0 fr
60 > 13 + 2V13V/17 + 17 4r+8> 2 +2/aVr +d+a+4
o ()
60 > 30 +2v221 | —30 dr+8>20+4+2V221 | —(2z+4)
o ()
30 > 2/221 | /2 2 +4 > 2\/z(x+4) | /2
2 ()
15 > V221 ’2 r+2>z(xr+4) |2
1 lebo 255 > 0, 221 > 0 T lebo z(z +4) >0, +2>0
255 > 221 (z+2)? > 2(z+4)

To vyzera celkom slubne. Podarilo sa ndm dopracovat k pomerne jednoduchej nerovnosti. Narozdiel od &isel,
tu nevidime priamo, ¢i tato nerovnost plati alebo nie. Ale mozeme ju dalej upravovat:

(x4 2)? > z(x +4)
1)
2 +dx4+4> 22 +4x

i
4>0



A takto sme sa uz dostali k niecomu, ¢o plati. A ¢o je dolezité, nerovnost 4 > 0 plati pre kazdé nezdporné
redlne ¢islo x. Tymto sme vSeobecne dokédzali dokazované tvrdenie. A ani to nebolelo. Robili sme vlastne
to isté, ako keby tam bolo ¢islo. Dolezité bolo, ze sme pouzivali upravy, ktoré nezavisia na presnej hodnote
premennych, nanajvys na ich nezdpornosti, ¢o sme vo vietkych pripadoch vedeli zaruéit, kedze x bolo podla
zadania nezdporné. Pre porovnanie, dokaz s odhadovanim odmocnin by §lo zovSeobecnit tazko — ¢o by sme
napisali miesto /60 > 7,747 (Napriek tomu to nie je nemozné. Aj rézne odhady vyrazov inymi sa pri
dokazoch vyuzivaju.)

2.1 Vyrokové formy a kvantifikatory

Celkom typickd matematickd vec s pismenkami moze vyzerat napriklad takto:
x > 5.

Alebo slovne: Cislo = je vicsie ako 5. O ¢o ide z pohladu vyrokovej logiky? Je to veta, ale jej pravdivostni
hodnotu uré¢it nevieme — brani ndm v tom premennd. Nejde teda o vyrok. Vo vyrokovej logike sa nieco takéto
vold vyrokovd formula. Ide o vetu, ktord obsahuje premenné (jednu alebo viac), za ktoré ked dosadime, tak
dostaneme vyrok. V tomto pripade napr. dosadenim moézeme dostat napr. vyroky 6 > 5, 2 > 5, —9 > 5 &i
T+ /3 —log; 3 > 5.

Vyrokové forma vSak potrebuje vSak este jednu vec. Musime Specifikovat, ¢o za premenné do nej mozeme
dosadzovat. Lebo veta © > 5 asi nie je vyrokom (aj ked pri trochu inom pristupe by sme ju mohli prehldsit
za nepravdivy vyrok).

Predosly odsek mé svoje vynimky. MozZete sa stretntt aj zo zapismi §tylu Va: p(z), kde Ziadnu mnozinu
neuvadzame. Toto moZno interpretovat dvomi spésobmi. Prvym vysvetlenim je, Ze tymto zdpisom myslime
kvantifikovanie cez vsetky z, pre ktoré je vyrokova formula p(z) definovand. Druhym kontextom, kde mozete
takyto z4pis stretnit je, ked je na inom mieste dané, v akej mnozine prvkov pracujeme. Ak mame povedané,
ze pracujeme iba s celymi ¢islami, tak kazdy kvantifikator Vo ¢ Jx bez mnoziny kvantifikuje cez mnozinu
celych cisel.

Okrem toho sa zapisy kvantifikdtorov bez mnozin pouzivaju aj pri poriadnom stidiu vyrokovej logiky. Tento
pristup slizi hlavne na oddelenie vyrokov a mnozin, aby sa ndm nemieSali matematické oblasti. S tymto sa
moZete stretnit napr. ked si pozriete lubovolnt sadu axiém k nejakej matematickej teérii, napr. Zermelovu-
Fraenkelovu sadu axiém k teérii mnozin — ako by sme v nich kvantifikovali cez mnoziny, kedZe pomocou
tychto axiém definujeme samotné mnoziny? Existuje vlastne mnozina vSetkych mnozin, cez ktord by sme
tu mohli kvantifikovat?

Vyrokové formuly budeme oznacovat malym pismenkom, za ktoré do zatvorky napiSeme, ktoré premenné
obsahuje. Napriklad:

o a(z)=x>5,zeR;
° b(y)=6ly, yel;
e ¢(k,l) =NSD(a,b) =1, a,b€{2,3,4,5,6,7,8,10};

®
QU

(z,y) = z je otcom y, x, y su ludia;
o e(x,y,2) =22+ 2yt — bz =472y, 2,y € R, z € RT.

Okrem dosadenia vSak existuje dals{ sposob, ako z vyrokovej formy p(z) spravit vyrok. Ide o kvantifikovanie.
V matematike pozname dva zdkladné sposoby, ako mozeme kvantifikovat. Vieme tak dostat vyrok

e . Pre vietky x z mnoziny M plati p(z).“ — symbolicky zapisujeme Va € M: p(z).

e  Existuje x z mnoziny M plati p(z).“ — symbolicky zapisujeme Jx € M : p(z).


https://en.wikipedia.org/wiki/Zermelo%E2%80%93Fraenkel_set_theory
https://en.wikipedia.org/wiki/Zermelo%E2%80%93Fraenkel_set_theory

Pri kvantifikdcii je dolezité uviest mnozinu, cez ktort kvantiﬁkujemeﬂ Predsa len Vo € Z1: 22 > x je nieco
iné ako Vr € R: 2z > z. Tieto vyroky mozeme precitat slovne aj nasledovne: ,,Dvojndsobok Tubovolného
prirodzeného Eisla je vAESi ako ¢islo samotné® a ,,Dvojndsobok Tubovolného redlneho &isla je vicsi ako éfslo
samotné“. Tu vidime aj to, Ze pri ¢itani takychto vyrokov, nemusime dodrzatf presni formuldciu ,Pre
vietky...“ — niekedy tak dostaneme vyrok Iahs{ na pochopenie.

2.2 Dokazy kvantifikovanych vyrokov

Teraz sa pozrieme na to, ako dokazovat pravdivost alebo nepravdivost vyrokov. Teda, pozrieme sa rovno
na zistovanie pravdivostnej hodnoty. No hoci tilohy budi o zistovani, budeme v nich chciet {iplné riesenie
vratane dokazu.

Uloha 5. Uréte pravdivostnd hodnotu vyroku

dreR:3x+2 > 2x+ 5.

Opéit vam pontikame dva pokusy o rieSenie.

Pokus o riesenie 1 Nerovnost
3r+2>2x+5

si od¢itanim 2x a odéitanim 2 ekvivalentne upravime na
z > 3.

Toto, a teda aj nerovnost 3z + 2 > 2x + 4 plati pre vietky redlne éisla vicsie ako 3, teda vyrok je
pravdivy.

Pokus o riesenie 2 Sc¢itame vsetky ¢isla v zadani:
34+2+2+5=12

Dosaddme z = 12, éfm mame na lavej strane 3 - 12 + 2 = 38 a na pravej strane 2- 12 + 5 = 29. Vyslo
nam 38 > 29, ¢o je pravda, teda také x € R, pre ktoré plati 3x + 2 > 2x 4+ 5 existuje. Vyrok teda
plati.

MozZno vés teraz prekvapime, ale spravne sui teraz obe riesenia. A moZno véas este prekvapime aj tym, ked
povieme, Ze druhy pokus je o nie¢o lepsi. Spomeiime si, Ze dokaz slizi na presvedéenie Gitatela o pravdivosti
nasho tvrdenia. A ako niekoho presvedéime o existencii niecoho? Najjednoduchsie tak, ze mu to ukdzeme.

Prvé rieSenie je zbytoéne zlozité. Mozno je to tym, Ze ked vidime nerovnicu, tak mame nutkanie ju vyriesit
zauzivanym skolskym postupom. Takto si vSak priddvame pricu a tiez zvySujeme Sancu na to, ze sa niekde
pomylime. Isto, teraz ndm to pride bandlne a irelevantné. No tato pozndmka bude relevantna hlavne pri
zlozitejsich ulohach.

Idedlne rieSenie takejto tilohy teda obsahuje len posledné dva riadky. Dokonca ich vieme skratif do nasle-
dovného tvaru.

RiesSenie ulohy 5

Pre x = 12 mame 38 > 29, teda vyrok plati.

2Napriek tomu sa vieme stretnit aj so zdpismi typu Vz: a(x) bez uvedenia mnoziny. V takom pripade kvantifikujeme Tento
zapis je typicky pre vysokoskolski matematicki logiku



Objavili sme tak v podstate najjednoduchsiu formu dokazu, ktori vieme zhrnit asi takto.

Pravdivost tvrdenia tvaru 3z € M: p(x) dokazujeme tak, Ze uvedieme priklad konkrétneho prvku z z
mnoziny M a dokdzeme, ze pre tento prvok plati p(x).

Hoci tento typ dokazu vyzerd jednoducho, nemusi tomu byt vidy tak. Aj po dosadeni konkrétnej hodnoty
do p(z) mozeme dostat nejaky vyrok, ktorého pravdivost nebude trividlne dokdzaf — pozrite sa na nejaké
narocné dokazy z predoslej sekcie.

Teraz by ste mohli tito tlohu zvladnut vyriesit.

Uloha 6. Uréte pravdivostni hodnotu vyroku
Ve eR: 3z +2 > 2x+5.

RieSenie ulohy 6

Dosadenim z = 0 dostaneme 2 > 5, ¢o neplati. Preto je vyrok zo zadania nepravdivy.

Cize v pripade, ze vSeobecny vyrok neplati, tak dokaz méme tiez jednoduchy.

Nepravdivost tvrdenia tvaru Vo € M: p(x) dokazujeme tak, Ze uvedieme priklad konkrétneho prvku z z
mnoziny M a dokdzeme, ze pre tento prvok neplati p(z).

3 Prehlad dokazovania

Typy dokazov podla spésobu uvaZzovania

Priamy dokaz
Pravdivost vyroku V dokdzeme tak, Ze nidjdeme postupnost vyrokov Ag, A1,..., A, s vlastnostou
Ay=A1= = A, =V,

kde Ay je vyrok, o ktorom vieme, ze je pravdivy (napr. sme ho uz dokézali alebo je to zndme pravdivé
tvrdenie). Teda kazdy z vyrokov Ay, ..., A,, V vyplyva z predoslého vyroku.

Priamy dokaz vieme pouzivat aj vtedy, ked platnost kazdého vyroku vyplyva z lubovolnych predoslych
vyrokov v dokaze (teda nie nutne len z jedného bezprostredne predoslého).

Dékaz sporom

Vyrok V dokézme sporom nasledovne. Predpokladame, ze vyrok plati negacia vyroku V. Z tohto pred-
pokladu odvodime (napr. ako pri priamom ddkazov) platnost nepravdivého tvrdenia. Teda dokdzeme

V' = N,

kde N je nepravdivé tvrdenie. Jeho struktira vyzera zvicsa nasledovne:

Tvrdenie V' dokéZzme sporom. Nech plati V/. Potom
... (Retaze dvah ako pri priamom dokaze)
Teda plati N, ¢o je v spor.
Spor casto dostavame tym, ze postupne dokazeme nejaké tvrdenie, aj jeho negaciu. Napriklad:

Tvrdenie V' dokdzme sporom. Nech plati V. Potom

Preto n je parne ¢islo

Teda n je neparne ¢islo, o je v spor tym, ze je parne.



V takomto pripade, ked sme v zdvere nedostali tvrdenie, ktoré je samo o sebe nepravdivé (napr. n
je nepérne ¢islo — to kludne moze byt pravda), je odporic¢ané dopisat, s &¢m je toto tvrdenie v spore
(alebo naznacit sipkou).

Dokazovanie kvantifikovanych vyrokov

Dokaz existenéného vyroku

Vyrok tvaru 3x € M : v(x) najlahsie dokdZeme tak, Ze ndjdeme jedno x z mnoziny M, pre ktoré plati
vyrokova forma v(z). Takyto dokaz ma Struktiru

Pre z = 9 plati v(9), lebo (Dékaz vyroku v(9)).

Samozrejme, miesto 9 zvolime spravne éislo alebo prvok. Dokonca méZzeme pouZit aj vyraz s pre-
mennymi, ak dokazujeme len vyrokova formu vnutri zlozitejsieho vyroku.

Dokaz vSeobecného vyroku

Vyrok tvaru Vz € M: v(z) najlahsie dokdzeme tak, Ze spravime dokaz ,vyroku“ v(z), v ktorom
budeme pouzivat premennt .

Nech z je lubovolny prvok M. Potom plati (Dokaz viroku v(x)).

Samozrejme, existuju aj iné typy dokazov. Obzvlast pri existenénych tvrdeniach je viacero dokazov, ktoré
nezacinaji uréenim hladanej hodnoty.

Prehlad dokazovania vyrokov podla struktiry

Tu je prehlad zdkladnych struktir dokazu podla typu vyroku, ktory mame dokazovat. Defaultne tak dosta-
neme priamy dokaz, ale ni¢ ndm nebrani pred dokazovanim si dokazované tvrdenie upravit na iné (nepriamym
dokazom ¢i matematickou indukciou).

AN B: Dokazme A a potom dokazeme B.

AV B: Rozdelime dokaz na dva pripady (napr. ak je nejaké ¢islo parne alebo nepéarne). Z jedného
dokazeme A a zdruhého dokdzeme B.

A = B: Predpokladdme, ze A plati a dokdzeme B.

A & B: Dokézeme A= B a B = A.

¢ V niektorych pripadoch je mozné ndjst postupnost ekvivalentych tprav od vyroku A k B.
Tu vsak treba byt obozretny, ¢i naozaj vietky si ekvivalentné. Pre lepsiu kontrolu odpori¢ame
skontrolovat, ¢ su vietky tivahy spravne jednym aj druhym smerom.

(Vx)a(z): Dokdzeme a(x) za pouzitia premennej x.

(3z)a(x): Ukazeme platnost a(x) pre jednu konkrétnu volbu premennej x (napr. dokdzeme a(47)). Pri
volbe z mozeme pouzit aj premenné, ale iba ak uz v nasom dokaze nejaké mdme definované (a nesmu
byt ,zakryté“ kvantifikdtorom).

Prehlad logickych tsudkov podla struktiry vyroku

A tu je prehlad zdkladnych logickych krokov, ktoré vieme pocas dokazovania robit. Opit pre kazdy z
najcastejsich typov vyrokov uvadzame, ¢o z neho mozno odvodit.



A A B: Vieme odvodit platnost A, rovnako aj platnost B.

AV B: Vieme rozdelit dokaz na dve ¢asti, v jednej predpokladdme platnost A a v druhej platnost B
(vhodné pri dokazovani vyrokov so spojkou alebo).

A = B: Ak mame uz dokdzané A, vieme odvodit platnost B
A & B: Rovnako ako pri A = B, prip. B = A.

(Vz)a(z): Vieme za x dosadit honotu a odvodit pre fiu platnost vyroku (napr. a(47), ak sme v celych
¢islach).

(3z)a(x): Zavedieme novi premennt, napr. ¢, a odvodime platnost a(c).

4 Ako robit dokazy tautolégii

Doékaz nekvantifikovanej tautolégie

Uloha 7. Rozhodnite, ¢i zlozeny vyrok
[(a=D)A(cVd)A((maNc)=e)] = [-b= (eVd)]

je tautologia.

ZApis rieSenie cez postupnost tvrdeni

Vyrok je tautolégia. Dokaz sporom.
1. Nech plati =[[(a = b) A (cVd) A ((maAc)=e)] = [0b= (eVd)]]
2. (a=bA(cVd)A((manc)=e) (z 1)
3. a[-b=(eVvd)] (z 1.) 9. —a (z 4. a8.)
4. =b (z 3.) 10. (cVvd) (z 2.)
5. =(eVvd) (z 3.) 11. ¢ (z 7. a 11.)
6. —e (z 5.) 12. (maANc)=e (z2.)
7. =d (z 5.) 13. maAc(z9. all.)
8. a=b(z2) 14. e (z 12. a 13.) — to je spor s 6.

Pri dokaze sporom je potrebné napisat, Ze ideme dokazovat sporom (kludne aj jednym slovom. A nésledne
oznacit, ¢o je s ¢im v spore (v nasom pripade 6. a 14.). Pri takychto rieSeniach ¢asto hovorime o tom, ze
nejaky vyrok plati alebo neplati. To sa d4 znacit viacerymi sposobmi.

e Pravdivé vyroky mozeme pisat len tak ako krok (napr. body 2., 8., 10., 14.), nepravdivé vieme pisat
formou, ze plati ich negédcia (napr. body 1., 3., 4, 5.). (Toto je pouzité aj v rieseni)
e Pravdivost vieme vyjadrit ekvivalenciou s pravdivostnou hodnotou, napr.
L. [[(la=bA(cVd)AN((mahc)=¢e)]=[b=(eVd)]] <0
4. b0
8. (a=b) =1
4. es1

Pritom si vsak davajte pozor, aby to nevyzeralo ako dosadenie pravdivostnej hodnoty za elementarny
vyrok.



e Pouzit ohodnotenie / valuiciu vyrokov v:
L v([a=b)A(cVd)A((maNc)=e)]=[b=(eVd)]) =
14. v(e) =1
Tento sposob sa ¢asto pouziva pri hlbsom stidiu matematickej logiky. Na tomto predmete vSak nie je
nutné sa nim zaobrat.

Este si ukdzeme, ze dokazy sa daju zapisovat aj ako text. Tento text zdroven aj detailnejsie vysvetluje, ¢o
sa deje v predslom symbolickom dokaze. Zaver je mierne odlisny.

Zapis rieSenia textom

Sporom. Nech neplati [(a = b) A (cVd) A ((maAc) = e)] = [-b= (eVd)]. Potom (a = b)A(cVd)A
((ma A ¢) = e) plati a vyrok —b = (e V d) neplati. Z neskorsieho dostdvame, ze —b je pravda, teda
b < 0; a tiez eV d neplati, teda e < 0 a d < 0. Z pravdivého vyroku (a = b) A (cVd) A ((maAc) = e)
vieme, ze (a = b) plati. Preto ked'ze b < 0, tak aj a < 0. Tiez nam plati (c\V d), z ¢oho vdaka d < 0
mame, Ze ¢ < 1. Napokon ndm plati aj (—a A ¢) = e. Ked tam vsak dosadime uréené pravdivostné
hodnoty, tak ndm vyjde (1 A 1) = 0, ¢o vSak pravda nie je, a to je spor.

\.

Do6kaz ne-tautolégie

Uloha 8. Rozhodnite, ¢i nasledovny zlozZeny vyrok je tautologia

[(ma=b)V (cAd)V (e N=cA-a)] = [(=bA—c) = al.

Ak chceme dokdzat, Ze zlozeny vyrok nie je tautolégia, mdme to jednoduché — sta¢i ndm uviest jeden pripad,
kedy ndm vyjde nepravda + vyhodnotit (resp. asporn naznacit vyhodnotenie vyroku).

Nejde o tautolégiu, lebo pre a < 0, b< 0, c< 0, d < 1, e & 1 vyjde nepravda:

[(ﬂa:>b)\/(c/\d)\/(e/\—|f/\ﬂa)] = [(—\b/l\ﬂc):>\3/]

. J/

/

.

Upozornujeme, na ¢asté nespravne (neuplné riesenie)

Nespravne riesenie

Pre spor predpokladajme, Ze virok neplati
1. =[[(ma=0b)V(cAd)V (e A—cA=a)]=[(—bA—c)=d]
2. ((bA=e)=a (z 1)
3. (mbA-c) (z 2.)
4. =b (z 3.)
5. —c (2 3.)
6. —a (z 2.
7. (ra=0b)V(cANd)V(eN—cA—a) (z 1)
8. =(ma=b)(z4. a6.)
9. =(cAd) (z5.)




10. e A=c A —a (z 7., lebo prvé dva vyroky v disjunkcii st nepravdivé, tak musi platit treti)

11. e (z 10.)
Dostali sme ohodnotenie elementérnych vyrokov, kedy plati a < 0, b < 0, ¢ < 0, e < 1 (d moze byt
aj pravda, aj nepravda). Teda vyrok nie je tautologia.

.

Hoci takto zrejme budete riegitf takéto tlohy, toto nie je dokaz — vychddzame totiz z predpokladu, Ze zloZeny
vyrok neplati a tak nemozeme dokdzaf, Ze naozaj neplati. Dokonca v takejto situdcii mozeme dojst aj
nespravnemu zaveru (teda by vyrok bol tautolégiou) — to, Ze sa ndm nepodarilo dostat ku sporu, neznamena,
ze tam niekde skryty nie je.

V takejto situdcii potrebujeme overit, Ze pre nami ndjdené ohodnotenie elementdrnych vyrokov ndm vyjde
naozaj nepravda (alebo to inym sposobom zddvodnit, ale overenie je najjednoduchsie a najistejsie). Je to
rovnakd situdcia, ako ked pri rieseni rovnice (&i ststavy rovnic) ndm nestaci dospiet k tomu, ze x = 17,
y = 42 a z = 47, ale potrebujeme este vykonat skusku spravnosti (alebo inym spésobom odargumentovat,
ze nami najdené rieSenie vyhovuje).

Kvantifikované tautologie

Uloha 9. Dokézte, Ze vyrok
(Vz)(a(z) = b(z)) = ((Vz)a(z) = (Vz)b(z))

je tautologia.

Priamy doékaz

1. Nech plati (Vz)(a(z) = b(x)).
Dokéazeme, ze plati (Vz)a(z) = (Va)b(z):
2. Nech plati (Vz)a(x).
Dokéazeme, ze plati (Va)b(z):
Pre kazdé z plati:

3. a(zx) (lebo 2.)

4. a(x) = b(x) (lebo 1.)

5. b(z) (lebo 3. a 4.)
Teda plati (Va)b(z).
Teda plati (Vx)a(x) = (Vx)b(x)
Teda plati (Vx)(a(z) = b(x)) = ((Vz)a(z) = (V)b(z))

J

Komentar. Dokazovana tautolégia mé formu implikacie. T dokazujeme priamo tak, ze predpokladdame
pravdivost lavej strany a ukdZeme, Ze plati aj pravd strana. Ked'Ze na pravej strane je opit implikicia,
tak tento postup zopakujeme. Dékazy tychto dvoch implikacii si v ¢ervenych rdméekoch. Dostaneme sa k
dokazovaniu vyroku v tvare veobecného kvantifikdtora (modry rdméek). Ten dokazujeme tak, ze napiseme
dokaz kvantifikovanej vyrokovej formy vSeobecne za pomoci premennej (zleny ramdéek). Vsimnite si, ze
vnutri zeleného rdméeka neméame ziadne kvantifikdtory. Do vaSich rieSeni nemusite pisat tento komentdr.
Tiez mozete vypustit aj zdvery , Teda plati...*

Pre spor predpokladajme, ze (pre nejaké univerzum a nejaké vyrokové formy a(z), b(x) na nom
definované) plati negdcia, teda:

L =[(vz)(a(z) = b(z)) = ((Vr)a(z) = (Vz)b(z))]

2. (Vz)(a(z) = b(x)) A =[(Vz)a(x) = (Vz)b(x)] (negécia 1.)



3. (Vz)(a(x) = b(x)) (lebo 2.)
4. (3z)(a(z) A —b(z)) (lebo 2. + negécia)

5. a(c) A —b(c) pre nejaky prvok c (lebo 4.) (tu sme zaviedli do nasho dékazu novi premenni c,
ktorou sme oznacili prvok univerza, ktorého existenciu zarucuje vyrok 4.)

6. a(c) = b(c) (lebo 2. plati pre vSetky prvky univerza, teda aj pre nase c)

7. =(a(c) = b(c)) (negacia 5.) — SPOR s tvrdenim 6.

. 7

Casti pisané sedou slizia pre lepsie objasnenie, do rieSenia takto podrobne netreba pisaf.
Uloha 10. Rozhodnite, ¢i vyrok

(Vz)(a(z) = b(z)) = ((Vz)a(z) < (Vz)b(z))
je tautologia.

Oproti predoslej tlohe sme teraz implikaciu nahradili ekvivalenciou. Tym vsak uz vyrok tautolégiou neos-
tane. To vieme dokézat dosadenim, kedy ndm vyjde nepravda:

Na doméne {1,2} definujme a(x) < x =1, b(z) < = = 2. Po dosadeni dostavame vyrok

Vze{l,2h)(z=1=z=2)< (Vzxe{l,2})(z=1) = (Vx € {1,2})(z = 2),

J /

0, lebo neplati pre z=1 0, lebo neplati pre x = 2 0, lebo neplati pre z=1

ktorého pravdivostna hodnota je 0.

J

Ako vieme na takéto dosadenie prist? Vyrokové formy si vieme predstavit ako tabulky, kde pre kazdy prvok
univerza mame napisané pravdivostni hodnotu, teda tabulku s hlavi¢kou

T ‘ a(x) ‘ b(x)

Pod'me teda najst také vyrokové formy, pre ktoré nebude platit (Vz)(a(x) = b(x)) = ((Vx)a(z) = (Vx)b(z)).

Ked'ze ide o ekvivalenciu. Mdme dve moZnosti: 1 < 0 alebo 0 < 1. Pri prvej moznosti sa nam darif nebude

(mozno aj dojdeme k sporu a dokdzeme, 7e ide o tautoldgiu, ako vyssie). Preto skisime druhi moznost:
(Vz)(a(z) = b(z)) = ((Vr)a(z) = (V2)b(x))

[\ /

0 1
Z toho, ze (Vx)(a(z) = b(z)) neplati mame, ze plati (3z)(a(z) A =b(x)), teda existuje x| a(z) | b(x)
riadok tabulky, v ktorom méme 1 a 0. 1 0
- L . . , iy x| a(z) | b(x)
Ked'ze b(x) je uz niekedy 0, tak vyrok (Va)b(z) neplati. Avsak mé platit (Vz)a(z) = 1 0
(Vz)b(z), preto (Vx)a(z) tiez neplati. Teda v niektorom riadku musi mat a(z) nulu. 0

Presli sme uz vsetko. Tak ndm uz ostdva len dokonéit tabulku — volné miesto v b(x) vyplnime lubovolne
a nejako si pomenujeme prvky x univerza, napr. 42 a 47. Dostdvame teda vyrokové formy definované na
{42,47} ako:

x ‘ a(r) ‘ b(x)
42 1 0
47 0 0

Pre tie uz lahko overime, Ze ndm vyjde nepravdivy vyrok.
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