
Matematická indukcia
Úloha 1. V rade máme n žiaroviek. Na začiatku prvej minúty sú všetky zhasnuté. Po každej minúte bud’

zapneme práve jednu vypnutú žiarovku, alebo vypneme práve jednu zapnutú žiarovku. Uvedomte si, že
všetkých možnost́ı, ako môžu žiarovky svietit’, je 2n.

Dokážte, že vieme tieto t’ahy volit’ tak, aby sme počas 2n minút dostali každú z týchto možnost́ı rozsvietenia
žiaroviek práve raz.

Ide o komplexneǰsiu úlohu. V tejto úlohe sa objavuje prirodzené č́ıslo n. To nám dáva istú výhodu – môžeme
ju začat’ riešit’ najprv pre malé hodnoty n. Najskôr sa však zamysĺıme nad tým, ako si vieme túto situáciu
predstavit’. Jednoduchý spôsob je jedným symbolom vyjadrit’ zhasnutú žiarovku, napr. O a iným zasvietenú,
napr. X (iné možnosti sú napr. 0 a 1 alebo ◦ a •). Jeden konkrétny stav si vieme teda vyjadrit’ napr. ako
XOOOXXOX.

Ked’ máme vybraný spôsob reprezentácie stavu, tak si môžeme rozmysliet’, kol’ko všetkých stavov žiaroviek
môžeme mat’. Pre každú z n žiaroviek máme 2 možnosti (svieti alebo nesvieti). Celkovo tak máme 2 cdot2 ·
· · · · 2 = 2n možných stavov.

Pod’me sa teda pustit’ do dokazovania. Pre n = 1 máme dva stavy O a X. Máme ukázat’, že každý z týchto
stavov vieme dosiahnut’ dovolenými operáciami. Ako toto dokážeme? Ked’že dokazujeme, že niečo vieme
spravit’, tak nám na to stač́ı pŕıklad. A ten je jednoduchý – po prvej minúte zažneme žiarovku. Tento
pŕıklad vieme vyjadrit’ aj nasledovne:
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Tu vieme vidiet’, ako môžu vyzerat’ dôkazy pre konkrétne n – stač́ı nám uviest’ konkrétnu postupnost’ stavov
žiaroviek. Pre n = 2 tak môžeme nájst’ nasledovné postupnosti (dokonca sú jediné):
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Pre n = 3 zas takéto:
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Teraz sme už neuviedli všetky, ale nič principiálne iné neexistuje. (Dá sa ukázat’, že všetky ostatné sa dajú
źıskat’ preusporiadańım st́lpcov.)

Takto by sme vedeli pokračovat’ aj d’alej. No týmto spôsobom vieme tvrdenie dokázat’ len pre konkrétne
hodnoty n. Pre vysoké hodnoty n by takýto výpis bol aj vel’mi dlhý. No hlavný problém je, že my potrebujeme
toto tvrdenie dokázat’ všeobecne pre všetky prirodzené n. Skúsme teda nájst’ nejaký systém, všeobecné
pozorovania, ktorým vieme oṕısat’, ako by takáto postupnost’ stavov vyzerala všeobecne.

Pekný systém vieme nájst’ na postupnosti vpravo. Vieme ju totiž oṕısat’ nasledovne.



OOO
XOO
XXO
OXO
OXX
XXX
XOX
OOX

postupnosť pre n = 2

obrátená postupnosť pre n = 2

A túto myšlienku vieme aj pekne zovšeobecnit’: Vždy ked’ ideme tvorit’ postupnost’ zaž́ınania žiaroviek, tak
si najprv vezmeme všetky žiarovku okrem poslednej a aplikujeme na nich ich postupnost’. Potom zažnme
poslednú žiarovku a postupnost’ dokonč́ıme opakovańım tých istých t’ahov na zvyšných žiarovkách len v
opačnom porad́ı. Takto vieme nájst’ postupnost’ pre každé kladné celé č́ıslo n.

Ked’ si to zhrnieme, tak čo z tohto riešenia je podstatné? Ide o dve veci:

• Ukážka postupnosti pre n = 1.

• Dôkaz, že pokial’ vieme preṕınat’ nejaký počet žiaroviek, tak vieme preṕınat’ aj o 1 väčš́ı počet žiaroviek.

Rozmyslite si, že z týchto dvoch tvrdeńı vyplýva to, čo sme mali dokázat’. Tomuto prinćıpu dokazovania sa
hovoŕı prinćıp matematickej indukcie.

V tomto pŕıpade dokazujeme tvrdenie ∀n ∈ N+ : v(n), kde výroková forma v(n) znamená:
”
Nech máme v

rade n žiaroviek. Na začiatku prvej minúty sú všetky zhasnuté. Po každej minúte bud’ zapneme práve jednu
vypnutú žiarovku, alebo vypneme práve jednu zapnutú žiarovku. Potom tieto t’ahy vieme volit’ tak, aby sme
počas 2n minút dostali každú z 2n možnost́ı rozsvietenia žiaroviek práve raz.“ Ak zamlč́ıme, niektoré veci,
tak Skrátene vieme v(n) vyjadrit’ aj ako:

”
n zhasnutých žiaroviek vieme preṕınat’ 2n minút bez opakovania

stavov.“

Riešenie

Tvrdenie dokážeme matematickou indukciou.

Báza. Pre n = 1 máme jednu vypnutú žiarovku, ktorú zapneme, č́ım dosiahneme všetky dva stavy.

Indukčný krok. Nech k ∈ N+. Predpokladajme, že k zhasnutých žiaroviek vieme preṕınat’ 2k

minút bez opakovania stavov (IP). Teraz dokážme, že k+1 zhasnutých žiaroviek vieme preṕınat’ 2k+1

minút bez opakovania stavov. To sprav́ıme nasledovne:
1. Prvých 2k minút budeme preṕınat’ prvých k žiaroviek podl’a IP. Takto dostaneme všetky stavy,

kde žiarovka k + 1 je zhasnutá.

2. Po (2k)-tej minúte prepneme žiarovku k + 1.

3. Zvyšných 2k minút budeme robit’ prepnutia z IP, ale v opačnom porad́ı. Takto dostaneme všetky
stavy, kde žiarovka k + 1 svieti.

Oṕısali sme tak postup, v ktorom medzi každými dvomi minútami prepneme práve jednu žiarovku.
Taktiež sme zdôvodnili, že týmto postupom dostaneme všetky stavy žiaroviek (najprv tie s vypnutou
žiarovkou k + 1, potom zo zapnutou). Týmto sme dokázali, čo sme chceli.


