Matematicka indukcia

Uloha 1. V rade méme n ziaroviek. Na zaciatku prvej mintity s vSetky zhasnuté. Po kazdej mintite bud
zapneme prave jednu vypnutu ziarovku, alebo vypneme prive jednu zapnuti ziarovku. Uvedomte si, ze
vSetkych moZnosti, ako mozu Ziarovky svietit, je 27.

Dokézte, ze vieme tieto tahy volit tak, aby sme poc¢as 2" mintt dostali kazdi z tychto moznost{ rozsvietenia
ziaroviek prave raz.

Ide o komplexnejsiu ilohu. V tejto tilohe sa objavuje prirodzené ¢islo n. To nam dava istd vyhodu — mozeme
ju zacéat riesit najprv pre malé hodnoty n. Najskor sa viak zamyslime nad tym, ako si vieme tiito situdciu
predstavit. Jednoduchy sposob je jednym symbolom vyjadrit zhasnut Ziarovku, napr. 0 a inym zasvietent,
napr. X (iné moznosti si napr. 0 a 1 alebo o a e). Jeden konkrétny stav si vieme teda vyjadrit napr. ako
X000XXO0X.

Ked mame vybrany sposob reprezentdcie stavu, tak si moézeme rozmysliet, kolko vietkych stavov Ziaroviek
mozeme mat. Pre kazdud z n ziaroviek médme 2 moznosti (svieti alebo nesvieti). Celkovo tak mdme 2 cdot2 -
-+ 2= 2" moznych stavov.

Pod'me sa teda pustif do dokazovania. Pre n = 1 mame dva stavy 0 a X. Mame ukézat, Ze kazdy z tychto
stavov vieme dosiahnut dovolenymi operdciami. Ako toto dokdzeme? KedZe dokazujeme, Ze nieco vieme
spravit, tak ndm na to sta¢i priklad. A ten je jednoduchy — po prvej minite zazneme Zziarovku. Tento
priklad vieme vyjadrit aj nasledovne:

o

Tu vieme vidiet, ako mozu vyzerat dokazy pre konkrétne n — sta¢i ndm uviest konkrétnu postupnost stavov
7iaroviek. Pre n = 2 tak mozeme najst nasledovné postupnosti (dokonca su jediné):

00 00
0X X0
XX XX
X0 0X
Pre n = 3 zas takéto:
000 000
X00 X00
XX0 XX0
XXX 0X0
X0X 0XX
00X 00X
0XX X0X
0X0 XXX

Teraz sme uz neuviedli vSetky, ale ni¢ principidlne iné neexistuje. (D4 sa ukazat, Ze vSetky ostatné sa daji
ziskat preusporiadanim stlpcov.)

Takto by sme vedeli pokracovat aj d'alej. No tymto sposobom vieme tvrdenie dokdzat len pre konkrétne
hodnoty n. Pre vysoké hodnoty n by takyto vypis bol aj velmi dlhy. No hlavny problém je, Ze my potrebujeme
toto tvrdenie dokézaf vSeobecne pre vsetky prirodzené n. Skisme teda najst nejaky systém, vseobecné
pozorovania, ktorym vieme opisat, ako by takato postupnost stavov vyzerala vseobecne.

Pekny systém vieme njst na postupnosti vpravo. Vieme ju totiz opisat nasledovne.



postupnost pre n = 2

obratena postupnost pre n = 2

A tito myslienku vieme aj pekne zovseobecnit: Vzdy ked ideme tvorif postupnost zazinania ziaroviek, tak
si najprv vezmeme vetky Ziarovku okrem poslednej a aplikujeme na nich ich postupnost. Potom zaznme
poslednti Ziarovku a postupnost dokonéime opakovanim tych istych fahov na zvy$nych ziarovkdch len v
opa¢nom poradi. Takto vieme najst postupnost pre kazdé kladné celé &islo n.

Ked’ si to zhrnieme, tak ¢o z tohto rieSenia je podstatné? Ide o dve veci:
e Ukazka postupnosti pre n = 1.
e Dokaz, ze pokial vieme prepinat nejaky pocet Ziaroviek, tak vieme prepinaf aj o 1 viicsi pocet ziaroviek.

Rozmyslite si, Ze z tychto dvoch tvrdeni vyplyva to, ¢o sme mali dokézat. Tomuto principu dokazovania sa
hovori princip matematickej indukcie.

V tomto pripade dokazujeme tvrdenie Vn € N*t: v(n), kde vyrokova forma v(n) znamend: ,Nech mdme v
rade n Ziaroviek. Na zaciatku prvej mintity si vsetky zhasnuté. Po kazdej minite bud zapneme prave jednu
vypnuti Ziarovku, alebo vypneme prave jednu zapnutt Ziarovku. Potom tieto fahy vieme volif tak, aby sme
pocas 2™ minut dostali kazdu z 2™ moZnosti rozsvietenia ziaroviek prave raz.* Ak zaml¢ime, niektoré veci,
tak Skratene vieme v(n) vyjadrit aj ako: ,n zhasnutych ziaroviek vieme prepinat 2" mintit bez opakovania
stavov.“

RieSenie

Tvrdenie dokazeme matematickou indukciou.
Baza. Pre n =1 mame jednu vypnutu ziarovku, ktort zapneme, ¢im dosiahneme vsetky dva stavy.

Indukény krok. Nech k € Nt. Predpokladajme, ze k zhasnutych ziaroviek vieme prepinat 2F
minit bez opakovania stavov (IP). Teraz dokdzme, ze k + 1 zhasnutych ziaroviek vieme prepinaf ean
minut bez opakovania stavov. To spravime nasledovne:
1. Prvych 2% minit budeme prepinat prvych k ziaroviek podla IP. Takto dostaneme vietky stavy,
kde ziarovka k + 1 je zhasnuté.

2. Po (2)-tej mintite prepneme ziarovku k + 1.

3. Zvysnych 2¥ mintt budeme robit prepnutia z IP, ale v opacnom poradi. Takto dostaneme vsetky
stavy, kde ziarovka k + 1 svieti.
Opisali sme tak postup, v ktorom medzi kazdymi dvomi mindtami prepneme prave jednu ziarovku.
Taktiez sme zdovodnili, Ze tymto postupom dostaneme vietky stavy ziaroviek (najprv tie s vypnutou
ziarovkou k + 1, potom zo zapnutou). Tymto sme dokazali, ¢o sme cheeli.




