Kombinatorika cez programovanie
Jozef Rajnik

Uvod

Tento text ukazuje, ako si mozno pri rieSeni kombinatorickych tloh poméct programovani. Je hlavne
zamerany na suvis medzi matematickym rieSenim tloh a ako tieto rieSenia zodpovedaju programom,
ktoré nam vypisu vSetky moznosti.

Cielom tohto textu je pomoct pochopit ¢itatelom niektoré dolezité aspekty kombinatoriky. Predsa
len, program vieme spustit, vidime jeho vystup a moézeme ho aj otestovat. Je teda hmatatelnejsi ako
nejaké abstraktné matematické riesenie, ktoré si nie kazdy vie predstavit.

Na zaciatok sa patri zdoraznit, Ze cielom nie je ucit sa pisat efektivne algoritmy na generovanie kom-
binatorickych objektov (hoci aj toho sa niekedy dotkneme). Niektoré programy moézu byt neefektivne
alebo proti istym programatorskym zésadam.

Programy tu budeme pisat tak, aby sme o nich vedeli ¢o najpriamejsie povedat, kol'ko
mozZnosti vypisu.

V materiali pouzivame hlavne jazyk Python, nakolko programy st v nom stru¢né, zviac¢sa pochopi-
telné a tiez obsahuje pre nas uzitoéné knizni¢né funkcie. Programovat takéto vypisy vSak mozete v
hocijakom jazyku. Pri jednoduchgich tlohach na tom ani vel'mi nezalezi. Ak by ste chceli programovat
v C++, tak kombinatorické funkcie mozete najst:

e V ro¢nikovom projektu od Nadyia balanchuk: https://davinci.fmph.uniba.sk/“balanchuk2/
rp.html

e V kniznici https://github.com/mraggi/discreture (neskusal som ju)

e Alebo si len sami naprogramujte potrebné funkcie. Programovalo ich vela Tudi pred vami, tak
googlenie so spravnymi heslami / LLM chatbot vam isto nejaké najde.

Dohody

Usporiadané n-tice budeme stotoziovat s n-prvkovymi postupnostami a taktiez aj zo zobrazeniami
z mnoziny {0,1,...,n—1} (¢o je aj pomerne standardna definicia kone¢nych postupnosti). Rovnaky
objekt budeme tiez niekedy nazyvat ako slovo, najmé ak pojde o postupnosti pismen napr. anglicke;
abecedy. Karteziansky suc¢in viacerych mnozin n mnozin budeme brat ako komutativnu operéciu,
vysledkom ktorej je mnozina usporiadanych n-tic. Preto pri tomto zapise nebudeme uvadzat zat-
vorky ". Ak sa v kartezianskom stcine vyskytne viacero mnozin za sebou, tak vieme skratit zapis s
vyuZitim umochovania. Teda M3 = M x M x M. (To napokon sedi aj s dohodou, v ktorej M? zna&i
mnozinu zobrazené z mnoziny {0, 1,2} do mnoziny M, teda M{%12}). Teda ak M = {1}, tak podla
tejto dohody plati

MxMxM=MxM=MxM*=M={(1,1,1)}.
Avsak ak by sme pridali zatvorky, tak by sme dostali

M (M x M) = {(1, (1L, 1))} # {((1,1), 1)} = (M x M) x M.


https://davinci.fmph.uniba.sk/~balanchuk2/rp.html
https://davinci.fmph.uniba.sk/~balanchuk2/rp.html
https://github.com/mraggi/discreture

Ulohy st zadané tak, Ze sa pytaji na pocet moznosti, nakolko hlavnym ciefom tohto materialu
je matematickymi tvahami ur¢it pocet moznosti. VSetky tlohy st myslené tak, ze mate napisat
program, ktory vypiSe vSetky moznosti a o ktorom aj viete tento pocet moznosti zistit bez toho, aby
ste ho spustili. To zvy¢ajne znamené, ze sa chcete vyhniat podmienkam (if, while).

Material je do znac¢nej miery predbeZny. Ak si vSimente nejaké chyby, nahlaste ich,
prosim, na
jozef .rajnik@fmph.uniba. sk.

1 Zakladné kombinatorické pravidla

1.1 Pravidlo stc¢tu a stéinu

V tejto kapitole budeme pre zjednoduSenie povazovat ¢isla tiez za slova. Napokon, ked ich program
vypisuje na obrazovku, tak sa aj tak k nim sprava.

Priklad 1.1. K dispozicii mame cifry 1, 3,4, 9. Kol'ko z nich vieme zlozit
a) dvojcifernych &isiel,
b) trojcifernych ¢isiel,

c) $tvorcifernych éisiel,

RieSenie

a) 2-ciferné ¢isla

M={1, 3, 4, 9}
for a in M:
for b in M:
print(a, b, sep='")

b) 3-ciferné cisla
M = {1, 3’ 43 9}
for a in M:

for b in M:

for c in M:
print(a, b, c, sep='")

c) 4-ciferné ¢isla

M={1, 3, 4, 9}
for a in M:
for b in M:
for c in M:
for d in M:
print(a, b, ¢, d, sep='")

Z tychto programov lahko vypoéitame, Ze vypisu postupne 42, 4% a 4* moznosti. Vysvetlime si to na
podulohe b). Prikaz print sa vykona 4-krat vo for cykle for ¢ in M:. Toto celé sa 4-krat zopakuje
v cykle for b in M:, ¢o da 4 -4 = 42 opakovani a eSte sa to 4-krat zopakuje cyklom for a in M:,
¢o nam da celkovo 42 - 4 = 43 vypisanych moznosti.



Pravidlo stuéinu

Pravidlo sti¢inu v programovani zodpovedé vnorenym for cyklom. Ak kazdy for cyklus mé za
kazdym rovnaky pocet opakovani, tak celkovy pocet opakovani vypocitame stac¢inom tychto
¢iastkovych hodnot.

Priklad 1.2. Morzeova abeceda 1-znakové az 4-znakové slova zloZené so znakov . a -. Kolko existuje
takychto slov?

RieSenie

M={.", '-'}
for a in M:
print(a)
for a in M:
for b in M:
print(a + b)
for a in M:
for b in M:
for c in M:
print(a + b + ¢)
for a in M:
for b in M:
for c¢c in M:
for d in M:
print(a + b + ¢ + d)

Tento program sa sklada zo Styroch ¢asti, kde kazda obsahuje niekolko vnorenych for cyklov. Prva
¢ast vypiSe 2 moznosti, druha ¢ast 22 moznosti, tretia 22 moznosti a stvrta z 2% moznosti. Ak chceme
zistit, kolko mozZnosti sa vypiSe spolu, tak tieto hodnoty jednoducho s¢itame.

Pravidlo sucétu

Pravidlo su¢tu v programovani zodpoveda viacerym castiam programu zapisanym za sebou.
Pocet moznosti, ktoré nam program vypise, dostaneme ako stucet moznosti vypisanych v jed-
notlivych castiach.

1.2 Funkcia na karteziansky sacin

Pisat velké mnozstvo vnorenych for cyklov nie je zrovna dobry programatorsky zvyk. Okrem toho
je tu aj kus zdlhavé a neprehladné. Preto si ukdzeme, ako si mozno zjednodusit pouzitie pravidla
stuc¢inu. Formélne pravidlo stc¢inu mozno vyjadrit nasledovne.

Formalne mozno pravidlo stic¢inu vyjadrit pomocou kartezianskeho sti¢inu mnozin.

Veta 1. Nech Ay, Asy, ..., A, je lubovolngch n mnoZin, potom

|A1xA2x...XAn‘:|A1|.’A2| ..... ’An’
Karteziansky stcin nam reprezentuje mnozinu usporiadanych n-tic, kde na prvé miesto mdzeme
vybrat Tubovolny prvok z mnoziny A; (teda mame |A;| moznosti), ...

Pokial sa nam nechce pisat tol'ko for cyklov, tak prave tato matematicka reprezenticia nam vie prist
vhod. Mé6zeme totiz vyuzit funkciu pre karteziansky sacin itertools.product, ktora bude iterovat



cez vietky usporiadané n-tice kartezianbskeho suc¢inu n mnozin, ktoré zadame ako parametre. Teda
podulohu 1d) vieme zapisat aj nasledovne:

from itertools import product

M= {1: 3, 4, 9}
for a, b, ¢, d in product(M, M, M, M):
print(a, b, ¢, d, sep='")

V pripade, Ze robime karteziansky stacin tej istej mnoziny (ako teraz), tak nam staci uviest len jednu
mnoziny a vyuzit volitelny argument repeat na urcenie poc¢tu jej zopakovania.

for a, b, ¢, d in product(M, repeat=4):
print(a, b, ¢, d, sep='")

Ak by sme chceli vypisovat naozaj usporiadané Stvorice, tak nemusime rozpisovat ich jednotlivé
zlozky a vieme usSetrit zopar znakov este takto:

for t in product(M, repeat=4):
print (t)

Ak by sme naopak tuto skratku cheeli vyuzit na vypisovanie retazcov (¢o mozeme spravit aj teraz,
kedZe medzi ¢islom a retazcom v tejto tlohe nepotrebujeme rozlisovat), tak mozeme vyuzit metodu
. join(t), ktora retazce v usporiadanej n-tici (resp. inom iterovatelnom objekte) spoji do jedného
retazca. Cely program by tak mohol vyzerat:

from itertools import product

M={'1', |3|, l4l, |9|}
for t in product(M, repeat=4):
print(''.join(t))

1.3 Vyuzitie bijekcii — nie na vSetko staci len karteziansky sucin

Len mélo kombinatorickych tloh je takych, kde premenné zo vSetkych for cykloch len vypiSeme za
sebou. Casto potrebujeme vypisovat nieco iné. Ilustrujeme si to na tomto jednoduchom priklade.

Priklad 1.3. Kolko je 4-znakovych slov zloZenych z pismen U, K, T, G, ktoré maju posledné dve
pismena rovnaké?

Lahko prideme k takémuto programu.

M = {le’ 'K', ITI’ IGI}
for a in M:
for b in M:
for ¢ in M:
print(a + b + ¢ + ¢)

Co sa tu deje po formalnej stranke? Ozna¢me mnozinu hladanych slov ako A. Nage tri for cykly v
programe zodpovedaji mnozine M x M x M = M?3. Teraz by sme chceli ukazat, Ze takto sme dostali
hladany po¢et moznosti, teda |A| = |M?3|. To formélne ukaZzeme tak, ze najdeme bijekciu f: M® — A
(alebo opa¢nym smerom). T4 bijekcia zjavne existuje a mé predpis

f(a,b,¢) = (a,b,c,c).

Porovnajte tento predpis s tym, ¢o mame v print-e.



Dokaz, ze ide o bijekciu je priamociarky. Injektivnost:
Surjektivnost: Kazdy prvok mnoziny A je tvaru (a,b, ¢, c) a dostaneme ho ako f(a,b,c).

Ak chceme byt poriadne formalni, tak tento pristup vlastne pouzivame pri vSetkych tlohach, kde
mame generovat ¢isla. Napr. tlohu by sme vedeli naprogramovat aj takto.
M = {1, 3’ 43 9}
for a in M:
for b in M:
for c in M:
print (100*a + 10%b + c)

Cize tu vyuZivame bijekciu f: M?® — B, kde B je mnozina hladanych ¢isel, s predpisom f(a,b,c) =
100a + 100 + c.

Mat na paméti tento aspekt rieSenia kombinatorickych tloh ale nie je iba o formalnosti. Prave tato
¢ast byva jednou z najcastejsich chyb, kvoli ktorym dostaneme zly vysledok kombinatorickej tlohy.
Pri zlozitejsich tlohéch sa k tymto chybam dostaneme.

Na nasledovnom priklade si ukazeme dve veci. Prvou je sofistikovanejsie pouzitie pravidiel sictu a
sucinu — ide totiz o situaciu, kedy to nie je tak zjavné v zadani. Vediet si vSetky moZnosti rozdelit na
vhodné mensie ¢asti (mnoziny), idealne disjunktné, je délezitym prvkom rieSenia kombinatorickych
tloh. Druhou vecou je, Ze toto rieSenie si zjednodusime za pouzitia vhodnej bijekcie.

Priklad 1.4. Kolko je v8etkych 4-znakovych slov zloZenych z pismen a, b c, d, e, ktoré obsahuju
prave jedno pismeno a.

RieSenie
Moznosti rozdelime na pripady podla toho, na ktorej pozicii sa pismeno a nachadza.

M=A{b', 'c', 'd', 'e'}
for a in M:
for b in M:
for c¢c in M:
print('a' + a + b + ¢)
for a in M:
for b in M:
for ¢ in M:
print(a + 'a' + b + ¢)
for a in M:
for b in M:
for ¢ in M:
print(a + b + 'a' + ¢)
for a in M:
for b in M:
for c in M:
print(a + b + ¢ + 'a')

Matematicky vieme tuto mnozinu vyjadrit, ak ozna¢ime M = {a, b, c,d}, ako
{a} x M*UM x {a} x MPU M? x {a} x M?U M?® x {a} x M U M* x {a}.

Pocet prvkov tejto mnoziny je podla pravidla suéinu a suc¢tu

4* 4% 44 44 4 = 5. 4%

. 7

Avsak na programe si mdézeme vSimnut, Ze sa da priamociaro zostrucnit nasledovne:



Strucenjsi program

M={'p", 'c', 'd', 'e'}
for a in M:
for b in M:
for ¢ in M:

print('a' + a + b + ¢)
print(a + 'a' + b + ¢)
print(a + b + 'a' + c)
print(a + b + ¢ + 'a')

\.

\.

Pripadne eSte nasledovne:

RieSenie cez bijekciu

M={b', 'c', 'd', 'e'}
for a in M:
for b in M:
for ¢ in M:
for i in range(4):
slovo = a +b + c
print(slovo[:i] + 'a' + slovol[i:])

Tu sme najprv vygenerovali slovo dizky 3 bez pismen a a potom sme doitho a-¢ko vlozili, na
¢o méame 4 moznosti.

Toto zas zodpovedana matematickému rieseniu, v ktorom zavedieme mnozinu M? x {0, 1,2, 3},
ktora méa 42 - 4 prvkov, a ndjdeme bijekciu z tejto mnoZiny na mnoZinu zo zadania.

.

1.4 Pravidlo rozdielu alebo ¢asta chyba pri rieSeni

Priklad 1.5. Kolko je v8etkych 4-znakovych slov zlozenych z pismen a, b c, d, ktoré obsahuju aspon
jedno pismeno a.

Pri tlohéch tohto typu Studenti ¢asto napisu nasledovné riesenie:

Nespravne rieSenie

Najprv vyberieme poziciu, na ktorej sa bude nachadzat pismeno a — na to mame 4 moznosti.
Potom ostavaju 3 miesta, na ktorych moézu byt Tubovolné pismené, na kazdom mieste mame
na vyber 4, teda 4% moznosti. Spolu tak mame 4 - 43 = 4* moZnosti.

Isteze, problémom v tomto rieSeni je neformalnost. Napokon, doposial v tomto texte sme si eSte ne-
ukazovali, ako forméalne matematicky vyjadrit rieSenie takéhoto typu. Uvedieme preto aj formalnejsiu
verziu. Pojde vlastne o podobné rieSenie ako pri priklade len dovolime aj na zvys$nych miestach
pismeno a.

Nespravne rieSenie

Nech M = {a,b, c,d}. Moznosti si rozdelime podla toho, na ktorej pozicii sa nachadza pismeno
a. Teda mnozinu zo zadania vieme vyjadrit ako

{a} x M*UM x {a} x M*U M? x {a} x M*U M? x {a} x M.



Podla pravidla su¢tu a suc¢inu tak vieme urcit pocet prvkov tejto mnoziny ako:

L+&+48+48 =4

Ked mame rieSenie napisané takto formalne, tak ste si skor tu vsimli, kde je problém — predsa len,
z formalnejSieho zapisu to viac kri¢i. Ak v8ak nie, tak sa pozrieme na to, ako by sme nieco takéto
naprogramovali. Opét sa indpirujeme rieenim prikladu [T.4]

M={a', 'b', 'c', 'd', 'e'}
for a in M:
for b in M:
for ¢ in M:
print('a' + a + b + ¢)
for a in M:
for b in M:
for ¢ in M:
print(a + 'a' + b + ¢)
for a in M:
for b in M:
for ¢ in M:
print(a + b + 'a' + ¢)
for a in M:
for b in M:
for ¢ in M:
print(a + b + ¢ + 'a')

Ked sa pozriete poriadne na vystup tohto programu, tak by ste si mohli v&imnat, v ¢om nastal prob-
lém — napr. slovo abba sme vypisali 2-krat. Dokonca slovo aaaa az 4-krét! Toto je jedna z najcastejsich
chyb pri rieSeni enumeracnych tloh — zapocitanie tej istej moznosti viackrat. Vo formélnom rieseni
je problém v tom, Ze sme pouzili pravidlo stic¢tu. To vSak nemodzeme, lebo uvedené Styri mnoziny nie
st disjunktné (napr. vSetky obsahuju (a, a, a, a).

Ako teda na to ist spravne? Pouzit pravidlo siac¢tu je fajn napad, len si potrebujeme vSetky moznosti
rozdelit na disjunktné mnoziny. Napr. jeden z priamoc¢iarych napadov je podla poctu a-¢ok: moze
byt jedno, dve, tri alebo §tyri. VSetky Styri pripady vieme vyriesit podobne ako s len jednym a-¢kom,
teda v priklade . No toto riesenie je celkom zdlhavé. Efektivnejsie je rozdelit si moznosti podla
vyskytu prvého pismena a.

RieSenie

Vsetky moznosti si rozdelime na 4 mnoziny podla toho, ¢i sa a prvykrat objavi na 1., 2., 3.
alebo 4. mieste. Tieto mnoziny st zjavne disjunktné.

M = {lal’ lbl’ lcl’ 'd', Iel}
# Prve a je 1. mieste
for a in M:
for b in M:
for ¢ in M:
print('a' + a + b + ¢)
# Prve a je 2. mieste
for a in M - {'a'}:
for b in M:
for ¢ in M:
print(a + 'a' + b + ¢)
# Prve a je 3. mieste
for a in M - {'a'}:
for b in M - {'a'}:
for ¢ in M:
print(a + b + 'a' + c)




# Prve a je 4. mieste
for a in M - {'a'}:
for b in M - {'a'}:
for ¢ in M - {'a'}:
print(a + b + ¢ + 'a')

Po matematickej stranke to zodpoveda rieSeniu, kde si mnozinu moznosti vyjadrime ako

{a} x M*U (M —{a}) x {a} x MP U (M — {a})* x {a} x M* U (M — {a})? x {a} x M.

J

Najjednoduchsim matematickym riesenim vSak je rieSenie zaloZené na nasledovnej tivahe: Vsetkych
4-znakovych slov zlozenych z pismen a, b c, d, je 4*. Slov dlzky 4, ktoré neobsahuju Ziadnea, je 3*
(na kazdé zo Styroch miest mame teraz len 3 moznosti). Po vylaceni tychto slov nam zostana prave
4-znakové slova, ktoré obsahuji aspoii jedno a, ktorych teda je 4* —3%. Tato tivaha sa nazyva pravidlo
rozdielu a forméalne sa d& vyjadrit nasledovne.

Veta 2. Nech A a B si mnoziny, pre ktoré plati B C A. Potom |A\ B| = |A| — |B|.

Pri jeho pouzivani si teda musime déavat pozor na podmienku B C A, teda, ze ¢i vSetky ,zlé“
moznosti, ktoré odcitavame, sme naozaj zapocitali vo vSetkych moznostiach. Formalne teda toto
rieSenie zapiSeme ako

RieSenie
Hladant mnoZzinu vyjadrime ako

M\ (M —{a})".

Kedze zjavne plati (M — {a})* € M*, tak podla pravidla rozdielu a pravidla sti¢inu mame

[ME\ (M —{a})!| = M = |(M — {a})*| = 4" - 3".

J

Zial, pravidlo rozdielu nemé nejaka pekni alternativu pri programovani. Jeden zo spoésobov, pri

ktorom aj naozaj vyuzijeme mnozinovy rozdiel, je nasledovny:
M={a', 'b', 'c', 'd'}
vsetky = set()
for a in M:
for b in M:
for ¢ in M:
for d in M:
vsetky.add(a + b + ¢ + d)
zle = set()
for a in M - {'a'}:
for b in M - {'a'}:
for ¢ in M - {'a'}:
for d in M - {'a'}:
zle.add(a + b + ¢ + d)
for slovo in vsetky - zle:
print (slovo)

Av8ak z programu takéhoto typu nevieme Tahko urcit pocet moznosti, ktoré sa vypisu. Isteze, do
mnoziny vsetky sa vlozi 4* slov a do mnoziny zle sa vlozi 3* slov. No zadrhely st nasledovné:

e MnoZina vsetky moze obsahovat v skuto¢nosti menej ako 4* slov — mohlo sa nam stat, Ze sme
nejaké rovnaké slovo vlozili viackrat. Rovnako to méze byt aj s mnozinou zle.

e Ak aj mnoziny vsetky a zle budu obsahovat spravny pocet prvkov, stale sa ndm moze vypisat
viac ako 4* — 3% slov — ak mnoZina zle bude obsahovat nejaké slové, ktoré nie st v mnoZine
vsetky.



Na tieto uskalia je vhodné pamétat, ked budeme pisat programy tohto typu. Vysporiadat sa da s
tym pridanim vhodnych prikazov assert:

M=A{'a'", 'b', 'c', 'd'}
vsetky = set()
for a in M:
for b in M:
for c¢c in M:
for d in M:
moznost = a +b + c +d
assert moznost not in vsetky
vsetky.add (moznost)
zle = set()
for a in M - {'a'}:
for b in M - {'a'}:
for ¢ in M - {'a'}:
for d in M - {'a'}:
moznost = a + b +c +d
assert moznost not in zle
assert moznost in vsetky
zle.add (moznost)
for slovo in vsetky - zle:
print(slovo)

Riadky 8 a 16 nam zarucuju, ze ak by sme isli nejaké slovo pridat druhykrat, tak program padne.
Riadok 17 zas sp6sobi pad programu, ak do mnoziny zle vlozime nieco, ¢o nie je v mnozine vsetky.
Takto sme dostali program, ktory, ak skoné¢i bez chyby, vypise 4* — 3* moznosti.

1.5 ZovSeobecnené pravidlo stic¢inu

Teraz sa pozrieme na sofistikovanejSie pouzitie pravidla sucinu, ktoré si ukédzeme na nasledovne;
tlohe.

Priklad 1.6. Vypiste vSetky a) 2, b) 3, ¢) 4-ciferné ¢isla zlozené z cifier 1,2,3,4,5, v ktorych sa
neopakuju cifry.

Dvojciferné ¢isla I'ahko vypiSeme nasledovnym programom, v ktorom mozZnosti vypisujeme v piatich
skupinich podla prvej cifry.
M={1, 2, 3, 4, 5}
for b in M - {1}:
print(1, b, sep='")
for b in M - {2}:
print(2, b, sep='")
for b in M - {3}:
print(3, b, sep='")
for b in M - {4}:
print (4, b, sep='")
for b in M - {5}:
print(5, b, sep='")

Matematicky to zodpoveda zjednoteniu piatich po dvoch disjunktnych mnozin

{1} < (M = {1}) U {2} x (M = {2}) U{3} x (M — {3}) U {4} x (M —{4}) U{5} x (M — {5}).

Tak ako mame zapisany program, tak v hom vieme identifikovat opakujuci sa vzor, na zaklade ktorého
ho vieme zjednodusit s pouzitim dalsieho for cyklu na:



M=A{1, 2, 3, 4, 5}
for a in M:
for b in M - {a}:
print(a, b, sep='")

Vieme jednoducho vypodéitat, kol'ko moznosti vypise takyto program? Ano! Prvy for cyklus sa zopa-
kuje 5-krat a druhy for cyklus sa vzdy zopakuje 4-krat a zakazdym vypiSe jednu moznost. Teda spolu
dostaneme 5 - 4 = 20 moznosti. Pouzili sme vlastne rovnakta argumentaciu ako pri pravidle stc¢inu.

Trojciferné a stvociferné ¢isla vieme tak vyjadrit podobne. Trojcifernych ¢isel dostaneme 5-4-3 = 60:

M={1, 2, 3, 4, 5}
for a in M:
for b in M - {a}:
for ¢ in M - {a, b}:
print(a, b, c, sep='")

A stvorcifernych ¢isel mame 5-4 -3 -2 = 120:

M=q{1, 2, 3, 4, 5}
for a in M:
for b in M - {a}:
for ¢ in M - {a, b}:
print(a, b, c, sep='")

Vo formalnej matematike sa tento princip nazyva zovSeobecnené pravidlo suc¢inu. Problémom je,
ze oproti beznému pravidlu sicinu sa neda tak pekne presne vyjadrit. Rozmyslite si, Ze mnozina
usporiadanych dvojic prvkov z mnoziny M = {1,2,3,4,5} s roznymi prvkami sa neda vyjadrit ako
karteziansky stc¢in dvoch mnozin. Prejdeme si cez rozne vyjadrenia tohto pravidla.

Pre tucely programovanie bude najdolezitejsie nasledovné vyjadrenie cez programy.

Veta 3. Ak mdame n vnorengjch for cyklov takijch, Ze pre kazdé i € {1,2,...,n} i-ty for cyklus vykond
zakaZdym a; opakovani, tak spolu tieto for cykly vykonaji aq - as - - - - - a, opakovant.

Z matematického vyjadrenia uvedieme najprv zrozumitelné, aj ked nie formalne najpresnejsie vy-

jadrenie.

Veta 4 (Zovseobecnené pravidlo stcinu, neformalna verzia). Nech X je koneénd mnoZina. Nech
k> 2 a nech A je mnozina usporiadanych n-tic (w1, 2o, ..., x3) € X*, ktord spliia podmienky:

(1) prvok zy je mozné z mnozZiny X vybrat ny spésobmi;

(2) pre kazdéi € {1,... k—1}, po akomkolvek vijbere usporiadanej i-tice (xy1, s, ..., x;) je moiné
prvok x; 1 vybral vidy n;y, sposobmi.

Potom |A| =ny -ng - -+ Nk

Dolezité vsak pre nas hlavne bude, ako toto pravidlo pouzivat. V nasom pripade vieme mnozinu
vietkych 4-cifernych ¢isel z tlohy [1.6] vyjadrit ako

R={abcd |ae MANbe M —{a} ANce M —{a,b} Nde M —{a,b,c}},
pricom plati
o |M|=05;

e |M — {a}| = 4 pre kazdé q;



o |M —{a,b}| = 3 pre kazdé¢ a, b;
e |M —{a,b,c}| =2 pre kazdé a, b, c.

Preto na zaklade zovSseobecneného pravidla sa¢inu vieme povedat, ze |R| =5 -4 -3 -2 = 120. Takéto
vyjadrenie aj priamo zodpoveda uvedenému programu pre vypis tychto ¢isel.

Ak by sme chceli vetu [4 formulovat tplne formalne, tak to vieme spravit na $tyl toho, ako vieme
zapisat mnozinu vSetkych 4-cifernych ¢isel, v ktorych sa cifry neopakuju:

{(a,b,¢,d); a € C—{0},be C —{a},ce C —{a,b},de C —{a,b,c}},

kde C' = {0,1,...,9} je mnozina cifier. Prvky a, b, ¢, d tak neberieme z pevnych mnozin ako pri
pravidle sucinu, ale volime ich z mnoZiny, ktora je uréena volbou predoslych prvkov. Napr. prvok ¢
vyberame z mnoziny C' — {a, b}, ktorej konkrétna podoba zavisi od vyberu a, b, avak nie od vyberu
d. (Pripominame, Ze je dolezité, Ze jej pocet prvkov nezéavisi na tom, aké a, b zvolime.) MnozZinu typu
C — {a, b} forméalne vyjadrime ako mnozinu M,, ktoré moze byt pre rozne volby a, b ina.

Veta 5 (ZovSeobecnené pravidlo sucinu). Nech X, M si konecné mnozZiny, k > 2 a nech pre kazdi

usporiadani i-ticu (x1,xq, ..., z;) € X', kde i € {1,...,k — 1}, mdme mnoZinu M,, . .., pricom si
splnené podmienky::
(1) [M| =ni;
(2) pre kazdéi € {1,...,k — 1} a kaZdi usporiadanii i-ticu (x1,2s,...,x;) € X' plati
|Mm1,...,xi = Nj41-
Potom

H{(z1,29,...,2k); ;1€ M, (Vi e {1,2,...,k —1})(zis1 € My, 2)} =m0 00+ N.

Zovseobecnené pravilo su¢ino vieme pouzit aj v pripade, ak pocitame prvky kartezianskeho sicinu
roznych mnozin X; x Xy x - -+ x X, Vtedy nam staci zvolit vo vete X = X; U X U -+ U X;.

Priklad 1.7. Kolko existuje 3-cifernych ¢&isel zlozenych z cifier z mnoziny M = {1,2,3,4,5}, v
ktorych je posledné cifra rézna od prvych dvoch?

Nespravne rieSenie

Na vyber prvej cifry a a aj druhej cifry b mame 5 moznosti. Tretia cifra musi byt rézna od
prvych dvoch, teda ju vyberame z M — {a,b}, ¢o si 3 moznosti. Hladanych ¢isel je teda
5-5-3 =T75. Toto rieSenie zodpoveda programu.
M=A{1 2, 3, 4, 5}
for a in M:
for b in M:
for ¢ in M - {a, b}:
print(a, b, c, sep='")

Uvedeny program je naozaj spravny a vypiSe spravne moznosti. Len ich nevypise 75. Problém je v
tom, Ze mnozina M — {a, b} nemé vzdy 3 prvky — ak a = b, tak ma az 4 prvky. Nie je tu teda splnené
podmienka zovSeobecneného pravidla sucinu, kde musi platit |M — {a, b}| = 3 pre kazda volbu a, b.

Zovseobecnené pravidlo sucinu vSak stéle vieme pouzit, len trochu inak. Staci, ak najprv vyberieme
poslednu cifru.



Zvolime posledni cifru ¢ z mnoziny M — 5 moznosti. Potom zvolime prvé dve cifry a,b € M—{c}
— na kazda z nich méame 4 moznosti. Podl'a zovSeobecneného pravidla su¢inu tak mame spolu
5 -4 -4 = 80 moznosti.
M = {13 2) 3, 4: 5}
for ¢ in M:
for a in M - {c}:
for b in M - {c}:
print(a, b, c, sep='")

J

Problémom zovSeobecneného pravidla sicinu je, Ze nema velmi prijemnu formalnu podobu. No a
preto aj tazko napiSeme nejaku funkciu, ktora by nam jeho pouzitie ulah¢ovala podobne ako funkcia
itertools.product. Nastastie, na najcastejsie pouzivané ucely funkcie mame, o ¢om prave je dalsia
kapitola.

1.6 Ulohy na precvicenie

Uloha 1.1. Kolko je vietkych 4-cifernych ¢isiel zlozenych z cifier 0, 1, 2, 4, 7?
Uloha 1.2. Kolko je vietkych 6-znakovych slov zlozenych z pismen m, f, i.
Uloha 1.3. Kolko existuje 3- az 5-cifernych ¢isel zlozenych z cifier 0, 2, 4, 77

Uloha 1.4. Kolko existuje vSetkych usporiadanych 5-tic zloZenych z pismen {a,b,c,d}, ktoré obsa-
huju dva po sebe idice vyskyty pismena b a ziaden dalsi vyskyt pismena b7

Uloha 1.5. Kolko existuje vietkych usporiadanych 5-tic zlozenych z pismen {a, b, ¢, d}, ktoré obsa-
huju prave dve pismena b (nie nutne za sebou)?

Uloha 1.6. Kolko je parnych 5-cifernych ¢isiel zlozenych z cifier 1,2, 3,5, 8,9, v ktorych sa prvé dve
cifry rovnaké.

Uloha 1.7. Kolko je vietkych 5-cifernych &isel, ktoré obsahuju prave jednu parnu cifru?
Uloha 1.8. Uréte pocet kladnych delitelov &isla 120.

Uloha 1.9. Uré¢te pocet kladnych delitelov ¢isla 3° - 5% - 72 - 118,

Uloha 1.10. Uréte pocet kladnych delitelov ¢isla 3% - 4% - 62 - 76.

Uloha 1.11. Kolko existuje 4-cifernych ¢isel zlozenych z cifier z mnoziny M = {1,2, 3,4}, v ktorych
sa nenachadzaju dve rovnaké cifry bezprostredne za sebou?

Uloha 1.12. Kolko existuje vietkych postupnosti dlzky 5 zlozenych z pismen {a,b,c,d}, ktoré ob-
sahuju kazdé z pismen aspon raz?

Uloha 1.13. Kolkymi spésobmi mozno prvky mnoziny M = {1,2,3,4,5} zoradit do usporiadanej
5-tice tak, aby sa ¢islo 1 nachéadzalo pred ¢islom 2 (nie nutne bez prostredne)?



2 Variacie a permutacie
Uloha 2.1. Kolko existuje vietkych 7-znakovych slov zloZenych z pismen z mnoziny M = {a,b,c,d, e, f, g, h, i

Ulohu tohto typu sme uz riesili a teraz by ste ju bez problémov mali vediet vyriesit. Podla zovse-
obecneného pravidla stc¢inu ndm vyjde 10-9 - --- -4 = 107 = 604 800 moznosti. Vypisat by sme ich
vedeli takymto programom.
M = set('abcdefghij')
for a in M:

for b in M - {a}:

for ¢ in M - {a, b}:
for d in M - {a, b, c}:
for e in M - {a, b, c, d}:
for f in M - {a, b, c, d, e}:
for g in M - {a, b, ¢, d, e, f}:
print(a, b, c, d, e, £, g, sep-'")

Av8ak takyto program je na jednej strane celkom dlhy a kus neprehladny s tolkym osadenim. Na
druhej strane, nevieme v iom jednoducho menit (idealne hodnotou jednej premennej), kol'ko znakov
maji obsahovat vypisované slovd — musime na to pridavat / odoberat for cykly.

S podobnymi situaciami sa pri programovani kombinatorickych tiloh budeme stretavat ¢asto. No a ¢o
spravi programator? Tieto Casté situacie si pomenuje a napiSe si k nim funkcie, ktoré moéze vyuzivat
kedykolI'vek niekde objavi prislusni pomenovanu situdciu. Preto sa casto v kombinatorike, ¢i uz
takejto programovacej alebo tej pocitacej, ¢asto stretneme s pomenovanymi typmi kombinatorickych
konfigurécii. Teraz sa zoznamime s tymi najjednoduchs$imi — variaciami.

V nasledujtcich ¢astiach uvedieme len najdolezitejsie veci pre pracu so zavedenymi pojmami. Potom
v samostatnej Casti sa detailne povenujeme tomu, ako st spomenuté funkcie implementované, ako
mozno spomenuté tvrdenia formalne dokazat a ako tieto dve veci spolu suvisia.

2.1 Variacie s opakovanim

Definicia 1. Nech M je koneéna mnozina. Varidciou s opakovanim k-tej triedy z prvkov mnoZiny
M nazyvame I'ubovolni usporiadant n-ticu prvkov z M, teda Tubovolny prvok mnoziny M*.

Alternativne mozno variacie s opakovanim definovat ako zobrazenia z mnoziny {1,2, ..., k} do mno-
ziny M. Pri programovani sa vSak s nimi stretneme ako s usporiadanymi n-ticami, pripadne postup-
nostami.

Veta 6. Nech M je n-prvkovd mnoZina. Pocet vsetkijch varidcii s opakovanim k-tej triedy z prvkov

mnoziny M je
k
n”.

Platnost tejto vety priamo vyplyva z pravidla suc¢inu. Na zaklade toho vieme vSetky varidcie s opa-
kovanim k-tej triedy mnoziny M prejst cyklom:

from itertools import product

for variacia in product(M, repeat=k):



2.2 Variacie bez opakovania a permutacie

Definicia 2. Nech M je konecéna mnozina. Varidciou bez opakovania k-tej triedy z prokov mnozZiny
M nazyvame ubovolnu usporiadant n-ticu prvkov z M, v ktorej st kazdé dva prvky rozne.

V pripade varicii bez opakovania je definicia cez zobrazenia jednoduchsia — ide o injektivne zobra-
zenia {1,2,...,k} — M.

Veta 7. Nech M je n-prvkovd mnoZina. Pocet vSetkijch varidcii bez opakovania k-tej triedy z prvkov
mnoziny M je

Doékaz. Vsetky variacie bez opakovania k-tej triedy z n-prvkovej mnoziny M tvoria mnozinu uspo-
riadanych k-tic (a1, as, ..., a;) € M* taku, Ze

e a; € M — teda pre a; mame n moznosti;

e pre kazdé i € {2,3,... k} volime a; € M —{ay,as,...,a;_1}, o pre kazda volbu ay, as, .. .,a; 1
dava n — 7 moznosti, nakolko ay, as, ..., a;_1 st navzajom rozne.

Preto podla zov§eobecneného pravidla sucinu je pocet variacii bez opakovania n(n—1) ... (n—k+1)

nk.

o

Specialnym pripadom variacii bez opakovania st permutacie.

Definicia 3. Nech M je n-prvkova mnozina. Permutéciou mnoziny M nazyvame [ubovolna variaciu
bez opakovania n-tej triedy prvkov mnoziny M, teda Tubovolni usporiadant n-ticu, ktora obsahuje
kazdy prvok mnoziny M prave raz.

Ekvivalente mozno permutacie definovat ako bijekcie M — M.

PodTla vety [7| je pocet vSetkych permutécii n-prvkovej mnoziny n rovny n=n-(n—1)----- 1=nl

V Pythone vieme iterovat cez vetky permutacie mnoziny (resp. lubovolného iterovatelného objektu)
M s vyuzitim funkcie itertools.permutations

from itertools import permutations

for p in permutations(M):

Tato funkcia sa da vyuzit aj na variacie s opakovanim k-tej triedy, hoci vyuzitie tohto nazvy tplne
nekoresponduje s matematickou terminolégiou. Staci nastavit dobrovolny argument r na hodnotu
k.

from itertools import permutations

for p in permutations(M, r=k):

2.3 Implementacia a dokaz pre variacie s opakovanim

UNDER CONSTRUCTION



2.4 Implementacia a dokaz pre variacie bez opakovania

UNDER CONSTRUCTION

Obe funckie st vSak pomerne zname programatorské cvic¢enia a daji sa spravit rekurzivne. Dokonca
sa daju spravit tak, aby rekurzivne funkcie priamo zodpovedali dokazom matematickou indukciou
na prednaskach. Rekurzii, prip. inému opakovaniu, sa tu len tak bez problémov nevyhneme. Preto
podobne sa nevyhneme pouzitiu matematickej indukcie na dokaz tychto viet. Maximalne ju vieme
skryt do nejakého iného tvrdenia.

3 Pravidlo delenia

Samostatnua kapitolu venujeme pravidlu delenia, nakolko ide o ¢asty zdroj chyb. Taktiez pravidlo
delenia sa celkom tazko prenasa do programatorského sveta.

Uloha 3.1. Kolkymi existuje presmy¢iek slova matka? T. j. kol'ko existuje 5-prvkovych postupnosti,
ktoré v nejakom poradi obsahuju pismena m, a, t, k, a.

Mozno ste spoznali, Ze ide o znamu kombinatorickti ulohu, no zaucené postupy odlozme bokom a
pokiisme sa vymysliet nieco na zéklade tych veci, ¢o sme poznali. Za¢neme prvoplanovym rieSenim —
pre kazdé pismeno postupne zvolime poziciu v slove, an ¢o mame 5! moznosti. Vidite v tomto rieSeni
chybu?

Nespravne rieSenie

pozicie = {0, 1, 2, 3, 4}
for a in pozicie:
for b in pozicie - {a}:
for ¢ in pozicie - {a, b}:
for d in pozicie - {a, b, c}:
for e in pozicie - {a, b, c, d}:
slovo = [None] * 5

slovo[al = 'm'
slovo[b] = 'a'
slovo[c] = 't'
slovo[d] = 'k'
slovo[e] = 'a'

Mimochodom, rovnaké rieSenie by sme dostali, ak by sme pouzili funkciu
itertools.permutations

from itertools import permutations

for p in permutations('matka'):
print(''.join(p))

J

Chyba je v tom, Ze vypisujeme niektoré moznosti viackrat. Napr. slovo matka vypiSeme pre (a, b, ¢, d, e)
(0,1,2,3,4), ale aj pre (a,b,c,d,e) = (0,4,2,3,1). Inymi slovami, my tu generujeme usporiadané pa-
tice (permutacie) ¢isel 0, 1,2, 3,4 a potom ich zobrazujeme na presmycky. Ale toto zobrazenie nie je
bijekcia.

Avsak s tymto rieSenim nie je ni¢ stratené. Sice sme zapocitali nejaké moznosti viackrat, ale presnejsie

povedané sme kazda moznost zapocitali prave dvakrat. Teda spravny pocet moznosti je 5!/2 = 60.
Formélne povedané, nase zobrazenie nebolo sice bijekciou, ale takzvanym ,,2-na-1 zobrazenim“, teda



takym zobrazenim A — B, ktoré na kazdy prvok kooboru B zobrazi prave dva prvky (defini¢ného)
oboru A. Preto |B| = |A|/2.

V programovani by sme mohli toto pravidlo zaviest tak, Ze si budeme pre nasu kontrolu pocitat,
kol'kokrat sme ktortt moznost zapocitali. To vieme robit efektivne cez slovnik (dictionary, map). Na
zaver overime, ¢i sme naozaj kazdi moznost zapocitali prave dvakrat.

RieSenie

from itertools import permutations

pocet = {}
for p in permutations('matka'):
if p not in pocet:
print(''.join(p))
pocet[p] = 0
pocet[p] += 1

for p in pocet:
assert pocet[p] ==

J

Takéto pouzite prikazu assert a slovnika (prip. mnoziny) na kontrolu vie byt uzitoéné pre detekciu
chyb. Ked tvrdite, Ze ste kazdu moznost zapocitali raz, tak si skuste pridat do kodu vhodné kontroly.
Ak vam kontroly neprejdu, tak niekde méte chybu.

4 Kombinacie (bez opakovania)

Teraz sa dostavame k prvej kombinatorickej konfiguracii, pri ktorej sa oplati ju mat pomenovand.
Zatial ¢o pocet variacii bez problémov uré¢ime podla (zovSeobecneného) pravidla su¢inu (ak nas teda
netrapia formalne detaily), tak za kombindciami sa skryvaji o nieco zlozitejsie postupy.

Pri varidciach nam zélezalo na poradi. Teraz sa presunieme na konfiguracie, pri ktorych nam na
poradi nezalezi.

Definicia 4. Nech M je n-prvkova mnozina. Kombindciou (bez opakovania) k-tej triedy z n prvkov
mmnoZiny M nazyvame [ubovolnu k-prvkovi podmnozinu mnoziny M. Mnozinu v8etkych k-prvkovych
podmnozin mnoziny M oznacujeme (]\: ) a jej pocCet oznacujeme

(&)

Alternativne sa daju kombinacie definovat ako rastiice k-prvkové postupnosti. Tak sa aj zvyknu
reprezentovat v programovacich jazykoch. Napokon, je to aj prirodzené reprezentéicia pri ru¢nom
vypisovani komninécii. KedZe nam nezalezi na poradi prvkov, tak je pohodlné jednotlivé prvky
uvadzat v nejakom dohodnutom poradi. Bez toho vy sme si nemuseli v§imnut, Ze medzi vypisanymi
kombinéciami sme vypisali dvakrat ta ista —raz ako {1,2,3,5,8,13} a druhy raz ako {5, 8,1, 13, 2, 3}.

¢o nazyvame tiez kombinacné cislo.

Vsimnite si, ze sme kombina¢né ¢islo uviedli v definicii, nie vo vete. To si zaslizi objasnenie, ¢o sa
tu vlastne stalo. Vela ¢itatelov sa z kombina¢nym ¢islom uz stretlo, aj vedia, ako sa pocita. Avsak v
tomto texte postupne budujeme tieto pojmy. Spravili sme tu vec, ktoré je velmi typicka pre rieSenie
(nie len komninatorickych) matematickych tloh. Oznacili sme si neznamu vec.



Hoci by sme mohli teraz uviest vetu, ¢omu je toto kombnina¢né ¢islo rovné, my si to nechdme na
neskor. Miesto toho ilustrujeme viacero spésobov, ako sa da urcit hodnota kombinacného ¢isla a aj
ako programom vypisat vSetky kombinécie.

4.1 Ako vypisovat a pocitat kombinacie bez opakovania
Jednoduché pripady
Postupnosti zoradené podl'a velkosti

Metoda zhnitého jablka

4.2 Konecne vzorcek a funkcia pre kombinacie

Veta 8. Pocet kombindcii k-tej triedy n-prokove) mnozZiny M je

n _n_ﬁ_ n!
k) k' (n—k)E

pricom poslednd rovnost plati len ak k < n.

V programovani sa ku kombinécidam dostaneme cez funkciu itertools.combinations

from itertools import combinations

for comb in combinations(M, k):
Uloha 4.1. Vypiste vietky sposoby ako vybrat a) dvojicu, b) trojicu tyzdennikov z 9 Ziakov.
Kombindcie k-tej triedy prvkov mnoziny M s vSetky jej k-prvkové podmnoziny, teda také vybery k

prvkov, v ktorych ndm nezélezi na poradi a prvky nemdzeme vyberat opakovane. Pri nazve kombi-
nécie Standardne berieme, Ze ide o kombinacie bez opakovania. Ich pocet oznacujeme

()

Uloha 4.2. Napiste funkciu komb(M, k), ktora dostane ako parameter mnozinu / zoznam M a ¢islo
k. Funkcia vrati vSetky kombinacie k prvkov z M.

a Citame | M| nad k.

from itertools import combinations

for a, b in combinations({1, 2, 3, 4}, 2):
print(a, b, sep='")

Uloha 4.3. Vypiste vietky podmoziny mnoziny {1,2,3,4,5,6,7}.

Uloha 4.4. Kolko existuje 10-znakovych slov zlozenych iba z pismen a) A, B; b) A, B, C, ktoré
obsahuju presne 7 znakov A?

Uloha 4.5. Vypiste sposoby, ako mozno ofarbit policka Stvorcovej mriezky 5 x 5 dvoma farbami
(bielou a ¢iernou) tak, aby v kazdom riadku bolo rovnako vela bielych a ¢iernych poli¢ok?



Uloha 4.6. Kolko existuje roznych slovnych presmyciek slova MATEMATIKA?

V nasledujticich tlohach budeme pracovat so zolikovymi kartami. Kazda karta mé svoju farbu, ktora
je zmnoziny F = {Q,, &, &}, a hontou, ktora je z mnoziny H = {2,3,4,5,6,7,8,9,10,J,Q, K, A}.
7 kazdej moznej kombinécie existuje prave jedna karta. Formélne mozno kartu definovat ako prvok
mnoziny F' x H, teda ako usporiadani dvojicu farby a hodnoty.

Pod pokrovou kombindciou myslime Iubovolnou mnozinu 5 kariet.

Uloha 4.7. Vypiste vetky pokrové kombinacie streight flush, teda také tvorené postupkou piatich
kariet rovnakej farby.

Uloha 4.8. Vypiste vietky pokrové kombinécie trojica a dvojica, teda také tvorené trojicou kariet
rovhakej hodnoty a dvojicou kariet rovnakej hodnoty.

Uloha 4.9. Vypiste vietky pokrové kombinacie dva pdry, teda také tvorené dvojicou kariet hodnoty
x, dvojicou kariet hodnoty y a poslednou kartou hodnoty z, pricom z, y, z st navzidjom rozne.

Uloha 4.10. Vypiste vietky sposoby ako rozsadit n Zien a n muzov okolo okrithleho stola a) bez dal-
sich obmedzeni b) tak, aby dvaja muzi nesedeli vedla seba. Ak moznosti, ktoré sa lisia len otocenim,
povazujeme za rovnaké.



RieSenia

RieSenie 1.1.

M =0, 1, 2, 4, 7}
for a in M - {0}:
for b in M:
for ¢ in M:
for d in M:
print(a, b, c, d, sep='")

RieSenie 1.2.

for a in 'mfi':
for b in 'mfi':
for ¢ in 'mfi':
for d in 'mfi':
for e in 'mfi':
for £ in 'mfi':
print(a + b+ c +d + e + f)

RieSenie 1.3.

M =10, 2, 4, 7}
for a in M - {0}:
for b in M:
for ¢ in M:
print(a, b, c, sep='")
for a in M - {0}:
for b in M:
for c in M:
for d in M:
print(a, b, c, d, sep='")
for a in M - {0}:
for b in M:
for c in M:
for d in M:
for e in M:
print(a, b, c, d, e, sep='")

Riesenie 1.4. Vyberieme tri pismena, ktoré nie stt b. Potom méme 4 moznosti, ako medzi ne vieme

vsunit bb.

M=A{a', 'c', 'd'}

for x in M:

for y in M:
for z in M:

print('bb' + x + y + 2z)
print(x + 'bb' + y + z)
print(x + y + 'bb' + z)
print(x + y + z + 'bb')

Alebo najskor vyberieme poziciu bb, ktord moze byt od 0 do 3 (4 moZznosti) a potom vyberieme
zvys$né pismena.
M = {lal’ lcl’ ldl}
for i in range(4):
for x in M:
for y in M:
for z in M:
slovo = x +y + z
print(slovo[:i] + 'bb' + slovol[i:])



RiesSenie 1.5. Podobne ako predosla tloha, len tu méame 10 moznosti, ako moézu byt rozmiestnené dve

b-cka. Nie je naro¢né tieto moznosti ru¢ne vygenerovat. Neskor si ukédzeme, ako to spravit veobecne.
M={'a", 'c', 'd'}
for x in M:
for y in M:
for z in M:
print('bb' + x + y + 2z)
print('b' + x + 'b' + y + 2)
print('b' + x + y + 'b' + 2)
print('b' + x + y + z + 'b")
print(x + 'bb' + y + 2)
print(x + 'b' + y + 'b' + 2)
print(x + 'b' + y + z + 'b')
print(x + y + 'bb' + z)
print(x + y + 'b' + z + 'b")
print(x + y + z + 'bb')

RieSenie 1.6.

M=A{1, 2, 3, 5, 8, 9}
for a in M:
for c in M:
for d in M:
for e in {2, 8}:
print(a, a, c, d, e, sep="")

RieSenie 1.7.

from itertools import product
p = {0, 2, 4, 6, 8}
N={1, 3, 5, 7, 9}
# Ak je parna cifra prva
for p in P - {0}:
for a, b, ¢, d in product(N, repeat=4):
print(p, a, b, c, d, sep='")
# Ak parna cifra nie je prva
for p in P:
for a, b, ¢, d in product(N, repeat=4):
print(a, p, b, c, d, sep='")
print(a, b, p, c, d, sep='")
print(a, b, ¢, p, d, sep='")
print(a, b, c, d, p, sep='")

RieSenie 1.8.

for a in range(4):
for b in range(2):
for ¢ in range(2):
print (2%xa * 3%xb * b¥*c)

RieSenie 1.9.

for a in range(6):
for b in range(5):
for ¢ in range(3):
for d in range(9):
print (3*xa * Bxxb * Txkc * 11%xd)

Riesenie 1.10. Tu si treba dat pozor na prvociselny rozklad

3. 45.62. 70 =212.36. 76,



for a in range(13):
for b in range(7):
for ¢ in range(7):
print (2**a * 3%xb * T*xc)

RieSenie 1.11.

M={1, 2, 3, 4}
for a in M:
for b in M - {a}:
for ¢ in M - {b}:
for d in M - {c}:
print(a, b, c, d, sep='")

RieSenie 1.12.

M={a', 'b', 'c', 'd'}
# Vyberiem, ktore pismeno bude prave dvakrat (4 moznosti)
for d in M:
# Vyberiem, na ktorych poziciah bude (10 moznosti)
for i, j in (0, 1), (0, 2), (0, 3), (0, 4, (1, 2), (1, 3), (1, 4, (2, 3), (2, 4, (3, b:
# Vyberiem zvysne tri pismena, bez opakovania
for x in M - {d}: # 3 moznosti
for y in M - {d, x}: # 2 moznosti
for z in M - {d, x, y}: # 1 moznost
pozicie = [0, 1, 2, 3, 4]
pozicie.remove (i)
pozicie.remove(j)
slovo = [d] * 5
slovo[pozicie[0]] = x
slovo[pozicie[1]] =y
slovo[pozicie[2]] = =z
print('"'.join(slovo))

RieSenie 1.6.

M= {2, 3, 4, 5}
# 1 je na 1. mieste (4*3*2x1 moznosti)
for a in M:
for b in M - {a}:
for ¢ in M - {a, b}:
for d in M - {a, b, c}:
print(1, a, b, c, d, sep='")
# 1 je na 2. mieste (3*3*2x1 moznosti)
for a in M - {2}:
for b in M - {a}:
for ¢ in M - {a, b}:
for d in M - {a, b, c}:
print(a, 1, b, c, d, sep='")
# 1 je na 3. mieste (3*2*2x1 moznosti)
for a in M - {2}:
for b in M - {2, a}:
for ¢ in M - {a, b}:
for d in M - {a, b, c}:
print(a, b, 1, c, d, sep='")
# 1 je na 4. mieste (3*2%1x1 moznosti)
for a in M - {2}:
for b in M - {2, a}:
for ¢ in M - {2, a, b}:
for d in M - {a, b, c}:
print(a, b, ¢, 1, d, sep='")



# 1 je na 5. mieste - vtedy nemame kam dat 2-ku (O moznosti)

RieSenie 4.3.

TODO

RieSenie 4.4. a) Kazdé takéto slovo obsahuje presne 3 znaky pismena B. Preto ho vieme jednoznaé¢ne
reprezentovat tym, ze ur¢ime, na ktorych pozicidch sa budi nachadzat znaky A. Z celkovych 10 pozicii
chceme vybrat 3 pozicie, pricom nemédzeme pozicie opakovat a nezalezi ndm na ich poradi.

from itertools improt combinations

for ¢ in combinations(range(10), 3):
slovo = ['a'] * 10
for i in c:
slovo[i] = 'b'
print(''.join(slovo))

b) Podobne vieme jednoznac¢ne urcit slovo vybranim troch pozicii pre pismena B, C, akurat este pre
kazdé z tychto troch miest mame este dve moznosti — ¢i tam bude B alebo C.

from itertools improt combinations, product

for ¢ in combinations(range(10), 3):
for p in product('BC', repeat=3):
slovo = ['a']l * 10
for i, j in enuerate(c):
slovo[i]l = pl[j]
print(''.join(slovo))
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