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Abstrakt

V préci sme vytvorili a v praxi otestovali didakticky material uréeny na vyuku zakladov
planimetrie na strednej skole a na ich aplikacie pri rieSeni naro¢nejsich tiloh. Material
kladie doraz na zdokonalovanie sa v argumentécii a dokazovani. Zameriava sa najmaé,
na vyznamné prvky trojuholnika, odévodnenie ich vlastnosti a ich aplikicie. Material
obsahuje sady gradovanych tloh, ktoré ziakov postupne privedi k objaveniu potrebnych
konceptov vratane dokazov a poskytnu priestor pre ich precvicenie. Je vhodny aj do
situacii, ked Ziaci preberané tvrdenie uZ poznaju, ale nepoznaji jeho dékaz. Okrem
vyuky na strednej skole na hodinédch matematiky a seminaroch z matematiky ho mozno
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vyuzit pri praci s talentovanymi Studentmi ¢i pri priprave na matematické sitaze.

Krluacové slova: metodika, konstruktivizmus, planimetria, trojuholnik



Abstract

In this work, we created and tested didactic materials designed for teaching the basics of
planimetry in secondary schools and their application in solving more difficult problems.
The material emphasizes improving argumentation and proof. It focuses primarily on
the significant elements of a triangle, the justification of their properties, and their
applications. The material contains sets of graded problems that gradually lead students
to discover the necessary concepts, including proofs, and provide opportunities for
practising them. It is also suitable for situations where students already know the
discussed statement but do not know its proof. In addition to teaching in secondary
school mathematics classes and seminars, it can be used in work with talented students

or preparing for mathematics competitions.

Keywords: methodology, constructivism, planimetry, triangle
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Uvod

Vyucba planimetrie na strednej skole je z viacerych hladisk problematickd, o ¢om
méame skiisenosti aj z vlastnej pedagogickej ¢innosti. Samotné geometrické témy robia
mnohym ziakom problémy. Na strednej Skole, najmé na 4-roénych gymnaziach, sa
ucitel musi vysporiadat s tym, Ze Ziaci pochadzaju z roznych §kél, nemaju jednotné
znalosti a s na roéznych trovniach geometrického myslenia. Hoci Statny vzdelavaci
program predpoklada pomerne Siroké zaklady planimetrie, niektori Ziaci ich nemusia
mat dostato¢ne osvojené, aby bolo mo7né na tychto zakladoch d'alej stavat. TaktieZ sa
mnohé pojmy ziakom pleti. Stretli sme sa v praxi s tvrdeniami, ze taznica je kolma
na stranu, kruznica vpisané trojuholniku sa rysuje cez priesec¢nik osi stran miesto osi
uhlov a podobnymi miskoncepciami.

Tieto problémy sa snazi riesit konstruktivisticky pristup ku vzdelavaniu, pri ktorom
ziacke poznanie vznika na zéklade ich vlastnej sktisenosti s rieSenim tloh. Jednym zo
znamych priekopnikov tohto pristupu je Hejny s kolektivom [7]. Konstruktivisticka
vyucbu na strednej Skole moze skomplikovat situéacia, ked objavované tvrdenia niektori
Ziaci uz poznaja. Napriklad, ked ucitel zada ulohy, kde moZno objavit, preco sa taznice
delia v pomere 1 : 2, tak niektori Ziaci mozu rovno vyhlésit vysledok s argumentéaciou
,lebo sme sa tak udili v gkole* bez potreby dalsieho zdévodnovania.

V tejto préci chceme reagovat na tieto problémy. Vybrali sme si ¢asti planimetrie,
ktoré suvisia najma s vyznamnymsi prvkami trojuholnika, pod ¢im budeme pre potreby
tejto prace rozumiet osi uhlov a stran, stredy kruznic opisanej a vpisanej trojuholniku,
vysky, ortocentrum, taznice a tazisko. Pojem vyznamné prvky trojuholnika sme prebrali
zo $tatneho vzdelavacieho programu [22], kde je pouzity v obsahovo uzSom rozsahu.
Podobntu terminologiu — vyznacéné priesecniky v trojuholniku — pouziva aj Kubacek
[15].

Potrebnu tedriu k vyznamnym prvkom trojuholnika rozdelime do ucelenych oblasti.
Tie doplnime témou o poc¢itani uhlov, ktoré predstavuje zékladny sposob argumentéacie
v geometrii. Do materidlu tiez zaradime sekcie o uhloch v kruzniciach a tetivovych
Stvoruholnikoch, v ktorych spracujeme najmé vztah medzi obvodovym a stredovym
uhlom a jeho vyuzitie pri rieSeni naroc¢nejsich tloh.

Pre kazdt z tém navrhneme sadu gradovanych tloh, ktoré mozno pouzit v réznych

fazach vyuky. Spravidla najprv uvedieme tlohy, na ktorych mozno skumané koncepty
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objavit, pricom sa budeme sistredit na také tlohy, kde st preberané koncepty viac
skryté, aby sme minimalizovali situacie, ked Ziak prehlasi odpoved na zaklade nauce-
nych faktov. Sady budu dalej pokracovat tlohami na precvic¢enie konceptov, ktoré sa
dostant az na uroven vyskytujicu sa v matematickych sutaziach.

V préaci vychadzame z terminologie, ktora pouziva Kubacek v ucebnici Semindr
z matematiky 3 [19]. Sucastou pripraveného materialu bude aj spracovanie kltcove;
tedrie k skimanym témam.

Skor nez uvedieme nas material, v kapitole 1 spravime prehl'ad relevantnej literatary
pre nasu pracu. Kapitola 2 je venovand samotnému naSmu materialu a je doplnena
kapitolou 3, ktora obsahuje ndpovede a riesenia vybranych tloh. Na zaver v kapitole 4

zhrnieme nase skiisenosti s pouzivanim materialu v praxi.
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Kapitola 1
Prehl'ad dostupnych materialov

Na zaCiatok préace spracujeme prehlad dostupnych ucebnic a materidlov z hladiska

toho, ako st v nich prezentované nami skiimané poznatky z planimetrie.

1.1 Statny vzdelavaci program

Naplnh vzdelavania na Slovensku v ¢ase pisania prace urCuje inovovany stdtny vzdeld-
vact program (skr. iSVP) [23]. V roku 2023 bol schvaleny Stdtny vzdeldvaci program
pre zdikladné vzdeldvanie (skr. SVP) [22], ktory je v pilotnom overovani, a od gkol-
ského roku 2026/27 maju podla neho postupovat vietky prvé ro¢niky zékladnych skol.
Strucne zhodnotime pokrytie nami skumanych oblasti tymito programami. Za¢neme
programami pre zakladné Skoly, najmé nizsie sekundéarne vzdelévanie, resp. treti cyklus
podla SVP.

V oblasti planimetrie st oba vzdelavacie programy obsahovo podobné. V oboch
najdeme zékladné pojmy (bod, priamka, tsecka, kruZnica, ... ), trojuholniky, Stvoru-
holniky a ich delenie, osovu a stredovi simernost a Pytagorovu vetu. Pre nés st najmé
relevantné vztahy medzi uhlami (vrcholové, susedné, suhlasné, striedavé, sucty uhlov
v trojuholnikoch, uhly v rovnoramennom a rovnostrannom trojuholniku).

Rozdiel mozno badat vo vyznamnych prvkoch trojuholnika. Kym iSVP spomina
len vysky a ich priese¢nik, v SVP najdeme pojmy vyska, péta vysky, taznica, tazisko a
priese¢nik vysok. Ziaci sa maju naucit deliaci pomer taznic a objavit, ze vysky, osi stran
a taznice sa pretinaju v jednom bode (osi uhlov sa na tomto mieste nespominaji). Hoci
podla iSVP ma ziak na konci 6. roénika vediet zostrojit os uhla a poznat jej vlastnosti.
Avsak os uhla v kontexte trojuholnika sa nespomina. Os tsecky sa vyskytuje len ako
os sumernosti a o jej vlastnostiach ni¢ v iSVP nenajdeme.

Na druhej strane SVP kladie vicsi doraz na mnoziny bodov danej vlastnosti a tento
pojem aj explicitne spomina. Ziaci sa maji zoznadmit s osami tseciek a uhlov aj ako s

mnozinou bodov danej vlastnosti a naucit sa ich vyuzivat pri konstrukénych tlohéach,
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vratane konstrukcie opisanej a vpisanej kruznice. Takisto tu v kontexte mnozin bodov
s danou vlastnostou najdeme aj Talesovu kruznicu. T ndjdeme aj v iéVP, kde sa o
tom, ze ma nejakua vlastnost nepise, akurat ma ziak na konci 8. ro¢nika vediet narysovat
dotyc¢nicu ku kruznici pomocou Talesovej kruznice, ¢o zahfha ist mieru pochopenia
jej vlastnosti.

Inovovany Statny vzdelavaci program pre gymnazia [24] je v oblasti planimetrie
podobny Statnemu vzdeldvaciemu programu pre zakladné vzdeldvanie. Oproti iSVP
pre nizsie sekundarne vzdelanie v iom najdeme taznice, opisant a vpisanu kruznicu a
mnoziny bodov danej vlastnosti. Novymi témami oproti iSVP a SVP st Euklidove vety.
Vyrazne vyssie naroky na ziakov gymnazii kladua az cielové poziadavky na vedomosti
a zru¢nosti maturantov z matematiky [21]. Maturanti z matematiky by mali ovladat
sinusovii a kosinusovi vetu, deliaci pomer taznic, stredné priecky, mnozinu bodov, z
ktorej vidno tsecku pod danym uhlom — tzv. ekvigondlu. Maturant by mal tiez vediet
zddvodnit Télesovu vetu, tvrdenia o deleni taznic taziskom, o strede kruznice vpisanej,

resp. opisanej, tvrdenie o vztahu stredového a obvodového uhla.

1.2 Kubacek — ucéebnice

Séria uc¢ebnic od Kubacka [11, 10, 12, 13, 14, 15, 16| je pomerne dominantnou sadou
uc¢ebnic matematiky na strednych skolach, nakolko do roku 2020 ilo o jedint minis-
terstvom schvalenti u¢ebnicu matematiky pre gymnazia.

V druhej ¢asti ucebnice pre 1. ro¢nik [10] sa 6sma kapitola venuje téme Uhly, dlzky,
obsahy, ktora sa sustred uje len na niekol’ko zakladnych pojmov. Okrem tych uvedenych
v nazve kapitoly v nej nidjdeme zhodnost a podobnost trojuholnikov, Pytagorovu a
Euklidove vety, goniometrické funkcie ostrého uhla. Na zaciatku kapitoly najdeme tlohy
13 a 14, ktoré vedu k dokazu Télesovej vety zalozeny na tvrdeni: ,Ak ma Stvoruholnik
rovnako dlhé uhlopriecky, ktoré sa rozpoluji, tak je to obdlznik.“ Taktiez ucebnica
obsahuje vela prikladov z praxe — vyjadrovanie azimutu v uhloch, uréovanie zemepisne;
dlzky a sirky, rysovanie planu pozemku, vypoécet obvodu zeme a mnohé iné.

Najvicsie zastipenie planimetrie ndjdeme v uc¢ebniciach pre treti roéniku. V prvej
Casti [14] kapitola 4 rozsiruje definiciu goniometrickych funkcii pre Tubovolny realny
uhol, predstavuje sinusovit a kosinusovii vetu. Druha ¢ast [15] je cela venovana geomet-
rickym témam. Zac¢ina kapitolou 5, ktora sa venuje mnozindm bodom danej vlastnosti
a ich konstrukciam. V nej sa Ziaci zoznamia mimo iné aj s vlastnostami osi tsecky a
osi uhla. Dalej v kapitole nédjdeme zhodné zobrazenia (stredovi a osovi sumernost,
posunutie a otocenie) a ich aplikdciu pri konstrukénych ulohach, najmé na rysovania
stmernych obrazcov (mnohé pochadzaju z architektury).

Kapitola 6 je venovana Talesovej kruznici. Uloha 1 navadza na dokaz Talesovej
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vety, teraz na rozdiel od ucebnice pre prvy ro¢nik, bez obdlznika, na zaklade vyjadro-
vania velkosti uhlov v rovnoramennych trojuholnikov pomocou stredovych uhlov « a
B. Tiez je tu ukdzana opa¢na implikacia. V ¢asti 6.2 najdeme zavedenie obvodového a
stredového uhla a predstavenie vztahu medzi nimi. Nasleduje sada tloh, ktora navadza
na dokaz z Euklidovych Zakladov.

V kapitole 7 ndjdeme $tyri vyznacné prieseéniky v trojuholniku — priese¢niky osi
stran, osi uhlov, vySok a taznic. Dokaz pre osi stran sa opiera o vlastnosti osi z kapitoly
5. V ucebnici sa nachadza dokaz s vynechanymi castami, ktoré maju ziaci doplnit. Do6-
kaz pre osi uhlov je ponechany ako cvicenie. Dokaz pre vysky je priamo uvedeny skor
s informa¢nym cielom ako ukazka jednoduchého dékazu zaloZeného na spravnej mys-
lienke. Ide o dokaz dokreslenim rovnobeZiek so stranami cez protilahly vrchol. Dokaz je
stru¢ny a nasleduju za nim tlohy, v ktorych maju zdévodnit vysvetlit jednotlivé kroky.
Pri tazniciach uc¢ebnica najprv uvadza dokaz tvrdenia, Ze dve taznice sa navzajom delia
v pomerne 1 : 2. Dokaz pre spolo¢ny priesecnik je prezentovany formou dopliania do
textu ako pri osiach stréan. Po dokazoch si maju ziaci overit dokédzané tvrdenia rysova-
nim. Zaroven sa im predstavi Eulerova priamka a Feuerbachova kruznica. Ich existenciu

overia rysovanim na konkrétnych prikladoch.

Zaver kapitoly 7 informuje o polohovych a nepolohovych konstrukénych tulohach a
uvadza dve nepolohové tlohy, v ktorych st zadané (aj) dlzky taznic. Konstrukénym
tulohdm sa podrobne venuje kapitola 8, ktora mimo iné ukazuje ako mozno pri kon-

strukénych tlohach vyuzit vypocty.

1.3 Kubacek, Zabka — Seminar z matematiky

Trojdielna séria knth Semindr z matematiky od Kubacka a Zabku [17, 18, 19] spraco-
vava témy, ktoré maju pomdct ziakom pripravit sa na maturitu z matematiky a ziskat

dostatocnu zrucnost pri rieSeni tloh skolskej matematiky.

Planimetria je obsiahnuta v 3. ¢asti, z ktorej st pre nasu pracu relevantné kapitoly
Uhly, trojuholniky a mnohouholniky a Kruznica, kruh a ich casti. V nich je planimetria
podrobne opisana od zakladov, ¢o sa volne podoba axiomatickej vystavbe geometrie.
Je pisana najmé ako opakovanie znalosti, s ktorymi sa uz ziaci mali stretnat. Klacové
tvrdenia ako napr. veta o obvodovom a stredovom uhle st uvedené bez tiplného dokazu,
len s cviGenim na pripomenutie si dokazu, ktory by mali Ziaci poznat z hodin matema-
tiky. K tvrdeniam o tazniciach je uvedena tuloha — odvodit z podobnosti trojuholnikov
deliaci pomer taznic a na zéklade neho dokéazat, Ze sa taznice pretinaja v jednom bode.

Ucebnica tiez obsahuje bohaté sady tuloh na rézne planimetrické témy.
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1.4 Hejny

Ucebnice od Hejného a kol. [1, 2, 3, 4, 5, 6] Naprie¢ vSetkymi ucebnicami sa objavuji
rozne geometrické témy. Ucebnice tiez obsahuji viacero podnetnych tloh na precvice-
nie, mnohé z nich obsahuju propedeutiku naro¢nejsich konceptov.

Stredné priecky najdeme v knihe A [1] v tlohe, kde Ziaci maja zlozit 4 zhodné
trojuholniky do jedného vécsicho. Pojem taznica sa prvykrat objavuje v knihe B. 2]
V konstrukénej tlohe [s. 12] sa overi, Ze sa taznice konkrétneho trojuholnika pretinaji
v jednom bode, av8ak zatial bez zavedenia pojmu taznica. Ten je zavedeny na s. 27 s
objavenim, Ze deli trojuholnik na dve ¢asti rovnakého obsahu. Taznice opat najdeme v
knihe C [3] v ¢asti Osnova priamok, kde Ziaci objavia deliaci pomer taznic.

V pracovnom liste k téme Uhol II ndjdeme tilohu na vypocet uhlu nad priemerom
kruznice, pricom pozname jeden zo stredovych uhlov. Ide o konkrétny pripad dokazu
Talesovej vety. T4 sa neskor objavi v ¢asti Trojuholnik 11 |3, s. 23], kde st tlohy na
skiimanie, kedy body kruZnice (ciferniku) tvoria vrcholy pravouholnika. Medzi nimi
najdeme aj hru, kde dvaja hraci striedavo zvolia tri body ciferniku a druhy hra¢ vyhra,
ked zvolené body tvoria vrcholy pravouhlého trojuholnika.

S osou tusecky sa Ziaci zozndmia v ¢asti Trojuholnik I v tlohach na hladanie rov-
noramennych trojuholnikov so spolo¢nou zakladiou, ktoré vedi k tomu, ze vrcholy
rovnoramennych trojuholnikov sa nachadzaju na priamke. V tlohéch 3 a 4 Ziaci hla-
daju stred opisanej kruznice — ako spolo¢ny vrchol dvoch rovnoramennych trojuhol-
nikov a ako miesto pre studiiu, ktoré je rovnako vzdialené od troch rodin. Ulohy st
situované do Stvorcekovej siete. Ziakom je predstaveny aj konstrukény opis tsecky, aj
opis cez mnozinu bodov danej vlastnosti. Maju o nich diskutovat, ktory je lepsi. Dalej
sa zoznamia s opisanou kruznicou.

Mnozinam bodov danej vlastnosti je venované aj cast Geometrické miesto bodov.
Néjdeme tam aj tlohu na objavenie ekvigonaly a osi uhlov medzi dvomi priamkami.
Oséam uhlov sa podrobne venuje v ¢asti Trojuholnik 111, kde ju Ziaci maju objavit ako
mnozinu stredov kruznic, ktoré sa dotykaji dvoch polpriamok so spolo¢nym pociatkom.
Nasledne sa zozndmia s vpisanou kruznicou. Uloha 9 v sebe ukryva sposob vypoctu

vzdialenosti bodu dotyku vpisanej kruznice od vrcholov.

1.5 Herman

Ucebnica Trojuhelniky a ctyrihelniky od Hermana a kol. [8] je jednou zo sady ucebnic
pre niz8ie triedy gymnazii, ktora ucelene spracovava tému planimetrie. Od zakladnych
pojmov ako trojuholnik, zhodnost a podobnost prechéddza cez prvky trojuholnika —
stredné priecky, taznice, kruznica opisané a vpisané, vysky — az k Stvoruholnikom. Zaver

ucebnice obsahuje bohaté sady tloh vratane niekolkych z matematickej olympiady.
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KedZe ide o ucebnicu pre nizsi stupenn vzdelavania, prirodzene tu chybaju témy o
uhloch v kruzniciach. Uéebnica tiez obsahuje dokazy kIucovych tvrdeni. Ich dékazy su

zvicSa podané informac¢ne, bez navodov, ako na ne prist.
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Kapitola 2

Opis nasho materialu

Poziadavky a pomdcky

Tato kapitola obsahuje nami vytvoreny material a je taziskom nasej prace. V materiali
predpokladame, 7e ziaci spliaji poziadavky, ktoré na nich kladie iSVP aj SVP. Najma

ocCakavame, ze ziaci vedia:
e aplikovat vztah o sii¢te vnutornych uhlov v trojuholniku a stvoruholniku;

e identifikovat vrcholové, striedavé, suhlasné a striedavé uhly a vyuzit ich pri rieSeni

geometrickych tuloh;

e aplikovat vztahy o zhodnych uhloch pri zakladni rovnoramenného trojuholnika

pri rieSeni uloh;
e aplikovat vety o zhodnosti a podobnosti trojuholnikov vo vypoctovych tlohach.

Nie je vSak potrebné, aby Ziaci poznali pojmy, vztahy a postupy predstavované v tomto
materiali, hoci sa v iSVP alebo SVP objavuju.

Pri pouzivani materidlu je potrebné mat pisacie pomocky. Niektoré tlohy mozu
vyzadovat pouzitia kruzidla a pravitka, resp. ich pouzitie moéze ulahcit pracu s ulo-
hou. Dalgie pomocky zavisia od konkrétnej formy pouzitia. V pripade, ze ucitel chce
pouzit material v triede s viacerymi ziakmi, moze byt vhodné vyuzit tabulu, pripadne

vytla¢ené tlohy pre ziakov.

Organizacia materialu a nadviaznost

Ulohy v materiali st stavané tak, aby viedli k objaveniu réznych geometrickych tvrdeni
¢i vlastnosti trojuholnika a jeho prvkov. Preto odporuc¢ame, aby si ziaci tieto tlohy
najprv vyriesili. Idedlne v malych skupinach alebo samostatne, pripadne v riadenej

diskusii u¢itela so Ziakmi. Material moze sluzit aj na samostudium Ziakov.
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Pri tvodnych tlohach sa Vam moze stat, Zze v nej ziak spozné niektoré zname
tvrdenie, na ktoré sa tiloha snazi naviest. V takejto situécii odporucame viest Ziaka k
tomu, aby sa s takymto rieSenim neuspokojil a vyriesil tlohu, bez vyuzitia tvrdenia.
Moézeme sa ho aj spytat, ¢i vie pre¢o uvazované tvrdenie plati.

Material je rozdeleny do 6smich casti, ktoré si pomerne nezavislé a je mozné pou-
zivat ich aj zvlast. Nadvéznosti

1. Poéitanie uhlov. Je odporucané prejst so Ziakmi aspon niektoré tlohy. Pokial

ziaci nemaju skusenosti
2. Uhly v kruzniciach. Nadvizuje na Pocitanie uhlov.

3. Osi a kruzZnice v trojuholniku. Niektoré tlohy so sady na precvic¢enie vyuzi-

vaju pocitanie uhlov.
4. Stredné priecky.
5. Taznice. Nadvizuje na Stredné priecky

6. Vysky. Viacsina uloh vyzaduje uhly v kruzniciach. Vhod pride aj skiisenost s

tetivovymi Stvoruholnikmi.
7. Tetivové Stvoruholniky. Nadvézuje na Pocitanie uhlov a Uhly v kruzniciach.

8. Ulohy kombinujtce rézne poznatky. Ako nazov naznacuje, tieto tlohy mézu

vyuzivat znalosti zo vSetkych casti.

Po objaveni potrebnej teorie nasleduje sada tloh na jej precvic¢enie. Naroc¢nejsie
ulohy maju k dispozicii napoved, ktori najdete v kapitole 3. Vela tloh je prebranych z
matematickych sttazi a maji rieSenie dostupné na internete. Konkrétne riesenia tloh z
Matematickej olympiady najdete na stranke [20]. Pri tychto tlohach uvadzame zdroj vo
forméate [MOr k-i-u|, kde r je ¢islo ro¢nika, k je pismeno oznacujuce kategoriu, ¢ ozna-
¢uje kolo — I pre domace kolo, S pre skolské kolo, II pre krajské kolo, III pre celostatne
kolo — a u oznacuje ¢islo ulohy. Druhym pocetnym zdrojom tloh je archiv Korespon-
denéného matematického seminéra [9]. Ulohy z tohto zdroja st oznagené [KMS r-ck-ul,
kde r je ro¢nik, ¢ je ¢ast — Z znadi zimnu (prvia) cast a L znadi letnta (druht) ¢ast — k

znaci poradové ¢islo kola (série) a u znadi ¢islo ulohy.

2.1 Pocitanie uhlov

Pocitanie uhlov je jednou zo zakladnych metod rieSenia geometrickych tloh. Zacéneme
tym, Ze si ho precvi¢ime na niekolkych jednoduchych tlohach. Uvedieme aj prehlad
tvrdeni o uhloch, ktoré by ste mali poznat zo zakladnej skoly. Ten mozete pokojne

preskoCit a vratit sa k nemu, ak by ste mali tazkosti s rieSenim niektorej tlohy.
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Obr. 2.1: Nacrt k ulohe 2.1.1

Veta 1 (Zakladné tvrdenia o uhloch).

(i) Suacet uhlov v trojuholniku je 180°.
(ii) Sucet uhlov v stvoruholniku je 360°.
(iii) Vrcholové uhly st zhodné.
(iv) Susedné uhly maju stucet 180°.
(v) Pri rovnobezkach pretatych prieckou siithlasné a striedavé uhly st zhodné.
(vi) Rovnoramenny trojuholnik ma zhodné uhly pri zakladni.
(vii) Trojuholnik s dvomi zhodnymi uhlami je rovnoramenny.

(viii) Rovnostranny trojuholnik méa vSetky uhly velkosti 60°.

Uloha 2.1.1. Mame dany trojuholnik ABC. Na strane AB lezi bod P tak, aby bol
uhol APC' pravy. Podobne na strane AC' lezi bod @) tak, aby uhol AQB bol pravy.
Usecky PC' a QB sa pretinaju v bode H. Vypoditajte velkost uhla PH B, ak o = 50°,
B ="70°ac=6cm.

Uvedieme dve rieSenia. Prvé priamo teraz a druhé uvedieme po tlohe 2.1.2, ktora

na tuto nadvazuje.
Riesenie 1. Z pravouhlého trojuholnika APC' si dopocitame

|<<KABQ| = 180° — |<BQA| — |[<BAQ| = 180° — 90° — 50° = 40°.
Potom z pravouhlého trojuholnika PH B dostaneme

|<PHB| = 180° — |<BPH| — |<HBP| = 180° — 90° — 40° = 50°.
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Ako na doékazové ulohy

Doteraz sme sa stretli s vypoc¢tovymi tlohami. Teraz sa pozrieme na to, ¢o robit v

situacii, ked mame nieco dokazat. Skuste si najprv sami vyriesit nasledovnu tlohu.

Uloha 2.1.2. Mame dany trojuholnik ABC. Na strane AB lezi bod P tak, aby bol
uhol APC' pravy. Podobne na strane AC lezi bod @) tak, aby uhol AQB bol pravy.
Usecky PC' a QB sa pretinaji v bode H. Dokazte, ze uhly PHB a BAC majt rovhaku

velkost.

Pozorny citatel si v8imne, Ze v tlohe 2.1.1 sme uhol § a stranu ¢ vobec nevyuzili.
A aj to, Ze asi nebude nahoda, Ze velkost uhla PH B vysla «. Uvahy z nasich rieSeni
vieme spravit vSeobecne s uhlom « a takto dostaneme dokaz pozadovaného tvrdenia.

Pre lepsiu nazornost ho uvedieme vedl'a prvého rieSenia tulohy 2.1.1.

Riesenie tlohy 2.1.1.
Sucet uhlov stvoruholnika APHQ je 360°, preto

|<PHQ| = 360° —90° — 50° — 90° = 130°.
Uhly PHB a PHQ st susedné, teda

|<PHB| = 180° — |[<PHQ| = 180° — 130° = 50°.

0
Riesenie wlohy 2.1.2. Nech |[<BAC| = a.
Sucet uhlov stvoruholnika APHQ je 360°, preto
|[<<PHQ| = 360° —90° — a — 90° = 180° — «.
Uhly PHB a PHQ st susedné, teda
|<PHB| =180° — |[<PHQ| = 180° — (180° — «) = av.
O

V tejto situécii prakticky nie je rozdiel medzi dokazovanim a vypoctom. A tak
tomu je aj pri viacerych dalsich dokazovych tlohéch. Takéto dokazové tlohy si vieme
predstavit tak, Ze miesto dokazovania mame vhodna vec vypocitat. Teraz sme vedeli
dokazovanie zhodnosti uhlov PH B a BAC' transformovat na tlohu na vypocet velkosti
uhla PHB. 7 tohto uhla pohladu je dokazova tloha jednoduchs$ia ako vypoctova —
prezradza ndm totiz vysledok, ktory mame dostat.

Dalsim znakom mnohych dokazovych tloh je ich vSeobecnost. Zriedkakedy stret-

neme dokazovi tlohu, v ktorej mame zadany trojuholnik s konkrétnymi rozmermi. V

24



tom spociva naro¢nost dokazovania — ukazat nie¢o pre nekone¢ne vela (alebo velmi
vela) pripadov.

Ked nam tato v8eobecnost robi problém, tak je dobré zacat s konkrétnou verziou
tlohy. Ak méme nieCo dokazovat v trojuholniku, tak si najprv vezmime konkrétny
trojuholnik a sktisme tvrdenie dokazat v nom. MéZeme si ho skisit aj narysovat. Ne-
musime si vSak nutne volit rozmery trojuholnika. Mozeme si stanovit aj velkost iného
uhla alebo strany, ktoré su v zadani.

V mnohych pripadoch mozno logické tvahy pouzité v konkrétnom rieseni zovse-
obecnit. K tomu nam casto poslazia premenné, ako sme to videli pri rieSeni tlohy
2.1.2, kde sme pouzili a ako velkost uhla BAC.

Uloha 2.1.3. Rovnoramenné trojuholniky ABV a ACV so zakladiiami AB a AC
zdielaju rameno VA a ziadny iny bod. Vieme, ze |[<BAV| = 40° a |<CAV| = 20°.
Vypocitajte velkost konvexného uhla BV C.

Riesenie. V rovnoramennom trojuholniku ABV st uhly pri zakladni rovnaké. Preto
|<VBA| = |<VAB| = 40°. Dopo¢itanim uhlov do 180° potom dostaneme |<AV B| =
100°. Rovnako pre rovnoramenny trojuholnik ACV dopoécitame |<VCA| = 20° a
|<<TAVC| = 140°. Na zaver vieme velkost hladaného uhla BV C zistit odpocitanim
z plného uhla:

|<BVC| = 360° — |<AV B| — |[<AVC| = 360° — 100° — 140° = 120°.

Obr. 2.2: Nacrt k alohe 2.1.1

Uloha 2.1.4. Rovnoramenné trojuholniky ABV a ACV so zakladiiami AB a AC
zdielaji rameno V' A a ziadny iny bod. Vieme, ze |[<BAC/| = 60°. Vypocitajte |[<BV C|.

Riesenie. Ulohu mozno riesit rovnako ako predosli, len pouzijeme premenné. Oznacme
|[<BAV| = a a |<VAC| = 3, pricom a + = 60°. Potom |[<AVB| = 180° — 2q,
|<<AVC| = 180°—=2F a |<BV C| = 360°—(180°—2a)—(180°—203) = 2(a+3) = 120°. O
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Ulohy na precvicenie

Uloha 2.1.5. V trojuholniku ABC pretina os vnttorného uhla pri vrchole A stranu
BC v bode D. Vypocitajte velkost uhlov BDA a ADC', ak a = 5cm, 8 = 68°, v = 40°.

Uloha 2.1.6. V trojuholniku ABC sa osi vietkych jeho troch uhlov pretinajia v bode
1. Vypocitajte velkosti uhlov BIC, CIA a AIB, ak a = 5cm, 8 = 68°, v = 40°.

Uloha 2.1.7. Vyriesite predoslé tlohy pre vieobecny trojuholnik. Teda vyjadrite vy-

sledok v zévislosti na stranéch a velkosti uhlov trojuholnika ABC'.

Uloha 2.1.8. [19, s.14, 1.12] Trojuholniky ABC a CDE st rovnoramenné postupne
so zakladnami AC' a C'E. Ealej plati, Ze tsecky AB a ED su rovnobezné a bod C' je
vnutornym bodom tsecky BD. Dokézte, ze uhol AC'E je pravy.

Uloha 2.1.9. [19, s.15, @. 20] Vnutri §tvorca ABCD sa nachadza bod E tak, Ze troj-
uholnik ABFE je rovnostranny. Najdite velkost uhla CED.

Uloha 2.1.10. Nech ABCD je rovnobeznik a L stred jeho strany C'D, pricom BL je
os uhla ABC. Dokazte, ze priamky AL a BL st navzajom kolmé. [MO71 C-S-2]

Uloha 2.1.11. Nech ABCD je rovnobeznik a L stred jeho strany C'D, Dokéze, 7e BL
je os uhla ABC' prave vtedy, ked priamky AL a BL st navzajom kolmé.
[KMS 07/08-L2-7]

Uloha 2.1.12. Vnitri §tvorca ABCD sa nachadza bod X tak, 7ze |[DX| = |CX] a
|<<C X D| = 150°. Dokéazte, ze trojuholnik ABX je rovnostranny.

Uloha 2.1.13. V rovnoramennom trojuholniku ABC' so zakladiiou AB je na strane
AC zvoleny bod D tak, ze plati |[BA| = |AD| = | DC. Ur¢te vnatorné uhly trojuholnika
ABC.

2.2 Uhly v kruzniciach

Uloha 2.2.1. Mame dany trojuholnik ABC, v ktorom je bod S stredom strany AB.
Vieme, 7e plati |AB| = 6cm, |CS| = 3cm a |[<CAB| = 40°. Vypocitajte velkost uhla
ACB.

Riesenie. Kedze S je stred strany AB, tak |AS| = |SA| =3cm = |CS]|

Trojuholnik ASC' je teda rovnoramenny, takze |[<ACS| = |[<CAB| = 40°.

|<ASC| = 180° — |<SCA| — |[<CAS| = 180° — 40° — 40° = 100° (stcet uhlov v
trojuholniku ASC').

|<<C'SB| = 180° — 100° = 80° (susedny uhol).

|<<SCB| = |<SBC| = (180° — 80°)/2 = 50° (z rovnoramenného trojuholnika SBC').
|<ACB| = |<ACS| + |<SCB| = 40° + 50° = 90°. 0
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Obr. 2.3

Porovnajte riesenie predoslej tilohy s rieSenim nasledovnej tlohy.

Uloha 2.2.2. Mame dant tsetku AB dlht 6 cm. V jej strede S zostrojime kruznicu

s polomerom 3 cm. Na kruznici k zvolime bod C' tak, aby |[<CAB| = 40°. Vypocitajte
velkost uhla ACB.

Tato tlohu mozno riesit aplne identicky. Jediny rozdiel je v nacrte, ktory si vac¢sina
Tudi urobi — bude v fom chybat tsecka SC. To mozZe sposobit, Ze sa nam tazko bude
zacCinat. Tato situacia pekne ilustruje délezitost na¢rtu a toho, ¢o si donho zaznacime.
Pri niektorych tulohdch ndm moéze pomdct doplnit do nacrtu nieco, ¢o nie je priamo

dané.
Uloha 2.2.3. Ako sa zmenf rieSenie predoslej tlohy, ak zmenime velkost uhla C AB?

Riesenie. Ukazeme, ze uhol AC'B je vzdy pravy. Nech oo = |[<CAB|. KedZe S je stred
strany AB, tak |AS| = |SA| =3cm = |CS|

Trojuholnik ASC je teda rovnoramenny, teda |[<ACS| = |<CAB| = «.

|<<ASC| = 180° — |<«SCA| — |<CAS| = 180° — a — a = 180° — 2« (sucet uhlov v
trojuholniku ASC).

|<<CSB| =180° — (180° — 2a) = 2« (susedny uhol).

|<<SCB| = |<SBC| = (180° —2a) /2 = 90° — @ (z rovnoramenného trojuholnika SBC').
|<ACB| = |[<ACS| + |<SCB| = a + (90° — a) = 90°. O
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Uloha 2.2.4. V predchadzajtcej tlohe si k danej usetke AB so stredom S zvolime
bod C tak, aby uhol ACB bol pravy. Viete niec¢o povedat o tom, kde takyto bod C
musi lezat? Co nam hovorf o polohe bodu C riesenie predoslej tlohy (bez toho, aby

sme ho nejako upravovali)?

Tu je dolezité si uvedomit, ze rieSenie predoslej tilohy ndm ni¢ nehovori o tom, kde
tento bod moze byt. V nej sme ukazali len to, Ze pokial zvolime bod C na kruznici k

so stredom S a polomerom |SA| = 3cm, tak

Veta 2 (Veta o Télesovej kruznici). Uvazujme tsecku AB a kruznicu 7 s priemerom
AB. Pre bod C rozny od bodov A, B plati, ze |[<ACB| = 90° prave vtedy, ked bod C

leZ{ na kruznici 7.

Dokaz tejto vety sme uz uviedli ako rieSenie tlohy 2.2.3. Pre pestrost vsak uvedieme

eSte jeden, podobny dokaz.

Dékaz. Oznafme |<ASC| = « a |<BSC| = . KedZe ide o susedné uhly, tak o + 3 =
180°. V rovnoramennom trojuholniku AC'S dopocitame |<ACS| = (180° — a)/2 =
90° — /2. Podobne v rovnoramennom trojuholniku BC'S dopocitame |<SCB| = 90° —
B/2. Preto plati |[<ACB| = 90° —a/2+90°— 3/2 = 180° — (a+ ) /2 = 180° —180°/2 =
90°. [

Teraz prejdeme k vSeobecnejsej verzii vety o Talesovej kruznici. K tomu poniikneme

dva pristupy navadzajtce na jej objavenie.

Uloha 2.2.5. Na kruznici k so stredom O st dané body B a C také, Ze |[<BOC| = 130°.
Mame trojuholnik ABC' Stred jeho opisanej kruznice oznac¢ime O. Vieme, Ze |[<<BOC| =

130° a a = 5cm.

a) Na dlhSom obluku AB zvolime bod A tak, aby |<ABC| = 40°. Urcte velkost
uhla BAC.

b) Kde mame zvolit bod A, aby uhol BAC mal ¢o najvacsiu velkost?

Riesenie. a) Trojuholnik BOC' je rovnoramenny, lebo OB a OC' st polomery kruz-
nice. Preto |[<OBC| = |<OCB| = (180° — 130°)/2 = 25°. Dalej |[<OBA| = |<CBA| —
|<OBC| = 40°—25° = 15°. Trojuholnik O BA je tiez rovnoramenny, ¢ize |[<<BAO| = 15°
a |[<BOA| = 180° — 2 - 15° = 150°. Teraz vieme z plného uhla dopocitat |[<AOC| =
360° — |<BOA| — |<BOC| = 360° — 150° — 130° = 80°. Z rovnoramenného trojuhol-
nika AOC' dostaneme |<OAC| = (180° — 80°)/2 = 50°. Na zaver s¢itame |[<BAC| =
|<BAO| + |[<OAC| = 15° + 50° = 65°.

b) Ozna¢me |[<ABC| = f a |[<BAC| = «a. Vidime, ze ked pozname uhol (3, tak vieme

Tahko ur¢it uhol . Zopakujme teda postup z ¢asti a), avSak teraz namiesto konkrétne;j
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Obr. 2.5 Obr. 2.6

velkosti uhla 40° budeme pouzivat premenni 5. Vyjde nam: |[<OBC| = |<OCB| = 25°.
Dalej |[<OBA| = 8 — 25° = |<BAO|, |<BOA| = 180° — 2 - (8 — 25°) = 230° — 28,
|<<TAOC| = 360° — (230° —25) —130° = 23, |[<OAC| =90°—-faa = F—25°490°—fF =
65°.

Vyzera to tak, ze vidy a = 65°, bez ohladu na to, ako velky uhol (3 si zvolime.
Avsak tento zaver je unahleny, to sme eSte nedokazali. Body mézu byt rozmiestnené
aj inak. Ak < 25° tak potom neplati |[<OBA| = [ — 25°, ale |[<OBA| = 25° — .
Podobne sa meni s¢itavanie uhlov pri vrchole C. Ide vSak len o drobné odlisnosti v

pocitani uhlov, ktoré st znazornené na obrézku 2.7.

130° =28 9 130°

B 25 ! 25 C

Obr. 2.7 Obr. 2.8

Avsak ¢o ak sa A nachédza v opacnej polrovine urcenej priamkou BC' ako je bod
O? Potom |<OBA| = f+ 25° = |<BAO|, |[<BOA| = 180° — 2 (§ + 25°) = 130° — 20,
|<<AOC| = 130° — (130° —253) = 26, |[<OAC| =90° - aa = [+25°4+90°— 3 = 115°
(pozri obrazok 2.8).

Teda najvicsia mozné velkost uhla « je 115°. O]

Na tejto tulohe si mozeme vsimnut nasledovnu vec. Ked hybeme s bodom A po
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dlhsom obliku BC, tak uhol BAC ma stale velkost 65°. Rovnako sa jeho velkost
nemeni ani na kratSom obluku BC, kedy ma velkost 115°.

Majme kruznicu k so stredom S a obluk o kruznice k s krajnymi bodmi AB. Uhol
ASB, v ktorom sa nachédza obluk o, nazyvame stredovgm uhlom prislichajacim k
obliku o. Upozoriujeme, Ze obluky s krajnymi bodmi A, B existuji dva. Preto spres-
nujeme, Ze obluk lezi v uhle. Presnejsie oblik o je prienik kruznice a stredového uhla.
Ak je obluk o dlhsi ako polovica kruznice, tak jeho stredovy uhol je nekonvexny, teda
vacsi ako 180°. Iny sposob, ako blizsie $pecifikovat, o ktory z dvoch oblikov AB ide, je
pouzit jeho vnutorny bod C' — vtedy hovorime o obluku ACB.

Uhol ACB, kde C' je bod kruZnice nepatriaci obliku o, sa nazyva obvodoviim uhlom
prislichajicim obliku o (resp. nad oblikom o).

V 1lohe 2.2.5 sme mali stredovy uhol BOC' s velkostou 130°. Ten prislichal ku
kratsiemu obliku BC' opisanej kruznice, ozna¢me tento oblik o;. Obvodovy uhol je
skimany uhol BAC', ktory ma vrchol A na dlhsom obliuku BC| ten ozna¢me o0y. Ukazali
sme, Ze tento obvodovy uhol ma vzdy velkost 65°, ¢o je polovica zo 130°. Ked je bod A
na obluku o7, tak uhol BAC' je obvodovy uhol prislichajuci obliku 0, a méa vel'kost 115°.
Stredovy uhol obliku o0, je 360° — 130° = 230°, ¢o je znova dvojnasobok obvodového

uhla velkosti 115°. Tento vztah plati aj vSeobecne.

Veta 3 (O obvodovom a stredovom uhle). Nech o je obluk kruznice k. Potom stredovy
uhol prislichajuci obliku o méa dvojnasobnu velkost ako Tubovolny obvodovy uhol

prisliichajtci obliku o.

Toto tvrdenie nam hovori, Ze obvodové uhly prislichajice rovnakému obluku st

zhodné.

Veta 4 (Veta o obvodovych uhloch). Nech o je obluk kruznice k s krajnymi bodmi A,
B. Potom pre Tubovolné dva vnutorné body Cy, Cy obliku o plati

Tieto vety vieme vyuzit aj obratene — na zéklade nich vieme zistovat, kedy bod lezi
na kruznici. Skor nez si precitate znenie nasledovnej vety, sktuste sa nad tym zamysliet

a aj si ju odovodnit.

Veta 5 (Kedy bod lezi na (opisanej) kruznici?). Nech k je kruznica opisané trojuhol-
niku ABC' a bod X je l'ubovolny bod neleziaci na priamke AB. Potom bod X leZi na

kruznici k prave vtedy, ked spliia jednu z nasledovnych podmienok:
(i) bod X lezi v polrovine ABC a plati |[<AX B| = |[<ACB|;
(ii) bod X lezi v polrovine opacnej k ABC' a plati |[<AX B| = 180° — |[<ACB).
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Doékaz. Dokaz implikacie , = vyplyva z vety 4. Ostéava nam teda dokézat, ze kazdy
bod spliiajici (i) alebo (ii) lezi na kruznici k.
Nech plati (i), teda |[<AX B| = |<ACB]|. Nech je bod Y priese¢nikom priamky BX

s kruznicou. ]

Uloha 2.2.6. V trojuholniku ABC plati a = 70° a 8 = 30°. Bodmi B a C vedieme
doty¢nice ku kruznici opisanej trojuholniku ABC, ktoré sa pretnu v bode D. Urcte

vnutorné uhly trojuholnika BC'D.

Riesenie. Dotycnica ku kruznici je kolmé na polomer. Preto si do obrazku dokreslime
stred O kruznice opisanej trojuholniku ABC a spojime ho s bodmi B a C'. Pre stredovy
uhol obliuka BAC plati |[<BOC| = 2|<BAC| = 140°. V rovnoramennom trojuholniku
BOC' dopocitame |<OBC| = |<OCB| = (180° — 140°)/2 = 20°. Potom |<CBD| =
90° — |[<OBC| = 70° a rovnako aj |[<<BCD| = 70°. Potom uz len v trojuholniku BC' D
dopocitame |<BDC| = 180° — 70° — 70° = 40°. O

Vsimnime si, Ze pri rieSeni sme nevyuzili uhol 5. Vypocitané velkosti uhlov CBD a
BCD zéavisia len od uhla «, presnejsie st mu rovné. Tymto sme odhalili dalsi dolezity
vztah medzi uhlami v kruznici. Nech AC'B je oblik kruznice k a nech sa bod X nacha-
dza na doty¢nici ku kruznici k v bode A a zaroven v polrovine opacnej k ABC'. Potom
uhol BAX sa vola tsekovyj uhol prislichajuci obliku AC'B a je rovny obvodovému uhlu
prislichajicemu kratSiemu obluku AB kruznice k. Aj pri tomto tvrdeni plati opacna
implikicia. To ndm umozni na zaklade zhodnosti uhlov dokazat, Ze priamka sa dotyka

kruZnice.

Veta 6. Nech AB je tetiva kruznice k. Priamka p prechédzajuca bodom A sa dotyka

kruznice k prave vtedy, ked uhol

Doékaz. Pokial je AB priemer kruZnice, tak tvrdenie vravi, Ze p je doty¢nicou prave
vtedy, ked je kolmé na priemer, ¢o plati. Vo zvysku dékazu predpokladame, Ze stred
O kruZnice k nelezi na priamke AB. Nech « je velkost obvodového uhla prislachaju-
ceho kratSiemu obluku AB kruZnice k. Potom stredovy uhol AOB mé velkost 2a. 7
rovnoramenného trojuholnika AOB méame |[<OAB| = 90° — «, ¢o je uhol priamok AO
a AB. Priamka p je dotycnicou ku kruznici k prave vtedy, ked zviera s priamkou OA
uhol 90°, ¢o je ekvivalentné tomu, ze uhol priamok p a AB je 90° — |[<OAB| =«a. O

2.3 Osi a kruznice v trojuholniku

V tejto Casti sa blizSie pozrieme na to, ¢o su to osi stran a uhlov. Obe by ste mali
) , LN P o~ . PN . .,
poznat zo zakladnej skoly, no v poznani ich vlastnosti vSak viaceri ziaci maji medzery.

KedZe osi maju vyznamny suvis s rysovanim, tak tito cast uvadzame konstrukénymi

31



tlohami. Nevyzadujeme, aby ste ich riesili rigorézne s ¢lenenim na vsetky potrebné

Casti. Staci, ked sa zamyslite nad tym, preco su vaSe postupy spravne.

Uloha 2.3.1. Traja kamarati Albert, Betka a Cecilia byvaju v bodoch A, B, C tak,
ze |AB| = 6km, |BC| = Tkm a |CA| = 5km. V bode X si chct postavit vikendovi
chatu. Cecilia ju chce mat 3km od svojho domu. Albertovi a Betke na tom az tak
nezalezi. Dolezité je, aby ju mali obaja rovnako daleko. Kde vSade moZno postavit
chatu? Zostrojte vsetky takéto body X.

Riesenie. Postupne spracujme podmienky zo zadania. Hladany bod X ma byt vzdia-
leny 3km od bodu C'. To znamené, ze musi lezat na kruznici k so stredom v bode C
a polomerom 3km. Druha podmienka vravi, ze bod X je rovnako vzdialeny od bodu
A ako od bodu B, teda |XA| = |XB|. Vieme narysovat nejaky tutvar, ktory bude
obsahovat vSetky body s takouto vlastnostou?

Pokial nie, tak ukaZeme, ako takyto utvar vieme objavit. Zacnime tym, Ze skiisme
narysovat niekolko bodov spliiajucich tieto vlastnosti. Niektori to zvladnu hned. Ak
mame fazkosti, tak skiisme postupne. Vieme narysovat taky bod X spliiajici | X A| =
|XB| = 6km? Také body X néajdeme na priese¢nikoch dvoch kruznic so stredmi v
bodoch A, B a polomerom 6km. Takto vieme pokracovat s dalsimi bodmi pre iné
vzdialenosti. Dostaneme tak niekolko bodov X, ktoré su rovnako vzdialené od bodov
A, B. Vieme si domysliet, ako budi vyzerat vSetky?

Moézeme si vSimnit, ze body X s touto vlastnostou lezia na priamke, nazvime ju
o. Vyzera to, ze priamka o je kolmé na stranu AB a prechédza jej stredom. Taktto
priamku by sme mali poznat — je to os usecky AB. A moZno si aj paméatame, Ze os
usecky ma prave tito vlastnost — obsahuje tie a len tie body, ktoré st rovnako vzdialené
od bodov A, B.

Hladany bod X tak najdeme v prieniku kruznice k a priamky o. Tie sa pretnu v

dvoch bodoch, takze tloha méa dve rieSenia.

X
I ¢
X1
Ae © B
Obr. 2.9
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Obr. 2.10

Na tejto tlohe sme si pripomenuli, ¢o je to os tsecky. Dokonca ju moézeme vyjadrit

dvomi spdsobmi:
(i) priamka, ktora prechadza stredom tsecky AB a je na nu kolma,
(ii) mnozina vsetkych bodov roviny, ktoré su rovnako vzdialené od bodov A, B.

Prvy spoésob nam vravi, ako os usecky vyzerd, resp. ako ju narysovat. Druhy nam
opisuje vlastnost ich bodov. V&imnite si, Ze z neho nie je vobec na prvy pohlad jasné,
7e os usecky je priamka. Taktiez z pohladu riadneho dokazovania nie je jasné, Ze tieto
dva spOsoby opisuju to isté.

Pre potreby tohto materidlu sa staci uspokojit s tym, Zze sa o tom presved¢ime
skisanim. Ozna¢me si priamku z bodu (i) ako o a mnozinu z bodu (ii) ako M. Skuste
si zvolit niekolko bodov na priamke o a overte (napr. meranim), Ze maju rovnaku
vzdialenost od A a B, teda Ze patria do M. Nezabudnite to spravit aj opacne — zvolte
si niekol’ko bodov mimo o a ukazte, Ze ich vzdialenosti od A a B nie si rovnakeé.

Pre zaujemcov uvedieme dokaz, ze o = M. Oznac¢ime si pritom stred tsecky AB

ako S. Ide o rovnost dvoch mnozin. To znamené, Ze potrebujeme dokazat dve veci:

e Kazdy bod z priamky o sa nachadza v mnozine M: Pre kazdy bod X € o plati
|AS| = |BS|, |SX]| = |SX]| a |[<ASX| = |<BSX| = 90°. Preto st trojuholniky
ASX a BSX zhodné podla vety sus, teda |AX| = |BX]|, ¢ize X € M.

e Kazdy bod mnoziny M lezi na priamke o: Pre kazdy bod X z mnoziny M plati
|AX| = |BX]|. Dalej plati |[AS| = |BS| a |SX| = |SX. Preto su trojuholniky
ASX a BSX zhodné podla vety sss. Teda |[<ASX| = |[<BSX]| a kedze ide o
zhodné susedné uhly, tak musia byt pravé. Preto SX L AB, ¢ize X € o.

Déavame do pozornosti, Ze hoci obe casti dokazu vyzeraja podobne, idd logicky inym
smerom — maju rozdielne predpoklady, z ktorych vychadzaji, aj zavery. To mozeme

vidiet na tom, ze sme pouzili rézne vety o zhodnosti trojuholnikov.
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Uloha 2.3.2. Mozno chatu z predoslej tlohy postavit spravodlivo, teda aby kazdy k

nej mal rovnako daleko?

AX| = |BX| = |CX]|. Opat si
rozdelime ulohu na viac krokov. Aby sme splnili podmienku |AX | = |BX]|, tak bod X

Riesenie. Hladame bod X, pre ktory bude platit

sa musi nachadzat na osi o, tsecky AB. Kedze |BX| = |CX]|, tak X musi lezat na osi o,
tsecky BC'. Preto X € o.MNo,. Z vlastnosti osi tseciek plati |[AX| = |BX| = |CX|. O

Takyto bod X je vlastne stred kruZnice opisanej trojuholniku ABC — je totizto
rovnako vzdialeny od vSetkych vrcholoch trojuholnika. Preto mozeme spravit kruznicu
so stredom v bode X a polomerom |X A| a ta obsiahne aj body B a C'. RieSenie predosle;
tlohy zachytilo podstatu toho, Ze osi stran trojuholnika sa pretinaji v jednom bode.

Skuste zostavit tento dokaz.
Veta 7. Osi stran trojuholnika ABC' sa pretinaju v jednom bode.

Dokaz. Nech X je priesecnik osi o. a 0o, postupne stran AB a BC. KedZe X € o, tak
| XA| =|XB|, akedze X € o,, tak | X B| = | XC|. Kedze | XA| = | XB|a|XB| = |XC|,
tak aj |[XA| = |XC|. To znamena, ze bod X lezi aj na osi o, strany AC'. O

Tu si mdézeme v8imnit Standardny dokaz toho, ze tri priamky sa prechadzaju jed-
nym bodom. Oznacime si prieseénik dvoch z nich a ukazeme, Zze nim prechédza aj tretia

priamka. Osi stran st vdaka vlastnosti ich bodov pomerne vda¢né na tento dokaz.

Uloha 2.3.3. Z bodu V vychadzaja dve dialnice — polpriamky VA a V B, ktoré zvie-
raja uhol 60°. Body A, B sa nachddzaju 5km od bodu V. Pan Tajomny vam prezradil,
ze byva v bode T vzdialenom 6 km od bodu A tak, Ze jeho vzdialenost k obom dialni-

ciam je rovnaka. Kde vSade moze byvat pan Tajomny? Zostrojte vSetky takéto body
T.

Ulohu mozno riesit podobne ako tlohu 2.3.1. Odporacame, aby ste si ju vyriesili

najprv sami. Potom skontrolujte, ¢i je nasledovné rieSenie spravne.

Pokus o riesenie. KedZe je bod T vzdialeny 6 km od bodu A, tak musi lezat na kruznici
k so stredom v bode A a polomerom 6 km. balej bod T méa byt rovnako vzdialeny od
polpriamok VA a V B. To znamené, Ze musi lezat na priamke o, ktoré je osou uhla
AV B. Teda bod T lezi na prieniku k£ N o, ¢o ndm déa dve mozné polohy bodu O. O

Oproti minulému rieSeniu sme v hom vynechali objavenie vlastnosti osi uhla. Je to
vobec spravne, ze bod T musi lezat na osi uhla AV B? Zamysleli ste sa nad tym?

Tato tloha skryva chytak. Pozrite sa na bod Y, ¢i vyhovuje zadaniu. Bod Y je
vzdialeny 6 km od bodu A. M6zeme to odmerat aj pravitkom, ale vyplyva to aj z toho,

ze lezi na kruznici k. Ked sa chceme z bodu Y dostat na dialnicu (polpriamku) V' A,
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Obr. 2.11

26

N

Obr. 2.12

kolko musime prejst? A ako je to pre dialnicu V B? Tu nas moZe zneistit, ¢o je to
vzdialenost bodu od priamky. Prave preto sme teraz napisali vzdialenost od dialnice.
Ked sa chceme dostat na dialnicu V A, tak zrejme pdjdeme po vyznacenej Cervenej
usecke Y'V. Je to najkratsia cesta, ako sa k dialnici dostat. Takto sa meria vzdialenost
bodu X od Tubovolnej mnoziny bodov M — je to dlzka najkratsej tusecky XY, kde
Y € M. Vzdialenost bodu Y od oboch polpriamok VA, VB je tak |YV]|, teda je od

oboch rovnako vzdialeny.

Opis vlastnosti osi uhla je naro¢ny na podobné nachytanie sa. Nekorektné definicie
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X2
Obr. 2.13

sa objavuju aj v niektorych ucebniciach. Mnozina bodov rovnako vzdialenych od pol-
priamok VA a V B okrem priamky o obsahuje body z prieniku polrovin VCA a VDB,
kde |[<CV A| = |<DV B| = 90° (na obrazku ?? vyznacena Cervenou). Zelenou farbou
st potom vyznacené vietky body X vyhovujice tulohy 2.3.3.

Jedna zo spravnych ekvivalentnych definicii osi uhla je nasledovné:

(i) Os uhla AV B je polpriamka V X, kde bod X sa nachadza vnutri uhla AV B tak,
ze |[<AVX| = |<XVB].

(ii) Os uhla je mnozina bodov uhla AV B, ktoré st rovnako vzdialené od jeho ramien
(teda od polpriamok VA, VB).

Jediny rozdiel je, ze hovorime o mnozine bodov uhla AV B, teda nie o mnozine vSetkych

bodov roviny. Body mimo uhol tak do tejto mnoziny nezahfhame.

Uloha 2.3.4. V Koctrkove su tri dialnice tvorené priamkami AB, BC a C'A, ktorych
prieseéniky A, B, C' st navzajom rdzne body. Opiste postup konstrukcie, ako najst
vsetky body P, v ktorych mozno postavit budovu dialni¢nej policie tak, aby bola

rovnako vzdialena od vSetkych troch dialnic.

Riesenie. Opét zacneme tym, Ze sa pozrieme na podmienku, Ze hladany bod P je
rovnako vzdialeny od priamok AB a AC. Takyto bod nemoéze lezat iba na jednej z
tychto priamok. Priamky AB a AC delia rovinu na $tyri uhly. Ked lezi v jednom z
tychto uhlov, tak rovnaka vzdialenost ma prave vtedy, ked lezi na osi uvazovaného
uhla. Dostaneme tak, ze bod P musi lezat na zjednoteni osi vSetkych Styroch uhlov
urc¢enych priamkami AB a AC. Ide o zjednotenie priamok o, a 0/, kde o, obsahuje os
vnutorného uhla « trojuholnika ABC' a o), je zjednotenie osi dvoch vonkajsich uhlov
pri vrchole A trojuholnika ABC'.

Analogicky, kedZe bod P je rovnako vzdialeny od priamok BA a BC, tak musi lezat
na zjednoteni osi uhlov oz a o, pri vrchole B. Teda P € (0, U 0y,) N (05 U 0j5). Takto
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Obr. 2.14

dostaneme $tyri priesecniky Py € 0, M og, P1 € 0o N0, P € 0, Nog a Py = 0], N 0j.
Pre kazdy z nich plati, Ze je rovnako vzdialeny od priamok AB, AC a tato vzdialenost
je rovné aj vzdialenosti od priamky BC. Teda kazdy z tychto Styroch bodov splha

podmienku zo zadania. Uloha ma tak 4 rieenia. O

Zo zéaveru ulohy vyplyva, ze kazdy zo styroch zostrojenych bodov lezi aj na zjedno-
tenf osf 0, Uo. . Presnejsie Iy, P3 € 0, a Py, P, € 0.,. Tym sme ukazali hlavni myslienku

dokazu nasledovnych viet.
Veta 8. Osi vnutornych uhlov trojuholnika sa pretinaji v jednom bode.

Veta 9. Osi vonkajsich uhlov pri dvoch vrcholoch trojuholnika a os vnatorného uhla

pri trefom vrchole trojuholnika sa pretinaji v jednom bode.

Spolo¢ny priese¢nik osf vnitornych uhlov je stredom kruznice vpisanej trojuholniku
ABC, teda takej kruznice, ktora sa dotyka vsetkych troch strdn trojuholnika. Jej stred
zvycCajne znac¢ime I. Sposob najdenia jej stredu je podobny ako v rieSeni tlohy 2.3.4.
Akurat vdaka podmienke na dotyk so stranami a nie priamkami sa nadm stac¢i obmedzit
na vnutorné body trojuholnika ABC', ¢o vedie na uvazovanie iba osi vnttornych uhlov
trojuholnika ABC.

Je v8ak dobré si uvedomit, Ze vSeobecnejsie zadana konStrukéna tloha 2.3.4 méa
aZ 4 rieSenia. Kde hladdme kruZnicu dotykajicu sa troch priamok obsahujicich strany
trojuholnika ABC' Bod P, teda spolo¢ny bod osi 04, 0}, 0, je stred kruZnice pripisanej
k strane BC' trojuholnika ABC, ¢o je kruznica dotykajuca sa strany BC' a polpriamok
opacnym k AC a AB. Jej stred zvykneme oznacovat I,. Analogicky sa definuju kruznice
pripisané k stranam C'A a AB, ktoré postupne oznacujeme Iz a I-. Pripomenieme, ze

polpriamku opaé¢ni k polpriamke AB oznacujeme @*.
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Ako si zapaméatat konstrukciu vpisanej a opisanej kruznice

V praxi sme sa viackrat stretli s tym, Ze ziak si nepamaétal, ako sa konstruuje stred
kruznice vpisanej alebo opisanej trojuholniku. Pre kazdy z nich sme sa stretli s tvrde-
niami, Ze ho ndjdeme na priesecniku osi stran, osi uhlov, vysok, aj taznic. NajcastejSie
sme sa stretli so zamenou osi uhlov a stran. Preto zhrnieme niekol'ko rad, ako takymto
chybam predist.

Prvou je nespoliehat sa na nasu pamét, ale rozmyslat a odvodit si to. To sme sa
snazili ilustrovat pri ulohach 2.3.1 a 2.3.3. Povieme si, aka vlastnost ma mat hladany
stred a zameriame sa najprv na jednu z pozadovanych rovnosti. Pritom ndm moze

pomoct:

e Mnozina bodov rovnako vzdialenych od bodov A, B je os tsecky AB, kedze

méame zadané len dva body. Len pomocou nich uhol nedostaneme.

e Mnozina bodov rovnako vzdialenych od polpriamok VA, VB (resp. priamok,
tseciek) je os uhla (resp. viacero osi podla presného zadania). Tu zas neméame
zadant tsecku, takze nema zmysel ju robit. Uvazovat tsecku V A alebo V B by
sme sice vedeli, ale je to celkom umelé. Najmé kedZe zadanid mnozina bodov sa

nemeni, pokial od A posunieme po polpriamke V A.

Dalsou pomockou vie byt nacrtnat si tupouhly trojuholnik. V fiom sa osi stran pre-
tni mimo trojuholnika a osi vnutornych uhlov vnitri trojuholnika. A stred kruznice

vpisanej musi byt vnutri trojuholniku.

Ulohy na precviéenie

Uloha 2.3.5. Dokazte, 7e os vnutorného a vonkajsieho uhla toho istého vrchola troj-
uholnika st na seba kolmé.

Uloha 2.3.6. Riadne sformulujte dokaz vety 8.

Uloha 2.3.7. Riadne sformulujte dokaz vety 9.

Uloha 2.3.8. Nech sa uhlopriecky lichobeznika ABC D pretinaji v bode P a ich osi sa
pretinaju v bode M leziacom na jeho zakladni AB. Dokazte, ze bod P je stred kruznice
vpisanej do trojuholnika CDM. [MOT75 C-1-5]

Uloha 2.3.9. Nech ABC' je trojuholnik taky, ze uhol BCA je pravy. Nech I je stred
kruznice vpisanej do ABC' a X a Y priesec¢niky prepony AB a rovnobeziek so stranami
CA, resp. CB cez bod I. Dokézte, 7e |AX|? + |BY|? = | XY|?. [MO63 C-S-3]

Uloha 2.3.10. Nech ABCD je §tvorec, E bod polpriamky opacnej k polpriamke C'B
taky, ze |BC| = |CE|, F stred strany BC' a G kolmy priemet bodu E na priamku AF'.
Dokéazte, ze bod C' je stred kruznice vpisanej do trojuholnika AGE. [MOT72 B-S-2|
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Uloha 2.3.11. Nech ABC' je rovnoramenny trojuholnik so zakladiiou AB a S jej
stred. Nech sa kruznice vpisané do trojuholnikov AC'S a BC'S dotykaju priamky AB v
bodoch, ktoré delia zédkladiiu AB na tri zhodné diely. Vypocitajte |AB| : |C'S]. [MO61
C-S-2]

Uloha 2.3.12. Najdite prirodzené ¢isla, ktoré st dlzkami stran trojuholnika s obvodom
72 takého, ze jeho najdlhSia strana je rozdelend bodom dotyku vpisanej kruznice v
pomere 3 : 4. [MO61 C-1-2]

Uzito¢né cviCenia o vpisanej a pripisanej kruznici

Nasledujuice tulohy obsahuju niekolko uzitoénych tvrdeni, ktoré suvisia s vpisanou a
pripisanou kruznicou. Ich znalost méze byt uzitoéna v naroc¢nejsich tilohach matema-

tickych sutazi.

Uloha 2.3.13. Nech 7 je polomer kruznice vpisanej trojuholniku ABC' a s je polovica
jeho obvodu. Dokazte, Ze pre jeho obsah plati S = sr.

Uloha 2.3.14. Nech K, L, M st postupne body dotyku kruznice vpisanej trojuholniku
ABC so stranami BC', C'A, AB. Dokézte, ze priamky Al a LM st na seba kolmé.

Uloha 2.3.15. Nech K, L, M st postupne body dotyku kruznice vpisanej trojuholniku
ABC so stranami BC, CA, AB. Uréte dlzky tsetick BK, KC, CL, LA, AM, MB.

Uloha 2.3.16. Nech K, L, M su postupne body dotyku kruznice pripisanej k strane
BC trojuholnika ABC' s priamkami BC, C A, AB. Ur¢te dlzky tsediek BK, KC, CL,
LA, AM, MB.

Uloha 2.3.17. Nech DE je priemer kruznice vpisanej trojuholniku ABC, pri¢om bod
D je jej bod dotyku so stranou BC', a nech F' bod dotyku kruznice pripisanej k strane
BC so stranou BC. Dokéazte, ze

a) body A, E, F lezia na priamke;

b) |BD| = |FC|.

2.4 Stredné priecky

Uloha 2.4.1. Mame trojuholnik ABC' so stranami dlzok a = 8, b = 9, ¢ = 6. Uré¢te
dlzku tsecky XY, kde bod X lezi na strane AB a bod Y lezi na strane AC tak, ze

a) X a Y su stredy stran;
b) |[AX|:|XB|=|AY|: |YC|=1:2;
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c) |[AX|:|XB|=|AY|:|YC|=1:3;
d) |[AX|:|XB|=|AY|: |YC|=5:2.
Vo v8etkych podilohach zistite velkost uhla XY A.

Uloha 2.4.2. V trojuholniku ABC ozna¢me S, stred strany c¢. Dokéite, Ze rovnobezka

so stranou a vedend bodom S, pretina stranu b v jej strede.

Tu sme sa stretli s vyznamnou tseckou trojuholnika, ktora spaja stredy dvoch jeho
stran. Nazyva sa strednd priecka. KedZe sa budeme zaoberat stredmi stran, tak, ak

nepovieme inak, budeme stredy stréan a, b, ¢ postupne oznacovat S, Sy, S..
Veta 10 (Vlastnosti strednych prie¢ok). Pre kazdu stredni priecku trojuholnika plati:

(i) je rovnobeina s tretou stranou (teda tou, ktorej stred nie je krajnym bodom

strednej priecky, napr. S,S. || BC) a
(ii) méa polovitna dizku ako tato strana (teda napr. |S,S.| = $|BCY).

Taktiez tri stredné priecky delia trojuholnik na Styri mensie zhodné trojuholniky.

Ulohy na precvicenie

Uloha 2.4.3. V §tvoruholniku ABC'D oznaéime S, T, U, V postupne stredy stran
AB, BC, C'D, DA. Dokazte, ze stvoruholnik STUV je rovnobeznik.

Uloha 2.4.4. V stvoruholniku ABC'D ozna¢ime S, T, U, V postupne stredy stran
AB, BC, CD, DA. Dokazte, ze usecka SU rozpoluje tsecku VT

2.5 TaZnice

Aby néas neplietli znalosti, ktoré sme mohli o tazniciach poc¢ut v skole, tak zacneme
najprv s ulohami, v ktorych budeme pracovat s inymi tseckami. Sposob rieSenia tychto

tloh nam vsak pomoze hlbsie pochopit vlastnosti taznic.

Uloha 2.5.1. Mame dany trojuholnik ABC' so stranami @ = 5,1cm, b = 6,9cm a
¢ = T7,8cm. Na strane C'A zvolime bod X tak, aby platilo | X A| = 2|XC|. Podobne na
strane C'B zvolime bod Y tak, aby platilo |Y B| = 2|Y C/|. Priese¢nik useciek XB a Y A
oznacime P. Dalej vieme, 7e plati [ X B| = 5,2cm a |V A| = 6,8 cm. Uréte dlzky tseciek

a) XY, b) XP, ¢) BP.
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Riesenie. Pre trojuholniky ABC a XY C plati |CA| : |[CX]| = |CB| : |CY| = 3 a
|[<ACB| = |<XCY], lebo ide o totozné uhly. Preto st trojuholniky ABC a XYC

podobné podla vety sus. Z toho dostavame, Ze

AB| _

1
—— =3 ted XY|=<|AB| =2,6 cm.

Rovnako z tejto podobnosti musi platit |[<CAB| = |<CXY|, teda priamky AB a XY

A c=18 B

Obr. 2.15

st rovnobezné. 7 toho dostavame rovnosti striedavych uhlov |<Y X P| = |[<PBA| a
|<XYP| = |<PAB|. Preto aj trojuholniky XY P a ABP st podobné podla vety uu.
Koeficient ich podobnosti je |AB|: |XY|=3:1. Preto aj |[BP|: |PX|=3:1. Bod P

teda rozdeluje tsecku BX v pomere 3 : 1. Preto
1
]XP\:Z|XB]:1,3cm a |BP| = |BX| —|XP| =3,9cm.
m

Uloha 2.5.2. V konfiguracii z predoslej tlohy pozname len dizky ¢ = 6 cm, | XB| =
8cm a |[Y A| = 5cm. Viete vypoditat dizky tsediek XY, XP a AP v tejto situacii?

Riesenie. Stac¢i si uvedomit, ze dlzky stran a, b sme pri rieSeni vobec nevyuzili. Preto

tlohu vieme riesit rovnakym postupom. O

Uloha 2.5.3. Ulohu 2.5.1 vieme jednoducho vyriesit priblizne rysovanim. Vedeli by
ste narysovat aj trojuholnik z tlohy 2.5.27

Riesenie. RieSenie dlohy 2.5 nam da aj navod na narysovanie takéhoto trojuholnika
ABC'. Najprv podla vety sss narysujeme trojuholnik ABP so stranami |AB| = 7,8 cm,
|BP|=3,9cm a |AP| = %|AY! = 5,1 cm. Potom na polpriamke opacnej k PB zvolime
bod X tak, ze | X P| = 1,3cm a analogicky bod Y € ﬁéﬁ, |PY| = |AY| = 1,7cm.
Nakoniec bod C' ndjdeme na priesecniku priamok AX a BY'. n
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A teraz sa dostaneme k samotnym taZzniciam. Ide o druht moznost, ako pracovat
so stredmi stran. Miesto spdjania stredu strany s inym stredom, budeme ho spéajat s

vrcholom — zjavne protilahlym.

Definicia 1 (Tainica). Taznica trojuholnika je tisecka, ktoré spaja vrchol so stredom
protilahlej strany. Oznacujeme ju pismenom ¢ s indexom strany, ktorej stredom pre-
chadza. Teda napr. t, = AS,.

Uloha 2.5.4. V trojuholniku ABC' je bod S, stredom strany AB a bod S, je stred
strany AC. Usecky BSj a C'S, sa pretinaju v bode P. Vieme, Ze |BC| = 8cm, |BS,| =
6cm a |CS,| = 9em. Uréte dizky

a) |SpSe, b) |S.P|, c) |PC|, d) [SpP|, e) |PBJ.

Riesenie. Ulohu mozno riesit analogicky ako tilohu 2.5, preto uvedieme len vysledky:
|SpSe| = 4em, |S.P| = 3cm, |PC| =6cm, |SpP| =2cm a |[PB| =4cm. O

Riesenie tejto tlohy tiez vyplyva zo vseobecného tvrdenia o tazniciach, ktoré teraz
uvedieme. VSimnime si, zZe konkrétne rozmery ndm neovplyviiuji pomery, s ktorymi

sme pracovali. Preto mozeme vyslovit nasledovné tvrdenie.

Veta 11. Lubovolné dve taznice trojuholnika sa delia v pomere 2 : 1, pricom dlhsia

¢ast taznice obsahuje vrchol trojuholnika.

Doékaz. Uvazujme taznice t, a t. a ich priese¢nik oznacme P. Z vlastnosti strednych

priecok uz vieme, ze |S,S.| = |BC|/2 a SpS. || BC. Z tejto rovnobeznosti dostaneme, Ze
trojuholniky BC'P a S,S.P st podobné podla vety uu s koeficientom |BC/| : |S,S.| =
2:1. Preto |BP|: |PSy| =|CP|:|PS.,|=2:1. O

Teraz prideme k dalsej velmi dolezitej vlastnosti taznic, o ktorej ste mozno uz aj

poculi.
Veta 12. Taznice trojuholnika sa pretinaju v jednom bode.

Skuste toto tvrdenie dokazat. Pokial sa vam nedari, tak uvedieme este jednu na-

vodnu tdlohu spolu s navodnymi tvahami.

Uloha 2.5.5. V trojuholniku z tlohy 2.5.4 uvazujme tretiu taznicu AS,, ktora pretne
taznicu C'S, v bode Q. Urcte |QC/.

Riesenie. Taznice t, a t. sa tiez delia v pomere 2 : 1, preto |QC| = 4 cm. O

Dokazovat, ze tri priamky sa pretinaju v jednom bode, je ¢asto pomerne naroc¢nou
geometrickou tlohou. Pokial ste sa s takou nestretli, tak nemusi byt zly napad vyskusat

si to najprv s osami stran ¢i uhlov. Priamociarym spdsobom je vziat priese¢nik dvoch
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priamok, oznacit ho napr. X a ukazat, ze bodom X prechédza aj tretia priamka. (Tento
pristup funguje aj pri inych utvaroch ako priamkach.) Prip. mozeme priesecnik inych
dvoch priamok oznacit Y a ukézat, ze body X a Y si totozné. Skiste k tomu vyuzit

rieSenia predoslych tloh.

Doékaz vety 12. Nech P je priesecnik taznic t, a t.. Z vety 11 vieme, ze taznica t, deli
taznicu t. v pomere 2 : 1, preto |CP| = %tc. Teraz priesecnik taznic t, a t. ozna¢me
Q. Rovnako z vety 11 dostaneme, ze |CQ| = %tc. Kazdy z bodov P, () sa nachadza na
taznici t., teda tsecke C'S. vo vzdialenosti %tc od bodu C. To znamena, ze body P a

() su totozné, ¢ize ide o spoloény priesec¢nik vSetkych troch taznic. O

Definicia 2. Spolo¢ny priesecnik taznic nazyvame taZisko a zvycajne ho oznacujeme
T.

Taznice maju este dalSie vlastnosti, ktoré teraz uvedieme. Skor neZ si precitate

dokazy nizsie, skuste si ich dokdzat samostatne.

Veta 13 (Dalsie vlastnosti taznic).
(i) Kazda taznica deli trojuholnik na dva trojuholniky s rovnakym obsahom.
(i) Taznice delia trojuholnik na 6 trojuholnikov s rovnakym obsahom.

Dékaz (i) Oba trojuholniky maju zhodna stranu (rovna polovici strany trojuholnika)
a vysku, preto maja rovnaky obsah.

Dékaz (ii) Usecka T'S, je taznicou v trojuholniku BCT, preto podla (i) trojuholniky
BS, T a CS,T maja rovnaky obsah. Ozna¢me ho S;. Analogicky plati aj Scs,r =
Sas,r = S2 a Sas.r = Sps.r = S3 (pozri tiez obrazok 2.16). Podla (i) maju aj
trojuholniky ABS, a ACS, rovnaky obsah, teda 253 + S; = 255 + Sy, z ¢oho po
od¢itani S7 a vydeleni dvomi dostaneme S35 = S;. Rovnakou tvahou pre trojuholniky
CAS,. a CBS,. dostaneme S; = Sy, teda S; = S5 = S3.

Obr. 2.16: Sest trojuholnikov s rovnakym obsahom

Iny dokaz (ii) Vezmime si trojuholnik BT'S.. Nech P a @ st postupne péty kolmic z
bodov A a S. na priamku BS,. Pravouhlé trojuholniky BS.Q) a BAP zdielaji uhol
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pri vrchole B, preto st podla vety wu podobné s koeficientom podobnosti |BS.| :
|BA| = 1: 2. Preto vyika S.Q trojuholnika BT'S, mé poloviéni dlzku ako vyska AP
trojuholnika ABS,. Teda

Sprs. =5+ |BT| - [S.Q| = 5 - §IBSi| - 51AQ| = 5 - 5|BSi||AQ| =

_ 1 1 1 1
= 354Bs, = 3 - 554Bc = §S4BC-

Obsah trojuholnika BT'S. je tak % obsahu trojuholnika ABC'. Tento zéaver plati pre
kazdy zo Siestich malych trojuholnikov. ]

Obr. 2.17: Na¢rt k inému dokazu (ii)

S taznicami sa vieme stretnit aj vo fyzike. Ked dvojrozmerné teleso zavesime za
nejaky bod, tak zvisla priamka prechadzajica bodom zavesenia sa volé taznica. Takto
vieme v kazdom tutvare, aj v trojuholniku, dostat daleko viac taZnic, az nekonecne

vela.

Uloha 2.5.6. Rozhodnite, ¢ kazda priamka prechadzajuca taziskom deli trojuholnik

na dve ¢asti s rovnakym obsahom.

Riesenie. Vezmime si napriklad priamku p rovnobeznu so stranou BC', ktora pretina
strany AB a AC postupne v bodoch B" a C’. Vdaka vete uu plati AAB'T ~ NABS, a
NATC" ~ ANAS,C. V oboch pripadoch je koeficient podobnosti rovny |AT| : |AS,| =
2:3. Preto aj |AB'| : |AB| = |AC'| : |AC| =2 : 3, teda AAB'C" ~ AABC podla vety

sus. Preto

2\ 2 4
Sapcr = (5) - Sapc = g Sapc,

teda priamka p nedeli trojuholnik na dve ¢asti s rovnakym obsahom. O

Ulohy na aplikiciu taznic

Uloha 2.5.7. Mame lichobeznik ABCD, v ktorom je M stred strany AD a |CD| =
5|AB|. Aku ¢ast lichobeznika tvorf obsah trojuholnika MBD? [KMS 11/12-L2-1|
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Uloha 2.5.8. Mame trojuholnik ABC' a v fiom bod P. Oznaéme postupne D, E a F
stredy tseciek AP, BP a C'P. Dalej ozna¢me R priese¢nik tse¢iek AE a BD, ozna¢me

S priesecnik tseciek BF a C'E a oznaCme T priesecnik tseCiek CD a AF. Aku cast
obsahu trojuholnika ABC' tvori Sestuholnik DRESFT? [KMS 20/21-3L-4|

Uloha 2.5.9. Nech ABCD je rovnobeznik, ktorého uhlopriecka BD ma dlzku 12 cm.
Nech K je stred strany BC a L je stred strany C'D. Usetky AK a AL rozdelia uhlop-
riecku BD na tri ¢asti. Vypodcitajte dlzky tychto ¢asti.

Uloha 2.5.10. Lichobeznik ABC'D mé obsah 1 cm?. Navyse strana AB je rovnobezna
so stranou C'D a plati, ze |AB| = 2|C'D|. Stred uhlopriecky AC' oznac¢ime K. Priesec¢nik
AD a BK ozna¢ime L. Najdite obsah stvoruholnika CDLK. [KMS 09/10-2Z-4|

Uloha 2.5.11. Mame ostrouhly trojuholnik ABC'. Ozna¢me E, F postupne pity vySok
na strany BC a AC. Nech M, N su postupne stredy tseciek BE, AF. Cez bod M
vedieme priamku p kolma na AC' a cez N priamku ¢ kolmu na BC'. Priese¢nik p a ¢
ozna¢ime P. Dokazte, ze P je stredom tsecky EF. [KMS 20/21-1.2-3|

Uloha 2.5.12. Dany je trojuholnik ABC' s faziskom T. Na priamkach AT a BT st
zvolené postupne body E a F tak, ze trojuholnik TECF je rovnobeznik. Dokazte, ze
tsecky AC' a BC delia usecku E'F na tri zhodné ¢asti. [MO70 C-1-5]

Uloha 2.5.13. V rovnoramennom trojuholniku ABC' so zékladiiou AB oznaéime D
stred strany AB. Stred tusecky C'D ozna¢ime M. Priamka BM pretina stranu AC v
bode E. Dokaizte, ze 2 - |CE| = |AE|. [KMS 17/18-L2-3|

Uloha 2.5.14. Na strane AB trojuholnika ABC st dané body D a E tak, ze plati
|AD| = |DE| = |EB| abody A, D, E, B lezia na priamke v tomto poradi. Rovnobezka
so stranou AC, ktora prechddza bodom D, pretina stranu BC' v bode F. Dalej nech M
je stred strany BC'. Priamka FM pretina priamku AC v bode P. Dokazte, Ze priamka

AF prechadza stredom tsecky BP. [KMS 19/20-72-5]

Nasledujuca tloha z matematickej olympiady nesluzi na aplikiciu taznic, ale skor

na aplikaciu toho, ¢o sa vyuziva pri dokazovani ich vlastnosti.

Uloha 2.5.15. Oznatme K a L postupne body stran BC' a AC' trojuholnika ABC,
pre ktoré plati |BK| = 1|BC|, |AL| = 3| AC|. Nech M je priesecnik tse¢ick AK a BL.
Vypocditajte pomer obsahov trojuholnikov ABM a ABC. [MO64 C-S-2]

2.6 Vyiky

Vyska trojuholnika ABC' na stranu a je tsecka AP,, ktora je kolmé na stranu a a jej
koncovy bod P, lezi na priamke BC'. Bod P, nazyvame pdita vysky. Vysku na stranu a

oznacujeme v,.
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V literattire sa mozeme stretniut s tym, ze vyska je definované ako:
(i) priamka AP,,
(ii) dlzka tsecky AP,.

Teda vyska trojuholnika moéze byt priamka, tsecka a ¢islo. Vysku ako ¢islo pouzivame
najma pri avahach o obsahoch. Hoci v tomto materiali berieme vysku ako tusecku, tato
¢ast bude vynimkou a budeme v nej vysku povazovat za priamku. Totiz pri chapani
vysky ako tsecky sa vysky v tupouhlom trojuholniku nepretinajt v jednom bode.
Zatneme s jednoduchymi vlastnostami, ktoré sa tykaju vysok, aby ste si precvicili

rieSenie jednoduchsich uloh o vyskach a tiez ziskali uzito¢né znalosti.
Uloha 2.6.1. V ostrouhlom trojuholniku ABC' uréte velkosti uhlov AP, P, a AP, P..

Riesenie. Kvoli pravym uhlom AP,B a AP,B lezia body P,, P, na Talesovej kruz-
nici 7 nad priemerom AB. Z pravouhlého trojuholnika ABP, dopocitame |<P,BA| =
180° —90° — |<BAP,| = 90° — . Uhly P,BA a P,P,A st obvodové uhly kruznice 7 pri-
sluchajuce tetive AP,. Vdaka ostrouhlosti trojuholnika sa obe nachédzaju v rovnake;

polrovine urcenej priamkou AP,. Preto
|<PbPaA| = |<IPbBA| =90° — a.

Analogicky vdaka pravym uhlom CP.A a CP,A lezia body A, C, P, a P, na kruZnici
v tomto poradi (lebo trojuholnik ABC' je ostrouhly). Potom

|<AP,P.| = |<ACP,| =180° — 90° — |[<CAB| = 90° — a.

Uloha 2.6.2. Ako sa zmeni vysledok tlohy pre tupouhly trojuholnik?

Riesenie. To, ze body P,, P, lezia na Talesovej kruznici nad priemerom AB stéle plati,
rovnako aj pre body P,, P., A, C. Pri tupouhlom trojuholniku sa menia vzidjomné
polohy bodov na priamkach, a teda aj ich poradie na kruzniciach. Vzajomné polohy
bodov st dané tym, pri ktorom vrchole je tupy uhol.

Nech o > 90°. Vtedy mame tetivovy Stvoruholnik AP,BP,, v ktorom rovnako
plati |[<P,P,A| = |<P,BA|. Rozdielne nam vsak vyjde |<P,BA| = 90° — |[<BAPB,| =
90° — (180° — o) = av — 90°, kedZe teraz st uhly BAP, a BAC' susedné a nie totozné.
Velkost uhla AP, P. vyjde analogicky, teda

<P, P,A| = |<AP,P.| = a — 90°.
Nech 8 > 90°. Vtedy body A, P,, B, P, lezia na kruznici v tomto poradi a plati
|<PyP,A| = |<P,BA| =90° — «.
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Avsak na druhej kruznici lezia body v poradi A, C, P., P,, preto
|<AP,P.| = 180° — |<ACP.| = 180° — (90° — o) = 90° + «.

Analogicky ked v > 90°, tak |[<AP,P)| = 90° + o a |[<AP,P.| = 90° — a.
Vysledok tejto tlohy mozno jednotne prezentovat tym, ze uhol medzi priamkami
AP, (teda vyskou v,) a P, B, je |90° — a a rovnako velky je aj uhol medzi priamkami

AP, a P,P.. Totiz uhol medzi priamkami je z definicie vzdy z intervalu (0°;90°). O

Uloha 2.6.3. V trojuholniku ABC uvazujme trojuholnik S,.5,S. tvoreny stredmi jeho
stran. Co za priamky v trojuholniku ABC' tvoria vysky trojuholnika S,S,S,?

Dostavame sa k tej najznédmejsej vlastnosti vysok — pretinaju sa v jednom bode.
Dokaz tohto tvrdenia je narocnejsi ako pri osiach stran a uhlov (odportcame, aby ste
tie dokazy uz mali absolvované). Preto uvedieme jednu tlohu tohto typu, na ktorej si

mozete vyskisat dokazovanie tvrdeni takéhoto typu.

Uloha 2.6.4. V trojuholniku ABC lezia na stranach BC, CA a AB postupne body
D, E a F tak, ze plati |[<BAD| = 40°, |[<ABE| = 35°, |[<ADB| = 70°, |[<AEB| = 65°
a |[<BCF| = 15°. Dokazte, ze priamky AD, BE a C'F sa pretinaju v jednom bode.

Riesenie. Oznac¢me priesecnik priamok AD a BE ako GG. Postupne si dopocitame uhly:

o |[<AGE| = |«BGD| = 35° +40° = 75° (vonkajsie uhly trojuholnika ABG);

|<GBD| = 180° — |<BGD| — |[<GDB| = 180° — 75° — 70° = 35°;

|<GAE| = 180° — |[<EGA| — |[<AEG| = 180° — 75° — 65° = 40°;

|<ACB| = 180° — |<CBA| — |[<BAC| = 180° — (35° + 35°) — (40° + 40°) = 30°;

|<FCE| = |<ACB| — |<FCB| = 30° — 15° = 15°.

Dostali sme teda |[<<BAD| = |<DAC| = 40°, |[<ACF| = |<FCB| = 15° a |[<CBE| =
|<<EBA| = 35°. Preto polpriamky AD, BE a C'F su osi vnutornych uhlov trojuholnika

ABC, o ktorych je zndme, Ze sa pretinaju v jednom bode. ]

Po tejto ulohe sme videli dva spdsoby ako dokézat, Ze tri priamky sa pretinaja v

jednom bode:

1. Pretneme dve z nich a ukdzeme, Ze ich priesecnikom prechédza aj tretia. To sme
videli pri osiach stran a uhlov. Rovnako, len s trochou viac préace, sme dokézali

tvrdenie o taZniciach.

2. Dokazeme, ze skiimané tri priamky st tri zname priamky, o ktorych vieme, Ze
sa pretinaju v jednom bode. Tu sme ukazali, Ze ide o osi uhlov. V inych tlohach

mozeme vyuzit aj osi stran, taznice a po nasledovnej tilohe aj vysky.
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Obr. 2.18: Nacrt k ulohe 2.6.4, dopocitané uhly su zelené.

Videli sme uz teraz viaceré druhy dokazov, tak sa skusme pustit k samotnému

tvrdeniu o vyskach.
Veta 14. Vysky trojuholnika sa pretinaji v jednom bode.

Doékaz 1. RieSenie zalozime na pozorovani v trojuholniku tvorenom strednymi priec-
kami. Vezmime si trojuholnik ABC' a stredy stran a, b, ¢ ozna¢me postupne S,, S,
Se. Vyska v/, trojuholnika S,5,S. na stranu S,S. prechadza bodom S, a je kolmé na
stranu S5, a teda je kolma aj na stranu BC — vyuzili sme, ze S,S. || BC' z vlastnosti
strednych priecok. Preto je v/ os strany BC. Teda vysky trojuholnika S,S,S. st osi
stran trojuholnika ABC' a o nich uz vieme, Ze pretinaji v jednom bode.

Dokazali sme, Ze vysky sa pretinaji v jednom bode v kaZdom trojuholniku? (Napr.
by sa mohlo stat, ze trojuholnik S,S,S. je vzdy ostrouhly, ¢im by sme nemali tvrdenie
dokézané pre tupouhlé a pravouhlé trojuholniky.) KedZe trojuholnik S,S,S. je podobny
s trojuholnikom ABC' s koeficientom % (opét vlastnost strednych prie¢ok) a vieme si
ho zvolit Tubovolne, tak vieme tak dostat I'ubovolny trojuholnik S,S;S..

Cistejsi sposob dokazu je zacaf s Tubovolnym trojuholnikom ABC'. Dokreslime
trojuholnik XY Z tak, aby XY || AB,YZ || BC a ZX || CA. Potom |BC| = |ZA| =
|AY'|, teda A, B, C' st postupne stredy stran Y Z, ZX a XY Preto vysky v trojuholniku
ABC st osi stran trojuholnika XY Z, a preto sa pretinaji v jednom bode. ]

V pravouhlom trojuholniku sa vSetky tri vysky pretinaji vo vrchole pravého uhla,
ktory je zaroven patou dvoch vysok. Preto v nasledujtcich dokazoch budeme predpo-
kladat, ze o # 90°, teda ziadna z piat vysok P,, Py, P. nesplyva s vrcholom trojuholnika

ani s inou patou.

Dokaz 2. InsSpirovani rieSenim tuloh 2.6.1 a 2.6.2 sa pozrieme na trojuholnik P,P,P..
Podla uloh 2.6.1 a 2.6.2 vyska v, zviera rovnaké uhly s kazdou z priamok P,P,, P, P,
ktoré nie su totozné. Preto je vyska v, osou uhla P,P,P..

Ak je trojuholnik ABC' ostrouhly, tak vSetky vysky v,, v, a v, st osami vnitornych
uhlov trojuholnika P, P, P.. Preto sa pretinaja v jednom bode. Ak je trojuholnik ABC
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tupouhly, bez ujmy na vSeobecnosti s tupym uhlom BAC, tak vyska v, je osou von-
kajsieho uhla P,P,P,.. Vysky v, a v. st vSak osami zvysnych dvoch vonkajsich uhlov
trojuholnika P,P,P.. Aj tieto tri osi sa pretinaju v jednom bode — v strede kruznice

pripisanej k strane P, P.. O

Dokaz 3. Vrcholy trojuholnika si oznac¢ime A, B, C' tak, aby uhol a bol najvacsi. Prie-
setnik vysok v, a v, oznaéme H. Dokazme, Ze priamka AH je kolmé na stranu a. To
bude znamenat, Ze je totozna vyskou v,, teda bod H bude spolo¢nym bodom vSetkych
troch vysok, ¢im bude tvrdenie dokazané. K tomu oznac¢ime priesec¢nik priamok AH a
BC ako X.

Body P, a P. lezia na Talesovej kruznici nad priemerom BC. KedZze uhly § a ~
st ostré, tak oba body P,, P. lezia v polrovine BC'A. Preto z obvodovych uhlov plati
|<P.P,B| = |<P.CB| = 90° — . TaktieZ na Talesovej kruznici 7 nad priemerom AH
lezia body B, P..

Ak a < 90°, tak body A, P,, H, P. lezia na kruznici 7 v tomto poradi. Preto
|<P.AH| = |<«P.PyH| = |<P.P,B] = 90° — 3. Z trojuholnika ABX dopocitame
|<BXA| =180° — |[<XBA| — [<BAX| =180° —  — (90° — 3) = 90°.

Ak a > 90°, tak na kruznici 7 mame body v poradi A, P., H, B,. Preto |<P.HA| =
|<P.P,A| = |<P.P,B| = 90° — . Z trojuholnika H BX dopocitame |<<BX H| = 180° —
|<XBH|— |<BHX|=180°— 8 — (90° — 3) = 90°.

Teda v oboch pripadoch st priamky AH a BC na seba kolmé, ako sme chceli
dokazat.

O

Priese¢nik vysok trojuholnika nazyvame ortocentrum a zvycajne ho oznacujeme H.

2.7 Tetivové Stvoruholniky

Tetivovy stvoruholnik je taky Stvoruholnik, ktorému mozno opisat kruznicu. Teda kazda
jeho strana je tetiva tej istej kruznice.

Ako vieme zistit, ¢ Stvoruholnik ABC'D je tetivovy? Ukézeme si niekol'ko sposobov.
Pre jednoduchost budeme uvazovat len konvexné stvoruholniky. To su také, kde vsetky
vnitorné uhly maju mensiu velkost ako 180°. Inak povedané, Ziaden z jeho vrcholov
sa nenachadza vo vniutri trojuholnika tvorené¢ho zvysnymi tromi vrcholmi.

Prvoplanovy spdsob je konstrukény. Vieme, Ze ked chceme opisat trojuholniku kruz-
nicu, tak jej stred ndjdeme na priese¢niku osi stran. To isté vieme spravit aj pri Stvoru-
holniku. Narysujeme osi vSetkych styroch jeho stran (resp. sta¢i troch) a skontrolujeme,
¢i sa pretali v jednom bode. Ak ano, tak ich spolo¢ny priese¢nik je rovnako vzdialeny od

vSetkych vrcholov $tvoruholnika a teda je stredom kruznice, ktora prechadza vSetkymi
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vrcholmi A, B, C', D. Avsak pouzit tento postup pri dokazovani nie je velmi jednodu-
ché — dokazovat, ze tri priamky sa pretinaju v jednom bode, nie je vobec jednoduché.
Preto by sme radi objavili aj iné kritéria. Vedeli by sme to urc¢it nejako s uhlami?

V sekcii 2.2 sme spoznali vetu o obvodovom a stredovom uhle. Na zéklade nej
vieme, Ze v tetivovom Stvoruholniku ABCD st uhly ACB a ADB zhodné, kedze
ide o obvodové uhly prislichajice rovnakému obliku kruznice opisanej stvoruholniku
ABCD. Tento vztah plati aj opa¢ne. Body A, B, C lezia isto na kruznici k. Bod D

lezi na kruZnici k prave vtedy, ked
|<ACB| = |<ADB].

Tymto sme nasli jednoducht uhlovit podmienku, ktorou vieme zistit, ¢ je stvoruholnik
tetivovy.

Vieme sa pozriet aj na ini dvojicu uhlov. TieZ sme si ukazovali, Ze ked mame obvo-
dové uhly ABC' a C'DA, ktoré prisluchaju tej istej tetive AC, ale opacnym oblikom,
tak sucet ich velkosti je 180°. KedZe bod D lezi v polrovine opa¢nej k ACB, tak bod D
lezi na obluku AC kruznice opisanej trojuholniku ABC neobsahujicom bod B préve
vtedy, ked plati |[<CDA| = 180° — |[<<ABC/|. Po drobnej tprave vieme tiez sformulovat,
ze konvexny Stvoruholnik ABCD je tetivovy prave vtedy, ked

|<CDA| + |<ABC| = 180°.

Prave tieto dve uhlové podmienky sa najcastejsie pouzivaji na overovanie tetivo-
vosti Stvoruholnikov, kedZze sa overuju jednoducho. Uvedomme si vSak, Ze obe maju
formu ekvivalencie. Vieme ich teda vyuzit aj v situacii, ked uz o nejakom stvoruholniku
vieme, Ze je tetivovy (méame to v zadani alebo sme na to prisli) a ziskat tak uzito¢né
vztahy o jeho uhloch.

Vedeli by sme odvodit aj nejakt podmienku zahfiiajucu dizky stran? Aj to je mozné,
hoci tato podmienka sa vyuziva skor pri naroc¢nejsich ulohach. Jej odvodenie vsak nie je
az tak zlozité. Skuste ju najprv objavit sami. Vezmite si tetivovy stvoruholnik ABCD.
Vedeli by ste objavit nejaké pomery dizok stran, ktoré st rovnaké? Pomery lahko
dostaneme z podobnych trojuholnikov. Skiiste nejaké najst. Bude vSak treba si k tomu
nieco dokreslit.

Uz vieme, ze v tetivovom $tvoruholniku plati |[<ACB| = |<ADB|. Zhodné uhly
vieme vyuzit na najdenie podobnych trojuholnikov. Tiez plati |[<CAD| = |[<CBD|. V
ktorych trojuholnikoch sa nachadzaju tieto uhly? Ked si ozna¢ime priese¢nik uhloprie-
¢ok AC a BD ako P, tak ide o trojuholniky APD a BPC. KedZe sa zhoduja v dvoch
uhloch, tak st podla vety uu podobné. Preto

|PA| _ |PB] 2.1)
|PD|  |PC| '
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Plati to aj obratene — zaru¢i nam pomer (2.1) to, Ze konvexny stvoruholnik ABCD s
priese¢nikom uhlopriecok P je tetivovy? KedZe uvazujeme konvexny $tvoruholnik, tak
bod P sa nachadza vnutri tsec¢iek AC a BD, preto uhly APD a BPC st vrcholové, teda
zhodné. To spolu s pomerom (2.1) znamena, ze trojuholniky APD a BPD st podobné
podla vety sus. Preto |[<ACB| = |<ADB|, ¢o znamend, Ze Stvoruholnik ABCD je
tetivovy.

Tu sme pretali priamky AC' a BD. Co ak by sme uvazovali priesecnik inych dvoch
priamok? Nech sa priamky AB a C'D pretinaji v bode M. Ak je Stvoruholnik ABC D
tetivovy, tak plati |[<CDA| = 180° — |<ABC| = |<M DC/|. Takisto aj uhly AMD a
CMB su zhodné, kedze su totozné. Preto trojuholniky AMD a C'MB st podobné

podla vety uu. Z toho taktiez dostavame rovnost pomerov

|IMA|  |MC|
|MD|  |MB|’

(2.2)

A obratenie, ak plati rovnost (2.2), tak kedze |[<AMD| = |<CM D|, tak trojuholniky
AMD a C'M B si podobné podla vety sus. Preto |[<CDA| = |[<MDA| = |[<MBC| =
180° — |<<ABC/|, preto je stvoruholnik ABCD tetivovy.

V praxi ¢asto rovnost (2.1) stretneme v tvare bez zlomkov, teda ako rovnost sucinov
|PA| - |PC| = |PB|-|PD|.

Na tento tvar sa da pozriet aj zaujimavym pohladom. Pre pevne zvoleny bod P vnutri
kruznice k plati, ze ked nim vedieme tetivu AC' kruznice k, tak hodnota |PA| - |PC|
sa nemeni. Preto si tdto hodnota zaslizila nazov mocnost bodu P ku kruznici k. Zau-
jemcovia si o nej vedia viac precitat v materidloch [TODO.

Na zéaver si zhrnieme vSetky kritéria, ktoré sme si odvodili.

Veta 15. Tvrdenie: ,,Stvoruholntk ABCD je tetivovy,” je ekvivalentné kazdému z

nasledovnych tvrdeni:
(i) osi niektorych troch stran stvoruholnika ABC'D sa pretinaju v jednom bode;
(i) |[<ACB| = |<ADB];
(i) |[<ABC| + |<ADC| = 180°;
(iv) |PA|-|PC| = |PB|-|PD|, kde P je priesetnik jeho uhlopriecok;

(v) |PA|-|PB| = |PC|-|PD]|, kde P je priesecnik priamok AB a C'D (plati len pre
pripad, ked su priamky AB a C'D roznobezné).

Pozor, je dolezité (okrem (v)), aby body A, B, C, D lezali na hom v tomto poradi!
Uloha 2.7.1. Ktoré z nasledovnych 4-uholnikov st vizdy tetivové?
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a) Stvorec f) rovnoramenny lichobeznik
b) obdiznik .
g) pravouhly lichobeznik
c¢) kosostvorec
h) deltoid (8tvoruholnik, ktory ma dve

d) kosodlznik -
dvojice susednych stran rovnako

e) lichobeznik dlhé).

Uloha 2.7.2. V trojuholniku ABC najdite spomedzi bodov A, B, C', H (ortocentrum),

P,, Py, P. (paty vySok) ¢o najviac Stvoric bodov, ktoré tvoria tetivovy $tvoruholnik.

Uloha 2.7.3. Nech ABCD je tetivovy &tvoruholnik, ktorého opisana kruznica ma
polomer 4 cm. Dalej plati |[AB| = 7 cm, |[<ABC| = 50° a |<BCD| = 140°.

a) Urcte velkosti uhlov CDA a DAB.
b) Narysujte takyto stvoruholnik ABCD.

Cast a) moZno vyriesit aj s pribliZznym nacrtom, prip. so ziadnym. Nacrtnat si
konfiguraciu realisticky v8ak nie je az tak jednoduché. V niektorych situaciach nam to
vie pomoct. Taktiez niektorym z nas pomoze pri rieSeni presny nacrt alebo aj samotné

zamyslenie sa nad tym, ako

Uloha 2.7.4. Nech ABCD a CDEF st tetivové §tvoruholniky, ktoré maju spoloéni
tsecku C'D a ziaden iny bod. Vieme, ze |[<ABC/| = 80° a |[<CFE| = 60°. Urcte velkost
konvexného uhla ADFE.

Uloha 2.7.5. Mame dané tetivové stvoruholniky ABC' D B

A
a ADEF ako na obréazku (rozmery st len priblizné). Body 30 (

B, D, E lezia na priamke a bod G je priese¢nikom priamok C PN

BC a EF. Vieme, 7e |[<CBD| = 30° a |[<DEF| = 100°.
a) Urcte |<CAF)|. e
b) Dokazte, Ze $tvoruholnik ACGF je tetivovy. Obr. 2.19

Uloha 2.7.6. Nech ABCD a CDEF su tetivové §tvoruholniky také, ze bod C je
vnutornym bodom tsecky BF' a bod D je vnatornym bodom tsecky AE. Dokazte, ze

priamky AB a EF st rovnobezné.

Uloha 2.7.7. V stvoruholniku PLUS plati |<PUS| = 50°, |[<PUL| = 20° a |<SPL| =
110°.

a) Rozhodnite, ¢ je stvoruholnik PLUS tetivovy.
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b) Urcte velkost uhla PLS.

Uloha 2.7.8. V trojuholniku ABC plati e = 75° a B = 40°. Os uhla ABC pretina
stranu AC' v bode D. Na strane BC' je zvoleny bod E tak, ze plati |[<CED| = 75°.
Urcte |<AEB|.

Uloha 2.7.9. V trojuholniku ABC plati 8 = 80° a v = 40°. Na strane BC si zvolime
Tubovolny bod D. Na polpriamke k opacnej k BA si zvolime bod E tak, aby |BE| =
|BD|. Na priamke AD si zvolime bod F (rozny od D) tak, aby stvoruholnik BEF D
bol tetivovy. Dokazte, ze stvoruholnik ABFC je tetivovy.

Uloha 2.7.10. V kosostvorci K LM N plati |/KLM| = 40°. Ozna¢me stred strany
LM ako S. Patu kolmice na priamku NS prechadzajicu cez bod K oznacme X. Zistite
velkost uhla M X N. [KMS 14/15-1.2-6]

Uloha 2.7.11. Dany je trojuholnik ABC' s pravym uhlom pri vrchole B. Ozna¢me T
stred kruznice jemu vpisanej a M stred prepony AC. Predpokladajme, ze body B, I,
M, C' lezia na jednej kruznici. Urcte velkost uhla BAC. [MO72 B-1-6, zjednodugené|

2.8 Ulohy kombinujtce rézne poznatky

Na zaver materialu uvadzame sadu uloh prevazne z matematickych sutazi, v ktorych
mozno vyuzit rozne tvrdenia o trojuholnikoch, ktorym sme sa v materiali venovali.
Rozdiel od predoslych sad je, ze v tychto tlohach vam nenaznacujeme, aky vyznamny
prvok trojuholnika alebo ktoré tvrdenie sa bude dat v nom pouzit. Budete to musiet

odhalit sami.
Uloha 2.8.1. V trojuholniku ABC plati |AT| = |BC|. Dokazte, ze |[<BTC| = 90°.

Uloha 2.8.2. Dokazte, 7ze stredy kruznic zvonka pripisanych jednotlivym straniam
TubovoIného konvexného Stvoruholnika lezia na jednej kruznici.

(KruZnicou pripisanou napriklad strane AB konvexného stvoruholnika ABC' D roz-
umieme kruznicu, ktora sa dotyka strany AB a polpriamok opa¢nych k polpriamkam
AD a BC.) [MO69 B-S-2|

Uloha 2.8.3. Nech ABCD je konvexny §tvoruholnik, v ktorom AD 1 BD. Oznaéme
M priesecnik jeho uhlopriecok a ozna¢me P péatu kolmice z bodu M na priamku AB
a () patu kolmice z bodu B na priamku AC'. Dokazte, ze bod M je stredom kruznice
vpisanej trojuholniku PQD. [MO68 B-1-5]

Uloha 2.8.4. Na Stanovacke KMS je potrebny KMS STAN. Ide o tetivovy Stvoru-
holnik ST AN. Na polpriamkach SN a AN sa nachadzaju postupne body P, ()1 a na
polpriamkach opa¢nych k polpriamkam SN a AN sa nachédzaju postupne body P,
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()s. Pre tieto body plati |SP| = |SPy| = |AT| a |AQ:| = |AQ2| = |ST)|. Stredy useciek
PiQ; a P,Q oznadime postupne W a G. Cim je tento KMS STAN vynimo¢ny? Predsa
ma SW AG! Dokonca, SW AG je obdlznik, dokazte to! [KMS 18/19-L1-9]

Uloha 2.8.5. Nech ABC' je pravouhly trojuholnik, K stred prepony AB a L stred
kratsej odvesny AC. Nech P je priese¢nik tsecky KL a kruznice s priemerom BC.
Dokazte, ze uhly PAC a PBC st zhodné. [MOT2 C-S-2|

Uloha 2.8.6. Nech ABC je trojuholnik a P a @ su stredy jeho stran BC, resp. AC.
Nech K je stred usecky PQ), L priese¢nik priamky B(Q) a rovnobezky s AC cez K a M
priese¢nik priamky PL a tsecky AC. Dokazte, ze M je stred usecky AQ. [MO74 C-1-5]

Uloha 2.8.7. Nech ABC je pravouhly trojuholnik s preponou AC. Nech M je jej stred,
pricom |BC| = |CM|. Dokazte, ze kruznice opisané trojuholnikom ABC a ABM maju
rovnaké polomery. [MO73 C-1-2]

Uloha 2.8.8. Nech ABCD je lichobeznik so zakladiiami AB a C'D. Nech sa osi uhlov
CDA a DAB pretinaju na tsecke AB. Dokazte, ze |AD|+|BC| = |AB|. [MO73 C-S-2|

Uloha 2.8.9. Nech ABC je trojuholnik M a N stredy jeho stran AB, resp. AC' a P
stred usecky M N. Nech |MN| = |AP|. Dokazte, ze priamky BP a C'P si navzajom
kolmé. [MOT72 C-1-3]

Uloha 2.8.10. Nech ABC je trojuholnik, D a E vnitorné body jeho strany BC' také,
ze |BD| = |DE| = |EC|, a F' a G vnutorné body jeho strany AC také, |AG| = |GF| =
|FC|. Dokézte, ze pomer obsahu trojuholnika ohrani¢eného tseckami AE, GD, BF a
obsahu trojuholnika ABC' méa jedini mozni hodnotu, a uréte ju. [MO71 C-1-3]

Uloha 2.8.11. Nech ABC je trojuholnika a D a E st body strany AB také, ze |AD| =
|DE| = |EB|. Nech F' a G st obrazy bodu C podla stredov A, resp. B. Nech I je
priese¢nik priamok C'D a BF a J priese¢nik CE a AG. Dokézte, ze priesecnik priamok
Al a BJ lezi na priamke FG. [MO68 C-1-2]

Uloha 2.8.12. Nech k a [ st kruznice s polomermi 6, resp. 4, ktoré maju vnatorny
dotyk v bode B. Nech bod O je stred kruznice L, bod A je priese¢nik kruznice k a
priamky OB a bod C' je priesec¢nik kruznice k a doty¢nice z bodu A ku kruznici . Urcte
dlzky stran trojuholnika ABC. [MO59 C-S-2]

Uloha 2.8.13. Pravouhlému trojuholniku ABC' s preponou AB je opisané kruznica.
Péaty kolmic z bodov A, B na doty¢nicu k tejto kruznici v bode C' ozna¢me D, E.
Vyjadrite dlzku tsecky DE pomocou dlzok odvesien trojuholnika ABC. [MO58 C-I1-2]
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Kapitola 3

Napovede a riesenia uloh

3.1 NaAapovede k tloham

2.1.8 Pokial by ste niektory z uhlov v obrazku poznali, tak by ste vedeli dopocitat
zvy$né a aj uhol AC'E. Tak si dokazovi tlohu transformujeme na urcenie velkosti uhla

ACE. Spravte teda to isté, len pouzite pritom premennt.

2.1.9 Okrem rovnostranného trojuholnika vieme v tlohe najst aj rovnoramenné troj-

uholniky, ktoré nam umoznia postupne dopocitat vSetky uhly.

2.1.10 Oznacte si niektory uhol v obrazku premennou a postupne vyjadrujte ostatné.

Vyuzivajte pritom rovnobeznost, os uhla a stred strany.

2.1.12 Uloha nevyzera podobne ako tloha 2.1.9 ndhodou. Poriadne si premyslite, ako

mozno jej rieSenie vyuzit tu.

2.1.13 Oznacte si niektory z uhlov premennou. Vyjadrite zvysné uhly pomocou neho.

Potom budete vediet zostavit rovnicu, z ktorej tento uhol urcite.

2.3.8 Staci ukazat, ze uhlopriecky lichobeZnika rozpoluju uhly C DM a DCM. To sa

d4 cez poéitanie uhlov. Co Vam povie vlastnost osi uhlopriecky AC' o bode M?

2.3.9 Vyjadrite |[<<AIX| a |<BIY | pomocou uhlov a a 3. Dokazované tvrdenie vyzera
ako Pytagorova veta. Najdite v konfigurécii pravouhly trojuholnik so zodpovedajtcimi

dlzkami stran.

2.3.10 Stac¢i nam ukazat, ze dve z polpriamok AC, GC' a EC st osami uhlov tro-
juholnika AGE. Treba najst také dve, o ktorych to pojde lahko ukézat. Oznacte
|<<F'AB| = a. V zévislosti na uhle a mozno vyjadrit velkosti viacerych uhlov v konfi-

guracii zo zadania.
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2.3.13 Useckami AI, BI a C1I rozdelte trojuholnik ABC na tri mengie trojuholniky.
Vyjadrite pomocou ich obsahov obsah trojuholnika ABC'

2.3.15 Ukazte, 7e |AL| = |AM|, |BM| = |BK| a |CK| = |CL|. Potom vam ostant len

tri nezname dlzky. Sucet kazdych dvoch je rovny dlzke niektorej strany.

2.3.17 Dokazte, ze |<UAE| = |</4AF|. Pride vam vhod hl'adat podobné trojuholniky.
Vdaka vela pravym uhlom a rovnobezkam, ktoré sa daju v konfiguracii najst, by ste

ich mohli néjst viacero.
2.4.3 Spojnice stredov stran su stredné priecky. Zistite, v akom trojuholniku?
2.4.4 Vyuzite vlastnost rovnobeznika.

2.5.7 Aku cast lichobeznika tvori trojuholnik ABD? Nebojte sa pri vypocte obsahov
pouzit premenné na vzdialenosti, ktoré nepoznéte. Na zaklade vlastnosti taznic, viete

zistit, aka ¢ast trojuholnika ABD tvori skimany ruzovy trojuholnik M BD.
2.5.8 Aku cast trojuholnika BC'P tvori Stvoruholnik PESF?

2.5.9 Usetka AK spaja vrchol so stredom strany, ¢ize je to taznica — v ktorom troju-
holniku?

2.5.10 Taznicami vieme rozdelit trojuholnik na casti s rovnakym obsahom. V tlohe
méame zadany stred K uhlopriecky AC a aj podmienka |AB| = 2|CD| vyzeré, ze by
mohla stvisiet s nejakym stredom. Preto skuste najst v zadanej konfigurécii taznice.

Budete si vSak musiet niec¢o dokreslit.

2.5.11 Priamka p prechédza stredom tsecky BE a je rovnobezna s priamkou BF'. Teda
na priamke p lezi nejaké stredné priecka — ktorého trojuholnika? Ked ho najdete, tak
ziskate d'alsi stred. Zopakujte analogickt tivahu pre priamku ¢ a dokonéite opatovnym

vyuzitim strednych priecok.

2.5.12 Usetka S,T je strednou prieckou v trojuholniku BC'F, preto bod T je stredom
strany F'B. Dokoncite ako v tilohe 77

2.5.13

e Pomer |CE|: |AE| =1:2 nam napoveda, ze usetka AC by mohla byt taznicou
a bod F taziskom nejakého vhodného trojuholnika. Na ktorej priamke by ste
mohli najst dalsiu taznicu? Hladajte priamky, ktoré prechadzaju stredom nejake;j

usecky. Bude potrebné si do obrazka este nieco dokreslit.
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e Dokreslite rovnobezku so zakladiiou AB cez bod C' a tiez polpriamky AM a BM,
ktoré ju pretni postupne v bodoch X a Y. Skimajte trojuholnik AXY .

2.5.14 Chceme vlastne dokazat, Ze na priamke AF' lezi taznica na stranu B P vo vhod-
nom trojuholniku — tym by mohol byt trojuholnik ABP. Rozmyslite si, Ze k tomu staci
dokézat, ze bod C' je stred tsecky AP. No a na to sa daju vyuzit stredné priecky.

2.5.15 V akom pomere sa delia tisecky AK a BL? Viete ho najst najdenim podobnych
trojuholnikov. Na zaklade podobnosti urcte pomer vysok trojuholnikov ABM a ABC.

2.7.3 Vyuzite, ze sucet protilahlych uhlov tetivového Stvoruholnika je 180°. Pri ryso-

vani si zvolte bod A Tubovolne a pokracujte bodom B.
2.7.4 Vyuzite, ze sucet protilahlych uhlov tetivového Stvoruholnika je 180°.

2.7.5 Velkost uhla CAF ziskate stuctom |<CAD| + |<DAF|, pricom oba z tychto
uhlov viete urcit uhlovymi vztahmi v tetivoych stvoruholnikoch. V ¢asti b) dopoécitajte

vnutorné uhly trojuholnika BEG.

2.7.6 Oznacte si niektory z uhlov a vyjadrite ostatné, ¢im ukazete, ze priamka AFE

(resp. BF') zviera s oboma priamkami AB a EF zhodné striedavé uhly.

2.7.7 Na zéklade zadanych uhlov vyuzite vhodnt z dvoch uhlovych podmienok na

dokaz tetivovosti. Potom len vyuzite tvrdenie o obvodovych uhloch pre uréenie |[<<PLS]|.

2.7.8 Najdite v zadanej konfiguracii tetivovy Stvoruholnik a vyuzite vztahy medzi
uhlami na urcenie |[<AEB|. K prvému kroku vam pomoéze, ze dva uhly maju velkost
75°.

2.7.10 Najdite vhodnu kruznicu, v tomto pripade budeme poznat aj jej stred. Na
zaklade ¢oho ju vieme najst? Kedze mame zadany pravy uhol, mézeme najst talesovu
kruznicu. Zvolte ju tak, aby ste vyuzili aj rovnaké (lebo kosostvorec) ¢i poloviéné (stred

strany) strany v zadani. Bude si treba aj nie¢o dokreslit.

2.7.11 Uhol AI B mozno vyjadrit pomocou vniatornych uhlov trojuholnika ABC' (pozri
tlohu 2.1.6). Z podmienky, Ze Styri body maju lezat na kruZznici viete zostavit rovnicu,
z ktorej urcite |[<BAC.

2.8.1 Oznacme si S stred strany BC. Ako dlhé je usecka |T'S| (vzhladom k |BC|)? Na

zéklade zhodnych dlzok viete najst v obrazku kruznicu, a to nie len takd oby¢ajnu.

2.8.2 Oznacte si uhly a pomocou dopocitania dalsich overte uhlova podmienku, kedy

styri body lezia na jednej kruznici.
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3.2 RieSenia vybranych dloh

Mnohé z pouzitych tloh su prebrané zo sutazi, najma z Matematickej olympiady [20]
a Koresponden¢ného matematického seminéra [9]. Ich vzorové rieSenia mozno najst v
archivoch dostupnych na internete. Preto uvadzame riesenia tych tloh, ktoré nie st

takto pristupné.

2.1.5 Z trojuholnika ABC' si dopocitame a = 180° — § — v = 180° — 68° — 40° = 72°,
teda <BAD| = |<DAC| = a/2 = 36°. Z trojuholnika ABD dostaneme |<BDA| =
180° — 36° — 68° = 76°. Potom |<<ADC| = 180° — 76° = 104° (susedné uhly).

2.1.6 Z trojuholnika BIC' dopo¢itame |<BIC| = 180° — |<IBC| — |<ICB| = 180° —
34° — 20° = 126°. Analogicky dopocitame |<AIB| = 110° a |[<CIA| = 124°.

2.1.7 |<BIC| = 180° — 3/2 — v/2 = 90° + «/2 a analogicky |[<CIA| =90°+ /2 a
|<AIB| = 90° + /2.

2.1.8 Nech |<ACB| = ¢. Z rovnoramenného trojuholnika ABC dostéavame |[<CAB| =
¢ a|<ABC| = 180°—2¢p. Vdaka striedavym uhlom méame |[<CDE| = 180°—|<ABC| =
180° — (180° — 2¢) = 2¢p. Potom z rovnoramenného trojuholnika CDE dopocitame
|[<ECD| = (180° —2¢) = 90° — ¢. Na zaver ur¢ime |[<ACE| = 180° — p — (90¢) = 90°.

2.1.9 Stvorec a rovnostranny trojuholnik maju vietky strany zhodné, preto |[DA| =
|CB| = |AB| = |BE| = |FA|, preto st trojuholniky ADE a BCE rovnoramenné.
Vieme tak dopo¢itat uhly |[<EAD]| = 90°—60° = 30°, |[<ADE| = (180°—30°)/2 = 75°,
|[<EDC| = 90° —15° = 75°. Analogicky |<ECD| = 70°, preto |<CED| = 180° — 15° —
15° = 150°.

2.1.10 Oznaéme |<ABL| = |<LBC| = § (kedZe BL je os uhla ABC). Potom |<CLB| =
|<ABL| = p (striedavé uhly). Teda |BC| = |CL| a kedze L je stred strany, tak
plati aj [AD| = |BC| = |CL| = |LD|. Cize trojuholnik ALD je tieZ rovnoramenny s
|<CDA| = |[<ABC| = 2f. Preto |<DLA| = (180° — 23)/2 = 90° — 3. Dostavame tak,
ze |[<BLA| = 180° — 8 — (90° — ) = 90°, ako sme mali dokazat.

2.1.12 Nech F je taky vnutorny bod Stvorca, pre ktory je trojuholnik ABFE rovno-
stranny. Ako v tlohe 2.1.9 ukadzeme, ze |[<CED| = 150° a |DE| = |C'E|. Vnttorny bod
Stvorca s tymito dvomi vlastnostami je len jeden, preto musi ist bod X, teda X = F.
Teda trojuholnik ABX je totozny s trojuholnikom ABFE, a preto je rovnostranny.
Déavame do pozornosti, ze sme vyuzili pokrocilejsiu techniku rieSenia tejto geomet-
rickej tlohy — zmenili sme to, ¢o mame dokazovat a dostali sme tak Iahsiu tlohu. Teda
namiesto dokazovanie rovnostrannosti trojuholnika ABX sme dokazovali, Ze iny tro-

juholnik je rovnoramenny s uhlom 150°. Pri takomto rieseni si treba dat pozor. Nie
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kazdu dlohu mozno takto obratit. Preto je potrebné vysvetlit, Ze takéto obratenie nam
naozaj dokazuje to, ¢o mame dokézat. Najlepsie je zaviest iné oznacCenia bodov ako v

zadani a dokazat, Ze tieto body st totozné (ako sme ukéazali, ze £ = X).

2.1.13 Ozna¢me |<BAC| = |<ABC| = «a. Z rovnoramennych trojuholnikov ABC
a ABD dostaneme |<ACB| = 180° — 2a a |[<BAD| = 180° — 2a. Potom z rov-
noramenného trojuholnika ACD méame |<CAD| = 180°. Avsak plati |[<BAC| =
|<BAD| + |<CAD|, teda a = 2 - (180° — «), ba = 360°, teda a = 72°. Potom
|<BAC| = 180° — 2 - 72° = 36°. Vnutorné¢ uhly trojuholnika ABC' teda su 72°, 72°
a 36°.

2.3.5 Bez ujmy na vSeobecnosti uvazujme vrchol A. Os vnutorného uhla deli uhol «
na dva uhly velkosti a/2. Vonkajsi uhol pri vrchole A je susedny s uhlom «, preto ma
velkost 180° — a.. Jeho os ho teda rozdeli na dva uhly velkosti 90° — /2. Sé¢itanim
uhlov a/2 4+ 90° — /2 dostaneme pravy uhol, ¢o je prave skimany uhol medzi osou

vonkajsieho a osou vnutorného uhla.

2.3.6 Nech I je priesecnik osi 04, 05. To znamena, ze bod I sa nachadza v oboch uhloch
ABC a BCA, preto lezi vnutri trojuholnika ABC'. KedZe I € o,, tak bod I je rovnako
vzdialeny od priamky AB ako od priamky AC. Kedze I € og, tak vzdialenost bodu [
od polpriamky AB je rovné aj vzdialenosti bodu I od polpriamky BC' Cize bod I je
rovnako vzdialeny aj od polpriamok CA a UB, teda I € o,.

2.3.7 Dokazeme, ze priamky o, 0’5 a 0’ sa pretinaji v jednom bode. Nech P je priesec-
nik priamok of a o/, Zdovodmme ze bod P sa nachadza v polrovine p, ktora je opacna
k polrovine BC' A (teda p = BC’A*) Uhol tvoreny polpriamkou BC' a polpriamkou
03N p je 90° — /2, ¢ize ostry. To isté plati aj pre uhol medzi polpriamkami C'B a o/, Np.
Preto sa priamky o a 0 pretinaja v polrovme p. Kedze bod P lezi na oboch z nich,
tak jeho vzdialenosti od polpriamky BA+ usecky BC' a polpriamky CA+ st rovnaké.
A nakolko je bod P vnutornym bodom uhla BAC, tak musi lezat na osi o,.

2.3.13 Osi vnitornych uhlov vedené od vrcholu po bod I rozdelia trojuholnik ABC
na tri trojuholniky. Kazdy ma vysku r a ich strany sta postupne a, b, c. Ich obsahy st
teda sar + 1br 4+ tcr = 2(a+ b+ c)r = sr.

2.3.14 Trojuholniky AIM a ANAIL st zhodné podla vety usu — maji spolo¢ni strana
Al a zhodné uhly. Preto |[AM| = |AL|. Kedze je trojuholnik AM L rovnorameny, tak
os uhla oproti zakladni je je na zakladiu kolmé, teda priamka Al je kolmé na priamku
Al
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2.3.15 Vyuzite, Ze ak mame dve pretinajice sa doty¢nice k jednej kruznici, tak vzdiale-
nosti od ich prieniku k bodom dotyku st rovnaké. Mame teda tri nezname vzdialenosti,

zostavte pre ne sustavu troch rovnic.

b — —b h—
|AL|=|AM|=¥, |BM|:|BK|:C++, |CK|:|(]L|:%C‘
2.3.16 Podobne ako v predchadzajucej tlohe

_a—l—b—i—c
- 5 7

_a—l—b—c

a+c—0>
2 ’ ’

AL| = |AM]| :

|BM| = |BK]| |CK|=|CL| =

2.3.17 Nech sa kruznica vpisana dotyka strany AB v bode G a nech sa kruznica
pripisana k strane BC' dotyka priamky AB v bode H. Dalej oznac¢me r polomer kruznice
vpisanej a r4 polomer kruznice pripisanej k strane BC'. Trojuholniky AGI a AH I, st
pravouhlé so spolo¢nym uhlom GAI, preto su podla vety uu podobné. Z toho vyplyva
|AI| : 1 =|Al4| : ra. Priamky EI a FI4 obsahuju polomery kruznic, ktoré sa dotykaju
priamky BC', preto su obe z nich kolmé na priamku BC'. Plati teda ET || F'[4. Potom
|<AIE| = |<AI4F|, kedize ide o sthlasné uhly. Dalej plati |AI| : |[E| = |AI| : r =
|ALs| : 74 = |Al4| @ [I4F|, takze trojuholniky AIE a AI4F st podobné podla vety
sus. Z tejto podobnosti dostavame |<IAE| = |<I4AF| = |<IAF)|. Z toho vyplyva, ze
body A, F, F lezia na priamke.

BD| = |FC| vyplyva z rieSeni tloh 2.3.14 a 2.3.15.

Cast a) mozno dokéazat strucnejsie s vyuzitim rovnolahlosti. Uvazujme kladnt rov-

Rovnost

nolahlost, ktora zobrazi vpisani kruZznicu na pripisand. Je zname, Ze stred tejto rov-
nolahlosti leZi na priese¢niku spolo¢nych vonkajsich doty¢nic, teda priamok AB a AC),
¢ize ide o bod A. V tejto rovnolahlosti sa priemer DE kruZnice vpisanej zobrazi na
priemer kruznice pripisnej rovnobezny s priamkou DFE, a to je priemer z bodu F'. Preto
sa bod E zobrazi na bod F'. Z definicie rovnolahlosti potom vyplyva, ze body A, F, F

(stred, vzor a obraz) lezia na priamke.

2.4.3 Usetka ST je strednou prieckou trojuholnika ABC' a tsetka VU je strednou
prieckou trojuholnika ACD. Preto st tsecky ST a VU rovnobezné s uhloprieckou AC,
a teda aj rovnobezné navzajom. Analogicky st rovnobezné aj tsecky V.S a TU. Preto

je STUV rovnobe’nik a jeho uhlopriecky, teda tsecky SU a VT, sa rozpoluji.

2.4.4 7 tdlohy 2.4.3 vieme, ze STUV je rovnobeznik. Uhlopriecky rovnobeznika, teda

usecky SU a VT, sa navzajom rozpoluju.

2.5.9 Priesecniky tuseciek AK a AL s uhloprieckou BD ozna¢me postupne X, Y. Dalej
ozna¢me S priesecnik uhloprie¢ok rovnobeznika ABC'D. Pripomenime, Ze ide o stred
oboch uhlopriecok, teda |BS| = |SD| = 6cm. Usetka AK je taznica v trojuholniku
ABC, preto deli taznicu BS v pomere 1 : 2, teda |BX| =4cm a | X S| = 2cm. Takisto
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je AL taznica v trojuholniku ACD, z ¢oho mame |DY | =4cm a |Y S| = 2cm. Potom
| XY| =|XS|+|SY| = 4cm. Dostali sme tak, ze |BX| = | XY| = |YD| = 4cm, teda
usecky AK a AL delia uhlopriecku BD na tri zhodné casti.

Tento zéaver plati nezéavisle na dlzke uhlopriecky. Rieenie vieme zovieobecnif na-
priklad ozna¢enim |BD| = u. Potom |BS| = |SD| = u/2, |BX| = 2/3 - u/2 = u/3,
analogicky |YD| =u/3 a|XY| =u/6+u/6 = u/3 (alebo | XY | =u—u/3—u/3 = u/3).

2.7.1 Vzdy tetivové st a) Stvorec, b) obdlznik, f) rovnoramenny lichobeznik. Kazdy
Tahko overime zistenim, ¢i protilahlé uhly maju vzdy sucet 180°. Davame do pozornosti,

ze kazdy tetivovy lichobeznik je rovnoramenny.

2.7.2 Pravé uhly nam zarucia talsové kruznice. Stvorica bodov {B,C, B, P.} le7i na
kruznici — na Télesovej kruznici nad priemerom BC'. Analogicky na kruznici lezia
stvorice {C, A, P,, P,} a {A, B, P, Pg}. Stvorica bodov {A, P.,H, P,} lezi na Téle-
sovej kruznici nad priemerom AH. Analogicky tvoria tetivové Stvoruholniky Stvorice
{B,P,,H,P.} a{C, B, H, P,}. Pokial je trojuholnik ABC ostrouhly, tak uvedené stvo-

rice bodov lezia kruzniciach v poradi, v akom sme ich zapisali.

2.7.3 a) Protilahlé uhly tetivového $tvoruholnika maju sacet 180°, preto |[<CDA| =
180° — 50° = 130° a |[<DAB| = 180° — 140° = 40°.

b) Narysujeme kruznicu k(S;4 cm). Lubovolne na nej zvolime bod A. Bod B je
vzdialeny 7 cm od bodu A, preto ho najdeme na priese¢niku kruznice k s kruzni-
cou ((A;7 cm). Aby |<ABC| = 50°, tak bod C musi lezat na niektorej polpriamke p
s pociatkom v bode B, ktoréd zvieraji s tseckou BA uhol 50°. Bod C' # B zvolime
na priese¢niku polpriamky p s kruznicou k. Bod D zas musi lezat na polpriamke ¢ s
pocdiatkom v bode C' ktora zviera s tseckou C'B uhol 140°. Bod D # C' najdeme na
priese¢niku polpriamky ¢ s kruznicou k.

Kruznice k a ¢ maji dva priesecniky. Dalej pokracujeme len s jednym z nich — pri
druhom je cel4 situécia osovo simerna podla priemeru kruznice k prechadzajuceho cez
bod A. Takisto priamky p mozno narysovat dvomi spdsobmi, v obrazku 3.1 sme ich
oznacili p; a po. Kazda z nich nam pretne kruznicu k v jednom bode réznom od B. Na
bod C' méme tak dve moznosti. Pre kazdd z nich médme dve moZnosti na narysovanie
priamky ¢, teda celkovo 4, ktoré sme oznacili ¢1, g2, q3 a q4. Len jedna z nich nam pretne
kruznicu k po druhykrat. Uloha ma tak prave jedno riedenie, kedZe takto zostrojeny

stvoruholnik ABC, D splha vietky podmienky zo zadania.

2.7.4 S vyuzitim protilahlych uhlov v zadanych tetivovych stvoruholnikoch dostavame
|<CDA| = 180° — 80° = 100° a |[<EDC| = 180° — 60° = 120°. Potom |[<ADE| =
360° — 100° — 120° = 140°.
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Obr. 3.1

2.7.5 a) Z obvodovych uhlov v tetivovom Stvoruholniku ABCD plati |[<CAD| =
|<CBD| = 30°. V tetivovom 8tvoruholniku ADEF zas vyuzijeme protilahlé uhly, z
¢oho |[<DAF| = 180°—|<«DEF| = 180°—100° = 80°. Teda |[<C AF| = 30°+80° = 110°.
b) Kvoli susednym uhlom plati [<BEG| = 180° — 100° = 80°. V trojuholniku BEG
dopoé¢itame zvysny uhol |<BGE| = 180° — 80° — 30° = 70°. Tak sme dostali, Ze
|<CGF|+ |<CAF| = |[<BGE| + |<CAF| = 70° + 110° = 180°, preto je §tvoruholnik
ACGF tetivovy.

2.7.6 Oznacme |<BAD| = «a. Potom |<BCD| = 180° — a (protilahly v tetivovom
stvoruholniku), |[<F'CD| = 180°—(180° —«a) = « (susedny uhol) a |[<F ED| = 180° —a.
Zvolme bod X na polpriamke opac¢nej k EA. Potom |[<FEX| = 180° — (180° —a) = av.
Priamky AB a EF st pretaté prieckou AF, ktora s nimi zviera zhodné striedavé uhly
|<BAE| = |<FEX| = «, preto su priamky AB a EF rovnobezné.

2.7.7 a) Ano, lebo |<SUL| +|<SPL| = |[<PUS|+|<PUL|+110° = 50°+20° + 110° =
180°.

b) KedZe stvoruholnik PLU S je tetivovy, tak z obvodovych uhlov dostavame |[<PLS| =
|<PUS| = 50°.

2.7.8 Zo susednych uhlov mame |<BED| = 180° — 75° = 105°, teda |[<BED| +
|<<BAD| = 180°. Preto je stvoruholnik BEDA tetivovy. Vieme tak vyuzit jeho obvo-
dové uhly |[<AED| = |<ABD| = (/2 = 20°. Potom uZ len dopoc¢itame |[<AEB| =
105° — 20° = 85°.

2.7.9 Zo susednych uhlov mame |[<DBE| = 180° — 80° = 100°. Potom z rovnora-
menného trojuholnika DE B dostaneme |[<BDE| = |[<BED| = (180° — 100°)/2 = 40°.
Vyuzitim obvodovych uhlov v §tvoruholniku BEF D uréime |[<BFE| = |[<BDE| = 40°
a |[<BFD| = |<BED| = 40°. Kedze |[<BFA| = |<BCA| = 40° a bod F lezi v polro-
vine ABC, tak je stvoruholnitk ABFC' tetivovy.
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2.8.1 Nech S je stred strany BC. Kvoli deliacemu pomeru taznic plati |T'S| = 1| BC| =
|BS| = |SC|. Preto body B, C, T lezia na kruznici so stredom v bode S. Kedze S
lezi na usecke BC, tak ide o Téalesovu kruznicu na priemerom BC'. Preto je uhol BT'C'
pravy.
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Kapitola 4
Overovanie materialu v praxi

Pocas tvorby predlozeného materidlu sme viaceré jeho ¢asti overovali v praxi. V tejto

kapitole zhrnieme nase skiisenosti.

4.1 Prednaska na letnej skole Trojstenu

Letné skola Trojstenu pontka pocas Styroch letnych tyzdinov prednasky z matematiky,
fyziky a programovania urcenych najmé pre stredoskoldkov. Na tejto akcii sme pred-
niesli prednasku Geometria trojuholnika. Prednésky sa zucastnili Styria ziaci strednych
kol (ro¢niky 1, 1, 2 a 3) a jeden 6smak zo 7S. Vicsina prednasky prebiehala formou
riadeného dialégu so ziakmi. Niektoré tlohy riesili Ziaci samostatne ¢i uz celé, alebo
len zaciatok a zvySok tlohy sme dokoncili spolo¢ne. Prednagka trvala 3 hodiny s dvomi
10-minttovymi prestavkami.

Prednasku sme zacali podla ¢asti 2.1 ulohami 2.1.5, 2.1.6 a 2.1.1, od ktorych sme
presli k dokazovaniu. Pokracovali sme podla casti 2.2, kde sme tlohou 2.2.1 skusali
naviest Ziakov na dokaz Talesovej vety. Ulohu sme vSak mali zadant s kruznicou, ¢o
odhalilo dva problémy. Napriek konkrétnej konfiguracii v zadani mali Ziaci problém
zaCat — nikto z nich si nedokreslil polomer SC. Taktiez dvaja Ziaci rovno spoznali, Ze
mozno vyuzit Talesovu vetu a bolo im tazké zdovodnovat nieco, ¢o zo Skoly poznali ako
fakt. Najma kvoli prvému dovodu sme zadanie tlohy preformulovali cez rovnoramenné
trojuholniky. Na vetu o obvodovom uhle sme naviedli tlohou 2.2.5.

Podla ¢asti 2.5 sme oboznamili Ziakov so strednymi prieckami a taznicami. Zacali
sme rovno ulohou 2.5.4 so stredmi stran. Aj tu ziaci povedali celkom rychlo vysledok
na zéklade svojich znalosti.

V zavere prednésky sme sa pustili do dokazovania toho, Ze sa osi stran a uhlov
pretinaji v jednom bode. Ziakom sa hned vybavil stvis s kruznicami. Vietkych pét
ziakov sa zhodlo na tom, Ze kruznica opisana trojuholniku sa rysuje cez priese¢nik osi

uhlov. So ziakmi sme potom kritickejsie presli vlastnosti osi strdn a uhlov. Na zaklade
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nich sme zdovodnili, preco sa pretinaji v jednom bode aj ako sa s ich pomocou rysuje
kruznica trojuholniku vpisané a opisané.

V spétnej vazbe si ziaci pochvalili, Ze sa mohli dozvediet dokazy znamych tvrdeni.

4.2 Prednaska na lethom tabore Sezamu

Sezam je koreSpondenc¢ny seminar z matematiky pre ziakov 7. az 9. ro¢nika zakladne;j
skoly. Pocas leta organizuje 10-diiovy tabor pre tspesnych riesitelov. Na tomto tabore
sme predniesli hodinovii prednasku o tazniciach trojuholnika. Prednasku sme teraz
zacali ulohou 2.5 s bodmi v tretine stran. Pri nej nepoznali hned vysledok, ale museli
ho objavit. Vacsina ziakov zvlddla objavit podobné trojuholniky, pomocou ktorych
tlohu vyriesili. Nadvézujic na tato tlohu sme si odvodili vlastnosti taznic (vety 11
a 12). Vlastnosti taznic (i) a (i) z vety 13 sme im dali dokazat ako dalsie tlohy. Pri
dokaze vlastnosti (ii) o Siestich trojuholnikoch s rovnakym obsahom sa medzi ziakmi
objavili obe rieSenia uvedené v materiali.

Vo zvysku prednasky ziaci riesili samostatne alebo po dvojiciach tlohy. Vacsina
stihla prejst dlohy 2.5.7 az 2.5.10.

4.3 Hodiny matematickych metéd na gymnaziu

Cast materialu sme otestovali na hodinach matematickych metod v prvej triede talen-
tového 4-ro¢ného studia odboru gymnazium — matematika.

Stredné priecky a taZznice sme ucili podla ¢asti 2.4 a 2.5, pri¢om sme celi tému
zacali tlohou 2.5. Vypoéitat dlzku priecky XY nebol problém. Zvysok tlohy uZ robil
niektorym tazkosti, kedZe si nev&imli podobné trojuholniky. Po prejdeni tejto konfigu-
racie so stredmi stran sme zaviedli pojmy stredné priecky a taZznice a presli sme ich
vlastnosti podl'a materialu.

Pracu s uhlami sme ucili podla c¢asti 2.1. Po vysvetleni principu dokazovania s
pouzitim premennych sme ziakom zadali ulohu 2.2.1, avSak bez velkosti uhla CAB s
pokynom na néjdenie vSetkych moznych velkosti uhla AC' B. Piati Ziaci v tlohe objavili
Talesovu kruznicu a poziadali sme ich, nech ju skisia vysvetlit bez nej. Osmym Ziakom
sa to podarilo. Niektori si oznaéili jeden uhol premennou, niektori dva. Boli vSak aj
ziaci, ktorym takto vSeobecne zadana tiloha robila tazkosti.

Na zaver sme sa venovali osiam stran a uhlov podla ¢asti 2.3. Nie kazdy hned vedel,
ze v ulohéch treba uvazovat os strany alebo uhla. Takymto ziakov sme radili, aby si
rozdelili kon$trukéna tdlohu podla zadanych podmienok a skisili nakreslit niekolko
bodov so skimanou vlastnostou.

Na zaver celku 12 ziakov pisalo hodnotend préacu, v ktorej mali vyriesit ulohy
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1. V kratkosti (staci jedna veta) opiSte postup, ako najdete stred kruZnice opisanej

danému trojuholniku.
2. Co je to taznica trojuholnika?

3. V rovnobezniku ABCD s |<DAB| = 40° plati, ze os uhla ABC' prechadza stre-
dom L strany C'D. Vypocitajte velkost uhla BLA.

4. V rovnobezniku ABCD plati, ze os uhla ABC' prechadza stredom L strany CD.

Dokazte, ze priamky AL a BL st navziajom kolmé.

Ulohu 1 vyriesilo spravne 7 ziakov, traja uviedli osi uhlov, jeden taznice a jeden
tlohu neriesil. Druht tlohu mal nespravne len jeden ziak, ktory uviedol definiciu ta-
ziska, pricom je pravdepodobny jazykovy problém. Zvysnych 11 Ziakov odpovedalo
spravne, avsak jeden uviedol aj nepravdivi informaciu, Ze taznica je kolma na stranu.

V tlohe 3 jeden ziak uviedol Gplné rieSenie a aj ho zovSeobecnil v ulohe 4. Dalsi
ziak len nezdovodnil, preco st strany rovnobeznika v pomere 1 : 2, a tlohu 4 neriesil.
Siesti dalsf ziaci dosli k spravnemu vysledku, avsak styria bez dokazu vyuzili, Ze aj
AL je os uhla DAB alebo |AD| = |DL| a dvaja mali nejasne zapisany postup, ¢ize
mohli riesit podobnou logickou skratkou. Spomedzi nich traja napisali zodpovedajice
vSeobecné tivahy do tlohy 5 a jeden napisal tplne int, logicky nekorektnu uvahu. Traja

ziaci len vypocitali nejaké uhly bez objavenia vysledku a jeden tlohu neriesil.

4.4 Testovanie sady uloh o tetivovych Stvoruholni-
koch

Sadu o tetivovych Stvoruholnikoch sme testovali na podujati Pdtek s matematikou a
fyzikou pro stredoskoldky na Matematickom tstave Sliezskej univerzity v Opave, ktoré
organizuje Jednota ¢eskych matematikov a fyzikov. Zucastnilo sa ho 20 ziakov ¢eskych
strednych skol.

Na zaciatok sme dali ziakom vyriesit tlohu 2.1.3 bez informaécie, Ze rovnoramenné
trojuholniky ABV a ACV zdielaji len rameno AV. Ulohy riesili samostatne, vo dvo-
jiciach a trojiciach, podla toho, kto ako chcel. Do 10 minut kazdy prisiel k vysledku.
Potom sa mali zamygslat nad vSeobecnejSou tlohou 2.1.4, dokym vsetci doriesia. Potom
sme ukazali rieSenie oboch tloh a naznacili hlavnt myslienku dokazu vety o obvodovom
a stredovom uhle, ktori sme aj vyslovili (veta ?7). Dalej sme pokracovali podla Gasti
2.7 — presli sme si kritéria (i) az (iii) z vety 15, kritéria (iv) a (v) sme len spomenuli.
Spolu sme vyriesili alohu 2.7.1.

Vo zvysku prednasky ziaci riesili ilohy na precvic¢enie od tlohy 2.7.3. VacSina rieSila

vo dvojiciach a trojiciach. Dvaja skiisenejsi riesili samostatne. Vac¢Sina ziakov sa dostala
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k tdlohe 2.7.5, 9 ziakov vyriesilo tlohu 2.7.6.

Ulohy okrem 2.7.5 sme zadavali bez obrazkov, aby si Ziaci precviéili schopnost na-
rysovat si nacrt a predstavit si situéciu. Prirodzene sme pozorovali, Ze tento proces
ziakom nejaky c¢as trval. Okrem toho sme narazili aj na tazkosti. V tlohe 2.7.4 si nie-
ktori ziaci nakreslili §tvoruholnik C'DFEF vnutri stvoruholnika ABCD. Teda chapali

stvoruholnik len ako jeho hranicu.

4.5 Prednaska v Trenc¢ine

V spolupraci s krajskou komisiou matematickej olympiady v Tren¢ine sme na Piaris-
tickom gymnéziu Jozefa Braneckého v Trencine zorganizovali 3-hodinovi prednasku.
Zucastnili sa jej ziaci so zaujmom o matematickt olympiddu z réznych miest Trenc¢ian-

skeho kraja. Na tivod sme dali ziakom kratky dotaznik s nasledujicimi otazkami
1. Roc¢nik:
2. Ako mas rad geometriu? vobec=1 2 3 4 5= velmi
3. Ako zvladas dokazové ulohy? vobec=1 2 3 4 5= velmi
4. Ako narysujeme kruZnicu opisani trojuholniku (staci jedna veta)?
5. Co je to stredna priecka trojuholnika? (Staci aj obrazok)

6. Vies, preco sa taznice trojuholnika pretinaju v jednom bode? Ak ano, strucne

napis dévod.

otazka | 1 | 2 415
1. 4|7 310
2. 0]6 410
3. 0[7]10]2/0

Tabulka 4.1: Odpovede na prvé tri otazky dotaznika.

Odpovede na prvé tri otazky su v tabulke 7?7 a k otazke 4 v tabulke 4.2. Na piatu
otazku odpovedalo spravne 16 Zziakov. Dvaja nacrtli obrazok taznice a jeden napisal
,heviem®.

V poslednej otazke nikto nenapisal spravny dévod. Siesti ziaci priznali, Ze nevedia a
jeden si nepamétal a jeden nenapisal ni¢. Vo zvySnych rieSeniach prevazoval argument
ytazisko je len jedno®. Neocakavali sme, ze ziaci buda poznat dokaz. Napriek tomu ich

odpovede naznacuju, ze netusia, ako by taky dokaz mal vyzerat.
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Pocet | Odpoved
9 cez osi stran;
2 priznali sa, Ze si nie su isti, ¢i cez priesecnik osi uhlov alebo stran;
2 cez priesecnik vySok;
1 cez tazisko
1 bez odpovede
2 pomocou ,stredu” trojuholnika
1 uvedenie definicie opisanej kruznice
1 najprv narysujeme kruznicu a potom trojuholnik

Tabulka 4.2: Odpovede na otazku o rysovani opisanej kruznice.

Priebeh prednasky bol tematicky identicky ako na prednéaske na letnej skole — isli
sme podla ¢asti 2.1, 2.2, 2.5 a 2.3. Ulohy sme viak upravili na zaklade predoslej sku-
senosti. Nasledovné tlohy sme nechali riegit samostatne, prip. po dvojiciach. Ulohy
2.1.5, 2.1.1 zvladli vyriesit vietci. Ulohu 2.5, ktorou sme uvadzali stredné priecky a
taznice, zvladla vyriesit zhruba polovica. Na objavenie vlastnosti osi strén a uhlov
riesili dlohy 2.3.1 a 2.3.3, tie vacsSina zvladla vyriesit, hoci niektorym sme potrebovali
pomdct rovnakym sposobom ako pri uc¢eni na gymnéaziu.

Na zaver prednasky sme dali ziakom napisat kratku spéatni viazbu formou volného
textu — Co sa im pacilo a ¢o nepacilo. Piati ziaci si pochvalili zrozumitelnost vysvetlenia.
Traja ziaci by uvitali, ak by prednaska bola tazsia. Jeden z nich uviedol, Ze Gvodna
cast s jednoduchym pocitanim uhlov mohla byt kratsia. Zo spétnych véizieb vyberame

nasledovné utrzky:

e Pacili sa mi dokazy faktov, ktoré na normalnej matematike neodvadzame (napr.

o tazniciach).
. . . v » . , . ] b
e Ujasnil som si, na ¢o sa mam pri dokazovani zameriavat a ako postupovat.

e P4gcila sa mi uloha s policajnou stanicou (tloha 2.3.4), takéto rieSenie som neoca-

kaval a ,,otvorilo mi to o¢i“ pre nové poznania.

e Pacilo sa mi, ze sme si dokizali zakladné veci, napr. preco sa stred vpisanej

kruZnice hl'ada pomocou osi uhlov.

4.6 Rozbor rieseni ulohy zo sutaze

Uloha 2.1.3 bola zadan4 v sttazi Korespondenény matematicky seminar (2025/26, 2.

tloha 2. zimného kola). Autor tejto prace bol jednym z opravovatelov ulohy. V tejto
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Casti zhrnieme pozorovania z analyzy Ziackych rieSeni. Uloha bola zadana v nasledov-

nom zneni.

Uloha 4.6.1. Kostejova dusa, ktorej jedna ¢ast je ukryta v tu pritomnej ihle, pozos-
tédva z dvoch rovnoramennych trojuholnikov VAB a VAC so zakladiami AB a AC.
Trojuholniky zdielaji rameno V' A. Vieme, ze |[<VAB| = 40° a |<V AC| = 20°.

e Vypocitajte velkost uhla BV C.

e Bod D zvolime tak, aby platilo |[DV| = |BV/|, |[<VBD| = 10° a aby sa tsecky
BD a AV pretali. Vypocitajte velkost uhla BDC.

Ulohu riesilo 96 riesitelov: 36 prvakov, 27 druhékov, 13 tretiakov a 6 Stvrtakov zo
strednych 8kol, 10 deviatakov a dvaja 6smaci zo zakladnych skol. Poznamenéme, Ze
takto zadana tloha ma dve rieSenia, ¢o si uvedomilo len 11 riesitelov. V ¢asti a) boli

riesenia ziakov nasledovné:

e 60 riesitelov doglo k vysledku 120°;

19 riesitelov doslo k vysledku 240°;

2 riesitelia dosli k vysledku 40°;

11 naslo obe mozné hodnoty, z ¢oho styria uviedli ako jednu 240°;

1 riesitel dosiel k vysledku 60° na zaklade chybnej uvahy |[<BAC| = |<BVC|;

1 riesitel dosiel k vysledku 150° kvoli chybnému vypoctu |[<AV C| v rovnoramen-
nom trojuholniku: 180° — 20° = 160°, 160° : 2 = 80°;

1 riesitel dosiel k vysledkom 40° a 50° na zaklade chybnej avahy |<BAC| =
|<BV .

V ¢asti b) boli rieSenia pestrejsie:

56 riesitelov vyriesilo cez pocitanie uhlov;

28 riesitelov vyuzilo vztah medzi obvodovymi alebo obvodovym a stredovym

uhlom, z ¢oho jeden riesitel tento vztah pre konfiguriciu zo zadania aj dokézal;

1 riesitel vyriesil jednu konfiguraciu cez pocitanie uhlov a druhu vetou;

2 riesitelia chybne zdovodnili, ze bod D neexistuje;

2 riesitelia vypo¢itali iny uhol (V. DC alebo DV ().
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Este spomenieme, Ze 52 rieSitelov si v§imlo v tlohe kruznicu. Niektori v rieSeni uvideli
aj konstrukciu bodu D, ¢o naznacuje, ze im to pomohlo si tlohu lepsie predstavit.
Pozoruhodné je, Ze v Casti a) vSetky spravne rieSenia dostali riesitelia dopoc¢itavanim
uhlov. Ziaden riesitel sa neodvolal na vetu o obvodovom a stredovom uhle, ¢o pri Casti
b) pouzila neceld tretina riesitelov. Domnievame sa, Ze to moze byt sposobené vyssou

naro¢nostou ¢asti b).
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Zaver

Vytvorili a otestovali sme materidl obsahujuci sady gradovanych tloh, na ktorych
mozno predstavit ziakom vybrané tvrdenia z planimetrie. Na zaklade overovania v praxi
hodnotime, Ze sa nam podarilo zostavit niekol'ko tloh, ktoré st vhodné na objavovanie
tvrdeni o zékladnych prvkoch trojuholnika, Talesovej kruznice a vety o stredovom a
obvodovom uhle. A to aj v situécii, kedy mame v triede ziakov, ktor{ preberané tvrdenia

uz poznaji. Osvedcilo zadavat tlohy, ktoré:
e su zadané v konkrétnej konfiguracii;

e mozno ich riesit vyuzitim rovnakych, prip. podobnych, principov, ktorymi sa

dokazuju zodpovedajice vseobecné tvrdenia;
e nemaju napaditi podobnost na zname tvrdenie.

Ide najmé o tlohy 2.2.1, 2.1.3 na objavenie Télesovej kruznice a vety o obvodovom
a stredovom uhle a tloha 2.5 na objavenie vlastnosti strednych priecok a taznic. Vo
vSetkych troch tlohéch sa priamo v zadani nevyskytuje kruznica, stredné priecka ¢i
taznica.

Dalej sme zistili, ze tlohy na pocitanie uhlov, kde st niektoré uhly zadané a treba
dopocitat dalsie, ziaci nasej cielovej skupiny prevazne zvladaju. Pokial rieSenie tlohy
si vyzaduje pouzit premennd, robi to uz niektorym ziakom tazkosti. Vicsie tazkosti
sme pozorovali pri dokazovych tlohéach.

Praca nechéava viacero podnetov pre d'alsi vyskum. Sady tloh na precvi¢enie nauce-
nych znalosti mozno rozsirit o tlohy réznych néro¢nosti. Uz len slovenské matematické
stutaze pontkaju bohati zasob tloh, ktoré by bolo mozné do nasho materialu zaradit.

Taktiez by bolo prinosné material hlbsie otestovat. My sme ho testovali prevazne na
hodinéch, kde sme vnimali, ako Ziaci rieSia nase tulohy. Na zéklade toho vSak nevieme
urcit, ako budu riesit tlohy samostatne, s ¢asovym odstupom ¢i aj v pisomnej podobe,
ked musia svoje myslienky zaznamenat do logicky spravneho postupu. NaSe testovanie

na gymnéaziu poukazuje na to, zZe nas material ma potencial na zlepsSenie.
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