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Pod akovanie:

Chcel by som sa podakovat mdjmu skolitelovi Michalovi Winczerovi za cenné rady
pri tvorbe tejto prace a za upozornenia na mozné tuskalia pri testovani.

Zaroven chcem vyuZit tento priestor na podakovanie sa celej Katedre didaktiky
matematiky, fyziky a informatiky, ako aj fakulte, vdaka ktorym som mohol absol-
vovat doplitujice pedagogické stidium z informatiky. Stidium bolo pre mia velmi
prinosné. Som rad, ze som mal ti ¢est absolvovat predmety so $pickovymi pedagoégmi
a odbornikmi vo svojich oblastiach. Taktiez si odnaSam spomienky na mojich kolegov
Studentov, s ktorymi som mohol viest zaujimavé diskusie naprie¢ roznymi predmetmi
a vypocut si ich nazory a pohlady na rozne aspekty ucitel'stva. Chcem taktiez prejavit
svoju vdaku za vSetku ustretovost, s ktorou som sa pocas studia stretol, a porozumenie
voC¢i mnohym tazkostiam, ktoré su s doplhujucim pedagogickym stiadiom spété.

Dakujem vedeniu Gymnazia Grosslingova, na ktorom u¢im, a vSetkym mojim kole-
gom za sprevadzanie a pomoc. Neda mi nespomentit, Ze som vdacény za to, Ze som pocas
pandémie COVID-19 mohol u¢it. Otvorilo mi to o¢i a naucil som vdaka tomu mnohé
zru¢nosti, ktoré, verim, vyuZijem aj pri obnoveni kontaktnej vyuc¢by. Moja vdaka patri
aj ucitelkdm, u ktorych som si mohol vyskusat metodiku z tejto prace, za vybornu
komunikaciu a spoluprécu.

V neposlednom rade dakujem za podporu mojej rodine, znaAmym, priatelom. Bez

ich podpory by som nebol tam, kde stojim teraz.



Abstrakt

Tato praca poskytuje metodicky material pre vyucovanie ¢asovej zlozitosti zamerany
pre maturantov z informatiky. Nasim cielom je ukazat Studentom, Ze moZnosti poci-
tac¢a st obmedzené. Chceme ich naucit priblizne odhadnit ¢as potrebny na vykonanie
programu. Studenti by nasledne mali byt schopni odhadnit najviacsiu velkost vstupu,
ktory dany program zvladne spracovat za kratky cas. Taktiez by mali byt schopni
pouzit Casovi zlozitost ako argument pri porovnavani dvoch programov. Vsetko toto

demonstrujeme na programovacich tlohéch a neformalne, bez pouzitia O notéacie.

Krlacoveé slova: casova zlozitost, porovnavanie algoritmov, priemerny / najhorsi pri-

pad, metodika



Abstract

This work offers a methodical material for teaching time complexity to high school
students graduating in informatics. Our goal is to show the students that capabilities
of a computer are limited. We aim to teach them to approximately estimate the running
time of a computer program. Consequently, the students should be able to estimate the
largest size of an input which a given program can process in a short amount of time.
Also, the students should manage to use the time complexity as an argument when
they compare two programs. We demonstrate all of this using programming problems

and informally, without O notation.

Keywords: time complexity, algorithm comparison, average / worst case, methodical

material



Uvod

Ako sa uvadza v cielovych poziadavkach na vedomosti a zrucnosti maturantov z infor-
matiky, ziak ma vediet ,intuitivne uvazovat o zlozitosti algoritmu (na ulohéch prime-
ranej zlozitosti)[18]. Cielom tejto prace je vypracovat a otestovat material pre vyucbu
¢asovej zlozitosti na intuitivnej irovni. Chceme sa v iom zamerat hlavne na nasledovné

vyucbové ciele:

e Student vie, Ze vypoctové moznosti pocitaca si obmedzené a Ze niektoré prog-

ramy nevykona za okamih.

e Student vie odhadnut s radovou presnostou pocet prikazov, ktoré program vykona

v zéavislosti od velkosti vstupu

e Student vie na zaklade poc¢tu vykonanych prikazov odhadnut s rdadovou presnos-

tou ¢as, ktory bude program bezat pre vstup zadanej velkosti.

e Student vie odhadnit s radovou presnostou najvacsiu moznu velkost vstupu, na

ktorom program skon¢i do zadaného casu.
e Student vie vyuzit ¢asoviu zlozitost ako kritérium porovnavania dvoch programov.

V kapitole 1 uvadzame prehlad dostupnej literatary a internetovych zdrojov ty-
kajucich sa casovej zlozitosti. Dalej v kapitole 2 spomenieme tri typy tloh, ktoré sme
zvazovali v tvorbe naSej prace. Spomedzi nich vyberieme tlohy, v ktorych ziaci analy-
zuju zlozitost programu riesiaceho nejaki programétorski tlohu. Pre jednu konkrétnu
tlohu uvedieme v kapitole 3 metodiku pre zavedenie casovej zlozitosti. Zvysné tlohy,
ktoré sme zvazovali a ktoré mozno vyuzit pre dalSie precvicovanie, uvedieme v ka-
pitole 4. V kapitole 2 uvedieme dve uzitocné programéatorské konstrukcie, ktorymi si
vieme pomoct pri vyucbe Casovej zlozitosti. Na zaver uvedieme v kapitole 6 postrehy
z testovania metodiky v dvoch triedach mimo nasej skoly.

Zaroven kapitola 4 poskytuje prehlad programovacich tloh, pri ktorych je priestor
na zaujimavu analyzu ¢asovej zlozitosti. RieSenia tloh pokryvaji vacsinu beznych ca-
sovych zlozitosti a tiez mozno medzi nimi najst aj jednoduché, priamociare rieSenia, ale
aj zlozité rieSenia s uzitoénymi programatorskymi myslienkami a zlozitejSou casovou

analyzou.



Kapitola 1
Prehl'ad literatary

V slovenskej a ¢eskej literatture sa nenachédza vela materidlov tykajucich sa vyucbe
casovej zlozitosti u maturantov. Vac¢sina materidlov pochadza z vysokoskolskych kur-
zov (napr. [2], [4], [14], [9]). Dalsim zdrojom materidlov st programétorské sutaze,
v ktorych sa ¢asto vyzaduje analyza ¢asovej zlozitosti programu. Slovensky Kore$pon-
den¢ny seminér z pogramovania ma na svojej internetovej stranke dva ¢lanky o ¢asovej
zlozitosti [12], [11]. Dalsim materidlom je kniha Geského seminara z programovania
[1]). Poznamky o ¢asovej zlozitosti mozno néjst aj na strankach gymnazii vo Zvolene
[15] a v Nitre [6].

Vsetky uvedené materialy vyuzivaju pri opisovani zlozitosti tzv. O notaciu. Taktiez
vacsina z uloh, ktoré sa naprie¢ nimi spomina, presahuje znalosti, ktoré st vyzadované
od maturantov z informatiky. Zo spominanych materialov nie je Tahké pripravit hodinu
pre maturantov z informatiky.

Uvodné pozorovania zavadzania konceptu zlozitosti na strednych skolach v Izraeli
potvrdili, Ze pochopenie tohto pojmu je obtazné [5|. V centralnom registri zavere¢nych

prac sa nenachadzaju ziadne préce, ktoré by sa venovali téme casovej zlozitosti.



Kapitola 2
Vyber typu tuloh

V zacdiatkoch naSej prace sme zvazovali tri rozne smery, ktorymi by sme sa mohli uberat

pri vyucovani ¢asovej zlozitosti. V nasledujtcich troch sekciach opiSeme tieto smery.

2.1 Neprogramatorské tilohy

Ide o ulohy, ktoré vytycuju nejaku prostredie a isté kroky, ktoré v iiom mozno vyko-
navat. V tychto tlohach sa mozeme dozvedat nejaka informaciu, niekoho presviedcat
alebo menit stav prostredia. Mnohé z nich maji charakter hry. Snazime sa pritom
dosiahnut ciel vytyceny v tlohe. MoZe ist o zistenie urcitej informécie alebo dosiahnu-
tie konkrétneho stavu. Skumame pritom pocet pouzitych krokov, ktory chceme mat
spravidla ¢o najmensi. S mnohymi tlohami tohto typu sa mozno stretnit aj v mate-

matickych sutaziach. Uvedieme niekol'ko prikladov.

Uloha 2.1. Kamarat si mysli ¢slo od 1 do 100. Mozeme sa ho spytat Tubovolnt
zistovaciu otazku, na ktort nam kamarat pravdivo odpovie ano alebo nie. Ako mame
postupovat, aby sme uhadli ¢islo? Kolko najmenej krokov potrebujeme, aby sme mali

zarucené, ze ¢islo urcite uhddneme?

Uloha 2.2. Mame 128 vriec. Spomedzi nich 127 vriec obsahuje po 100 kovovych minci
a jedno vrece obsahuje 100 zlatych minci. Jedna kovova minca vazi 10 g a jedna zlata
minca vazi 9 g. Mince st na pohlad nerozliSitelné. V jednom kroku moézeme polozit
na vahu Iubovolni skupinu minci a zistit ich celkovit hmotnost. Ako vieme najst vrece
so zlatymi mincami? Kolko najmenej krokov potrebujeme, aby sme vrece so zlatymi

mincami zarucene nasli?

Uloha 2.3. Pexeso sa hra nasledovne. Harry najskor rozlozi na stol 2n karticiek pexesa
otocenych obrazkom dolu. Na kazdom pexese je prave jeden obrazok. Obrazkov je
n a kazdy z nich je prave na dvoch pexesich. V kazdom tahu hrac¢ postupne otoci

dve karticky. Ak st rovnaké, zoberie si ich. Ak su rozne, otoc¢i ich naspat. Harry sa
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snazil pozbierat vSetky karticky na ¢o najmenej tahov. Kol'ko najmenej tahov potrebuje
Harry, ktory ma mimo iného perfektni pamét, na to, aby pozbieral vsetky karticky,

nech je pexeso na zaciatku rozlozené akokolvek? [§]

Casto je v ulohach ziaduce opakovat podobné tahy alebo reagovat na vysledky
predoslych tahov. Preto sa na rieSenie takychto iloh mézeme pozerat ako na navrhnutie
algoritmu, ktory nam opisuje, ako mame vykonavat nase tahy.

Ako mozZno vidno, v tychto tlohach mozno jasne definované ,,¢asovi zlozitost“ algo-
ritmu — je to pocet krokov, ktoré spravime. Tiez si mozeme vsimnut, ze v ilohach ¢asto
hré proti nam isty prvok ndhody. Napriklad v tlohe 2.1 mézeme mat Stastie a uhadnut
¢islo na prvy pokus, ale tiez moézeme mat smolu a bude nam to trvat dlho. Preto tu
mozeme najst priestor na diskusiu o najlepsom, najhorSom a priemernom pripade.

V tlohéch 2.1 a 2.2 moézeme ziakov hravym spdsobom zoznamit s myslienkou bi-
narneho vyhladévania a logaritmickej ¢asovej zlozitosti. Z programatorského hladiska
ide o kombinaciu cyklu s podmienkou — postupne v cykle sa pytame otazky, pricom
konkrétne znenie nasej otézky volime na zaklade odpovedi od kamarata. Kombinacia
cyklu a podmienky tak moze byt pre Studentov pristupnejsia v takejto hravej forme,
kedy im staci svoje myslienky sformulovat slovne a nemusia ich transformovat do prog-
ramatorskych konstrukecii.

Pri ulohéach 2.1 a 2.2 mozeme poukézat na to, ako sa v pocte potrebnych krokov
mozu lisit rozne algoritmy. Dokonca v tilohe 2.2 je ten rozdiel este vyraznejsi, kde nam

so Sikovnou myslienkou staci jedno vazenie.

2.2 Vypisovanie hviezdiciek

Tento typ tuloh sa spomina aj priamo v poziadavkach maturity z informatiky ako priklad
prace so zlozitostou na intuitivnej arovni [18|. Taktiez sa takito uloha vyskytla v
pilotnom testovani maturantov Monitor 2004 [20]. V tychto tlohach Studenti dostant
napisany program, ktory iba vypisuje hviezdicky s vyuzitim programovacich konstrukcii
ako st cyklus a vetvenie. V programoch pritom mo6zu vystupovat premenné (zvicsa len
jedna), ktoré ovplyviiuju pocet vypisanych hviezdiciek. Ulohou studentov je zvicsa
zistit, kolko hviezdi¢iek program vypiSe. V pripade, Ze program obsahuje premenné,

tak treba najst zavislost po¢tu vypisanych hviezdi¢iek od vstupnych parametrov.

n = int(input())
for i in range(n):
for j in range(i):
print (%)

Program 2.1: Priklad programu vypisujiceho hviezdicky
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Ako nedostatok tychto tloh mozno vnimat absenciu motivacie u tudentov. Ulohy
tohto typu moézu posobit ako samouicelné a moze sa stat, ze Studenti ich buda vni-
mat odtrhnuté od praktického sveta. Na druhej strane, prave vdaka ich samotucelnosti
sa mozeme pri takychto tloha sustredit prave na casovu zloZitost a Studenti nebudu

rozptylovan{ programovanim a porozumenim algoritmov.
pty prog p g

2.3 Programatorské tlohy

Poslednym spodsobom je ilustrovat otazky ohladom ¢asovej zloZzitost na skutocénych
programoch, ktoré budi riesit nejaky programétorsky problém. Ide o typ tloh, s akym
sa Studenti pripravujuci sa na maturitu casto stretavaju. Preto by im nemali byt cudzie.
Tiez pri nich Studenti vedia experimentovat a merat ¢as svojho programu na réznych
vstupoch. Rizikom je, Ze programatorska cast pridéava na komplexnosti rieSenych prob-
lémov a Studenti moézu mat vacsie tazkosti s pochopenim ako pri predoslych typoch
uloh.

Moéze sa stat, ze Studenti budii mat rieSenia s inou asymptotickou zlozitostou. V ta-
kom pripade vie ucitel nadviazat otédzkou, ako by sme vedeli porovnat, ktoré rieSenie
je lepsie.

Je tu priestor poukézat aj na iné aspekty ovplyvihujice ¢as programov, napr. ak si
nenacitam subor do pola a zakazdym nim prechadzam, tak je to pomalsie.

V naSej praci sme si zvolili zameranie na programéatorské tlohy. Nasou hlavnou
motivaciou bola skutoc¢nost, Ze prave s takymto typom tloh sa Studenti pri priprave
na maturitu stretavaju najcastejsie. Analyzu casovej zlozitosti mozno tak zaradit po

roznych tlohach, ktoré so studentmi bezne na seminaroch programujeme.



Kapitola 3

Metodika

Vychodiskovym bodom naSej metodiky je demonstracia otédzok ohladom ¢asovej zlo-
zitosti na programatorskych tlohach. Na vybranej tlohe moézu Studenti uvidiet, Zze
pocita¢ nie je schopny vSetkého a v niektorych situaciach mu moze vypocet trvat vela
¢asu. Niekedy aZ tolko, Ze odhadovany ¢as programu je prili§ velky.

RieSenie otazok casovej zlozitosti ilustrujeme na jednej tlohe. Programovanie vy-
branej ulohy mozno zakomponovat do precvi¢ovania prace s jednorozmernymi polami

a stubormi.

Zakladné informacie

e Cielova skupina: Studenti gymnazia pripravujici sa na maturitu (3. alebo

4. ro¢nik).
e Casova dotacia: 90 min (najlepsie dvojhodinovka seminéara) + 45 min na pre-
cvicenie.
e Pomocky:
— projektor;
— tabula;
— pocitac¢ pre kazdého studenta, prip. do dvojice;
— zadanie tloh pre Studentov;

— subory so vstupmi pre Studentov.

Vstupné poziadavky na Studentov

1. Student vie vytvorit pole potrebnej velkosti, nacitat donho hodnoty a pristupit

na miesta pola.
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. Student vie identifikovat opakujuci sa vzor a zostavit for cyklus sledujuci tento

VZOr.
Student vie pouzit vnoreny cyklus.

Student vie zistit, & pocas vykonavania cyklu bola aspon raz splnena podmienka

(napr. pomocou premennej).

Student vie v poli ¢isel spoéitat pocet vyskytov jednotlivych ¢isel (napr. spocitat

pocet padnuti ¢isel 1 az 6 pri hadzani hracou kockou).

Student vie precitat udaje zo suboru a ulozit ich do pola.

Vychovno vzdelavacie ciele hodiny

1.

Student vie, Ze vypocCtové moznosti pocitaca si obmedzené a ze niektoré prog-

ramy nevykoné za okamih.

Student vie odhadnut s radovou presnostou pocet prikazov, ktoré program vykona

v zéavislosti od velkosti vstupu.

Student vie na zéklade po¢tu vykonanych prikazov odhadnut s rdadovou presnos-

tou ¢as, ktory bude program bezat pre vstup zadanej velkosti.

Student vie odhadnut s radovou presnostou najvacsiu moznu velkost vstupu, na

ktorom program skon¢i do zadaného casu.

Student vie vyuzit ¢asovi zlozitost ako kritérium porovnavania dvoch programov.

Kostra hodiny a casovy plan

Uvedieme jednotlivé ¢asti nasej hodiny, ktoré budeme opisovat v nasledujicich sekciach

tejto kapitoly. Ku kazdej z nich uvadzame aj odporucany cas.

1.

5 min: Predstavenie zadania ulohy (sekcia 3.1).

2. 25 min: RieSenie a programovanie tulohy formou podla vyberu ucitela (sekcia

3.

3.2).

15 min: Spolo¢né prejdenie rieSeni tlohy (rieSenia a néavody k nim uvadzame
v sekcii 3.3).

4. 5 min: Uvodna diskusia o asovej zlozitosti (sekcia 3.4).
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5. 10 min: Odhad zavislosti po¢tu vykonanych prikazov od velkosti vstupu na kon-

krétnom rieSeni (sekcia 3.5).

6. 5 min: Odhad ¢asu behu konkrétneho programu na zaklade odhadnutého poctu

prikazov (sekcia 3.5).
7. 10 min: Odhad ¢asu behu pre zvy$né programy (sekcia 3.6).
8. 10 min: Porovnanie programov z pohladu ¢asovej zloZitosti (sekcia 3.7).

9. 5 min: rezerva pre rieSenie problémov a odpovedanie na otéazky.

Precvicenie na inych tulohach realizujeme na d'alsej hodine (sekcia 3.8).

3.1 Zadanie tlohy

Uloha 3.1. Vlada vymyslela novy systém na podpisovanie peticii. Kazdy obé¢an statu
mé prideleny jednozna¢ny identifikator, ¢o je prirodzené ¢islo mensie ako 1000 000.
Ked niekto v systéme dokon¢i peticiu, systém posle vlade sibor, ktory obsahuje iden-
tifikdtory podpisanych Tudi, v kazdom riadku jeden.

Vzniklo podozrenie, ze kvoli chybe v systéme niektoré peticie obsahovali duplicitné
podpisy. Vlada si vas najala, aby ste toto podozrenie skontrolovali.

Vasou tlohou je napisat program, ktory dostane subor s podpismi peticie a zisti, ¢i
peticia obsahuje duplicitny podpis (aspon jeden). Ak ano, vypise identifikator ¢loveka,
ktorého podpis je v peticii dvakrat. V pripade, zZe duplicitnych podpisov je viacero, staci
vypisat jeden z nich. Pokial peticia duplicitny podpis neobsahuje, program vypiSe, Ze

je korektné.

3.2 RieSenie ulohy

Studenti ako suast zadania dostand niekolko siborov s podpismi. Poc¢ty podpisov
v stubore st rézne a rastd az k jednému miliénu. Pre Sikovnejsich Studentov méme
pripravené aj subory s peticiami z inej krajiny, kde identifika¢né ¢isla mozu byt este
vacsie.

Je dobré, ked si studenti tulohu skusia sami vyriesit. MoZeme k rieSeniu tlohy pri-

stupovat podla naSich zvykov. Napriklad
e moze dat ulohu vyriesit Studentom samostatne, prip. v dvojiciach;

e moze najprv spolu so Studentmi prejst klic¢ové myslienky a neché ich previest

povedané myslienky do programu.
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Je vsak prospesné ponechat studentom nejaku volnost pri vymyslani riesenia, aby sa
mohli objavit rézne pristupy, o ktorych sa da potom diskutovat.

Ako studenti postupne dokonc¢uju svoj program a spuistaju ho na réznych siboroch,
tak si méZzu vS8imnut, Ze pri velkych suboroch program neskon¢i hned, ale trva mu to
niekol’ko sekund, respektive jeho skoncenia sa ani nedockaji. Pokial mame eSte Cas,
kym rieSenie tlohy naprogramuje zvySok triedy, mdézeme tychto Studentov inStruovat,
nech popremyslaju, ¢ by vedeli vytvorit taky program, ktory by zvladol vyrieSit aj

vel'ké subory.

3.3 RieSenia

So studentmi si prejdeme rieSenia tloh, na ktoré prisli, ¢i uz pri samostatnom progra-
movani alebo spoloénom v ramci triedy. Uvadzame tri principy rieSenia tlohy. Neocaka-
vame, ze Studenti pridu na vsSetky z nich. Vac¢sina studentov pri testovani prisla len na
rieSenie A. Preto k rieSeniam uvadzame aj niekol'ko otézok, ktorymi mozno Studentov
na rieSenie naviest. Je totiz dobré ukazat studentom aj iné riesenie tlohy. Studenti tak
mozu uvidiet, Ze ten isty problém moze byt vyrieSeny rézne rychlymi programami, ¢o
posiliiuje dévod, preco je uzito¢né sa casovou zlozitostou zaoberat.

Pokial studenti pridu len na rieSenie A, odporuc¢ame si spolo¢ne so Studentmi prejst
rieSenie B, obzvlast ked Studenti nevedia usporiadat pole ¢isel. Vyhneme sa tak prob-
lému, ako usporiadat ¢isla podla velkosti a hlavne problému, ako dlho usporadavanie
trva. RieSenie B je tiez podobné tlohe s poc¢itanim hodov kocky, s ktorou sa mohli uz

Studenti stretnut.

nazov_suboru = input(’Zadajte nazov suboru s peticiou: 7)
subor = open(nazov_suboru)

n = int(subor.readline())

podpisy = [int(riadok) for riadok in subor|

korektna = True

for i in range(n):
for j in range(i):
if podpisy|i]| = podpisy|[j]:
korektna = False
print (’V peticii bol najdeny duplicitny podpis s id’, podpisy|[i])
if korektna:
print(’Peticia je korektna.’)

Program 3.1: Hladanie duplicitného podpisu pomocou porvnavania kazdej dvojice

podpisov
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RieSenie A: porovnavanie kazdych dvoch podpisov

Najviac priamociare rieSenie je zalozené na porovnéavanie kazdého podpisu s kazdym.
Mozeme to spravit napriklad tak, Ze si najprv obsah siboru nacitame do pola. Potom
v dvoch for cykloch prejdeme cez vsetky dvojice indexov ¢ a j. Pre kazda dvojicu
skontrolujeme, ¢i sa i-ty podpis lisi od j-teho podpisu. Pri tomto rieseni si musime dat
pozor na to, aby sme nechtiac neporovnali dva podpisy na rovnakom mieste. Program
3.1 to zarucuje tym, ze skisa len pripady, kedy ¢ < j.

Tento princip moZzno naprogramovat vo viacero modifikaciach. Napr. jeden z cyk-
lov mo6ze byt nahradeny prechadzanim siboru alebo funkciou na zistenie, ¢i sa ¢islo

nachadza v poli.

Riesenie B: pomocou pocitania poc¢tu vyskytov.

Stuborom s podpismi prejdeme len raz. Miesto toho, aby sme si podpisy ukladali do
pola, tak spocitame, kolkokrat sa tam ktory podpis nachadza. Na to si zavedieme
pole velkosti m + 1, kde m je maximélna mozné hodnota identifikdtora obc¢ana. Jeho
prvky nastavime na nuly. Pri prechddzani suboru s podpismi zvySujeme pocitadla pre
pocet vyskytov jednotlivych podpisov. Ked prideme na podpis, ktory mé uz zvySené

pocitadlo na 1, tak prehlasime, ze sme nasli duplicitny podpis.

nazov_suboru = input(’Zadajte nazov suboru s peticiou: )
subor = open(nazov_suboru)
pocet = [0] * 10000000
korektna = True
for riadok in subor:
id = int(riadok)
if pocet[id] >= 1:
korektna = False
print(’V peticii bol najdeny duplicitny podpis s id’, id)
pocet [id] += 1
if korektna:
print (’Peticia je korektna.’)

Program 3.2: Hladanie duplicitného podpisu pomocou pocitania poc¢tu vyskytov

Navod. Ked chceme skontrolovat peticiu, tak vlastne chceme najst podpis, ktory sa
v nej vyskytuje dvakrat (resp. viackrat), pripadne ukazat, ze taky podpis nie je. Co
ak by sme teda pre kazdy podpis spocitali, kolkokrat sa v peticii vyskytuje? Skuste si
spomenut, pocitali sme uz niekedy pocet vyskytov nejakych ¢isel? Pocitali sme kol'ko-
krat padlo ktoré ¢islo na pri haddzani kockou. Nevedeli by sme podobny princip vyuzit

aj tu?
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Riesenie C: pomocou usporiadania

Studenti mozu prist este s jednym spdsobom rieSenia tlohy, a to pomocou usporiada-
nia. Totiz ked méame identifikdtory podpisov usporiadané vzostupne, rovnaké identi-
fikatory sa buda nachadzat vedla seba. Sta¢i nam potom iba jeden prechod polom.
Pre studentov moéze byt problém, ako usporiadat cisla v poli, zvlast, ked sa s tym
eSte nestretli. Neo¢akavame, ze by Studenti mali vediet triediace algoritmy, napokon to
nie je ani v poziadavkach na maturitu [18]. MéZeme vSak $tudentom prezradit, Ze pre
usporiadanie pola moézu pouzit vstavant, prip. knizniénu funkciu. V jazyku Python
mozeme pouzit funkciu sorted(pole), ktord dostane za parameter pole a vrati nové,
usporiadané pole, alebo metodu sort (), ktort mézeme pouzit na pole (v programe
napiseme pole.sort()) a utriedi ndm priamo zadané pole. Mozeme zvazit, ze miesto
toho, aby sme Studentom priamo povedali, ktora funkciu mozu pouzit, moézeme ich

nechat vyhladat spravnu funkciu na internete.

nazov_suboru = input(’Zadajte nazov suboru s peticiou: )
subor = open(nazov_suboru)
podpisy = [int(riadok) for riadok in subor|

subor. close ()
podpisy . sort ()
korektna = True
for i in range(len(podpisy) — 1):
if podpisy[i] = podpisy[i + 1]:
korektna = False
print(’V peticii bol najdeny duplicitny podpis s id’, podpisy[i])
if korektna:
print (’Peticia je korektna.’)

Program 3.3: Hladanie duplicitného podpisu po usporiadani podpisov

Navod. V rieSeni A si podpisy ulozime do pola tak, ako sa nachadzaja v subore. Ked
si zoberieme nejaky podpis a hTadame, ¢ sa tam vyskytuje na inom mieste, tak nam
toto hladanie trva dlho, lebo musime prejst celym polom. Nevedeli by sme si ulozit
podpisy v nejakej Sikovnejsej podobe? Aby nam takéto vyhladavanie islo rychlejsie
alebo aby sme vedeli v tejto podobne podpis rychlo vyhladat? Skuste sa zamysliet
nad situdciami z bezného Zivota. Ked potrebujete vy alebo zamestnanec v niektorom
konkrétnom povolani rychlo najst ¢islo (alebo iny idaj, napr. meno) medzi vela tidajmi,
akym sposobom zvykni byt tieto tdaje ulozené.

S takymito situdciami sa mozeme stretnut, ked hladame teleféonne ¢islo v nasom
adresari na mobile alebo ked lekar hl'ad4 niekoho zdravotnu kartu. Vo vacsine takychto
situaciach st potrebné tidaje usporiadané. Tu si Studenti vedia uvedomit, Ze usporia-
danie nam vie tuto ulohu ulah¢it. Ked si zoberieme nejaky podpis, tak ak sa tam

nachadza duplicitne, tak jeho duplikaty sa musia nachadzat vedl'a neho.
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3.4 Diskusia o casovej zlozitosti programu

Po tom, ¢o sme si so $tudentmi presli ich rieSenia (prip. rieSenie) tulohy, prejdeme
k diskusii so studentmi. Predpokladame, Ze véacSina Studentov prisla k rieSeniu pomocou
porovnavanim v dvoch cykloch. Tak to bolo aj pri vSetkych nasich testovaniach. Preto
sa budi nasledovné tvahy o ¢asovej zlozitosti tykat programu, ktory porovnava vsetky
dvojice podpisov. Preto ani nie je potrebné, aby ziaci mali rieSeni viacero. Na zaklade
vysledkov testovani ocakavame, ze vacSina Studentov bude mat len rieSenie A.

Pokial studenti programovali sami, prip. v skupinkach, tak sa ich spytame, ¢i skusali
spustat program na velkych sitboroch a ¢ si nieco pritom vSimli. Studenti tu povedia, ze
na velkych stiboroch program nevypisal vysledok. Program 3.1 m6zeme demonstracne
spustit na vhodne velkom vstupe, aby tento problém videli vSetci Studenti. Takto si
vieme poradit aj v pripade, ked nikto z nich vac¢sie vstupy neskusal. Idealne je vybrat
taky vstup, na ktorom program skon¢i, radovo tak za niekolko sekund, aby si studenti
nemysleli, Ze program ni¢ nevypisuje kvoli chybe. Tento vstup je potrebné vybrat pred
hodinou, kedZe presny ¢as behu programu sa medzi poc¢ita¢mi lisi. Pre nas pocitac je
vhodny stibor 5000. txt, na ktorom program bezi asi 4 sekundy.

So Studentmi prejdeme do diskusie, v ktorej prideme k potrebe o odhadovani ¢asu
behu programu. Uvedieme dva mozné smery diskusie prispésobené tomu, ¢i sa medzi
Studentmi objavili aj iné rieSenia ako riesenia A.

Motivaciu pre ur¢ovanie ¢asovej zlozitosti zakladame na potrebe odhadnit ¢as behu
programu. Ked si zoberieme dostatocne velky subor, napr. s milion podpismi, tak
program 3.1 neskon¢i za par sekind. M& vobec zmysel ¢akat? Ak by program mal bezat
niekol’ko hodin, tak to zvladneme pockat (mo6zeme nechat pocita¢ bezat cez noc). Ak
by to malo byt niekol'ko rokov, tak program velmi pouzitelny nie je. Budi to minuty,
hodiny, dni, roky? Alebo este dlhsie? Vieme tento ¢as aspon nejako radovo odhadnut?

Pokial maju $tudenti viacero rieSeni, tak vieme ich motivaciu zloZit aj na potrebe
porovnat rieSenia: Mame tu dva programy, ktoré riesia ti istt tlohu. Vieme ich nejako
porovnat? Ktory program ju vyrieSi rychlejsie? Iste, Ze to vieme zmerat tak, Ze tie
programy pustime na rovnakom poéitac¢i. To vSak nie je velmi praktické, ak jednému
programu to trva den a druhému rok. Vedeli by sme to spravit aj bez toho? Iba na

zéklade toho, ako je program napisany?

3.5 Odhad c¢asu behu programu

Po uvedeni potreby odhadnut ¢as behu programu pristipime k samotnému odhadova-
niu. Z ¢oho by sme sa vedeli odrazit? Mame dve zékladné vychodiska, od ktorych sa

vieme odrazit a to:

1. ako vyzera kod nésho programu;
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2. kolko trva beh programu na vstupoch, kde bezi dostato¢ne maly Cas.

Studentom dame za tlohu, nech odmeraji, ako dlho im bezi program. Pripadne
vieme tato Cast spravit aj v ramci spolo¢nej demonstracie. éasy behu programu na
malych vstupoch uvadzame v tabulke 3.1. Odportacame odmerat ¢as behu programu
aspon na niektorych vstupoch, aby sme mali realne udaje, od ktorych sa vieme odrazit.
Pokial chceme, moZzeme z odmeranych ¢asov zostrojit aj graf, napriklad ako na obrazku
3.1. Podotykame, ze presny ¢as behu programu zalezi od mnohych faktorov, aj od sa-
motného pocitaca, na ktorom sme program spustali. Preto ich treba brat len orienta¢ne
a ked na hodine pouZijeme iny pocita¢, moZeme oc¢akéavat iné hodnoty. Z toho dévodu

si treba dat pozor, aby sme nekombinovali namerané ¢asy na réznych pocitacoch.

n 10 20 100 | 500 | 1000 | 5000 | 10000
Cas (s) | 0,0008 | 0,0007 | 0,002 | 0,04 | 0,15 4 15

Tabulka 3.1: éasy behu programu 3.1 na vstupoch s n podpismi

18,00

16,00

0 2000 1000 6000 8000 10000 12000

pocet podpisov v siibore

Obr. 3.1: Graf zavislosti ¢asu behu programu 3.1 od velkosti vstupu

Ako ovplyviiuje kdd néasho programu to, ako dlho bude bezat? Co sposobuje dlhy
beh programu? Studenti méZu aj sami navrhnat, ze moze st o pocet vykonanych
prikazov ¢i inStrukeii, resp. mozu dat podobny napad, od ktorého sa da odrazit. Pokial

Studenti nevedia ako, mozeme ich na to naviest.

1. Ako sme mohli vidiet na demonstracii, program bezal na vacsich vstupoch dlhsie
a dlhsie.

2. Co také pocitac vlastne robi?
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3. Ked si uvedomime, %e pocita¢ vlastne len vykonava prikazy, ktoré sme mu zadali,

tak zrejme tych prikazov bude robit vela.

Pristupime k samotnému spocitaniu prikazov. Pre lepsiu nézornost budeme robit
tuvahy pre vstupny sibor s fixnym poc¢tom podpisov, konkrétne 1000 000. Pocitanie
prikazov robime spoloc¢ne so Studentmi, pricom im vieme napoméhat nidvodnymi otaz-

kami.
e Kolko opakovani spravi cyklus for i in range(len(podpisy)):?
e Kolko prikazov sa spravi v jednom kroku cyklu for j in range(i)?
e Kol'ko opakovani spravi cyklus for j in range(i), ak je i = 07 Kolko ak je i

rovné 1, 2, 37 Vieme

Pocet vykonanych prikazov

Odhad poc¢tu vykonanych prikazov mdze vyzerat asi takto:

1. 1 prikaz: nacitanie po¢tu podpisov n = int(input()).

[N}

. 1 prikaz: vytvorenie pola pre podpisy podpisy = [0] * n.
3. 10° prikazov: nacitanie podpisov do pola pomocou cyklu.

4. 1 prikaz: priradenie korektna = True.

ot

. 3-10%(10° — 1)/2 prikazov: kontrola duplikitov pomocou dvoch for cyklov:
e V jednom opakovani cyklu for j in range(i) sa vykonaju najviac 3 pri-
kazy.

e Cyklus for j in range(i) sa vykona postupne 0-krat (pre ¢ = 0), 1-krat
(i = 1), 2-krat (i = 2), 3-krat (: = 3), ..., (10° —1)-krat (: = 10°—1). Spolu
sa teda vykona 0 +1+2+3+---+ 10— 1 = 10%(10° — 1) /2 opakovani.

6. 2 prikazy: kontrola podmienky a pripadny vypis.

Spolu sme teda napocitali

o 3 1
10° +3-10%(10° - 1)/2 +5 = 5 10" + 3 10° + 5 prikazov.

Ocakavame, ze na mnohych miestach v programe budu od Studentov roézne navrhy

na to, kolko prikazov sa v skuto¢nosti vykona. Hlavne vie ist o miesta:

e V kroku 2 samotné vytvorenie pola vie trvat dlho, pokial je pole velké. Preto by

sme mali ratat 10° prikazov miesto jedného. (To sa aj v Pythone naozaj deje.)
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e V kroku 5 sa v jednom opakovani vnatorného cyklu véa¢sinou vykoné iba pod-
mienka, preto niektori Studenti mézu chciet v jednom opakovani cyklu zapocitat

iba jeden prikaz.

e For cyklus moze v sebe obsahovat nejaké skryté prikazy — napr. nejaky cas zaberie

zvySenie premennej cyklu.

Pokial maju $tudenti iné navrhy, prejdeme si ich s nimi a ich vysledné poé¢ty prikazov
si napiSeme na tabulu. Pokial nespravili vyraznu chybu v odhadovani po¢tu prikazov,
vysledné pocty prikazov by mali byt rddovo rovnaké, teda okolo 102 prikazov. Najvicsie
rozdiely by sa mali pohybovat zhruba v 10 % rozsahu.

Studenti mozu este navrhnat pridat do programu 3.1 prikaz break, ak uz najdeme
duplicitné podpisy, ¢o vie program urychlit. Pri tomto navrhu vieme dat studentom
nasledovné otazky na rozmyslenie: Ako velmi tymto urychlime beh programu na ko-
rektnej peticii? Ako asi odhadujete, ze pridanie prikazu break urychli program? Aky
bude efekt pri kontrole korektnej peticie? Skuste si to domerat na Vasich programoch.
Pri spravnej peticii si tym nepomozeme. Pri nekorektnej peticii si tak v priemernom
pripade program dvakrat urychlime. K rddovej zmene teda tak nedojde.

Diskusiu o po¢te uzavrieme tym, Ze nepotrebujeme presny pocet prikazov, ale uspo-
kojime sa iba s rddovym odhadom. Je nam teraz jedno, ¢ bude program bezat hodinu
alebo dve. Ide nam o to zistit, ¢ pobezi par sekind, par hodin, par dni, par rokov
alebo daleko viac. Studentov sa teda spytame, ¢i by na zadklade doterajsich ivah vedeli
stanovit pribliznt hodnotu poc¢tu prikazov. T4 by mala byt okolo 10'? prikazov. Pou-
kédZzeme potom na to, ze pri tomto odhadovani nezélezi na tom, ¢i zapoc¢itame mimo
cyklov +5, +1 alebo +11 prikazov. Dokonca ani na tom, ¢i vytvorenie pola zapocitame
za 1 prikaz alebo 10°. Stale dostaneme radovo 10'2 prikazov, ¢o vieme demonstrovat a;]
na inych vysledkoch od Ziakov.

Ked sme uz uréili, kolko prikazov poéita¢ vykona pri kontrole 10° podpisov, mo-
zeme naSe uvahy zovSeobecnit a spravit ich vSeobecne pre vstupny subor obsahujuci
n podpisov. So Studentmi tvahy zopakujeme a prideme k tomu, Ze pocita¢ vykona

priblizne n? prikazov. Pri nasich tivahach vlastne iba nahradime 10° premennou n.

Odhad c¢asu

Ked mame odhadnuty pocet prikazov, pokusime sa odhadnut ¢as, ktory bude na ich
vykonanie program potrebovat. Co na to potrebujeme? Potrebujeme odhadnut, ako
dlho trva pocitacu vykonat jeden prikaz. Resp. kolko prikazov spravi za sekundu alebo
int jednotku ¢asu. Ktory tdaj pocitaca by nam to vedel prezradit? Ak ste si niekedy
pozerali miniméalne systémové poziadavky na spustenie niektorej hry, ¢o za tdaje ste

sledovali? Ktoré idaje ovplyviujia, ako rychlo bude bezat hra na pocitadi.
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Studenti mozu navrhovat velkost RAM, no td4 ndm priamo o Case ni¢ nehovori,
hoci ho do velkej miery ovplyviiuje — hlavne pri komplexnejsich programoch akymi st
napr. pocitacové hry. Uzito¢nym parametrom je frekvencia procesora. Ako vel'ka byva?
Moézeme Studentov nechat pohladat na internete ¢i v nastaveniach alebo pre uSetrenie
¢asu im mozeme rovno prezradit, Ze suc¢asné poc¢itace maju frekvenciu procesora radovo
niekolko GHz. Studentov sa spytame, ¢o ta jednotka znamena. Hertze by mali poznat
uz z fyziky. Jeden gigahertz znamena miliardu za sekundu, v tomto pripade ide o 10°
pocitacovych operacii za sekundu. Teda inymi slovami jednu operaciu vykoné pocitac
radovo za 107 sekundy.

Poznamename, Ze ako vyplynie z neskorSieho postupu, tento odhad nie je velmi
presny. Zanedbava totiz, Ze pocita¢ nepracuje v jazyku Python, ale v ovela jedno-
duchsom jazyku. Jeden prikaz jazyka Python sa tak moze niekedy interpretovat aj ako
desiatky, mozno aj stovky strojovych instrukcii. Dalsim faktorom je, ze nas program
nemé procesor cely pre seba. Na pocitaci mame spusteny operac¢ny systém, mmnohé
procesy na pozadi a mozno aj otvorené iné aplikicie. Tieto faktory vedia znac¢ne znizit
pocet prikazov jazyka Python vykonanych za sekundu.

Studentov nemusime s tymto problémom zatazovat hned teraz. MdZeme pokojne
(pokial sami nejaké vylepSenia nenavrhni) pokracovat s odhadom 10° prikazov za

sekundu, ktory neskor opravime.

Zaverecny odhad

S tymto tdajom, moZeme odhadnuf, Ze nas program bude beZzat pre n = 10° asi
103, prip. 10? (ak sme mali mensi odhad na pocet prikazov za sekundu) sekind. To
zodpovedé rddovo zopar hodindm v tom horSom pripade. To vyzera, Ze nas program

nie je uplne bezvyznamny a s miernou davkou trpezlivosti sa vysledku dockame.

Overenie odhadu

Zislo by sa ale eSte nas odhad overit. Odhadnime, ako dlho by mal program bezat
podla nasho odhadu na tych vstupoch, na ktorych si ho vieme odmerat. Tieto odhady
pre 10° operacii za sekundu mozno najst v tabulke. Opit pripomenieme, Ze nemusime
merat Cas na vSetkych siboroch, stac¢i vybrat aj dva.

Nechame studentov, nech zhodnotia presnost nasho odhadu, nech sktusia najst,

v ¢om nas odhad nebol dokonaly a ako by sa dal vylepsit.

1. Myslite si, ze ndm frekvencia procesora hovori priamo o pocte prikazov progra-

movacieho jazyka Python vykonanych za sekundu alebo p6jde o iné operacie.

2. Pracuje kazdy procesor v jazyku Python alebo méa vlastny jazyk?
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n 10 50 100 500 1000 5000 | 10000
Odhad 1077 | 2,5-10°¢ 1075 2,5-107% 1073 0,025 | 0,1
Skuto¢nost | 8-107*| 7-107* |2-1073| 4-1072 |1,5-107! 4 15
Oprava 107° 2,5-1074 1073 2,5-1072 107! 2,5 10

Tabulka 3.2: Porovnanie odhadovanych ¢asov behu programu 3.1 na vstupoch s n pod-

pismi s nameranymi casmi. VSetky ¢asové tdaje st v sekundéch.

3. Ma nas program cely pocita¢ sdm pre seba alebo sa on musi delit s nejakymi

inymi programami alebo procesmi, ktoré tiez vyuzivaju procesor?
4. Viete povedat, ako velmi sme sa pomylili pri nasom odhade?

5. Neoplati sa pri nasej chybe pozriet skoér na to, kolkokrat je horsi nas odhad ako

o kol'ko je horsi?

Na odmeranych ¢asoch si mézeme vsimnut, Ze sme urobili chybu priblizne o dva
rady. Skutoc¢né ¢asy sa s vynimkou n = 10 vzdy radovo 100-krat dlhsie. So Studentmi
tak vieme prist na to, ze sme neodhadli dobre pocet prikazov vykonanych za sekundu.
Lepsi odhad by bol uvazovat 107 prikazov jazyka Python za sekundu. Pomocou neho
vieme ziskat vylepSené odhady, ktory uvadzame v poslednom riadky tabulky 3.2.

Na zaver eSte poznamename, %e hodnota 107 sa moze ligif v zavislosti od druhu
pocitac¢a a programovacieho jazyku. Nemalo by vSak ist o velky radovy skok. Azda
najvacsi rozdiel mozno dosiahnut pouzitim rychlejsieho programovacieho jazyka (napr.
C++ alebo Pascal), kedy sa pocet vykonanych prikazov za sekundu pohybuje skor
okolo 10%.

3.6 Odhad zlozitosti zvySnych programov
Ked uz méame so studentmi spravené aj aspon jedno z rieSeni B, C, spravime aj pren

odhad zloZitosti.

Odhad zlozitosti rieSenia B

Odhadneme, kolko prikazov vykoné program 3.2 pri subore, ktory obsahuje n podpisov.
1. 1 prikaz: nacitanie nazvu siboru,
2. 1 prikaz: otvorenie stuboru,

3. m prikazov: vytvorenie pola.
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Pocet podpisov: | 10 | 100 | 1000 | 10000 | 100000 | 1000000
Priemerny ¢as behu (v s): | 0,07 | 0,07 | 0,07 | 0,08 0,2 1,1

4. najviac 5n prikazov: cyklus pre ¢itanie zo stiiboru sa zopakuje n-krat a pri kazdom

opakovani vykona najviac 5 prikazov:

(a) 1 prikaz: pretypovanie riadku na ¢islo,
(b) najviac 3 prikazy: kontrola podmienky a pripadné priradenie a vypis,

(c) 1 prikaz: zvySenie pocitadla,
5. najviac 2 prikazy: kontrola podmienky a pripadny vypis.

Mozeme teda odhadnit, Ze program vykoné spolu najviac 5n + m + 4 prikazov. Opét
pripomenieme, ze sa odhady vytvorené studentmi mozu 1isit v jednotlivych konstan-
tach. Zo skusenosti je oCakavatelné, ze Studenti skor zapocitaji vytvorenie pola ako
jeden prikaz.

Podla nasho odhadu by mal nas program vykonat na sibore s 10° podpismi pri-
blizne 5-10%+ 107 +4 ~ 107 prikazov. Podl'a nagich zisteni, Ze pocita¢ zvladne vykonat
asi 107 prikazov za sekundu, by nas program mal skontrolovat tento siibor za radovo
niekol'ko sekund. Priemerny ¢as behu programu pri naSom merani bol 1,1 sekundy
(pozri aj tabulku 3.3).

Pokial studenti do odhadov nezapocitali ¢as potrebny na vytvorenie pola, vie sa to
teraz prejavit pri odhadu ¢asu malych suborov. Ak studenti odhaduju, Ze pocet prika-
zov bude radovo niekolkokrat n, program by mal pri malych vstupoch bezat kratko.
Avsak ked odmeriame ¢asy behu programu pre velkost vstupu postupne 10, 100 a 1000,
mozeme si vS§imnit, Ze je priblizne rovnaky. To nesedi s odhadom, Ze by sa mal s rasti-
cim n linedrne zvySovat. Na tom si mézu Studenti vS§imnit, Ze aj pri malych stuboroch

nieco stale dlho trva. Tym miestom je prave vytvaranie znacne velkého pola.

Odhad zlozitosti rieSenia C

Problémom pri odhadovani zlozitosti rieSenia C, je urcit, kolko prikazov sa vykona
pri volani triediacej funkcie, o ktorej nevieme, ako funguje. M6zeme studentov nechat
vyhladat odpoved na internete. Pritom sa hodi informécia, Ze anglicky pojem pre
¢asovu zlozitost je time complexity. Druhou moznostou je priamo povedat Studentom,
ze utriedenie pola obsahujuce n prvkov vyzaduje priblizne n - log, n operécii. Tretou
moznostou je nechat Studentov tento idaj odhadnit z nameranych ¢asov programu.
Mozu sa objavit otazky ohladom zakladu logaritmu. V literatire sa zéklad loga-

ritmu va¢Sinou neuvadza, hoci z analyzy mnohych algoritmov mozno dostat logaritmus



KAPITOLA 3. METODIKA 19

Pocet podpisov: | 10 | 100 | 1000 | 10000 | 100000 | 1000000
Priemerny ¢as behu (v s): | 0,07 | 0,07 | 0,07 | 0,08 0,2 1,1

Tabulka 3.3: Cas behu programu 3.2 na réznych velkostiach vstupu

Pocet podpisov: 10 100 1000 | 10000 | 100000 | 1000000
Priemerny ¢as behu (v s): | 6-107* | 3-107* | 0,001 | 0,01 0,14 1,7

Tabulka 3.4: Cas behu programu 3.3 na roznych velkostiach vstupu

so zakladom 2. Ked si v8ak uvedomime, ze logn = log, n/ log, 10, teda desiatkovy loga-
ritmus je priblizne 0, 3-ndsobok dvojkového, tak zmena zakladu logaritmu je v podstate
iba zmena konstanty. Radovy odhad nam teda neovplyvni. Preto mozeme tuvahy o za-
klade vynechat a predist tak komplikacidm s tazsim chapanim logaritmov u studentov.

Jeden zo sposobov odhadu casovej zlozitosti je nasledovny:

—_

. 3 prikazy: nacitanie nazvu siiboru, jeho otvorenie a zatvorenie,

2. n prikazov: nac¢itanie obsahu stuboru do pola,

w

. nlogn prikazov: usporiadanie pola,
4. najviac 3(n — 1) prikazov vo for cykle,
5. najviac 2 prikazy pri zdvere¢nom vypise.

Spolu teda program 3.3 vykoné najviac nlogn + 4n + 2 prikazov. Teda na vstupe
s n podpismi vykoné priblizne nlogn prikazov.

Podla nasho odhadu na vstupe s n = 10° peticiami, by mal program 3.3 vykonat
1051og 105 = 6 - 10° prikazov. Preto by jeho beh mal trvat priblizne zopér sekind. To

koresponduje aj s nameranymi ¢asmi, ktoré uvadzame v tabulke 3.4.

3.7 Porovnanie casovych zlozitosti rieSeni

Ked uz méame dva programy riesiace ten isty problém, mozeme sa spytat Studentov, ¢i

by vedeli zhodnotit, ktory je lepsi. Hlavné rozdiely st nasledovné:

a) Program 3.2 zvladne za niekol'ko sektind skontrolovat aj stibory obsahujuce milion

podpisov na rozdiel od programu 3.1.

b) Takisto zvladne vstupy s milion podpismi spracovat aj program 3.3, ktory je

v praxi len o nie¢o pomalsi ako program 3.2.
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¢) Na mensich vstupoch je rychlejsi program 3.1, no program 3.2 je stale dostato¢ne

rychly.
d) Programy 3.1 a 3.3 na mensich vstupoch spotrebuji menej paméte.

Od studentov ocakavame, ze zvladnu objavit prvé dva rozdiely. Porovnanie na zéklade
paméte ani nemusime uvadzat, je to samostatné kritérium porovnavania programov,

ktoré tato metodika nepokryva.

3.8 Ulohy na precvicenie

Na dalgej hodine zadame Studentom niekolko uloh na precvi¢enie odhadovania casu

behu programu.

Uloha 3.2. Nasledovny program nacita ¢islo n a zisti o iom, ¢i je prvoéislo.

from math import sqrt, floor

n = int (input())
prvocislo = True
for delitel in range(2, floor (sqrt(mn))):
if n % delitel = 0:
prvocislo = False
if prvocislo and n > 1:
print (’Je prvocislo’)
else:

print (’Nie je prvocislo’)

Bez toho, aby ste program spustili, rddovo odhadnite:
1. Ako dlho bude program bezat, ak mu zaddame n = 1007
2. Ako dlho bude program bezat, ak mu zadame n = 10000007

3. Aké najvacsie moze byt zadané ¢islo n, aby beh programu trval najviac niekol'ko
sekund?

RieSenie. Program obsahuje jeden for cyklus, ktory sa zopakuje |/n|-krat. V kazdom
opakovani sa vykonaju najviac dva prikazy. Okrem neho tam mame 5 prikazov, ktoré
sa vykonaju najviac raz. Preto vidime, Ze spolu je prikazov radovo y/n. PouZijeme nas
vytvoreny odhad, Ze pocita¢ vykona za sekundu radovo 107 prikazov jazyka Python.

To znamena, Ze
a) Pri vstupe n = 100 bude program bezat rddovo v/100/10” = 1076 s.

b) Pri vstupe n = 1000000 bude program bezat radovo v/106/107 = 10~* s.
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c) Aby program skoncil za niekol'ko sektnd, tak by mal vykonat najviac 107 prika-
zov. Preto musf platit /n < 107, z ¢oho dostaneme n < 10'*. Tym teda mame
odhad, Ze najvicsie n, kedy bude program skonéi do niekolkych sektind, je 104

(Na nasom pocitaci program bezal 3,8 s.)

Uloha 3.3. Nasledovny program nacita pole n &sel zo siboru a zisti, ¢ sa medzi
nimi nachadzaju tri za sebou iduce ¢isla. (Napr. tri za sebou iduce ¢isla sa nachadzaji
v ¢islach 15, 43, 17, 3, 42, 67, 8, 44, 46, 47.)

nazov_suboru = input(’Zadajte nazov suboru s peticiou: )
subor = open(nazov_suboru)
n = int(subor.readline())
pole = [int(riadok) for riadok in subor]|
je_tam = False
for i in range(n):

for j in range(n):

for k in range(n):
if pole[k] — pole[j] = 1 and pole[j] — pole[i] = 1:
je_tam = True

if je tam:

print (’Medzi cislami SU tri za sebou iduce cisla’)
else:

print (’Medzi cislami NIE SU tri za sebou iduce cisla’)

Bez toho, aby ste program spustili, rddovo odhadnite:

1. Ako dlho bude program bezat, ak mu zadame stibor obsahujici n = 100 ¢éisel?

2. Ako dlho bude program bezat, ak mu zadame stibor obsahujtici n = 1000 000

Cisel?

3. Aky najvacsi moze byt pocet Cisel v stubore, aby beh programu trval najviac

radovo niekolko sekind?

RiesSenie. Cyklus for k in range(n): sa zopakuje n-krat a v kazdom opakovani vy-
kona najviac dva prikazy. To mame zatial 2n prikazov. Tychto 2n prikazov sa zopakuje
n-krat v cykle for j in range(n):, ¢o dava 2n? prikazov. Toto vietko sa zopakuje
este n-krat cyklom for i in range(n):, z ¢oho vychadza 2n3 prikazov. Okrem toho
méame este maly pocet prikazov, ktoré sa vykonaji raz, a na¢itanie obsahu suboru do
pola obsahujice n prikazov. V oboch pripadoch ide o zanedbatelny pocet prikazov,
tak mozeme odhadnut, Ze pocet vykonanych prikazov programu bude radovo n?. To

znamena, ze
1. Pre n = 100 bude program bezat radovo 100%/107 = 0,1 s.
2. Pre n = 10° bude program bezat rddovo (109)3/107 = 10! s, ¢o je asi 3000 rokov.

3. Z podmienky n?/107 < 1 vieme ziskat n < v/107 ~ 215. Teda aby program bezal
najviac radovo niekol'ko sektnd, v siibore sa moze nachadzat radovo zopar stoviek

Cisel.
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3.9 Alternativy a modifikacie

Metodiku mozno réznymi spoésobmi upravit. Prvym prvkom, ktory mozno zmenit, je
samotna tloha. Miesto tlohy 3.1 mozno vybrat int, primerani schopnostiam a zrudc-
nostiam Studentov. Pri vybere je vhodné vybrat tilohu tak, aby ¢o najlepsie podporila
u Studentov motivaciu. Prehlad d'alsich uloh uviddzame v nasledovnej kapitole. Vhod-
nymi kandidatmi st ulohy 4.1 a 4.6. Pri talentovanych Studentov moézeme zvazit aj
tlohu 4.7.

Viaceré rieSenia tlohy si mozno prejst so Studentmi v roéznych castiach hodiny.
V metodike opisujeme priebeh vhodny pre situaciu, kedy vSetci Ziaci az na zopar moz-
nych vynimiek maji len jedno rieSenie, a to rieSenie A. Tento priebeh mozno pouzit aj
pri rozmanitych rieSeniach — najprv si analyzujeme jedno a potom si prejdeme rieSenie
od inych Studentov a vySetrime to. Mozeme vSak uz pred zacatim diskusie si prejst
vSetky riesenia Studentov a od zaciatku viest diskusiu v duchu potreby porovnat dva
rozne programy riesiaci ten isty problém.

Velky priestor pre volnost je v sposobe precvicovania. Na precvicenie tiez mozeme
vybrat ulohu zo sady tloh v kapitole 4. Precvi¢ovanie nemusi prebiehat formou, kedy
Studenti dostani hotové programy, ktoré maju analyzovat. Mozeme im zadat tieto
programy najskor naprogramovat. Taktiez precvicovanie prace s Casovou zlozitostou
moze prebiehat priebezne pocas celého seminara. Pri vybranych tlohach, ktoré so stu-
dentmi programujeme, sa vieme po ich naprogramovani spytat Studentov na analyzu
ich zlozitosti.

Tri vyucovacie hodiny, ktoré opisujeme, mozno rozdelit do dvojhodinoviek aj inym
sposobom. Ulohu 3.1 mozno so §tudentmi vyriesif v ramci samostatnej dvojhodinovke.
MoéZeme na nej naznacit, ze pri velkych vstupoch mézZze program trvat prilis dlho.
Potom nasledujticu dvojhodinovku za¢neme prejdenim si rieseni tlohy 3.1, pokracujeme

diskusiou o ¢asovej zlozitosti a dvojhodinovku zakon¢ime precvi¢enim.



Kapitola 4
Dalgie tlohy

Priestor na diskusiu o ¢asovej zlozitosti vznika pri mnohych tlohach. My sme predstavili
jednu dvojhodinovku, na ktorej sa Studenti zoznamia s konceptom casovej zlozitosti.
Precvicovanie odhadovania ¢asu behu programu vSak nemusi prebiehat v bezprostred-
nej nadviznosti. Mozno sa k tymto otazkam vratit pri roznych tlohach.

Ulohy z tejto kapitoly nemusime zadéavat studentom naprogramovat. Pokial chceme
overit urcovanie zlozitosti, sta¢i ndm zadat Studentom hotovy program, pre ktory maju
odhadnut casovu zlozitost. Konkrétnejsie, moézeme k zvolenému programu zadat nasle-

dovné otazky:

1. Odhadnite, ako dlho bude program bezat, ak mu zadame na vstup n = 10°. Je

dobré rovnako sa spytat aj na iné hodnoty n, napr. n = 103, n = 10'2,

2. Odhadnite, akii najviac¢siu hodnotu n mézeme programu zadat, aby skonéil rddovo
do niekolkych sekund.

V tabulke 4.1 uvadzame prehlad, ktoré tlohy vyzaduji od Studentov ktoré progra-

méatorské koncepty. V tabulke pouzivame nasledovné skratky:
e P oznacuje koncept, ktory je potrebny na vyrieSenie tlohy.

e O oznacuje odporucany koncept — pokial ho Studenti neovladaji, mozu mat pri

rieSeni ulohe tazkosti alebo ucitel bude musiet tlohu upravit.

e R znadi rozsirujuci koncept, ktory nie je nutny pre pochopenie tlohy. Je potrebny
len pre rozSirujice rieSenie, ktoré mozno bez vacsej ujmy vypustit, ¢asto spolu

s jednym riesenim tulohy.

Taktiez mozno v tabulke 4.1 vidiet casové zloZitosti programov, ktoré vedia tlohu
vyriesit.

Kazdej ulohe je venované samostatna sekcia, v ktorej uvadzame podrobnejsie vstupné
poziadavky na Studentov ako aj metodické poznamky. Nasledne uvedieme niekol'ko rie-

Seni spolu s analyzou ich casovej zlozitosti.

23
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Uloha

1 2 3 4 5) 6 7 8
for cyklus P P P P P P P P
podmienka v cykle | P P P P P P P P
while cyklus O — — — O R — —
pole — — R P — P P -
vnoreny cyklus - - P - - P P -
stubor — — — O — P O —
Casova zlozitost n, n, n? ny/n, | n - s, | n, n?, n, | n |a®

vn, | v/n, | nlogn, n+s |logn | nlogn| n?

logn | logn | nloglogn n

Tabulka 4.1: Prehlad obsiahnutych konceptov a ¢asovych zloZitosti tloh kapitoly 4

Podotkneme, Ze z mnohych programov v tejto kapitole mozno zostavit aj tlohy,
v ktorych Ziaci zistuju, kolko hviezdi¢iek vypise program. Staci pre to zobrat Struktuaru
niektorych z programov a nahradit potrebné prikazy vypisanim hviezdicky:.

V rieSeniach uloh uvadzame kvoli strucnosti nacitanie ¢isel do pola pomocou list

comprehension:

pole = [int(riadok) for riadok in subor]

Ide o skrateny zapis, ktory je ekvivalentny nasledovnému napliianiu pola:

pole = []
for riadok in subor:

pole .append (int (riadok))

4.1 Najvacsi neparny delitel
Uloha 4.1. Pre zadané ¢islo n najdite najvicsieho neparneho delitela éisla n.

Pribeh k tlohe. Miladka vyhrala v lotérii. Vyhru si v8ak nechce nechat pre seba.
Preto usporiada vecierok, na ktory zavola svoje kamaratky. Kazdu kamaratku vola
spolu s jej manzelom. Na vecierku sa Miladka rovnomerne rozdeli so svojou vyhrou
so v8etkymi zucastnenymi, teda rovnako vela dostane Miladka, kazda z jej kamaratok
a kazdy z ich manzelov.

Napiste pre Miladku program, ktorému Miladka zad4 celé ¢islo — vyhru v centoch.
Program vypiSe, kolko najviac Iudi sa modze zucastnit vedierka (vratane Miladky).
Peniaze nemozno delit viac ako na centy a kazdy zucastneny musi dostat na cent

presne rovnako.
Priklady:
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e Miladka vyhra 60 centov. Najviac sa moze hostiny zucastnit 15 Tudi: 7 parov

a Miladka. Kazdy dostane po 4 centy.

e Miladka vyhra 16 centov. Ni¢ sa nedé robit, nemé si koho zavolat. Vecierka sa

teda zucastni sama a vSetkych 16 centov jej ostane.

e Miladka vyhra 36 700 160 centov. Najviac sa moze hostiny zucastnit 35 Tudi: 17
parov a Miladka. Kazdy dostane 1048 576 centov.

Pozndamka. Uloha je zadand v centoch, aby sme nemuseli premienat eurd na centy
a naopak.

Poziadavky na Studentov. Student vie
e ziskat Ciselny vstup od uzivatela a prezentovat mu vystup;
e identifikovat opakujici sa vzor a zostavit for cyklus sledujtci tento vzor;
e pouzit podmienku v kombinécii s cyklom,;
e vyuzit premennd na postupni aktualizaciu vysledku programu pocas cyklu;
e zistit, ¢i jedno c¢islo deli druhé;
e zistit, ¢i je Cislo nepéarne;

e vyuzit while cyklus pre vopred neznamy pocet opakovania prikazov (pre rieSenie
4.1.3).

Metodické poznamky. Této tloha si zaslizi svoju pozornost pre svoju jednoduchost,
ako mozno vidiet aj z poziadaviek na Studenta. Spomedzi vSetkych nasich tloh nevy-
zaduje pracu s polom, ani vnorené pouzitie cyklov ¢i nejaky zlozitejsi programétorsky
koncept. Napriek tomu na nej mozno ilustrovat dve zaujimavé zlozitosti programov —
odmocninovu a logaritmovi. Vyhody logaritmickej zloZitosti mozno velmi pekne ilus-
trovat v jazyku Python, v ktorom moéZeme bez problémov zadat velmi velké disla,
s ktorymi si program 4.4 poradi v okamihu. Pri analyze programu 4.4 sa dotkneme aj
otazky najhorsieho pripadu. To mdze Studentom robit problémy pri analyze zlozitosti,
kedZe na vicgine vstupov moze nas program skoncit velmi rychlo. Napr. program 4.4
spravi len jedno opakovanie cyklu na kazdom neparnom disle.

Tato uloha bola zadana v Korespondenénom semindri z programovania [13]. Na
stranke tlohy mozno po prihlaseni odovzdat program riesiaci tlohu, ktory bude auto-
maticky otestovany. Ziaci si tak mozu sami otestovat, ¢ sa im tlohu podarilo vyriesit
spravne a taktiez aj ako rychle je ich riesenie. Upozoriiujeme vsak, Ze zadanie tlohy
je mierne komplikovanejsie, nakol'ko vyzaduje, aby program vypisal odpoved pre via-

cero zadanych ¢isel. Taktiez v praci uvadzame odlisny pribeh pre pripad, zZeby delenie
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vyhry posobilo na ziakov lepSie ako delenie ¢okolady, pri ktorej nie je moc redlne, aby

obsahovala miliardy a viac dielikov.

4.1.1 RieSenie skiiSanim vSetkych cisel

Priamociary pristup spociva v tom, Ze postupne skiiSame ¢isla mensie alebo rovné n,
¢i st neparne a ¢i delia n a vyberieme z nich to najvacsie. Programy sa mozu lisit
v konkrétnych detailoch. Miesto zistovania, ¢i je ¢islo neparne, nam staci sa iba po-
hybovat po nepéarnych ¢islach. To moézeme dosiahnut zmenou kroku for cyklu alebo aj
vlastnou premennou, ktora zvySujeme / znizujeme o dva. Dalsim rozdielom je smer,
z ktorého ¢isla skisame. Jednou moznostou je skusat ¢isla vzostupne ako v programe
4.1. V tomto pripade si musime pamaéatat doposial najvacsieho ndjdeného delitela v pre-
mennej. Druhou moznostou je skusat ¢isla zostupne od n ako v programe 4.2. Vtedy
nam stac¢i skisanie ukonéit hned, ked najdeme neparneho delitela, lebo vieme, Ze musi

byt najvacsi.

n = int (input())
najvacsi = 1
for delitel in range(l, n + 1, 2):
if n % delitel = 0:
if delitel > najvacsi:
najvacsi = delitel

print(najvacsi)

Program 4.1: Hladanie najvacsiecho neparneho delitela vzostupne

n = int (input())
for delitel in range(n, 0, —1):
if delitel % 2 = 1 and n % delitel = 0:
print(delitel)
break

Program 4.2: Hladanie najvac¢sieho neparneho delitela zostupne

Najskor urc¢ime ¢asovu zlozitost programu 4.1. Ten sa sklada z troch prikazov a for
cyklu, ktory spravi n/2 opakovani. V kazdom opakovani sa vykonaju najviac dva pri-
kazy: kontrola podmienky a zmena premennej najvacsi. Spolu teda program 4.1 vy-
kona najviac 3 + n prikazov, ¢o je rdadovo n prikazov.

Pri urcovani ¢asovej zlozitosti programu 4.2 narazime na jednu prekazku. Nevieme
na prvy pohlad uréit, kolkokrat sa v iom vykona for cyklus, lebo v iom méame prikaz
break. Ak je n nepéarne, tak sa cely cyklus zopakuje len raz. Naopak, pokial hladany
najvacsi neparny delitel je maly, tak cyklus bude robit vela opakovani. Konkrétne, ak
n je mocnina dvojky (a teda najvacsi neparny delitel ¢isla n je 1), tak for cyklus prejde
vSetkymi ¢islami od n az po 1. Spravi tak n opakovani.

Ked chceme déavat zaruky, ako rychlo nas program skondi, tak musime uvazovat

najhorsi pripad. Teda pripad, kedy cyklus spravi n opakovani. V kazdom opakovani
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spravi jeden prikaz — kontrolu podmienky. Vypis spravi iba v jednom opakovani cyklu
— v tom poslednom. Spolu s na¢itanim vstupu teda mame n + 1 prikazov. Program 4.2
teda vykoné radovo najviac n prikazov.

Oba programy 4.1 aj 4.2 spravia radovo rovnako prikazov. Odmeranim ¢asov (ako

aj mozno vidiet v tabulke 4.2) si moézeme vSimnut, ze program 4.1 je dvakrat rychlejsi.

4.1.2 RiesSenie skiuSanim ¢isel po odmocninu

Program 4.1 mozno zna¢ne vylepsit nasledovnou iivahou. Mozeme sa pozriet na to, ako
hladame v8etkych delitelov nejakého ¢isla. KedZe nevieme, ¢im je delitelné a ¢im nie
je, tak musime postupne skusat vSetky ¢isla. AvSak ked zistime, Ze ¢islo n je delitelné
¢islom d, tak vieme, ze n bude mat aj delitela n/d. Delitele sa nam teda vyskytuji
v takychto dvojiciach. Preto ked budeme skusat delitelov po dvojiciach d a n/d, tak
nam staci skasat hodnoty d len po \/n.

from math import floor , sqrt

n = int (input())
najvacsi =1
for delitel in range(l, floor(sqrt(n)) + 1):

if n % delitel = 0:
if delitel % 2 = 1 and delitel > najvacsi:
najvacsi = delitel
druhy delitel = n // delitel
if druhy delitel % 2 = 1 and druhy delitel > najvacsi:
najvacsi = druhy delitel

print(najvacsi)

Program 4.3: Hladanie najvacsieho neparneho delitela vzostupne po /n

Program 4.3 obsahuje for cyklus, ktory sa zopakuje /n-krat. V jednom opakovani
sa vykona najviac 6 prikazov. Spolu program 4.3 vykona najviac 64/n + 3 prikazov, ¢o

je radovo y/n prikazov.

4.1.3 RieSenie postupnym delenim dvomi

Hladanie delitelov si tiez vieme predstavit cez prvociselny rozklad ¢isla. Kazdy delitel
¢isla n vznikne tak, Zze vyberieme z jeho prvociselného rozkladu nejaké prvocisla a vy-
nasobime ich. Neparny delitel méze vzniknit len nasobenim neparnych prvocisel. Ak
ma byt najvacsi, tak musi vzniknat vynasobenim vSetkych neparnych prvoéisel. Inymi
slovami, dostaneme ho tak, Ze z prvoc¢iselného rozkladu ¢isla n odstranime vsetky parne

prvodisla, teda vSetky dvojky.

n = int (input ()
while n % 2 —
n //= 2

print(n)

)
0:
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1

Program 4.4: Hladanie najvac¢sieho neparneho delitela pomocou postupného delenia

dvomi

KedZe v programe 4.4 pouzivame cyklus while, tak opét pocet vykonanych prikazov
moze byt velmi premenlivy. Preto aj pri analyze tohto programu sa pozrieme na pocet
vykonanych prikazov v najhorSsom pripade, teda vtedy, ked n bude mocninou dvojky.
2% tak ¢islo n

vydelime dvomi presne k-kréat. Cislo k teda vieme vyjadrit ako k = log, n. Program

Vtedy totiz vydelime n dvomi najvacsi mozny pocet krat. Ak n =

4.4 teda vykona najviac 2 + log, n prikazov, ¢o je radovo log, n prikazov.

Poznamename, 7e v praxi sa Casto uvadza zlozitost bez zékladu logaritmu, teda
logn. Je to preto, lebo log, n = logn/log2, teda zmena zékladu ovplyviuje iba kon-
Stantu, nie rddovy odhad.

Tu si mozeme viimnit, Ze program 4.4 je velmi rychly. Na vstupoch s n < 2%,
na ktorych sme merali ¢as predoslych programov, bezi takmer nepozorovatelne kratko.
Dokonca tak kratko, ze tazko odpozorovat od zmeranych ¢asov nejaké rozdiely v spra-
vani. Narast ¢asu sa prejavi az u podstatne vicsich vstupoch. Pre n = 22°° sme odmerali
cas 1074 s.

Podme si odhadnut, na akom vstupe bude program 4.4 bezat radovo sekundu. To
by musel vykonat radovo 107 prikazov, teda by muselo platit logy,n ~ 107, z ¢oho
dostaneme, 7ze n ~ 219000000 " Ak ¢ skusime také velké n zadat, zistime, Ze nas odhad
nie je dobry. Taktiez vieme experimentélne zistit, Ze program 4.4 bude bezat 2 s pre
n ~ 250090 Nepresnost nasho odhadu sposobilo to, Ze praca s velkymi ¢islami (ako napr.
ich delenie dvomi) tiez trva nejaky ¢as — nie jednu instrukciu, ako sme predpokladali

doteraz, ale viacero instrukcii v zévislosti od poctu cifier ¢isla.

n prog. 4.1 | prog. 4.2 | prog. 4.3 | prog. 4.4
25 2.-107° | 2-107° | 2-107° | 1-107°
210 1074 2.-107% | 2-107% | 1-107°
215 4-107% ] 9-10% | 6-107° | 1-107°
220 2.-107t | 4-107' | 3-107* | 2-107°
225 6 10 21073 | 2-107°
230 200 400 1072 2-107°
245 200 400 3 2-107°
950000 | 115000 1015000 107300 9

Tabulka 4.2: Porovnanie ¢asov v sekundéach pre programy riesiace ulohu 4.1
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4.2 Zistovanie prvociselnosti

Uloha 4.2. Pre zadané kladné celé &slo n zistite, & je prvocislom.
Poziadavky na Studentov. Student vie
e ziskat Ciselny vstup od uzivatela a prezentovat mu vystup;
e identifikovat opakujici sa vzor a zostavit for cyklus sledujici tento vzor;
e pouzit podmienku v kombinécii s cyklom,;
e vyuzit premennd na postupni aktualizaciu vysledku programu pocas cyklu;
e zistit, ¢i jedno c¢islo deli druhé;
e pouzit matematické funkcie pre odmocninu a prevod reélneho ¢isla na celé 4.1.3).

Metodické poznamky. Ide o celkom znamu algoritmicki tlohu, ktoré sa zvykne pri
vyucovani informatiky objavovat. Uloha je tieZ jednoducha a mnohé atributy zdiela
s tlohou 4.1. Tiez Studenti tu moézu lahko otestovat, na akych velkych vstupoch do-
siahne ich program svoje ¢asové limity. Rovnako sa tu mozu stretnit s odmocninovou
zlozitostou a jej rozdielom oproti linearnej zlozitosti. Linearne rieSenie je obtaznostou
primerané pre maturantov, tak by nemali mat s nim problémy. K zlepSeniu na odmoc-
ninové staci jednoduché tprava na zéklade nie az tak obtaznej myslienky (¢o zvicsa

neplati pri neskorsich ulohéch).

4.2.1 RieSenie skusanim vsetkych delitel'ov

Priamodiare rieSenie spociva vo vyskusani ¢isel od 2 mensSich ako zadané ¢islo n. Pokial
medzi nimi najdeme ¢islo, ktoré deli n, tak n nie je prvoc¢islom. V opacnom pripade

prvocislom je (ak je vacsie ako 1).

n = int (input())

prvocislo = True

for delitel in range(2, n):
if n % delitel =

prvocislo = False

if prvocislo and n > 1:
print(’Je prvocislo’)

else:

print (’Nie je prvocislo’)

Program 4.5: Zistovanie prvociselnosti skusanim vSetkych ¢isel mensich ako n

Program 4.5 vykoné radovo n prikazov. Mozno ho este vylepsit tym, ze budeme
skusat okrem dvojky iba neparne ¢isla. Dostaneme tak poloviény pocet prikazov, hoci

stale ich bude rddovo n. V praxi sa to prejavi tym, Ze dostaneme priblizne dvakréat
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from math import sqrt, floor

n = int (input())
prvocislo = True
for delitel in range(2, floor (sqrt(mn))):
if n % delitel =— 0:
prvocislo = False
if prvocislo and n > 1:
print (’Je prvocislo’)
else:

print (’Nie je prvocislo’)

Program 4.6: Zistovanie prvociselonosti skusanim ¢isel po /n

tak rychly program. Na toto vylepSenie st schopni prist Studenti aj sami. Pokial im
ukazeme aj rieSenie s odmocninovou ¢asovou zlozitostou, tak mézeme poukazat na to,

ze ide o vyrazne lepsie zrychlenie ako iba na polovicu casu.

4.2.2 RieSenie skuisanim delitelov po odmocninu

Predchadzajuce riesenie mozno zrychlit rovnakym principom ako pri rieseni 4.1.2 tlohy
4.1. KedZe delitele kazdého celého ¢isla n mozno usporiadat do parov, z ktorych je jeden
najviac y/n, tak nam staci vyskusat c¢isla viacsie ako 2 a nanajvys rovné /n.

Casové zlozitost programu 4.5 je n, teda dokaZe za par sekind overit &isla do 107.
Program 4.6 m4 zlozitost \/n, teda dokdZe do par sekind preverit &sla az do 10,
Na tejto ulohe je pozoruhodné, aky velky rozdiel spravila celkom drobné tprava kodu
vychadzajuca z uzito¢ného pozorovania.

Poznamename, Ze existuju aj daleko rychlejsie algoritmy, ktoré dokazu zistit prvo-
¢iselnost ¢isel obsahujucich stovku cifier. Ich naro¢nost vSak vyrazne presahuje pozia-

davky na maturanta.

4.3 Pocet prvocisel mensich ako zadané cislo

Uloha 4.3. Pre zadané ¢islo n zistite, kolko je prvocisel mensich ako n.
Poziadavky na Studentov. Student vie

e ziskat Ciselny vstup od uZivatela a prezentovat mu vystup;

identifikovat opakujici sa vzor a zostavit for cyklus sledujtci tento vzor;

pouzit podmienku v kombinécii s cyklom,;

vyuzit premennt na postupnu aktualizaciu vysledku programu pocas cyklu;

zistit, ¢i jedno ¢islo deli druhé;
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e zistit, ¢i ¢islo je prvocislo;

e pouzit v cykle pred tym naprogramovany program ¢i uz pomocou vlastnej funkcie

alebo vnoreného cyklu;

e vytvorit pole potrebnej velkosti, nastavit jeho poc¢iatoéné hodnoty a pristupovat

k prvkom pola (riesenie 4.3.2);
e vyuZit pole a udaje v hom pri navrhu algoritmu (riesenie 4.3.2).

Metodické poznamky. Ide o uz nérocnejsiu tulohu, v ktorej sa opakovane vyuziva
nejaky algoritmus. Je to spdsob ako ukazat kvadraticku zlozitost (ak nekonéime tes-
tovanie prvociselnosti pri odmocnine), ktory nevyzaduje od Studentov ovladat pole.
Tiez tu mozno dostat celkom zaujimavu zlozitost ny/n. Myslienka vyuzitia programu
na zistovanie prvociselnosti v cykle vSak moéze byt narocnejsia. Pri analyze zlozitosti
Eratostenovho sita sa $tudenti mozu stretnit so zlozitostou nlogn, prip. nloglogn.

Avsak tato analyza presahuje matematicky aparat maturantov.

4.3.1 RieSenie zistovanim prvoéiselnosti o kazdom c¢isle

Toto rieSenie vieme zostavit priamym pouzitim programu na zistovanie prvociselnosti.

Prejdeme v cykle vSetkymi ¢islami od 2 po n — 1 a o kazdom zistime, ¢i je prvocislo.

from math import floor , sqrt

n = int(input())
pocet = 0
for i in range(2, n):
prvocislo = True
for delitel in range(2, floor (sqrt(i)) + 1):
if i % delitel = 0:
prvocislo = False
if prvocislo:
pocet 4= 1

» .

print (’Pocet prvocisel mensich ako’, n, , pocet)

Program 4.7: Pocitanie prvocisel testovanim kazdého ¢isla

Program 4.7 (n — 2)-krat zopakuje test prvociselnosti, ktory vykona radovo /i
krokov. Jeho Gasova zlozitost bude teda radovo v2 + V3 + -+ +/n — 1. Kedze plati

n\/ﬁwnglwngl §\/§+\/§—|—---+\/n—1S(n—Q)Vn—lwn\/ﬁ,

tak mozeme usudit, Ze program 4.7 vykona radovo ny/n prikazov.
V programe 4.7 mozeme, samozrejme, naprogramovat zistovanie prvociselnosti aj
ako v programe 4.5, teda bez skratenia s odmocninou. V takom pripade by sme tu

dostali rddovo 1 +2 + --- +n — 1 ~ n? prikazov.
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4.3.2 FEratostenovo sito

Eratostenovo sito vyuziva nasledovni myslienku: ak uz zistime, ze nejaké ¢islo je prvo-
¢islo, tak mozeme 7z testovania vylucit vSetky jeho nasobky. Budeme si teda udrziavat
pole prvocislo, v ktorom budeme mat pre kazdé ¢islo zapamétané, ¢i este je kandi-
datom na prvocislo alebo uz nie. Postupne budeme prechadzat vsetkymi c¢islami a ak
natrafime na doposial nevyliu¢eného kandidata, prehlasime ho za prvocislo — ak by totiz
mal na$ kandidat nejakého netrividlneho delitela, tak by sme ho vyluéili. Po najdeni

prvodisla vylic¢ime spomedzi nasich kandidatov vSetky jeho nasobky.

n = int (input())
prvocislo = [False, False| 4+ [True] * (n — 2)
pocet = 0
for i in range(2, n):
if prvocislo[i]:
pocet 4= 1
for x in range(2%i, n, i):
prvocislo[x] = False

print ( ’Pocet prvocisel mensich ako’, n, ’:’, pocet)

Program 4.8: Eratostenovo sito

Mimo for cyklu zo 4. riadku sa vykona 3 + n prikazov vratane vytvorenia pola.
For cyklus for i in range(2, n): sa zopakuje n krat. V niektorych opakovaniach
sa vykoné iba jeden prikaz — kontrola podmienky. Niektoré opakovania vsak vykonaju
viac ako jeden prikaz — tie, pri ktorych sme nasli prvocislo. Aby sme si to ulah¢ili, tak
najskor spravime velmi hruby horny odhad — budeme predpokladat, Ze sme v kazdom
opakovani cyklu nasli prvocislo. Cyklus for x in range(2*i, n, i): sa v jednom
takom opakovani vykona radovo (n/i)-krat. To znamené, ze program 4.8 vykoné najviac
radovo

L (U U R
273 n—1-"\1727"3 n) =

prikazov. Sucet 1/1+41/2+ ---+1/n sa zvykne oznacovat H,, a nazyva sa harmonické
¢islo. Mozno o fiom zistit, zZe je radovo rovné logn (presnejsie Inn). Mozeme skonstato-
vat, ze program 4.8 vykona radovo nlogn prikazov. To znamené, Ze sme takto schopni
do péar sekind najst vSetky prvocisla zhruba do miliénu.

V skutoc¢nosti mozno odhad casovej zlozitosti radovo zlepsit s vyuzitim eSte po-
krocilejsich znalosti. Bez predchadzajticeho zjednodusenia program 4.8 vykona najviac
radovo

n+n+n+n+ +n 1+1+1+1+ +1
— — — — —=n — — — — —
2 3 5 7 P 2 3 5 7 D

prikazov, kde p je najvécSie prvocislo, ktoré je mensie ako n. Sucet prevratenych pr-
vocisel mensich ako n mozno radovo odhadnit pomocou loglogn, teda program 4.8

vykona celkovo radovo najviac nloglogn krokov [3].
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nazov_suboru = input(’Zadajte nazov suboru: ’)
subor = open(nazov_suboru)

n = int(subor.readline ())

pole = [int(riadok) for riadok in subor]

pocet = [0] = 100

for x in pole:
pocet [x]| +=1

for i in range(100):
print (i, pocet[i])

Program 4.9: Po¢itanie vyskytov pomocou vlastnych pocitadiel

4.4 Pocet vyskytov prvku v poli

Uloha 4.4. Talentovej sutaze sa zucastnilo 100 sutaziacich, ktori mali pridelené &sla od
0 po 99. O postupe do dalieho kola rozhoduju divéci posielanim hlasov. Hlasy divakov
st zaznamenané v subore, ktory obsahuje v prvom riadku pocet hlasov a v kazdom
dalgom riadku ¢islo sutaziaceho, ktory dostal hlas. Napiste program, ktory pre kazdého

sutaziaceho vypiSe, kolko hlasov dostal.
Poziadavky na Studentov. Student vie
e nacitat ¢isla zadané uzivatelom do pola;

e vytvorit pole potrebnej velkosti, nastavit jeho pociatocné hodnoty a pristupovat

k prvkom pola;
e vyuzit pole pre pocitanie poctu vyskytov prvkov;
e spocitat vyskyty prvku pola pomocou funkcie count.

Metodické poznamky. Ide o celkom Standardnt ulohu, ktord mozno najst v jedno-
duchej verzii aj ako motivacnu tlohu pri predstavovani pola — poc¢itame pocet hodov
hracej kocky [10]. Ked sa uz Studenti stretli s funkciou count, tak moézu navrhnat
pomerne jednoduché riesenie tejto tlohy s vyuzitim tejto funkcie ako v programe 4.10.

So studentmi tu moézeme skimat, aky je rozdiel medzi vlastnym programovanim
algoritmu 4.9 a pouzivanim funkcie dostupnej v programovacom jazyku (program 4.10).
MéZeme skimat, ako na rychlost programu vplyva nielen pocet hlasov (teda ¢islo n), ale

aj pocet sutaziacich. Pocet sutaziacich mézeme zvacsit alebo nahradit parametrom s.

4.4.1 RieSenie pomocou vlastnych pocitadiel

Program 4.9 vykona na vstupe s n hlasmi a s sttaziacimi najviac n + s prikazov.
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4.4.2 RieSenie pomocou funkcie count

nazov_suboru = input(’Zadajte nazov suboru: ’)
subor = open(nazov_suboru)

n = int(subor.readline())

pole = [int(riadok) for riadok in subor]

for i in range(100):
pocet = pole.count (i)
print (i, pocet)

Program 4.10: Pocitanie vyskytov pomocou funkcie count

Program 4.10 vykona radovo ns prikazov. Vidime, Ze pocet vykonanych prikazov
rastie linedrne s rastucim n. Na druhej strane, hodnota s moze byt velmi velka. To
znamena, ze v praxi o¢akavame, ze program 4.10 bude o niekol'ko radov pomalsi, zhruba
tol’kokrat aké je s.

Zaujimavostou je, ze v programovacom jazyku Python zrejme nebudeme pozorovat,
ze program 4.10 bezi az s-krat pomalsie ako program 4.9. Pri naSom merani ndm vyslo,
ze program 4.10 bol iba 3-krat pomalsi ako program 4.9. Tento rozdiel je spdsobeny
tym, Ze funkcia count je optimalizovana, aby bezala rychlo. Ni¢ to v8ak nemeni na
tom, Ze s rasticim s bude linearne rast aj ¢as behu programu 4.10, pri¢om ¢as behu

programu 4.9 to nebude vyrazne ovplyviiovat, pokym bude s < n.

4.5 Najvacsi spoloény delitel

Uloha 4.5. Napiste program, ktory naéita prirodzené ¢isla a, b a vypiSe ich najvicsieho

spolo¢ného delitela.
Poziadavky na Studentov. Student vie
e ziskat Ciselny vstup od uZivatela a prezentovat mu vystup;
e identifikovat opakujici sa vzor a zostavit for cyklus sledujtci tento vzor;
e pouzit podmienku v kombinécii s cyklom;
e vyuzit premenni na postupnu aktualizaciu vysledku programu pocas cyklu;
e zistit, ¢i jedno ¢islo deli druhé;
e prerusit vykonavanie cyklu pomocou prikazu break (pre riesenie 4.5.2);

e vyuzit while cyklus pre vopred neznamy pocet opakovania prikazov (pre rieSenie
4.5.3);

e pozna euklidov algoritmus na zistovanie najvacsieho spolo¢ného delitela (pre rie-
Senie 4.5.3).
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Metodické poznamky. Tato tloha je tiez vyznacna svojou jednoduchostou — nevy-
zaduje pouzitie pola. Av8ak pre uvahy o ¢asovej zloZitosti ma mnohé uskalia. Studenti
o Euklidovom algoritme nemusia vediet, kedZe sa nenachédza ani v inovovanom Stét-
nom vzdelavacom programe [17], ani v maturitnych poziadavkich na matematiku [19].
Jeho pochopenie vie byt pre Studentov naroéné a moze tak zabrat vela casu. TaktieZ aj
analyza jeho Casovej zlozitosti je vyrazne zlozitejsia v porovnani s taktiez logaritmic-
kym rieSenim 4.1.3 tlohy 4.1. Stale ndm vSak tato tloha umoznuje skiimat so Studentmi

hranice lineadrneho rieSenia.

4.5.1 Postupné skusanie delitelov zdola

Priamociary sposob, ako najst najvicsicho spolo¢ného delitela, je postupné skiuSanie
v8etkych ¢isel od 1 po mensie zo zadanych ¢isel a, b (program 4.11), prip. v opatnom

poradi (program 4.12).

a = int (input(’Zadaj prve cislo: 7))

))

b = int (input(’Zadaj druhe cislo:

nsd = 1
for d in range(2, min(a, b)):
if a%d=—0and b % d = 0:
nsd = d
print ('NSD(a, b) =’, nsd)

Program 4.11: Hladanie najvacsieho spolo¢ného delitela zdola

4.5.2 Postupné skasanie delitelov zhora

Priamociarou analyzou mozno zistit, Zze programy 4.12 aj 4.11 vykonaji najviac radovo

n prikazov.

a = int (input(’Zadaj prve cislo: 7))
"))

b = int (input(’Zadaj druhe cislo:
for d in range(min(a, b), 0, —1):

if a % d 0 and b % d = 0:
print (’NSD(a, b) =7, d)
break

Program 4.12: Hladanie najvicgieho spolocného delitela zhora

4.5.3 Euklidov algoritmus

Pokial studentom zvykneme ucit Euklidov algoritmus, tak sa tu otvéara prilezitost na

diskusiu o jeho ¢asovej zlozitosti.
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a = int (input(’Zadaj prve cislo: 7))
b = int (input(’Zadaj druhe cislo: 7))
while b > 0:

a, b=>b, a%b

print ('NSD(a, b) =’, a)

Program 4.13: Euklidov algoritmus pre hladanie najvic¢sieho spolo¢ného delitela

Analyza casovej zlozitosti Euklidovho algoritmu nie je priamociara. Na prvy pohlad
nie je zjavné, pri ktorych c¢islach vykona while cyklus najviac opakovani. Mézeme to
zistit spatnou analyzou. Pozrieme sa na jeden krok Euklidovho algoritmu, do ktorého
vstapili ¢isla a, b (pricom a > b) a vystupili z neho ¢isla ' = b a b = amodb.
Pri spatnom postupe budeme uvazovat, Ze ¢isla @’ a b’ pozname a chceme urcit, aké
najmensie mohli byt ¢isla a a b. Pri b nemame ini moznost ako b = oa/. KedZe a ma

byt vacsie ako b, tak najblizsie ¢islo, ktoré dava po deleni b zvySok V' je a = a’ + V.

11 2 3 5 8 13 21 34 55
b|0O 1 1 2 3 5 8 13 21 34

Tabulka 4.3: Spatna konstrukcia najhorsieho vstupu pre Euklidov algoritmus

Prehladnu spéatni rekonstrukciu najhorsich vstupov mozno vidiet v tabulke 4.3.
Mozeme si vSimnit, ze vSetky tieto vstupy ndm vytvéaraja jednu postupnost. Prvymi
¢lenmi su Fy = 0 a F} = 1. Kazdy dalsi ¢len je stuc¢tom dvoch predchédzajucich, teda
Foio = F,11 + F, pre vSetky nezaporné celé ¢isla n. Ide tak o znamu Fibonacciho
postupnost.

MoézZeme sa presvedcit, ze Euklidov algoritmus vykona na vstupe a = F,,, b = F,, 4
naozaj n opakovani. O Fibonacciho ¢islach je znamy radovy odhad F, ~ ¢", kde
¢ = (14++/5)/2 ~ 1,51 je zlaty rez. Preto na taktom to vstupe Euklidov algoritmus

vykoné radovo log,, n opakovani while cyklu, teda aj radovo logn prikazov.

4.6 Prienik dvoch mnozin

Uloha 4.6. Kazdy zamestnanec firmy ma jedineéné identifikacné ¢islo — prirodzené
¢islo mensie ako 1 000 000. Firma zorganizovala pre svojich zamestnancov dve vzdelava-
cie konferencie. Pre kazdu konferenciu méa v separatnom stbore zoznam zamestnancov,
ktori sa na konferencii zicastnili. Firma ide zamestnancom vyplacat odmeny, a preto
potrebuje zistit, kto sa zucastnil na oboch konferenciach.

Napiste pre firmu program, ktory dostane nazvy dvoch stiborov s tcastnikmi kon-
ferencie a vypiSe, kolko zamestnancov firmy sa zucastnilo na oboch konferenciach.
Upravte program tak, aby do tretieho suboru zapisal zoznam zamestnancov, ktori sa

zudastnili na oboch konferenciach
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Poziadavky na Studentov. Student vie
e vie precitat idaje z dvoch suborov;
e vie zapisat vysledok programu do stiboru;
e identifikovat opakujici sa vzor a zostavit for cyklus sledujuci tento vzor;
e pouzit podmienku v kombinécii s cyklom,;
e vie vytvorit pole potrebnej velkosti, zapisovat a ¢itat jeho hodnoty;
e vie zistit, ¢i sa dany prvok vyskytuje v poli (pre rieSenie 4.6.2);
e usporiadat pole ¢isel (pre rieSenie 4.6.3).

Metodické poznamky. Ulohu mozno zaradit k tloham na pracu so siborom. Je do
znacnej miery podobné tlohe 3.1. Podobne aj tu mame tri rieSenia — jedno zalozené
na porovnavani kazdej dvojice prvkov (teraz vSak je kazdy prvok z iného pola), druhé
vyuziva pole ako pocitadla vyskytov pre jednotlivé hodnoty prvkov a tretie vyuziva
usporiadanie poli. Uloha 4.6 je naro¢nejdia tym, Ze je v nej potrebné vyuzivat dva

stubory.

4.6.1 Kvadratické riesSenie

Podobne ako riesenie A tlohy 3.1, program 4.14 vykona radovo n? prikazov.

nazov_suborov = input(’Zadaj nazov suborov: ’)
subor 1 = open(nazov_suborov + ’a.txt’)
subor 2 = open(nazov_suborov + ’b.txt’)

vystup = open(nazov_suborov + ’v.txt’, ‘w’)
cislal = [int(riadok) for riadok in subor 1]
cisla2 = [int(riadok) for riadok in subor 2]
i=0

j =20

pocet = 0

for c¢c in cislal:
nachadza sa = False
for d in cisla2:
if ¢ = d:
nachadza sa = True
if nachadza_sa:
pocet 4= 1

print ('Na oboch konferenciach sa zucastnilo’, pocet, ’zamestnancov.’)

Program 4.14: RieSenie pomocou porovnavania kazdej dvojice ¢isel
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4.6.2 Riesenie pomocou pocitadiel

Informéacie o tom, ktoré ¢isla sa nachédzaju v prvom sibore si ulozime Sikovnejsim
sposobom. Miesto toho, aby sme si ¢isla zaradom ulozili do pola, tak si vytvorime
pole velkosti 1000000, ktoré bude mat pre kazdé mozné ¢islo zamestnanca vlastné
pocitadlo, kolkokrat sa v subore vyskytlo. KedZe zo zadania vieme, Ze pocet vyskytov
¢isla zamestnanca moze byt len 0 alebo 1 (zamestnanec bud bol na konferencii, alebo
nie), preto moézeme pouzivat hodnoty True a False.

Ked budeme prechadzat druhym stuborom, tak budeme vediet velmi rychlo skon-
trolovat, ¢i sme dané ¢islo videli v prvom subore — sta¢i sa ndm pozriet do pola

vyskytol_sa na spravne miesto (na miesto s indexom ¢isla zamestnanca).

nazov_suborov = input(’Zadaj nazov suborov: ’)
subor 1 = open(nazov_suborov + ’a.txt’)
subor 2 = open(nazov_suborov + ’b.txt’)
vystup = open(nazov_suborov + ’v.txt’, ’
m = 1000000

vyskytol sa = [False| % m

w’)

pocet = 0
for riadok in subor_ 1:
cislo = int(riadok)
vyskytol sa[cislo]| = True
for riadok in subor_ 2:
cislo = int(riadok)
if vyskytol sa[cislo]:
print(cislo, file=vystup)
pocet 4= 1

print ( 'Na oboch konferenciach sa zucastnilo’, pocet, ’zamestnancov.’)

Program 4.15: RieSenie pomocou pola indikatorov

Program 4.15 obsahuje mimo cyklov 7 prikazov a jedno vytvorenie pola velkosti m,
ktoré pozostava z m prikazov. Prvy cyklus for riadok in subor_1: vykon& n opako-
vani a v kazdom dva prikazy. Druhy cyklus for riadok in subor_2: vykona dalSich
n opakovani a v kazdom najviac 4 prikazy. Spolu teda program 4.15 vykona najviac

6n + m + 7 prikazov. To je radovo n, avSak ak je n malé, tak ho prevazi hodnota m.

4.6.3 RieSenie pomocou usporiadania

Podobne, ako pri ulohe 3.1, aj tu nam vie pomoct usporiadanie si pola. Ked méame
zoznamy Cisel zo stiborov utriedené vzostupne, sta¢i nam nimi subezne prechadzat.
Zakazdym sa posunieme v tom zozname, kde sa nachadzame na mensom ¢&isle. Pokial
sa dostaneme na rovnaké ¢islo v oboch zoznamoch, tak ho zapocitame a posunieme sa
o krok dalej v oboch zoznamoch.

Urcit éasovi zlozitost programu 4.16 bude o nie¢o naroc¢nejsie, kedze sa tu vysky-
tuje cyklus while. Kolkokrat sa tento cyklus zopakuje? MézZeme si vSimnut, Ze jeho

vykonévanie riadia dve premenné i a j. Cyklus sa skoné¢i, ked obe tieto premenné
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nazov_suborov = input(’Zadaj nazov suborov: ’)
subor 1 = open(nazov_suborov + ’a.txt’)
subor 2 = open(nazov_suborov + ’b.txt’)

vystup = open(nazov_suborov + ’v.txt’, ’‘w’)
cislal = [int(riadok) for riadok in subor 1]
cisla2 = [int(riadok) for riadok in subor_ 2]

cislal .sort ()

cisla2 .sort ()

i=0
i =0
pocet = 0
while i < len(cislal) and j < len(cisla2):
if cislal[i] < cisla2[j]:
i4=1
elif cislal[i] > cisla2][j]:
jt+=1
else:
print(cislal[i], file=vystup)
i4+=1
=1
pocet += 1

)

print ('Na oboch konferenciach sa zucastnilo’, pocet, ’zamestnancov.’)

Program 4.16: RieSenie pomocou usporiadania zoznamov

dosiahnu hodnotu n, teda pocet ¢isel v jednom subore. Uvedomme si, ze v kazdom
opakovani cyklu sa aspon jedna z premennych i, j zvysi o 1. To znamena, ze cyklus
while sa moze vykonat najviac 2n-krat. V jednom opakovani vykona najviac 6 prikazov,
¢o déva spolu 12n prikazov pre cyklus while.

Mimo cyklu while mame 8 prikazov, dve nacitania zo siboru do pola obsahujuce
n prikazov a dve usporiadania pola pozostavajuce z radovo nlogn prikazov. Spolu tak
dostavame, zZe program vykond priblizne 2nlogn + 14n + 8. Logaritmus pri zaklade 2
okolo ¢isla 10° je asi 20 a s rastticim n bude rast. Preto ¢len 2nlogn bude pre velké n

vacsi ako 14n. Tak mozeme ¢len 14n zanedbat, ¢im dostaneme rddovo n logn prikazov.

4.7 Snvisly tsek s najvacsim sactom

Uloha 4.7. Zmrzlinarka Zuzka si chce otvorit stanok so zmrzlinou. Jej kamarat je
Spickovy odbornik v ekonomike a vypocital jej pre kazdy z n nasledujucich dni, kol'ko
by zarobila alebo stratila, ak by mala v ten den otvoreny stanok. Ak v8ak uz raz stanok
zatvori, tak ho nemdze otvorit znovu. Preto chce starostlivo vybrat cas (suvisly tsek
dni), kedy bude mat otvoreny stanok. Chce si predsa zarobit ¢o najviac.

Napiste pre Zuzku program, ktory nacita postupnost n celych ¢isel. Kazdé ¢islo re-
prezentuje zarobok v dany den; v pripade, Ze ¢islo je zaporné, tak ide o stratu. Program
néjde, kol'ko najviac si vie Zuzka zarobit. (napriklad pri postupnosti —24, —17, 47, —10,
42,18, =2, =3, 1, —25, —3, 14 si vie zarobit najviac 97, a to od 3. po 6. den.)
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N

Program vypiSe najvacsi mozny stcet, ktory mozno dostat s¢itanim suvislého tseku

postupnosti.
Poziadavky na Studentov. Student vie
e ziskat Ciselny vstup od uZivatela a prezentovat mu vystup;
e identifikovat opakujici sa vzor a zostavit for cyklus sledujici tento vzor;
e pouzit podmienku v kombinécii s cyklom;
e vyuzit premenni na postupni aktualizaciu vysledku programu pocas cyklu;
e najst najvacsi prvok v poli;
e zistit sucet prvkov v poli;
e rozdelit si problém na mensie, ¢iastkové problémy;

e spojit rieSenie viacerych ¢iastkovych problémov (poé¢itanie suc¢tu, hladanie naj-

vacsieho prvku) do vacsieho programu.

Metodické poznamky. Tuto tlohu mozno vyriesit viacerymi programami s ré6znou
casovou zlozitostou. Ide dokonca aj o priklad tlohy, kde mézeme najst kubick zlozitost.
Uloha vie byt pre maturantov prili§ naro¢na. Jej rieSenie v linearnom ¢ase si dokonca
vyzaduje naro¢nu algoritmickii myslienku. Uloha je vhodna pre studentov, ktori sa

venuju informatickym sutaziam.

4.7.1 Kubické riesenie

Priamociare rieSenie je vyskusat vSetky suvislé useky. To znamena, skusit pre kazdu
poziciu zaciatku tuseku vSetky mozné pozicie konca a pre kazdy suvisly tsek urceny

zaCiatkom a koncom uré¢it jeho stucet. Ak je sucet vacsi ako doposial najdeny maximalny

sucet, tak si aktualizujeme tdaje o maximalnom sicte.

n = int (input())
pole = []
for i in range(n):
pole.append (int (input()))
maximum = —10%%9
for zaciatok in range(n):
for koniec in range(zaciatok, n):
sucet = 0
for i in range(zaciatok, koniec + 1):
sucet += pole[i]

if sucet > maximum:

maximum = sucet
max_zac = zaciatok
max_kon = koniec

print (’Zuznka si moze zarobit najviac’, maximum)
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16 ‘print(’Stanok si ma otvorit od dna’, max zac + 1, ’'po den’, max kon + 1)

Program 4.17: RieSenie poc¢itanim siactu kazdého suvislého tseku

Odhad ¢asovej zlozitosti je pri tejto tlohe o niec¢o naroénejsi. Najprv ukdzeme vel mi
hruby odhad. Program obsahuje tri vnorené cykly. Cyklus for i in range(zaciatok,
koniec + 1): sa vykon& najviac n-krat a opakuje sa v nom jeden prikaz. V cykle
for koniec in range(zaciatok, n): sa nam okrem spomenutych n prikazov vykoné
najviac 5 dalsich prikazov. Tychto n-+5 prikazov sa nam zopakuje opét najviac n-kréat.
Mame zatial odhad n(n+ 5) prikazov. Tie sa nam eSte opakuju v cykle for zaciatok
in range(n): s prave n opakovaniami. Dostavame tak, ze v programe 4.17 sa vykona
najviac n%(n + 5) + 5 prikazov, ¢o je rddovo n? prikazov.

S takto hrubym odhadom sa moézeme uspokojit. Mdézeme sa vSak presvedcit o tom,
7ze nas odhad je radovo presny tym, Ze urobime podobny odhad zdola — teda od-
hadneme aspon kolko prikazov sa v programe isto vykona. Budeme uvaZovat len
tie opakovania, kde zaciatok < n/2. Tych je pribliZzne n/2. Pre kazdé z nich bu-
deme v cykle for koniec in range(zaciatok, n): uvazovat tie opakovania, kde
plati koniec > zaciatok + n/2. Kedze zaciatok +n/2 < n/2 4+ n/2 = n, tak tychto
opakovani bude aspon n/2. V tychto vybranych opakovaniach prvych dvoch cyklov
nam plati koniec — zaciatok > n/2. To znamena, Ze v kazdom takomto opakovani bude
mat cyklus for i in range(zaciatok, koniec + 1): aspon n/2 opakovani. Dostali
sme tak, Ze kazdy z troch cyklov spravi aspon n/2 opakovani. Dohromady teda vieme
povedat, 7e program 4.17 vykon4 aspoi (n/2)3 = n3/8 prikazov. Vidime, Ze opit sme

dostali radovo kubicku casova zloZitost.

Kvadratické riesenie — priebezné pocitanie stic¢tu

Predchadzajuce riesenie mozno pomerne priamociaro vylepsit. Nie je totiz potrebné
pocitat sucet kazdy raz znovu a znovu nanovo, ked zvéicsime skimany tsek o jedno

miesto. Sta¢i nam k predoslému suc¢tu tseku pripocitat pridané ¢islo.

n = int (input())
pole = []
for i in range(n):
pole.append (int (input()))
maximum = —10%x9
for zaciatok in range(n):
sucet = 0
for koniec in range(zaciatok, n):
sucet += pole[koniec|

if sucet > maximum:

maximum = sucet
max_zac = zaciatok
max_kon = koniec
print (’Zuznka si moze zarobit najviac’, maximum)

print (’Stanok si ma otvorit od dna’, max zac + 1, ’po den’, max kon + 1)




KAPITOLA 4. DALSIE ULOHY 42

Program 4.18: RieSenie pomocou priebezného pocitania sictu

Casovi zlozitost programu 4.18 mozeme urcit podobnym spésobom ako pri prog-
rame 4.17, teda hornym a dolnym odhadom. Druhym spésobom je urcit presne pocet
prikazov nasledovne: Cyklus for koniec in range(zaciatok, n): obsahuje 5 prika-
zov. Pocet opakovani tohto cyklu zavisi od hodnoty premennej zaciatok. Celkovo sa
vykonan+(n—1)+(n—2)+---+2+1=n(n+1)/2 opakovani cyklu for koniec in
range (zaciatok, n):. Mimo cyklov sa vykona radovo n prikazov, ¢o je zanedbatelné.

Spolu sa teda program 4.18 vykona radovo n? prikazov.

LineArne rieSenie — prefixové stucty

Tito ulohu mozno vyriesit eSte rychlejsie. Aby sme vedeli rychlo pocitat sucty suvislych
usekov pola pole, vyuZijeme koncept zndmy pod menom prefizové sucty. Vytvorime
si pole prefix, ktoré bude obsahovat na (i + 1)-vej pozicii hodnotu prefiz[i + 1] =
= polel0] + pole[l] + - - - + pole[i]. Sucet suvislého tseku od zaciatok do koniec vieme

potom urcit ako

pole[zaciatok] + pole|zaciatok + 1] + ... + pole[koniec] =

= prefiz|koniec] — prefiz|zaciatok — 1].

Hodnota prefix[koniec| — prefix[zaciatok — 1] bude pritom maximalna vtedy, ked
prefiz|koniec|] bude mat najvaésiu mozna hodnotu a prefiz[zaciatok — 1] bude mat
najmensiu moznu hodnotu. Teda ndm sta¢i len urc¢it maximalnu a minimalnu hodnotu

v poli prefixovych suctov.

n = int (input())

pole = []
prefix = [0]
for i in range(n):

pole .append(int (input()))
prefix .append(prefix[—1] + pole|[—1])

maximum = —10%x9
minimum = 10%x9
for i in range(n):
if prefix[i] > maximum:
maximum = prefix|[i]
max_kon = i
if prefix|[i] < minimum:
minimum = prefix|[i]
max_zac = i
print (’Zuznka si moze zarobit najviac’, prefix[max kon| — prefix|[max zac])
print (’Stanok si ma otvorit od dna’, max zac + 1, ’po den’, max_kon)

Program 4.19: RieSenie pomocu prefixovych suctov
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Cyklus zo 4. riadku sa vykona n-krat a v kazdom opakovani vykoné dve operécie.
Cyklus z 9. riadku sa vykoné tiez n-krat a v kazdom opakovani vykona najviac 6 ope-
racii. Spolu teda mame najviac 8n + 7 operacii, teda ¢asova zlozitost programu 4.19 je

radovo n.

4.8 Zistovanie hesla

Uloha 4.8. Nasledujuci program nacita celé ¢slo n. Nahodne si vygeneruje n-znakové
heslo zlozené z malych pismen anglickej abecedy. Nasledne sa ho snazi uhadnut gene-

rovanim vSetkych moznosti.

n = int (input())

abeceda = ’abcdefghijklmnopqrstuvwxyz’
heslo = 7’
for i in range(n):

heslo += random.choice (abeceda)

for pokus in vsetky slova(abeceda, n):

if pokus = heslo:

)

print(’Heslo je’, pokus)

Program 4.20: Genrovanie vSetkych hesiel

Pritom cyklus for pokus in vsetky_slova(abeceda, n): skisa vSetky mozné n-
pismenové slova zlozené z malych pismen anglickej abecedy (teda tych, ktoré si ulozené

v retazci abeceda). To, ako presne spravit takyto cyklus, nie je podstatné.

1. Ako dlho bude programu trvat najst heslo skladajice sa z désmich znakov?
2. Ako dlho bude programu trvat najst heslo skladajice sa zo Sestnéstich znakov?
3. Aspon kolko znakov mé mat heslo, aby ho program hladal aspon rok?

4. Zvolime si bezpecnejsie heslo, ktoré modze okrem malych pismen anglickej abecedy
obsahovat aj velké pismena (spolu teda 52 znakov). Ako dlho bude trvat prog-
ramu uhadnut 8-znakové slovo teraz? V akom vztahu ocakavate, ze bude tento

¢as v porovnani s odpovedou na otazku 17

5. Mozné znaky eSte rozsirime a budeme pouzivat znaky slovenskej abecedy, po-
mocné symboly ako otéznik, pomlcka a pod. Povedzme, Ze mame spolu 100 moz-

nych znakov. Ako dlho bude teraz trvat vyskusSanie 8-znakovych hesiel?
Poziadavky na Studentov. Student vie
e ziskat ¢iselny vstup od uZivatela a prezentovat mu vystup;

e pouzit podmienku v kombinécii s cyklom,;
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Metodické poznamky. Tato tloha déva otazku casovej zlozitosti do praktického
kontextu. Bezpecnost mnohych informatickych konceptov — ako napriklad hesiel — sa
odvija od skutoc¢nosti, Ze poc¢itace pracuju s obmedzenou rychlostou. Hoci teoreticky st
pocitace schopné zistit heslo do k a¢tu, trvalo by im to (pri dostatocnom zabezpeceni)
niekol'ko rokov, prip. eSte viac. Studenti si pri nej mozu skusit odhadnut, ako dlho moze
trvat prelomenie rozne silnych hesiel.

Pri tejto tlohe sa Studenti moézu stretnat s exponencialnou ¢asovou zlozitostou
a mozu tu spoznat jej velké nevyhody — ako sa len pri malom naraste vstupu vyrazne
zvysi ¢as behu programu. Uskalim tejto tlohy je viak to, Ze skuSanie hesiel vyuziva
pre maturantov prili§ pokrocilé myslienky. Treba preto pouzit niektort hotovi funkciu.
Prip. mozno tlohu modifikovat dodanim informécie, ako dlho pocitacu trva overenie

jedného hesla.

RieSenie
Najprv vypocitame, kolko je n-pismenovych slov zloZenych z malych pismen anglic-
kej abecedy. Na kazdé z n miest si mozeme nezévisle vybrat jedno z 26 pismen ma-
lej anglickej abecedy. Spolu teda mame 26™ moznosti pre vyber slova (ide o variacie
s opakovanim). Cyklus for pokus in vsetky_slova(abeceda, n): sa teda vykona
26™-krat. V kazdom opakovani sa vykonaji najviac dva prikazy. Pred tymto cyklom
méame este cyklus for i in range(n) :, ktory sa zopakuje n-krat. Oproti 26™ prikazov
ide v8ak o vel'mi malé ¢islo, preto tieto prikazy mozeme zanedbat. Mame tak odhad,
7e program vykon4 priblizne 26" prikazov. To odpovedé ¢asu behu radovo 26" /107 s.

Na zaklade toho vieme odhadnut, Ze 8-znakové slova bude program skusat asi 20 000
s, ¢o je asi 6 hodin (otazka 1). Podobne dostaneme, Ze 16-znakové slova bude program
skugat radovo 4 - 101 s, €o je asi sto miliénov rokov (otazka 2).

Ak chceme, aby skiiSanie hesla trvalo aspoi rok, ¢o je radovo 365-24-60-60 ~ 3-107

s, tak musi platit

26" /10" >3- 107,
26" >3- 10",
log 3 - 10
> logys3-10M = == =~ 10.
"= 0820 log 26

Teda pri 10-znakovom hesle bude program bezat asi rok a pri viac znakovych este
dlhsie.

Ked budeme pracovat s heslami obsahujice 52 moznych znakov, dostaneme spolu
52" moznych hesiel, ktoré bude program skusat. Jeho ¢as behu bude teda réadovo
52" /107. Ked dame ten to ¢as do pomeru s asom z tlohy 1 pre n = 8, dostaneme

8/107 8 . 9p8
22’8;187 == 26286 =20 =256,
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Teda ¢as behu narastie az 256-krat. Vychadza to tak rddovo na 5-10° sektind, ¢o je asi
60 dni.

Ak méme v tlohe 5 az 100 moznych znakov, tak mame 100™ moznych slov. To
zodpoveda ¢asu 100" /107. Z toho pre n = 8 dostaneme radovo 10° s, ¢o je asi 30 rokov.

Tato tloha ilustruje, aky vplyv na bezpetnost hesla maju faktory ako jeho dizka
a mnozina, z ktorej vyberdme donho znaky.

V skutoc¢nosti zistovanie hesiel neprebieha takto jednoducho. Overenie jedného hesla

trva vyrazne pomalsie ako kontrola jednej podmienky v Pythone.



Kapitola 5
UzZito¢né metody

V tejto kapitole uvedieme niekolko uzito¢nych metod, ktoré nemusia byt zname kaz-
dému ucitelovi a vedia nam ulah¢it pracu. Pripadne s nimi moZno spravit hodinu

pristupni ziakom, ktori nepracovali so subormi.

5.1 Meranie ¢asu behu programu

Pre néazornejSiu pracu s ¢asom behu programu je vhodné pouzit néstroj, ktory cas
behu presne odmeria. Meranie ¢asu vyuziva funkciu, ktora vrati systémovy c¢as — Cas
od 1. 1. 1970 0:00. Touto funkciou si zistime ¢as na zac¢iatku meraného tiseku a na konci
a nasledne vypisme ich rozdiel. Samozrejme, odmerané casy si ulozime do premennych.
Pokial nac¢itavame vstup od uzivatela, musime si dat pozor, aby sme ¢akanie na vstup

od uZivatela nezahrnuli do meraného tiseku, ¢o by nam predlzilo vysledny ¢as.

from time import time

zaciatok = time ()

# program

koniec = time ()

print (’Program bezal’, koniec — zaciatok, ’s’)

Program 5.1: Meranie ¢asu v jazyku Python
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program meranie casu;
2 | uses DateUtils, sysutils;
3 | var

| zaciatok , koniec: TDateTime;

6 | begin

7 zaciatok := Now;
s |

9 // program

10 //

11 koniec := Now;

12 writeln ( ’Program bezal ~’

, MilliSecondsBetween (koniec, zaciatok)/1000:0:3, ’ s’);
13 readln () ;

11 |end.

Program 5.2: Meranie ¢asu v jazyku Pascal

1 |#include <chrono>

3 [int main() {

4 chrono ::steady clock::time point zaciatok , koniec;

5 zaciatok = chrono::steady clock::now();

6 /)

7 // program

8 //

9 koniec = chrono::steady clock::now();

10 long duration = chrono::duration cast<std::chrono:: microseconds >(koniec —

zaciatok ) .count () ;

11 std :: cout << "Program trval " << duration << " mikrosekund" << std::endl;

Program 5.3: Meranie ¢asu v jazyku C++

long zaciatok = System.nanoTime /() ;
2| // .
3 |// program
v
5 |long koniec = System.nanoTime();

6 | System.out.print ("Program bezal ");
7 | System.out.print ((double) (koniec — zaciatok)/1000000000);

¢ | System.out.println(" s");

Program 5.4: Meranie ¢asu v jazyku Java

5.2 Presmerovanie vstupu

Mnohé ulohy v naSej praci spracovavajiu vela ¢isel. Aby sme dosiahli beh programu
radovo v sekundach, vacsinou treba zadat tisice az miliony ¢&isel. To nie je moZzné
spravit ru¢ne. Takto velké vstupné udaje musime precitat zo suboru. Pokial Studenti
vedia ¢itat zo siboru, tak si s tym poradia. Ak nie, existuje spdsob ako sa ¢itaniu
z0 stboru vyhnat. Studenti tym padom moézu pisat programy tak, ze budd vyuzivat
prikazy na ¢itanie z konzoly. Presmerovanie vstupu je proces, ktorym zariadime, aby

v situacii, ked program ma ¢itat vstup z konzoly, tak si ho preéita z uréeného suboru.
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Mnohé programovacie jazyky poskytuju tuto moznost. Vacsinou ide o niekol'ko pri-
kazov, ktoré stac¢i dat na zacCiatok programu a iba v nich upravit nazov suboru. Pri
pouzivani presmerovania nie je potrebné, aby Ziaci rozumeli, ¢o presne pouzité prikazy
robia. Vedia ich brat, ako ,,carovni formulku®, ktora presmeruje ¢itanie vstupu z kon-
zoly do suboru. Délezité je vsak vediet, Ze stitbor musi byt v rovnakom prie¢inku ako
spustany program, pokial pouzivame relativnu cestu k suboru. Pri niektorych progra-
matorskych prostrediach je tazké odsledovat, na ktorom mieste sa program nachéadza.
Nemusi sa to totiz nachadzat v rovnakom priec¢inku ako zdrojovy kod. Preto vtedy

odporic¢ame pouzit absolutnu cestu.

Python

import sys

sys.stdin = open(’subor.txt’)

Miesto, z ktorého sa ¢ita Standardne vstup, je v Pythone ur¢ené premennou stdin
(skratka zo standard input) z modulu sys. Prepisanim hodnoty tejto premennej na
stibor zariadime, ze program bude vstup ¢itat zo stiboru. Vyhodou Pythonu je, ze sa
nekompiluje do spustitelného siboru, ale rovno sa interpretuje. Sttbor so vstupom teda
sta¢i mat v rovnakom prie¢inku ako zdrojovy subor s koncovkou .py.

Dalsou vyhodou je, Ze ak potrebujeme v ceste k siiboru ist do iného priecinka, tak
mozeme medzi priec¢inkami pouzivat znaky \ aj /. Treba si vSak dat pozor na to, Ze
znak \ je suc¢astou mnohych systémovych znakov (napr. \n pre koniec riadku), a preto
ho treba v retazcoch pisat ako \\.

Ziakov treba upozornit na to, aby prikazy na presmerovanie stiboru dali naozaj
na zaciatok svojho programu. Pri skusani hodin sa nam stévalo, Ze ziaci presmerovali

vstup az po nacitani prvého tdaju, ¢o viedlo k nefungujicim programom.

C++

Premserovanie vstupu v jazyku C++ je velmi priamociare. Staci pridat jeden pri-
kaz. Odportcame pouzivat absolutnu cestu, lebo nie v kazdom vyvojovom prostredi je
jasné, z ktorej cesty sa program spusta. Pri programovani vo Windowse musime miesto

spatnych lomiek \ pouzit dvojité spatné lomky \\.

freopen ("C:\\ Users\\Jano\\programy\\vstup.txt","r" ,stdin);

Pascal

Pri presmerovani vstupu v Pascale musime vykonat viacero krokov. Po prvé, samotny
proces otvarania suboru pozostava z viacerych prikazov, ktoré potrebujeme umiest-

nit na zaciatok hlavného programu. Po druhé, pokial chceme mat na konci programu
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prikaz readln() ;, aby sa konzolovy program hned neskon¢il, tak potrebujeme presme-
rovanie vstupu vratit. Preto si potrebujeme odlozit pévodnit hodnotu premennej Input
(reprezentujicu konzolu) do premennej, z ktorej premenna Input na konci programu
obnovime.

Tiez je bezpecnejsie pouzit absolutnu cestu. T4 mé format rovnaky ako v jazyku
C++.

var

subor , staryvstup: TextFile;

begin
AssignFile (subor, ’C:\\ Users\\Jano\\programy\\vstup.txt’);
Reset (subor) ;
staryvstup := Input;
Input := subor;
/o
// program
/o
Input := staryvstup;
readln () ;

end.

Java

Presmerovanie vstupu v Jave prebieha pomocou metédy setIn triedy System. Metoda
berie ako argument inStanciu triedy FileInputStream, do ktorej konstruktora dame
cestu k stiboru. Tuto triedu musime importovat tym, ze navrch zdrojového stboru
pridame import java.io.FileInputStream;.V Jave odportc¢ame pouzivat absolitnu
cestu, kedZe projekty v Jave vacsinou pozostavajua z viacerych priecinkov a je naro¢né
pamétat si, do ktorého priecinku treba umiestnit stibory.

V pripade, ked zadany stubor neexistuje, konstruktor triedy FileInputStream ha-
dze vynimku FileNotFoundException. To je problém, lebo spracovavanie vynimiek
Studenti nemusia vediet. Aby sme nemuseli pripisovat do hlavicky metody main dekla-
raciu, Zze vyhadzuje vynimku, tak vynimku odchytime try-catch blokom. Takto dosta-
neme samostatne pouzitelny kus kodu, ktory staci len pridat na zaciatok programu.

Odporucame do catch bloku dat najvSeobecnejsiu vynimku Exception. Pri testo-
vani sa nam totiz stalo, ze niektorym Zziakom hadzalo inti vynimku a toto prepisanie

problém vyriesilo.

1 |import java.io.FilelnputStream;

2

yZans

try {

6 System.setIn (new FileInputStream ("C:\\ Users\\Jano)\\programy\\vstup.txt"));
7 |} catch (Exception e) {

8 System.err.println ("Subor so vstupom nebol najdeny. Nacitavam z konzoly.");

!
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Kapitola 6
Testovanie

Metodiku sme vypracovali na zaklade skiisenosti z ucenia na gymnéziu Grosslingova
18 v Bratislave. Spociatku bola zalozené na tlohe 4.6. Ttuto tlohu sme rieSili so Stu-
dentmi septimy na dvojhodinovke seminédra z informatiky a so Studentmi sexty na
dvojhodinovke informatiky. V oboch pripadoch iglo o triedy s rozsirenym vyucovanim
matematiky a informatiky. Ulohu riesili v rameci témy praca zo stbormi.

Na hodine v septime Studenti riesili tlohu sami, pricom sme im radili, ked potrebo-
vali s nie¢im pomdct. Vacsina Studentov naprogramovala riesenie A. Po jeho spolo¢nom
vysvetleni sme analyzovali jeho ¢asovi zlozitost. Do diskusie sa Studenti zapajali. Pri
diskusii, ako by sa dala tloha vyriesit rychlejsie, Ziaci prisli s rieSenim C pomocou
usporiadania. V zavere hodiny sme si so Studentmi presli hlavni myslienku rieSenia B.

V sexte vSetci Studenti naprogramovali rieSenie A, tiez samostatne s nasimi usmer-
neniami. Potom sme v diskusii so studentmi odhadovali ¢as behu ich programu. Stu-
denti sa zapéjali. Pri diskusii, ako by sa dal program zrychlit, navrhovali len drobné
vylepSenia, ktoré nemenili kvadraticka zlozitost (pridanie prikazu break, opakované
prechadzanie stiborov miesto uloZenia idajov do pola). Pre tieto rieSenia sme odhadli,
ze stale budu mat radovo kvadraticky pocet prikazov, preto sme ich ani neprogramovali.

Pre nedostatok ¢asu uz nezvysil ¢as na ukazanie rychleho rieSenia. Jeden student sa
spytal otazku, ako by sa dali skontrolovat aj velké subory. Studentom sme ponechali
priestor, nech moézu nad tym sami pouvazovat a na dalSej hodine sme si spolu s nimi

presli a zanalyzovali rieSenie B.

6.1 Testovanie na inej Skole

Testovanie bolo uskutoénené na Gymnéaziu Ludovita Stira v Trenéine na seminéri z in-
formatiky pre 3. ro¢nik v informatickej triede. Pri komunikacii s ucitelkou sme zistili,
ze ziaci v tom Case eSte neovladali pracu so sitbormi. Z toho dévodu sme vymenili tlohu

4.6 za 3.1. Dostali sme tak do metodiky tlohu, pre ktort nie je nutné ovladat pracu

o1
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so stbormi a ktora je jednoduchsia tym, ze obsahuje len jeden zoznam tudajov. Nagci-
tavanie velkych zoznamov sme riesili pomocou presmerovania. Studenti programovali
v jazyku Java.

V prvej casti hodiny Studenti programovali samostatne, s miernym usmernenim
tych, ktori potrebovali. Casté otazky a problémy Studentov boli v savislosti s pre-
smerovanim Standardného vstupu z konzoly do stiboru. VSetkym studentom sa poda-
rilo naprogramovat rieSenie A s kvadratickou zlozitostou. Studenti nemali problémy
s vnorenym cyklom. Jedna Studentka naprogramovala aj rieSenie B pomocou pocitania
vyskytov.

Najprv sme si so Studentmi presli odhad ¢asovej zlozitosti pre rieSenie A. Potom
Studentka, ktora mala naprogramované rieSenie B, vysvetlila ostatnym svoje riesenie.
Nasledne ostatni Studenti spolo¢ne s nasimi pomocnymi otazkami urcili ¢asovi zlozitost
rieSenia B.

Celych prvych 45 minat sme venovali programovaniu a zaciatok druhej hodiny sme
venovali zhrnutiu rieSenia. Na konci druhej hodiny ndm nezostal ¢as na precvicenie.
Po hodine sme zhodnotili, Ze priestor na precvi¢enie na dvojhodinovke nie je, pokial
chceme dat ziakom priestor na vyrieSenia a naprogramovanie tlohy a taktiez priestor
na analyzu a porovnanie viacerych rieseni.

Konstatujeme, ze ¢as na rieSenie mozeme skratit. Nemusime ¢akat, dokym vSetci
napisu odladeny program. Budeme c¢akat len dovtedy, kym vSetci Studenti nemaju
kostru programu a potom poziadame, nech si ziaci doladia chyby po dvojiciach. Popri
tom pomoédzeme tym, ¢o nezvladnu ich programy doladit ani za pomoci suseda. Na

zéklade toho sme ¢as na rieSenie tilohy v nasej metodike skratili.

6.2 Druhé testovanie

Druhé testovanie sme uskutocnili na Piaristickom gymnaziu Jozefa Braneckého v Tren-
¢ine na tretiackom seminari z informatiky vSeobecného zamerania. Hodina prebiehala
online cez videokonferenciu. Studenti v tom ¢ase nemali este iné programatorské zruc-
nosti ako tie, ktoré sa uvadzajui v inovovanom Statnom vzdelavacom programe pre
informatiku [16] — boli na konci u¢ebnice Programujeme v Pythone [7].

Tymto testovanim sme chceli vyskusat metodiku v narocnejSom prostredi, kde Ziaci
nie st velmi skaseni v programovani. Preto sme aj pridali do naSej sady tloh ulohu
4.1. Predpoklady tlohy 4.1 Studenti spliali. Vdaka tejto tilohe moZe nadu metodiku
vyuzit ucitelia aj so Studentami, ktori neovladaji polia.

Studentom sme nechali najprv 10 minat nad tlohou popremyilat samostatne. Po-
tom sa ukazalo, ze Studenti vobec nevedia, ako zacat, tak sme presli na spolo¢né rieSenie

tlohy. Rozdelili sme si jej rieSenie a programovanie na viacero ¢asti. V kazdej ¢asti sme
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komunikovali s inym Studentom a navadzali sme ho pomocnymi otazkami.

1. Zobrali sme si konkrétny vstup (n = 40) a najprv bez programovania Studenti

povedali riesenie.

2. Stanovili sme si, Ze chceme vyskusat vsetky ¢isla od 1 do n — v8etky mozné pocty

centov, ktoré moze dostat jeden ucastnik vecierka.
3. Napisali sme cyklus, ktory pre kazdé ¢islo ¢ od 1 do n vypisal podiel n/i.
4. Upravili sme program tak, aby vypisoval podiel len vtedy, ak je celoc¢iselny.
5. Upravili sme program tak, aby vypisoval podiel len vtedy, ked je neparny.

6. Upravili sme program, aby sa po vypisani prvého ¢isla zastavil. Prvé vypisané
¢islo zodpovedana najmensej moznej hodnote jedného diela vyhry, ¢o teda kores-

ponduje s najvac¢sim moznym poctom zucastnenych.

Potom sme pristupili k diskusii o ¢asovej zlozitosti, ako sme uviedli v kapitole 3.
Museli sme do nej pridat aj diskusiu o najhorsom pripade a odhalenie, Ze najhorsi
pripad predstavuji mocniny dvojky. Odhadli sme, ako dlho by program bezal pri za-

239 Kvoli nedostatku ¢asu sme sa nedostali k inym rieseniam tlohy, ani

dani n =
k precviceniu si analyzy ¢asovej zlozitosti na inom programe.

Po hodine sme zaslali ziakom kratky dotaznik, ktory vyplnilo 7 z 10 zuc¢astnenych
studentov. Uvadzame znenie jeho otazok. K uzavretym otazkam uvadzame aj Statistiku

odpovedi v tabulke 6.1.
1. Ako bola pre Teba téma hodiny zaujimava (1 — nudn4, 5 — fascinovala ma)?

2. Ako bola pre Teba téma narofné na pochopenie (1 — stracal(a) som sa, 5 —
pohodicka)?

3. Pokladas tému, o ktorej sme sa bavili, za dolezitu? (1 — nac¢o mi bude, 5 — dolezité)
4. Chces vyzdvihnit na hodine alebo téme niektoré veci, ktoré sa Ti pacili?

5. Ktoré veci sa Ti na hodine alebo téme nepacili? Bolo niec¢o pre Teba nezrozumi-

telné?

Z priebehu hodiny usudzujeme, Ze tiloha 4.1, ktorti sme vybrali, nebola pre Studen-
tov zndma. Z toho dévodu sme stravili pomerne vela ¢asu jej rieSenim. Celt dvojhodi-
novku sme sa tak venovali vlastne iba jednému rieSeniu tejto tlohy, ¢o bolo monoténne.
To spomenul aj jeden Student v dotazniku. Preto je dobré vybrat pre analyzu typovo
taku ulohu, ktora Studenti poznaji. Pokial sa tak nestane, tak vo faze rieSenia tlohy

ju odportcame riesit spolu so Studentmi.
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Otazka 11213145
1. Ako bola pre Teba téma hodiny zaujimava? 0]0[2(4|1
2. Ako bola pre Teba téma naro¢na na pochopenie? |0 | 1|1 |3 ]2
3. Pokladas tému, o ktorej sme sa bavili, za dolezita? | 0 | 0|4 |2 |1

Tabulka 6.1: Pocet jednotlivych odpovedi na prvé tri otazky dotaznika

54



Zaver

V préaci sme zhromazdili niekol'ko programétorskych tloh, ktoré poskytuji podklady
pre analyzu ¢asovej zlozitosti programov. VacSinu z tloh mozno vyriesit roznymi spo-
sobmi s roéznou ¢asovou zlozitostou. Naprie¢ vSetkymi tillohami sa mozno stretnut s naj-
beznejsimi triedami casovej zlozitosti.

Spomedzi tychto tloh sme vybrali jednu, ku ktorej sme pripravili metodiku, ako
mozno na hodinach so $tudentmi strednych $kél pripravujucich sa na maturitu riesit
otazky tykajuce sa Casovej zlozitosti. Tuto metodiku sme otestovali pri vyucbe vlast-
nych ziakov a aj v dvoch triedach na inych skolach.

Hoci je vyucba ¢asovej zlozitosti na strednych skolach naro¢na, o com sme sa pre-
sveddili aj pri pisani préce, aj pri testovani; konstatujeme, Ze jej vyucba u maturantov je
mozna. NaSa praca spracovava tito tému nazornejSie a pristupnejSie pre maturantov.
Pre relevantnejsie zhodnotenie efektivnosti nasej metodiky by bolo potrebné spravit
rozsiahlejSie testovania v triedach.

Naga praca taktieZ ponechéva priestor pre dalsi vyskum v tejto oblasti. MoZno sku-
mat, ¢i a ako sa d& vyucovat Casova zlozitost na inych typoch tloh, ako sme ich opisali

v kapitole 2 — na ulohach o vypisovani hviezdic¢iek a na neprogramovacich talohach.
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V prilohe pripajame:
e programy z kapitol 3 a 4;
e zadanie a vstupné subory pre ziakov spominané v kapitole 3;

e programy pre generovanie vstupnych stborov k tloham 3.1, 4.4 a 4.6.
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