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Kapitola 2

Mnoziny

2.1 Zakladné operacie

Pojem mnoziny je jednym zo zakladov sucasnej matematiky. Bez objasnenia
zakladov tedrie mnozin je dnes nepredstavitelné hlbsie studium akéhokol'vek
matematického predmetu — ani diskrétnej matematiky.

Teéria mnozin pracuje s dvoma tstrednymi pojmami, ktorymi st ,,mno-
zina“ a byt prvkom®. Pod mnozinou si predstavujeme stbor objektov, ktoré
(spravidla) maja nejaka spolo¢ni vlastnost. Tieto objekty nazyvame prv-
kami mnoziny. Sthrnom svojich prvkov je mnozina jednoznac¢ne urcena. Ak
A je mnozina, skuto¢nost, Ze x je jej prvkom zapisujeme takto: z € A. Opak
zapisujeme = ¢ A. Treba povedat, Ze v Cistej matematike prvkom mnoziny
moze byt opét jen mnozina. Vztah €, byt prvkom* je preto relaciou medzi
mnozinami. Dve mnoziny A a B sa teda rovnaju prave vtedy, ked maju tie
isté prvky:

A=B & (Vx: 1€ A= x € B)

Ako zadédvame mnoziny? Jednou z moznosti je vymenovat vSetky jej
prvky. Zapis A = {a, b, ¢, d} oznacuje mnozinu, ktorej prvky s (mnoziny)
a, b, ¢ a d a ziadne iné. Druhou moznostou je zadanie mnoziny pomocou
vlastnosti, ktortt majiu mat jej prvky. Zapisom A = {x; P(z)} vyjadrujeme
skuto¢nost, Ze mnozinu A tvoria tie a len tie prvky, ktoré maju vlastnost P.
Takto mozeme zadat napriklad niektoré vyznamné ¢iselné mnoziny:
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N — mnozina prirodzenych c¢isel
Z, — mnozina celych ¢isel
@Q — mnozina racionalnych ¢isel

R — mnozina realnych ¢isel

Pri takomto spodsobe zadavania mnozin si vSak musime déavat pozor na
vlastnost P: nie kazda vlastnost ur¢uje mnozinu. Vyplyva to z nasledujiceho
prikladu znameho ako Russelov paradox:

Uvazujme vlastnost R(x) : = ¢ z. Ako sme uz spomenuli, prvkami mnozin
st opat mnoziny. Zo skusenosti vieme, Ze vysSie uvedené vlastnost je ¢asto
splnena. Napriklad N ¢ N, lebo prvkami mnoziny N st prirodzené ¢isla,
no samotna mnozina N nie je prirodzené c¢islo. Zda sa, ze R je ,rozumné
vlastnost™ a ni¢ nam nebrani vytvorit mnozinu M = {z; R(z)}. Do mnoziny
M patria napriklad zname ¢iselné mnoziny N, Z, R a mnohé dalsie, ba aj
vSetky mnoziny, ktoré nam zidu na um. Co vsak samotné mnoZina M?

St len dve moznosti: budto M ma vlastnost R alebo ju nema. Ak M mé
vlastnost R, tak ju — podla definicie mnoziny M — musime zaradit medzi
prvky mnoziny M . Cize M € M —no to je spor, lebo odporuje vlastnosti R.

Ostéava teda iba druhd moznost: M nemé vlastnost R. Z definicie vlast-
nosti R teraz vyplyva, ze M € M. No kazdy prvok mnoziny M, teda aj
sama M, splha vlastnost R, ¢ize M ¢ M — opif spor.

Dosledkom tychto uvah je, ze M = {z; R(x)} nie je mnozinou. Inymi
slovami, vlastnost R je takd, ze ndm nedovoluje vytvorit mnozinu. Pri¢ina
tohto paradoxu spoc¢iva v tom, Ze sme pojem mnoziny zaviedli len intuitivne
(ako ,stubor). Ak sa chceme vyhnut Russelovmu paradoxu, musime vybudo-
vat zaklady teérie mnozin systematicky. Toto sa riesi pomocou axiomaticke;j
vystavby teérie mnozin. My sa axiomatickou teériou mnozin zaoberat nebu-
deme. Namiesto toho budeme pracovat len s takymi subormi, ktoré tvoria
mnoziny a pouzivat postupy, ktoré ndm umoznia vytvorit nové mnoziny z uz
znamych vychodiskovych mnozin.

Nech A a B st mnoziny. Budeme hovorit, Ze A je ,podmnoZzinou” mno-
ziny B, ak kazdy prvok mnoziny A je zaroven prvkom mnoziny B. Tito
skuto¢nost zapisujeme A C B. Symbolicky:

ACB& Vz: x€ A=z € B)

Ak A C B, ale A # B, tak hovorime, ze A je ,vlastnou podmnozinou*
mnoziny B a piSeme A C B, pripadne — kvoli dorazu — A ;Ct B.
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Porovnanim definicii uvidime tiez to, ze A = B prave vtedy, ked A C B
a zaroven B C A. Toto pozorovanie ¢asto pouzivame pri dokazovani rovnosti
dvoch mnozin X a Y: najprv dokdzeme X C Y a potom Y C X (alebo
obrétene).

Nové mnoziny casto vytvarame ako podmnoziny uz jestvujucich mnozin
— do podmnoziny zahrnieme vsetky prvky danej mnoziny, ktoré maja pred-
pisanu vlastnost. Napriklad méZzeme vytvorit mnozinu

F = {z € N; z je delitelné ¢islom 5}

vSetkych prirodzenych ¢isel, ktoré su nasobkami ¢isla 5.
Z danych mnozin A a B moézeme vytvorit novi mnozinu A U B, ktorej
prvky st prave prvky mnoziny A a prvky mnoziny B. Symbolicky:

AUB ={z; (r€ A)V (z € B)}
Mnozina A U B sa nazyva ,zjednotenie mnozin A a B.
Axioma 1 (Axioma zjednotenia).
V§3UVzr : (reU&3JAcS: ze€A)
Mnozina U = |J S sa nazgva zjednotenim mnoZiny S.
Priklad 2.1. J{{a,b},{c,d},{e, f}} = {a,b,c,d,e, [}, U{A,B} = AUB,
U{A, A} = A.

Ak A a B st I'ubovolné mnoziny, mézeme vytvorit ich ,prienik AN B,

mnozinu v§tkych prvkov, ktoré patria sicasne do oboch mnozin A a B:
ANB={z; (rt€ A)N(z € B)}

Poznamenajme, ze prienik moézeme vytvorit aj ako podmnozinu kazdej z

mnozin, ktoré prienik vytvaraju:
ANB={rc€A;xeB}={reB; x€ A}

Moéze sa stat, ze mnoziny A a B nemaju ziadne spolo¢né prvky — potom
mnozina A N B nema ziadne prvky. Mnozina bez prvkov sa nazyva ,prazdna
mnozina“ a oznacuje sa () (niekedy tiez {}). Ak A N B = (), hovorime, Ze
mnoziny A a B st ,disjunktné”.

Je zrejmé, ze existuje len jedna prazdna mnozina a ze je podmnozinou
kazdej mnoziny.

Zo vsetkych podmnozin danej mnoziny A moézeme vytvorit novi mnozinu
P(A) — potencni mnozinu mnoziny A:
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P(A)={X; X C A}

Niekedy sa tato mnozina oznacuje 24 — z dovodov, ktoré budd zrejmé
neskor. Viimnime si, Ze potenénd mnozina je vzdy neprazdna, lebo () € P(A)
pre kazdi mnozinu A. Napriklad ak A = {a,b} tak P(A) = {0, {a}, {b}, {a, b}}.

Operacie zjednotenia a prieniku moézeme za istych podmienok zovSeobec-
nit na ,systémy mnozin“. Ak A je neprazdna mnozina, jej prvky su opét
mnoziny. Preto sa na iu mézeme divat aj ako na systém mnozin, ktoré mo-
zeme zjednotit alebo preniknit. Nech A # (). Definujme

UA={x; 3Zc A: z € Z}
NA={x;VZecA: z€Z}

Napriklad pre A = {0,{1,2},{1,3}} mame UA = {1,2,3} a NA = 0,
pre A = {(} dostavame UA = NA = ) a pre A = {{1,2},{1,3}} mame
NA = {1}.

Velmi ¢asto vSetky operacie vykoname vnutri nejakej ,velkej* mnoziny U,
v ktorej sit ako podmnoziny obsiahnuté vsetky mnoziny, ktoré potrebujeme.
Mnozinu U v takom pripade nazyvame ,univerzum®.

V univerze U mozeme ku kazdej mnozine A C U vytvorit jej ,doplnok*
(komplement)) ako mnozinu

A ={recU; z ¢ A}

Doplnok v8ak mozeme vytvorit nielen vzhladom na univerzalnu mnoZzinu,
ale aj vzhladom na I'ubovolni intt mnoZinu. Na to nam slazi d'alsia operacia
s mnozinami — rozdiel mnozin.

Nech A a B st lubovolné mnoziny. ,Rozdielom“ mnozin A a B roz-
umieme mnoziny vSetkych tych prvkov mnoziny A, ktoré nepatria do B:

A-—B={r€A; x¢ B}

Doplnok mnoziny A v univerze U potom nie je ni¢ iné ako mnozZina
U — A. Na druhej strame rozdiel mnozin A a B v univerze U mdZzeme
vyjadrit pomocou doplnku:

A—-B=AnBC¢

Poznamenajme, Ze pri praci v univerze U byva zvykom polozit U} = ()
a NP = U. Tato volba méa v istych situaciach svoje vyhody. Stretneme sa s
nimi casto najmé v nasledujtcej kapitole.

V nasledujtcich dvoch tvrdeniach zhrnieme zékladné vztahy medzi Styrmi
operaciami na mozinach, ktoré sme doposial zaviedli.
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Tvrdenie 2.1. (a) AUA=A, ANA=A (idempotentnost)
(b)) AUB=BUA, ANB=BNA (komutativnost)
(c) Au(BuUuC)=(AuB)UC, AnNn(BNC)=(AnB)NnC

(asociativnost)

(d) An(BUC)=(ANnB)U(ANC),
AU(BNC)=(AUuB)N(AUC) (distributivnost)

(e) (AUB)Y = A°NB°, (AN B)° = A°UB® (de Morganove zakony)

(1) ()€ =

(g) AND=0, AUP=A

(h) ANA° =0, AUA®=U
)

(i

Doékaz. Vo vsetkych pripadoch mozno pouzit priamy doékaz a pridizat sa
nasledujucej schémy, napr.

(c)

AN(AUuB)=A, AU(ANB)=A (absorpcia)

1. x € AU (BUQC) vyberieme lubovolny prvok z € AU (B UC)
2. (r € A)Vz e (BUC) rozpiseme podla definicie zjednotenia
3. (xr€ A)V|[(x € B)V (x € C)] opét rozpiSeme
4. (r € A)V(xz € B)V(xz € C) disjunkcia je asociativna logicka ope-

racia

€ (AUB) V (xz € C) podla definicie zjednotenia

6. z € (AU B) U C podla definicie zjednotenia

Na vyber prvku x sme nekladli ziadne obmedzenia. Z toho vyplyva, Ze
kazdy prvok z AU (B U C) patri aj do (A U B)UC. Naviac pri dokaze sme
pouzivali len ekvivalentné tpravy vyrokov, a tym sme dokézali aj tvrdenie,

ze kazdy prvok z (A U B)U C patri do mnoziny AU (B U C). Dokazali sme
teda

AU(BUC) (AUB)UC a
(AuB)UC AU(BUC), cize
(AUB)UC = AU(BUC).

N 1N



10 KAPITOLA 2. MNOZINY

Zhrnieme cely postup: vybrali sme [ubovolny prvok x z mnoziny leziacej
na lavej strane identity. VyuZili sme definicie mnoZinovych operéacii a vyrok
“x patri do zloZzenej mnoziny” sme rozpisali na zlozeny vyrok o prislusnosti
x do mnozin A, B. Tento zloZeny vyrok sme upravili vyuzijuc poznatky z
vyrokovej logiky. (Pozor, tu si treba uvedomit, ¢i sme pouzili ekvivalentné ap-
ravy, napr. (p V q) < (q V p), alebo len “jednostranné”, — napr. (p A q) — p.)
Zlozeny vyrok sme potom, pouzijic definicie mnozinovych operacii, upravili
na vyrok o prislusnosti prvku do “zlozenej” mnoziny z pravej strany iden-
tity. Ak sme pri Gpravach vyrokov pouzili ekvivalentné tpravy, dokazali sme
tymto rovnost mnozin; ak sme pouzili neekvivalentné tpravy, dokazali sme
mnozinovu inkluaziu.

Pri dékaze d'alsieho tvrdenia budeme strucnejsi:

(d) re AN(BUC) < [(re A)ANz e (BUC)]
]

- (
Jre ANz e (BUO)] e [(re AN ((xe B)V(xeC))]
JzeA)N(zeB)V(rel))] e

w NN =

Sl((reA)N(zeB))V ((re AN (xel))]

J(ze AN (zeB))V((re AN (xe Q))&
S[(zreAnB)vee (ANC)

(re AnNB)Vze (ANC)| < [z (ANB)U(ANC)).

V krokoch 1, 2, 4 a 5 sme pouzili definicie prieniku a zjednotenia, v
kroku 3, ktory je kl'i¢ovy pre dokaz identity, sme vyuzili distributiviny
zakon pre konjunkciu a disjunkciu z vyrokovej logiky.

s

ot

]

Tvrdenie 2.2. Nech A, B a C su [ubovolné mnoZiny. Potom platia nasle-
dugjice rovnosti:

(a) (ANB)—C=AN(B-C)=(A-C)n(B-C)
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Dokaz. Pri dokazoch tychto identit nebudeme pouzivat bezprostredne defi-
nicie mnozinovych operacii, ale vyuzijeme uz dokazané mnozinové identity.
Budeme sa pridrziavat takejto taktiky: zoberieme tu stranu identity, ktoré
vyzera zlozitejSie a snazime sa ju ekvivalentnymi tipravami upravit na vyraz
leziaci na druhej strane identity. Pri iipravach najprv nahradime rozdiel mno-
7in X —Y prienikom X NYC. Ak je Y v tvare zjednotenia alebo prieniku
mnozin, vyuzijeme de Morganove zakony a upravime vyraz na taky tvar, v
ktorom vystupuji uz len doplnky ,,jednoduchych® mnozin. Potom pouzijeme
distributivny zakon, vyuzijeme asociativny, komutativny a absorbény zakon,
resp. zakon idempotentnosti a upravime vyraz na potrebny tvar.
Tento postup ilustrujeme na dokaze identit (c) a (e):

(c) (C—-—A)N(C—-B)=(CnA°)U(CNBY) =Cn(A°UB°)=
=CN(ANB)=C - (AN B)

() A—(B-C) = AN(BNC®)¢ = AN(B€UC) = (ANB°)U(ANC) =
—(A-B)U(ANC)

]

Citatel si moze vSimnat rozdiely medzi dokazmi identit z Tvrdenia 2.1
a Tvrdenia 2.2 Kym v prvych sme robili ekvivalentné tpravy vyrokov, v
druhych ekvivalentné upravy mnozin. Castou chybou byva neuvedomenie si
rozdielu medzi mnozinovymi a logickymi operaciami, ¢o vedie k nezmyselnym
tvrdeniam typu (x € A)V (z € B) = (AU B), kde na jednej strane rovnosti
(ekvivalencie) stoji vyrok, na druhej mnozina.

Dalsfm pravidlom, ktoré nam umoziuje tvorit nové mnoziny, je pravidlo
(axioma) neusporiadanej dvojice:

Ak A a B su ubovolné mnoziny, tak existuje mnozina {A, B}, ktorej
prvky st len A a B.

Toto konstrukéné pravidlo je velmi silné. Napriklad ak A =0 a B = 0,
tak dostavame mnozinu {0, 0} = {0}, ktora ma prave jeden prvok, a to ). Z
mnozin ) a {0} moézeme vytvorit {0, {0} }, ktora ma dva prvky. Zavedme te-
raz takéto oznacenie: ) = 0, {0} = 1, {0, {0}} = {0,1} = 2. Z tychto mnozin
mozeme teraz vytvorit dvojice {0, 1} a {1,2} a z nich pomocou pravidla zjed-
notenia aj mnozinu {0, 1}U{1,2} = {0, 1,2}, ktoré oznacime 3. Analogickym
sposobom moéZeme pokracovat dalej a postupne vytvorit vSetky prirodzené
¢isla tak, ze polozime n = {1,2,...,n — 1}; symbol n — 1 znamena ¢islo
vytvorené v bezprostredne predchadzajicom kroku.
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Vsimnime si, Ze na vytvorenie prirozdenych ¢isel sme potrebovali len exis-
tenciu prazdnej mnoziny a moznost vytvorit z akychkolvek dvoch mnozin A
a B dve nové mnoziny: AU B a {A, B}

Ako uvidime v nasledujicej ¢asti, pravidlo neusporiadanej dvojice umoz-
nuje do ,amorfnych mnozin uviest struktiru — usporiadanie, rozklad a po-
dobne — ¢o méa rozhodujuci vyznam pre matematiku i jej aplikicie.

2.2 Karteziansky sucin
V praxi neraz potrebujeme pracovat s usporiadanymi sibormi objektov. Sa-

motny pojem mnoziny na opis takychto javov nestaci, lebo mnozina je jed-
nozna¢ne urc¢ené svojimi prvkami — bez ohladu na ich poradie: {0,1,2} =

{1,2,0}. Na tento ucel potrebujeme pojem usporiadanej n-tice (ay, as, ..., a,),
ktora by mala tt zédkladnu vlastnost, Ze dve usporiadané n-tice (aq, as, . . ., a,)
a (by, by, ..., b,) sa rovnaju prave vtedy, ked pre i =1,2,...,n plati a; = b;.

Teraz ukazeme, ako sa da takyto objekt zaviest.
Nech a a b stt mnoziny. Potom mnozinu {{a, b}, {a}} nazyvame usporia-
danou dvojicou prvkov a a b a oznacujeme (a,b):

{{a’v b}’ {CL}} = (a7 b)

Prvok a sa nazyva prvou zlozkou usporiadanej dvojice (a, b) a prvok b jej
druhou zlozkou.

(Myslienka vyssie uvedenej definicie je tato: v mnozine {{a,b},{a}} pr-
vok {a, b} $pecifikuje zlozky usporiadanej dvojice bez poradia a prvok {a}
stanovuje jej prvua zlozku.)

Je Tahké vidiet, Ze plati:

Tvrdenie 2.3. Dve usporiadané dvojice (a,b) a (c,d) sa rovnaji prdve vtedy,
keda=cab=d.

Pomocou usporiadanych dvojic mozeme uz zaviest usporiadané trojice,
Stvorice atd. Sta¢i postupne poloZit

(ay,a9,a3) = (aq,(az,as))

(a17a27"'7a’n) - (a17<a27a37"'7an>>

A pozadovana vlastnost, aby sa usporiadané n-tice rovnali prave vtedy, ked
sa rovnaju ich odpovedajice zlozky, bude splnena.
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Je dobré si uvedomit, Ze ni¢ by sa nestalo, keby sme definiciu usporiadanej
trojice zaviedli trebars takto:

(a1, ag, az) : = ((a1, az), az)

a podobne by sme postupovali dalej. Pozadovana vlastnost o rovnosti by bola
opét splnena. S podobnymi situdciami sa stretdvame v matematike bezne:
nie je podstatné ako sa presne dany objekt definuje; podstatné je aké mé
definovany objekt vlastnosti.

Pomocou pojmu usporiadanej dvojice teraz zavedieme pojem kartezian-
skeho sti¢inu dvoch mnozin.

Kartezianskym su¢inom dvoch mnozin A a B nazveme mnozinu

AxB={(z,y); v€A, ye B}.
Kedze (z, y) € P(P(AU B)), mame A x B C P(P(A U B)), ¢o zarucuje

existenciu kartezianskeho stacinu na zaklade nam uz znamych konstrukénych
principov.

Ak A = {ay, as, ..., a,} a B = {by, by, ..., b,}, tak kartezidnsky
sli¢in mozeme reprezentovat obdlznikovou tabulkou (maticou), ktorej riadky
st oznafené prvkami mnoziny A, stlpce prvkami mnoziny B, pri¢om na
pries¢eniku i-teho riadku a j-teho stlpca je umiestneny prvok (a;, b;).

bl b2 bj bn
ay :
ag
Am

Definiciu kartezianskeho stucinu moéZzeme l'ahko rozsirit na pripad n mno-
zin:
A X Ay x - x Ay ={(x1, ®9,..., x); v, €A, 1=1,2, ..., n}
Uvedme teraz niektoré elementéarne vlastnosti kartezianskeho su¢inu. V pr-
vom rade si v§imnime, Ze kartezidnsky sucin nie je komutativny (moze sa stat,

7e Ax B # B x A; kedy?) ani asociativny (moze sa stat, ze (A x B) x C #
A x (B x C)). Okrem toho plati
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Tvrdenie 2.4. Nech A, B a C si [ubovolné mnoziny. Potom:
(a) A x B # () prave vtedy, ked A # () aj B # (.
(b) Ak AXxB#0aAxB=CxD,teckA=C a B=D.

d

)
)
(¢c) AkC 40 a AxC=BxC, tak A= B.
(d) Ak AC B, tak AxC CBxC.

)

(e) (ANB)xC =(AxC)N(BxC), (AUB)xC = (AxC)U(BxC).
f) (A—B)xC=(AxC)—(BxC).

Dékaz. Platnost tvrdeni (a) — (c¢) vyplyva priamo z definicii. Na ukazku uro-
bime dokaz Casti (f).
(5, 4) € (Ax C) =~ (BXC) = [(z, y) € Ax C] A[~((z, y) € B x C)]

( =
(zeA)A(ye C)A-[(zeB)A(yeC)
(

(

re A)N(ye C)|AN[~(reB)V-(ye )=
re AN (y € C)N—(x € B)|V

Viee A)A(yeC)A(y € O)
[(z € A)A(z € BN (y e C)
(e 4-B)n(y<O)=
(z, y) € (A-B)xC

[
[
[
[

2.3 Binarne relacie

Medzi prvkami dvoch mnozin A a B moze existovat isty vztah. Formalnym
sposobom takyto vztah opisujeme pomocou pojmu binarna relacia.

Bindrna reldcia z mnoziny A do mnoziny B je [ubovolna podmnozina R
kartezianskeho su¢inu A x B. Skuto¢nost, ze (a,b) € R, v tomto kontexte
spravidla zapisujeme aRb. Mnozinu A nazyvame oborom a mnozinu B ko-
oborom relacie R. Ak a = b, hovorime, Ze R je bindrna reldcia na mnozine
A.

Analogicky definujeme aj n-drnu reldciu medzi mnozinami A, A,, ..., A,,
ako Iubovolni podmnozinu R C A; X A; X ... X Aj; 2-arna relacia je teda
to isté ako binarna relécia.
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Ak A = {a1, as,...,an} a B = {by, by,...,b,}, tak binarnu relaciu
medzi A a B mozeme reprezentovat maticou m x n, kde riadky st oznacené
prvkami mnoziny A, stipce prvkami mnoziny B, pri¢om na priese¢niku i-teho
riadku a j-teho stipca je umiestnene éislo xz(4, j) (indikator), takeé, Ze

1, ak (ai,b]’) €ER

XR(ia .]) = { 0, ak (ai,bj) ¢ R (21)

ﬁaléou, velmi n4zornou, reprezentaciou binearnej relacie je reprezentécia
pomocou grafu. Prvky mnozin A aj B znézornime bodmi (malymi kraz-
kami) v rovine, pricom body odpovedajtiice mnoZine A umiestnime do jed-
ného stlpca a body odpovedajtce mnozine B do druhého stlpca. Od prvku a;
vedieme §ipku k prvku b; prave vtedy, ked a; R b;. Binarnej relacii takto zod-
poveda systém bodov (ktoré nazyvame wvrcholy) a $ipok (nazyvanych orien-
tované hrany) — orientovany graf, nazyvame tiez grafom bindrnej reldcie.

aje obl

as e ob2
a; e—————sD;
Ay, o ob,,

Binarne relacie sa daju istym sposobom kombinovat — skladat. Pojem
kompozicie (alebo skladania) relacii je podstatny pre pochopenie ich tlohy v
matematike i v jej aplikaciach.

Nech R je binérna relacia z mnoziny A do mnoziny B a nech S je binarna
relacia z mnoziny B do mnoziny C. Potom moézeme vytvorit nova relaciu
RS z mnoziny A do mnoziny C, ktora je definovana takto:

RS ={(z,y) € A x C; existuje prvok b € B taky, ze zRb a zaroven bSy}

Relacia RS sa nazyva kompozicia relacie R a relacie S (v tomto poradi)
a niekedy sa oznacuje aj S o R.
Pozrime sa teraz na nasledujici neformalny priklad.
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aje . bl o (1

as e . b2 o Co

a; > : > Ck
b

Ay, o ob,, oCr

Priklad 2.2. Nech A je mnozina vSetkych obyvatelov Slovenska, ktori maju
priezvisko Kovac¢. Skumajme dve relacie R a S na mnozine A; to znamena
R,S C A x A. Nech aRb oznacuje, ze Kovac b je synom Kovaca a. Nech xSy
znamend, ze Kovac¢ x je bratom Kovaca y. Ak nastava situécia, ze aSb a bRc,
zistujeme, ze Kovac ¢ je synovcom Kovaca a. Ttto skutocénost moézeme celkom
prirodzene zapisat ako a.SRb. To znamené, ze SR je relacia ,byt synovcom®.
Ak vsak aRb a bSc, vidime, Ze ¢ je synom Kovaca a. Inak povedané, ak
pripustime, ze kazdy je sdm svojim bratom, tak reldcia RS je totozna s
relaciou R. Zaverom tohto prikladu mézeme povedat, Ze pomocou skladania
relacii mozeme skimat rozliéné zaujimavé vztahy, a ze poradie v akom relacie
skladame je podstatné.

Kompoziciu binarnych relacii si lahko méZzeme nézorne reprezentovat po-
mocou grafov relacii. Zoberieme graf relacie R C A x B arelacie S C BxC,
pricom mnozinu B reprezentujeme len raz — medzi mnozinami A a C (po-
zri obrazok2.3). Potom aRSc prave vtedy, ked existuje postupnost dvoch
sthlasne orientovanych sipok vedica z A do C.

Relacie mozeme skladat aj opakovane.

Ak RCAXxB, SCBxC aT CC x D, mozeme vytvorit bindrne
operacie (RS)T x A x B a R(ST) x A x D. Ukazeme, Ze tieto dve relacie
sa vzdy rovnaju — inymi slovami: skladanie binarnych relacii je asociativne.
To nam pri skladani binarnych relacii umoznuje vynechat zatvorky.

Tvrdenie 2.5. Nech A, B, C a D si mnoziny a nech R C A x B,S C
B xC aT CC x D si bindrne relacie. Potom (RS)T = R(ST).

Dékaz. Méame ukazat, ze kazda usporiadana dvojica (a, d), a € A, d € D,
ktora patri do (RS)T, patri aj do R(ST) a obratene: ak (a,d) € (RS)T,



24. EKVIVALENCIE A ROZKLADY 17

existuje ¢ € C také, ze (a, ¢) € RA (b,c) € SA (¢, d) € T. Ale potom aj
(a, b) € RA (b, d) € ST a (a,d) € R(ST) (Pozri obrazok 2.1). O

Opacné tvrdenie dokazujeme analogicky.

2.4 Ekvivalencie a rozklady

V tomto a nasledujucom ¢lanku sa budeme venovat binarnym relaciam so $pe-
cidlnymi vlastnostami a to takymi, ktoré sa najcastejsie vyskytuji v réznych
aplikaciach.

Nech A je mnozina a R C A x A nech je binarna relacia na A. Reléaciu
R nazveme

(a) reflexivnou, ak pre kazdy prvok a € A plati aRa;
(b) symetrickou, ak zo vztahu aRb vyplya vzdy bRa;
(c) tranzitivnou, ak zo vztahov aRb a bRc vyplya vzdy aRe.

Nech idg = {(a,a); a € A} C A x A oznacuje identicki reldciu a pre
Tubovolnu relaciu R nech R~ oznacuje binarnu relaciu {(b,a); (a,b) € R}
— relaciu opa¢ni k R. Potom l'ahko nahliadneme, Ze relécia R je reflexivna
prave vtedy, ked idy C R; je symetrickd prave vtedy, ked R~ C R; a je
tranzitivna prave vtedy, ked Ro R C R.

Ak R je Tubovolna relacia, R U id4 je reflexivna relacia. Z T'ubovolnej
relacie R je mozné vyhotovit aj symetricki ¢ tranzitivnu reléciu: relacia
R* = RU R~ sa nazyva symetrizdciou relacie R a relacia R* = RU R?> U
R3U-+ =50 R, kde R* = RoRo---o R (k-krat) sa nazyva tranzitivnym
uzdverom relacie R. Symetrizacia relacie R je najmengia symetricka relacia
obsahujica relaciu R. Podobne tranzitivny uzéver relacie R je najmensia
tranzitivna. relacia obsahujtca relaciu R. To znamena, ze ak S je symetricka
relacia obsahujica R, tak Rt C S. Podobne ak S je tranzitivna relacia
obsahujuca R, tak (R* C S).

Relécia, ktora je reflexivna, symetrickd a tranzitivna sa nazyva reldciou
ekvivalencie alebo jednoducho ekvivalenciou. Ak R je relacia a xRy, tak
hovorime, Ze prvky x a y st ekvivalentné (vzhladom na relaciu R).

Vyznam tohto typu relécie spo¢iva v tom, Ze predstavuje zovSeobecnenie
rovnosti, akusi rovnost so ,zmenenou rozliSovacou schopnostou. V§imnite si,
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7e id 4 je relacia ekvivalencie a Ze aidy b prave vtedy, ked a = b. Teda id 4 je
vlastne relaciou rovnosti. Na oznacenie relacii ekvivalencie sa ¢asto pouzivaju
symboly pripominajtce rovnost: =, ~ = =, &, < a podobne. Typické relacie
ekvivalencie su relacie, v ktorych dva prvky sa ekvivalentné prave vtedy, ked
maji nejaka (Specificki) rovnaka vlastnost. Napriklad pre dve celé ¢isla x
a y polozime = = y prave vtedy, ked = a y davaja rovnaky zvySok po deleni
danym prirodzenym ¢islom k. Menej formélne priklady:

Priklad 2.3. v mnozine vSetkych obc¢anov Slovenskej republiky je relécia
ekvivalencie ,mat rovnaky ddtum narodenia“ alebo relacia ,mat rovnaké ¢islo
obé¢ianskeho preukazu bez ohladu na sériu a podobne.)

Pojem relécie ekvivalencie vel mi tizko stvisi s pojmom rozkladu mnoZiny.
Rozklad mnoziny A je — volne povedané — opa¢ny proces ako vytvorenie
mnoziny UA. Systém mnozin S C P(A) sa nazyva rozklad mnozZiny A, ak

(a) pre kazdy prvok X € S plati X # ();
(b) pre Tubovolné dva rozne prvky X # Y plati X NY = (;

(c) zjednotenie vsetkych prvkov systému S je A, ¢ize

US={r€A FYeS:zeY}=A

(Inymi slovami — mnozina A je rozkladom mnoziny UA vo vSeobecnosti len
vtedy, ked 0 ¢ A. Teda A — {0} je rozkladom mnoziny UA vidy.) Specidlne,
ak S = {A1, Ay, ..., A,}, tak S je rozklad mnoziny A, ak kazda mnozina
A; je neprazdna, A;NA; =0 pre kazdé i #ja A UAU---UA, = A.
Vsimnime si, Ze z rozkladu § = {A;, As,..., A,} mnoziny A moéZeme
Tahko vytvorit relaciu ekvivalencie Rs na A takto: dva prvky x a y mno-
7iny A budu ekvivalentné vtedy, ked patria do toho istého ,rozkladanca®
A;. Na druhej strane mozeme pomocou akejkolvek relacie ekvivalencie na
mnozine A definovat rozklad mnoziny A. Staci pre prvok z € A polozit

a systém {R[x] : x € A} bude tvorit rozklad mnoziny A. O tom sa pre-
sved¢ime v dokaze nasledujicej teorémy, ktora ukazuje, ze pojem rozkladu
mnoziny A a pojem ekvivalencie na mnozine A su dve strany tej istej mince.

Tvrdenie 2.6. Nech S je rozklad mnozZiny A. Nech Rs je bindrna reldcia
na A dand predpisom aRgb prdve vtedy, ked existuje mnozZina X € S takd,
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Zea € X ajbe X. Potom Rs je relacia ekvivalencie. Obrdtene, ak bindrna
reldcia S je ekvivalenciou na mnozine A, tak systém

Ts ={Slz]; v € A}
je rozklad mnoZiny A. Naviac plati, Ze Trs) =S a Rig) = S.

Dokaz. Je Tahké priamo overit, Ze relacia Rg je reflexivna, symetricka a tran-
zitivna. Aby sme ukazali, Ze systém Tg je rozklad mnoziny A najprv overime,
ze Tubovolné dve mnoziny S[z] a S[y] st budto totozné alebo disjunktné.
Ak xSy, tak Tahko preverime, ze S[z] = S[y]. Naozaj ak ¢ € Sz|, tak
gSz. Stcasne mame xSy, takze z tranzitivnosti dostavame ¢Sy. To zna-
mend, ze ¢ € S[y]. Kedze ¢ bol Tubovolny prvok mnoziny S[z], z uvede-
ného vyplyva S[z] C S[y|. Obratena inklizia sa dokaze analogicky. Preto
S[z] = S[y]. Nech teraz S[x] N S[y] # 0. Potom existuje prvok z € A taky,
ze z € S[z] a zaroven z € Sly|. Zo vztahu z € S[z] dostavame zSz a po-
dobne zo vztahu z € S[y] dostavame, Zze z € Sy a teda (so symetrie relacie
S) aj y € S[z]. No teraz mame y € Sz a stucasne zSz, takze z tranzitivnosti
vyplyva y € S[z]. To vSak znamena S[y| = S[z]. Tym sme dokazali, ze ak
S[y] # S[z], tak S[z] N S[y] = 0. Napokon si uvedomme, Ze 2 € S[x] na za-
klade reflexivnosti, ¢o znamena, ze A C U,c4S]z|. Teda systém Tg naozaj
tvori rozklad mnoziny A.

Zvysok dokazu je lahky: ak vyjdeme z rozkladu S, skonstruujeme ek-
vivalenciu Rs a nou indukujeme rozklad mnoziny A, dostaneme ocividne
povodny rozklad S. To je vyjadrené rovnostou T rs) = S. Ak vyjdeme z ek-
vivalencie S, skonstruujeme rozklad 7g a z toho rozkladu odvodime relaciu
ekvivalencie, dostavame opéat S — to je druha rovnost Ry = S. n

2.5 Usporiadania

Dalsim typom binérnej relacie na mnozine, ktorym sa budeme podrobnejsie
zaoberat je relacia usporiadania. T4 ndm umoznuje zoradit prvky a urcit,
¢i dany prvok je ,predchodcom® iného alebo nie.

Usporiadanim na mnozine A rozumieme [ubovolnt bindrnu relaciu, ktora
je reflexivna, tranzitivna a antisymetrickd. Posledna vlastnost znamené, ze ak
usporiadané dvojice (z,y) aj (y,z) sa sucasne v relacii, tak potom x = y.
Relaciu usporiadania znac¢ime obyc¢ajne symbolom < alebo jeho variantmi
<, C, =, < a podobne. Pre relaciu usporiadania < na A teda plati:
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(a) o < x pre kazdy prvok = € A (reflexivnost);
(b) ak x <y ay <z, tak x < z pre vSetky z,y, 2z € A (tranzitivnost);
(c) ak x <y ay <z, tak z = y pre vSetky x,y € A (antisymetria).

Zapis x < y obycajne ¢itame ,,x predchadza y*“.

Usporiadana dvojica (A, <), kde < je relacia usporiadania na A sa nazyva
usporiadand mnoZina. Samotnd mnozina A sa v tejto suvislosti nazyva jej
nosicom. Poznamenajme, Ze ak R je relacia usporiadania, aj R~ je relaciou
usporiadania. Relaciu (<)~ zapisujeme >. Okrem toho piSeme z < y, ak
r <yax #y. Analogicky vyznam maju aj symboly C, < a podobne. Relécia
< v8ak nie je relaciou usporiadania vo vysSie uvedenom zmysle, lebo nie je
reflexivna. Niekedy sa takejto relacii hovori relacia ostrého usporiadania.

Priklad 2.4. Poten¢na mnozina P(A) je usporiadana relaciou inklazie C.
Vsimnime si, ze v (P(A), C) sa mozu néajst dvojice prvkov X a Y také,
zeani X CY,ani Y C X. Napriklad v P({1,2,3}) sa to stane pre X =
{1,2} a Y = {2,3}. Inak povedané, tieto dva prvky nie st porovnatelné.
V usporiadanej mnozine (A, <) teda hovorime , Ze = a y s porovnatelné
ak © <y alebo y < x a neporovnatelné v opacnom pripade.

Priklad 2.5. Ciselné mnoziny N, Z, Q a R st mnoziny usporiadané beznou
relaciou usporiadania podla velkosti. Ak sa vratime k definicii prirodzeného
¢isla, pri ktorej 0 je totozna s prazdnou mnozinou a ¢islo n je totozné s mnozi-
nou vietkych predchadzajucich prirodzenych ¢isel (¢ize n = {0,1,...,n—1}),
tak vidime, Ze nerovnost prirodzenych ¢isel m < n je totozna s inklaziou
m C n chapanou ako medzi mnozinami. Zaroven vsak m < n prave vtedy,
ked m € n.

Priklad 2.6. Nech A = {0,1} x {0,1} x ... x {0,1} = {0,1}". Pre dve
usporiadané n-tice x = (z1,x2,...,2,) ay = (Yy1,Y2,- -, Yn) polozime z < y
ak x; < y; pre kazdé i = 1,2,...,n. Pritom berieme na mnozine {0, 1}
prirodzené usporiadanie 0 < 1. Napriklad (0,0,1,1,0,1) < (0,1,1,1,0,1).
Lahko sa ukaze, ze ({0,1}", <) je usporiadand mnozina. Aj tu lahko néjdeme
dvojice neporovnatelnych prvkov. Tento priklad sa da I'ahko zovSeobecnit.
Ak (A1,<1),(A2,<s),...,(A,, <,) st usporiadané mnoziny, na ich karte-
zidnskom stcine A = A1 X Ay X ... X A, mdzeme definovat siucinové uspo-
riadanie < predpisom (ai,as,...,a,) < (b1, b, ..., b,) ak a; <; b; pre kazdé
i=1,2,...n
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Ak v usporiadanej mnozine (A, <) neexistuju neporovnatelné dvojice
prvkov, tak potom v A plati:

(d) pre kazdé x € A, z € A budto z < z alebo z < x.

Tejto vlastnosti sa hovori dichotémia. Usporiadanéd mnozina A s vlast-
nostou dichotémie sa nazyva uplne usporiadand, no pouzivaja sa tiez terminy
linedrne ¢ totdlne usporiadand mnozina. Ak chceme zdoraznit, Zze mnozina
(A, <) nie je uplne usporiadané, hovorime, Ze je ciastoéne usporiadand. Ty-
pickymi prikladmi tplne usporiadanych mnozin st ¢iselné mnoziny N, Z, R.

Teraz si ukdZeme jeden vyznamny priklad uplného usporiadania, ktorému
hovorime lexikologické usporiadanie a s ktorym sa bezne stretavame v slov-
nikoch. Nech (A, <) je tplne usporiadand mnozina. Na mnoZinu A sa bu-
deme divat ako na abecedu (je dané poradie znakov). Utvorme teraz vsetky
kartezianske mocniny A" = A x A x ... x A (n-krat) vratane A° = {0}
a z nich dalej vytvorme mnozinu A* = U;»0A’. Prvky mnoziny A" bu-
deme nazyvat slovd dizky n. Slovo dlzky 0 sa nazyva prdzdne slovo. Mno-
Zina A* je mnoZina vSetkijch slov nad abecedou A. Na A" zavedieme tuplné
usporiadanie <j, ktoré nazyvame lexikologickym usporiadanim, a to takto:
r = (x1,29,...,2m) < (Yy1,%2,..-,Yn) = Yy ak je splnend niektoréd z
nasledujtucich podmienok:

(1) existuje index 7 taky, ze z; < y; a stCasne x; = y; pre vietky indexy
j také, ze 1 < j < 4. (Inymi slovami — slovd = a y maju zhodny
zaciatoCny tusek az po index ¢ — 1 a na i-tom mieste nastava ,spravna‘“
ostra nerovnost.)

(2) m < n a zaroven x; = y; pre i = 1,2,...,m. (To znamena, Ze slovo x
je podslovom slova y.)

Tieto podmienky zabezpecuju, ze v {0,1}* plati (0,0) < (0,0,1) (podla
podmienky (2)) a ,palica“ <  polica“ v Slovniku slovenského jazyka (podla
pravidla (1), lebo a < o).

Podl'a podmienky (2) prazdne slovo () predchadza vsetky ostatné slova,
je teda progm, ¢i najmensim prvkom mnoziny A*. Tuto terminologiu pod-
robnejsie rozvedieme.

Nech (A, <) je Iubovolna usporiadand mnozina. Prvok = € A nazveme
minimdlnym, ak pre kazdy prvok y, pre ktory y < z, plati y = = (t.j. od
prvku x neexistuje mensi). Analogicky definujeme mazimdlny prvok (staci
pouzit > namiesto < ). Prvok z € A nazveme najmensim prvkom, ak pre
vietky y € A plati x < y. Analogicky definujeme najvicsi prvok.
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Vsimnime si, ze mnozina (A, <) moéze mat najviac jeden najmensi prvok,
a ak ho ma, musi byt porovnatelny so vSetkymi ostatnymi prvkami. Naproti
tomu mnozina (A, <) moéze mat niekolko minimalnych prvkov — tie vSak
budu navzajom neporovnatelné. Najmensi prvok usporiadanej mnoziny, ak
existuje, je jeho jedinym minimélnym prvkom.

Skonstruujeme pripad usporiadanej mnoziny, ktora méa vela minimalnych
a maximalnych prvkov. Na to pouzijeme vSeobecntu konstrukciu indukova-
ného usporiadania. Nech (A, <) je usporiadand mnoZina a nech B C A.
polozme <p=: < N(B x B). To znamen4, ze pre dva prvky b,c¢ € B plati
b <pg c prave vtedy, ked b < c.

Lahko sa overi, Ze <pg je usporiadanie na B; naviac, ak < je uplné uspo-
riadanie na A, tak <p je upné usporiadanie na B. Usporiadanie <p sa
nazyva indukovanym usporiadanim. Niekedy tiez hovorime, Ze usporiadanie
<p mnoziny B je ziZenim usporiadania < mnoziny A.

Ako priklad zoberme usporiadani mnozinu A = {0,1}" so st¢inovym
usporiadanim zavedenym vyssie. Tato mnozina ma najmensi prvok 0 =
(0,0,...,0) a najvacsi prvok 1 = (1,1,...,1) a pritom je ¢iastoéne uspo-
riadana. Zoberme teraz mnozinu B = {0,1}" — {0,1} s indukovanym uspo-
riadanim. Jej minimélne prvky sa (1,0,...,0),(0,1,0,...,0),...(0,...,0,1)
a maximalne vzniknt z minimalnych zadmenou nil a jednotiek.

Usporiadané mnoziny je niekedy vyhodné graficky znazornit. Nech (A, <)
je usporiadand mnozina. Nech x a y su také dva jej prvky, ze x < vy, ale ne-
existuje z € A, pre ktoré by platilo z < z < y. V takom pripade hovorime, zZe
x bezprostredne nasleduje y (alebo tiez y pokryva x), ¢o znacime symbolom
x < -y. Usporiadanej mnozine (A, <) priradime teraz graficka reprezenté-
ciu nazyvani Hasseho diagram, takto. Prvky mnoziny budeme reprezentovat
bodmi roviny a nazyvame ich vrcholmi diagramu. Ak =z < - y, zakreslime
tieto body nedaleko od seba, pricom bod z umiestnime vyssie ako x (nie ne-
vyhnutne priamo nad x). Body z a y spojime krivkou, najlepsie useckou; tito
spojnicu nazveme hranou diagramu. Ako priklad uvddzame na obrazku 1.3
Hasseho diagram usporiadanej mnoziny ({0, 1}3, <) so st¢inovym usporiada-
nim a mnoziny ({0,1}® — {0,1}, <) s indukovanym usporiadanim (namiesto
(r1,x9,...,x,) tu aj v dalSom budeme pisat zizs ... x,).
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111

11 101 11

011 110 0 2 0
< >

001 100 001 010 100
000

Obr. 2.1: Hasseho diagramy

2.6 Zobrazenia

Pojem zobrazenia patri medzi najdolezitejsie pojmy celej matematiky. In-
tuitivne povedané, zobrazenie je “pravidlo”, podla ktorého kazdému prvku
jednej mnoziny, povedzme A, jednoznacne priradime prvok akejsi mnoziny,
povedzme B. Roéznym prvkom mnoziny A pritom modZzeme, no nemusime,
priradit ten isty prvok mnoziny B. Ako jednoduchy priklad zobrazenia nam
moze posluzit priradenie priezviska kazdému ob¢anovi Slovenskej republiky:.

Formalne je zobrazenie Specidlnym druhom binarnej relacie. Ak méme
bindrnu relaciu R C A x B, ozna¢ime

pry(R) = {a € A; existuje b € B takeé, ze (a,b) € R}.
Analogicky,
pry(R) = {b € B; existuje a € A takeé, ze (a,b) € R}.

Tieto mnoziny prvou projekciou relacie R (alebo tiez nosicom relacie R)
a druhou projekciou relacie R (alebo tiez obrazom relacie R). Relaciu R C
A x B nazveme vSade definovanou, ak jej nosicom je celd mnozina A. Za-
vedme dalej takdto oznacenie: pre kazdy prvok x € A nech R[x] = {y €
B; (z,y) € R}. Tato mnozinu nazveme obrazom prvku x € A v relacii R.
Relaciu R nazveme jednoznacnou, ak pre kazdy prvok x € A mé& mnozina
R][z] najviac jeden prvok.

Zobrazenie f z mnoziny A do mnoziny B je binarna relacia f C A X B,
ktora je vSade definované a jednoznacné. Teda pre kazdy prvok a € A exis-
tuje jediny prvok b € B taky, Ze afb. Tento prvok b spravidla oznacujeme
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f(a) a nazyvame ho obrazom prvku a. Z druhej strany, ak b € B, tak kazdy
prvok a € A taky, ze b = f(a) sa nazyva vzor prvku b. Mnozinu A nazy-
vame oborom alebo defini¢nym oborom a mnozinu B kooborom alebo oborom
hodnét zobrazenia f (tieto pojmy sme zaviedli uz pre relacie). Na vyjadrenie
skuto¢nosti, ze f C A x B je zobrazenie, Standardne pouzivame oznace-
nie f: A — B alebo A 5 B (Skutoc¢nost, 7e f prvku a € A priraduje
prvok b € B (t.j. ze f(a) = b), oznacujeme priradovacou $ipkou: a EN b,
alebo jednoducho a — b, na rozdiel od zobrazovacej sipky, ktora pouzivame
na oznac¢enie samotného zobrazenia f: A — B s oborom A a kooborom B.)

Este raz zhrime: v zobrazeni f: A — B mé kazdy prvok a € A jediny
obraz f(a), naproti tomu prvok b € B moze mat viacero vzorov, no nemusi
mat ani jeden.

Priklady zobrazeni:

1. Ak A je I'ubovolna mnozina, tak identicka reldcia id 4 na mnozine A
je zobrazenim ids: A — A, kde a — a pre kazdy prvok a € A.

2. Nech A a B st mnoziny, pricom B je neprazdna, a nech b € B je
pevne zvoleny prvok (konstanta). Potom existuje konstantné zobrazenie
f: A— B, x— b, ktoré kazdému prvku x € A priradi prvok b.

3. f: R—= R, z— ar + b, kde a,b € R st konstanty, sa nazyva linedrne
zobrazenie (linearna funkcia).

4. Ak A x B je kartezidnsky stcin dvoch nepréazdnych mnozin, tak  :
A x B — A, (z,y) — x je zobrazenie, ktoré sa nazyva projekciou kar-
tezianskeho stéinu na prvého ¢initela (alebo prvou projekciou). Analo-
gicky definujeme druhi projekciu (pripadne dalsie projekcie, ak uvazu-
jeme kartezidnsky stucin viac ako dvoch mnozin). Nech A je lubovolna
mnozina. Zobrazenie, ktoré kazdému prvku x € A priraduje ten isty
prvok, t.j. f: A — A, x — x, sa nazyva identickym zobrazenim a ozna-
Cuje sa id 4.

5. Ak f: A — B je lubovolné zobrazenie a C C A tak mo6zeme skonstru-
ovat ziZenie zobrazenia f na mnozinu C, ¢o je zobrazenie f|C: C — B

definované takto: (f|C)(z) = f(z) pre kazdy prvok x € C.

6. Pomocou zobrazeni moézeme opisovat aj podmnoziny nejakej mnoZziny.
Nech U je universum a A C U. Definujme zobrazeniex,: U — {0, 1}
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takto:

xa(z) = {1 ak o ¢ A; (2.2)

0 prexe€ B.

Toto zobrazenie sa nazyva charakteristickd funkcia mnoziny A.

7. Lubovolné zobrazenie a: N — X mnoziny prirodzenych ¢isel do mno-
ziny X sa nazyva postupnostou v mnozine X. Niekedy sa pod (ko-
ne¢nou) postupnostou rozumie aj zobrazenie b: {0,1,...,n — 1} — X.
Pre postupnost vSak pouzivame odlisné oznacenie. Namiesto zapisu po-
mocou Sipky spravidla pouzivame zapis a = (a;)ien = (@:)5%0 = (a:)i>0
alebo b = (b;)"y. Pouzivajii sa aj oznacenia a = (a;,as,...) a b =
(b1,bo,...,by_1), a = (a(i))ien a podobne. Konetné postupnosti b =
(b1,b2y ... by_1), kde b; € X sa tiez zvyknu nazyvat slovd nad abece-
dou X. V tom pripade sa pouziva oznacenie byb . ..b,_1 bez zatvoriek
a Ciarok!.

Podobne ako relacie mézeme skladat aj zobrazenia. Ak f: A — B a g:
B — C su zobrazenia, mdzeme vytvorit zlozend relaciu fg s oborom A
a kooborom C'. Je Tahké presvedcit sa o tom, Ze tato relacia je zobrazenim.

Aka b babd c, tak a /% ¢. Na rozdiel od beznych binérnych relacii, pri
zobrazeniach zapis a(fg)c nepouzivame. Kedze b = f(a) a ¢ = g(b), méame
¢ = g(b) = g(f(a)). Preto v tejto suvislosti davame prednost oznaceniu
g o [ pre zlozené zobrazenie, pri¢om spravanie tohto zloZeného zobrazenia je
jednoznacne charakterizované vztahom

go fla) = g(f(a)).

Tento zapis neznamena ni¢ iné, ze hodnotu zobrazenia g o f: A — C zistime
tak, Zze najprv uréime hodnotu zobrazenia f: A — B na prvku a € A
a nasledne hodnotu zobrazenia g: B — C na prvku f(a) € B.

Pri definicii zobrazenia sa ni¢ nehovorilo o tom, kolko prvkov z mnoziny
A sa moze zobrazit na ten isty prvok mnoziny B ani ¢i kazdy prvok mnoziny
B je obrazom nejakého prvku z mnoziny A. Ak takéto podmienky pridame
k definicii, dostaneme délezité typy zobrazeni.

Zobrazenie f: A — B nazyvame injektivne alebo injekcia, ak pre kazdé
a,c € Aabe€ B zrovnosti f(a) = b f(c) = b vyplyva, ze a = c. Inymi

1Slova ,zobrazenie® a ,funkcia“ pouZivame ako synonyma. Niektori autori viak pod
funkciou rozumeju zobrazenie, ktorého kooborom je nejaké ¢iselnd mnozina. Slovo ,po-
stupnost* pouzivame aj v zmysle kone¢nej postupnosti.
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slovami, v injekcii nemoéze nastat, zZeby dva rozne prvky mnoziny A mali ten
isty obraz.

Zobrazenie f: A — B je surjektivne alebo surjekcia, ak pre kazdy prvok
b € B existuje aspon jeden prvok a € A taky, ze f(a) = b. Inak povedané,
v surjekcii je kazdy prvok mnoziny B obrazom nejakého prvku mnoziny A.

Zobrazenie f: A — B je bijektivne alebo bijekcia, ak je injekcia a zaroven
surjekcia.

Na oznacenie injekcie sa tiez pouziva nazov prosté zobrazenie a surjektivne
zobrazenie sa tiez zvykne nazyvat zobrazenim na mnozinu B. Bijektivne
zobrazenie sa tiez nazyva vzdjomne jednoznacné, lebo sprostredkuje vzajomne
jednoznac¢nu korespondenciu medzi prvkami mnoziny A a prvkami mnoziny
B.

Vysgie uvedené triedy zobrazeni mozeme vyhodne opisat pomocou pojmu
inverznej relacie. Ak R C A x B je bindrna relacia, symbolom R~ ozna¢me
relaciu z mnoziny B do mnoziny A definovani takto:

R ={(b,a) € B x A; (a,b) € R}.

Relacia R~ sa nazyva inverznou reldciou k relacii R.
Je zrejmé, Ze inverzna relacia k zobrazeniu nemusi byt zobrazenie. Plati
vSak nasledujice jednoduché tvrdenie:

Tvrdenie 2.7. Nech f: A — B je zobrazenie. Potom:

(a) f je injektivne prdve vtedy, ked f~ je jednoznacnd reldcia;

(b) f je surjektivne prave vtedy, ked f~ je vSade definovand reldcia;
(c) f je bijektivne prave vtedy, ked f~ je zobrazenie.

Ak zobrazenie f: A — B je bijektivne, tak — ako sme prave spomenuli —
f~ je zobrazenie. No nielen to: f~ je dokonca bijektivne zobrazenie. Ozna-
¢ujeme ho f~!: B — A a nazyvame inverznym zobrazenim k bijekcii f.

Plati naviac takéto tvrdenie:

Tvrdenie 2.8. Nech f: A — B a g: B — C su zobrazenia. Potom:
(a) ak [ a g su injekcie, tak aj go f: A — C je injekcia;
(b) ak f a g su surjekcie, tak aj go f: A — C je surjekcia;

(c) ak f a g su bijekcie, tak aj go f: A — C je bijekcia.
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Presved¢it sa o tom, Ze zobrazenie f: A — B je bijekcia, méze byt nie-
kedy dost pracné. Pri rieSeni tohto problému byva preto vhodné nasledujice
tvrdenie.

Tvrdenie 2.9. Zobrazenie f: A — B je bijekcia prave vtedy, ked existuje
zobrazenie g: B — A také, Ze go f =1ida a zdroven fog=1idpg

Dékaz. Ak f je bijekcia, staci polozit g = f~! a identity go f = ids a
f og=1idp st splnené.

Obratene, predpokladajme, Ze tieto identity st splnené. Najprv ukidzeme,
ze z prvej vyplyva, ze f je injekcia. Nech f(z) = z = f(y) pre nejaké z,y € A
a z € B. Potom x = ida(z) = go f(x) = g(f(x)) = g(2) = g(f(y)) =
go f(y) =ida(y) = y. Naozaj, tdto rovnost znamend, ze f je injekcia.

Dalej sa presved¢ime o tom, Ze z druhej identity vyplyva, Ze f je surjekcia.
Nech b je Tubovolny prvok mnoziny B. Kedze f o g = idp je bijekcia, prvok
b € B méa vzhladom na zobrazenie idg vzor v mnozine B — totiz samého
seba, prvok b. Tento teraz zobrazime do mnoziny A zobrazenim g. Polozme
g(b) = a. Kedze f o g =idg, mame b= idg(b) = fog(b) = f(g9(b)) = f(a).
Znamena to, Ze k prvku b € B sme nasli prvok a € A taky, ze f(a) = b—jeho
vzor zvhladom na zobrazenie f. KedZe prvok b € B bol lubovolny, zistujeme,
ze kazdy prvok mnoziny B mé nejaky vzor vzhladom na zobrazenie f. Inymi
slovami, ze f je surjekcia. m

Nasledujuce tvrdenie vyjadruje vztah medzi injekciami a surjekciami.

Tvrdenie 2.10. Nech A a B st neprdazdne mnoZiny. Potom injekcia A — B
existuje prave vtedy, ked existuje surjekcia B — A.

Dokaz. Nech f: A — B je injektivne zobrazenie. Z definicie injektivnosti
vyplyva, ze pre kazdy prvok y € B existuje najviac jeden prvok z € A taky,
ze f(x) = y. Zvolme si teraz lubovolny pevny prvok a* € A a definujme
zobrazenie g: B — A nasledovne. Nech b € B je Tubovolny prvok. Ak
pre toto b existuje a € A také, ze f(a) = b, tak polozime ¢(b) = a, inak
polozime g(b) = a*. Je zrejmé, Ze takto definované zobrazenie g: B — A je
surjektivne.

Nech teraz f: A — B je surjekcia. Z definicie vyplyva, Ze kazdy prvok
y € B je mnozina f~!({y}) neprdzdna. Inymi slovami, existuje prvok z, € A
taky, ze f(x,) =y. Ak takych prvkov existuje viac, vyberieme jeden z nich a
oznac¢ime ho z,. Definujme zobrazenie g: B — A tak, ze polozime ¢(y) = x,.
Je zjavné, Ze toto zobrazenie je injektivne. O
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Poznamka. Dokaz implikicie "<=" vyuziva tzv. azidmu vgberu, ktora umoz-
nuje pre dany systém mnozin S vytvorit mnozinu A taku, ze pre lubovolny
prvok X € S je prienik X N A jednoprvkova mnozina. Nazov axiémy pocha-
dza zo skutocnosti, Ze novii mnozinu mozeme vytvorit, ak v nejakom systéme
mnozin z kazdej mnoziny vyberieme po jednom prvku. Na prvy pohlad vy-
zerd tato axioma prirodzene, no jej pouzitie moze viest k dokazu tvrdeni,
ktoré sa vzpieraju intuicii. Jednym z nich je napr. Banachov-Tarského pa-
radox, ktory tvrdi, Ze trojrozmerni gulu s polomerom 1 mo6zeme rozbit na
kone¢ny pocet podmnozin, z ktorych len pootoc¢enim a posunutim na iné
miesto 3-rozmerného priestoru dokézeme poskladat gulu s akokol'vek velkym
polomerom. Napriek takymto paradoxom je axiéma vyberu velmi uzito¢na a
v modernej matematike sa bezne pouziva. V hierarchii axiém tedrie mnozin
mé vSak osobitné postavenie.

Na zaver tejto Casti zavedieme eSte jedno oznacenie, ktoré byva niekedy
velmi uZitoéné: Pre mnoziny A a B ozna¢me symbolom B“ mnozinu viet-
kych zobrazeni f: A — B. Ponechévame ¢itatelovi, aby sa presved¢il o tom,
7e pre kazdd mnozinu B je mnozina B® neprazdna, no ak A # (), tak mno-
Zina (4 je prazdna. Totiz () je (jedinym!) zobrazenim ¢ — B, ¢ize B® = {0},
no naproti tomu neprazdnu mnoZinu nemozno zobrazit do (). Presvedéte sa
o tom starostlivym preverenim prislusnych definicii.

2.7 Mohutnosti mnozin

Pojem bijekcie teraz vyuzijeme na spresnenie a zovSeobecnenie intuitivneho
pojmu poc¢tu prvkov mnoziny.

Budeme hovorit, ze dve mnoziny A a B st ekvivalentné, alebo ze maju
rovnaki mohutnost, ak existuje bijekcia f: A — B. Budeme tiez hovorit,
7ze maju roznu mohutnost, ak taka bijekcia neexistuje. Je zrejmé, Ze tento
vztah je symetricky, lebo f~': B — A je bijekcia. KedZe bijekcia medzi
mnozinami A a B predstavuje vzajomne jednozna¢nu korespondenciu medzi
prvkami tychto mnozin, znamené to, Ze ich prvky sa liSia sice menami, ale
je ich ,rovnako vela“. Pojem mohutnosti teda zovSeobeciiuje pojem poctu
prvkov.

Vsimnime si, ze ak mnoziny A a B maji rovnaki mohutnost a mnoziny
B a C maju tiez rovnakd mohutnost, tak aj mnoziny A a C maji rovnaki
mohutnost — ako by sme prirodzene ocakavali. Ak totiz f: A — B je bijekcia
zabezpecujuca rovnakid mohutnost mnozin A a B a g: B — C je bijekcia
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zabezpecujuca rovnakd mohutnost mnozin B a C, tak go f: A — C zabez-
pecuje rovnaki mohutnost mnozin A a C. MéZzeme teda povedat, ze vSetky
tri mnoziny A, B a C maji rovnaki mohutnost. To nis opraviuje zaviest
zapis |A| = | B| pre skuto¢nost, Zze mnoziny A a B maju rovnakia mohutnost.

Budeme hovorit, Ze mnozina A ma n prvkov (alebo Ze ma mohutnost n),
ak existuje bijekcia f : A — {0,1,2,...,n—1} = n. Symbolicky to zapiseme
takto: |A| = n.

Mnozina, ktorda ma mohutnost niektorého prirodzeného ¢isla je konecnd
mnozina; ostatné mnoziny su nekonecneé.

Intuitivne je zrejmé, Ze mnozina vSetkych prirodzenych ¢isel N = {0, 1,
2,...} nie je kone¢na. Dokazat toto tvrdenie exaktne je mozné napriklad
takymto postupom:

Ak m a n st rozne prirodzené ¢isla, tak ich mohutnosti st rézne, ¢oho
dosledkom je, Ze ziadna vlastnd podmnozina kone¢nej mnoziny nie je s ce-
lou mnozinou ekvivalentna. (Vypracovat podrobnosti tohto postupu da ista
pracu.) Naproti tomu mnozina N, ako o chvilu uvidime, obsahuje vlastni
podmnozinu, ktord je ekvivalentna s N. Preto N nemdze byt konecna. Za
pozadovant vlastni podmnozinu rovnakej mohutnosti ako N mézeme zobrat
napriklad mnozinu 2N = {0, 2, 4,...} v8etkych parnych prirodzenych ¢isel.
Naozaj, zobrazenie

h: N— 2N
T — 2

je injektivne rovnako ako zobrazenie

k: 2N — N
T

i
2

Lahko sa presvedéime, e ko h = idy a h o k = iday, takie k = h™!, ¢iZe obe
zobrazenia st bijekcie. Teda |2N| = |N|, no 2N G N.

Mnozinu A nazveme nekonecne spocitatelnou, ak mé rovnakia mohut-
nost ako mnozina prirodzenych ¢isel N. Mohutnost nekonecne spocitatelne;
mnoziny sa zvykne oznacovat symbolom Rj, ktory je odvodeny od prvého
pismena X hebrejskej abecedy (alef) a ¢ita sa ,alef-nula“. Teda |N| = N,.
Mnozinu nazveme spocitatelnou, ak je konecna alebo nekoneéne spocitatelné,
a nespocitatelnou, ak nie je spocitatelna.

Teraz ukdzeme, ze mnozina (0, 1) v8etkych realnych ¢isel na otvorenom
intervale medzi 0 a 1 je nespocitatelna. Prvym krokom bude, Ze kazdé reélne
¢islo reprezentujeme pomocou nekonecénej postupnosti nol a jednotiek.
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Pod postupnostou v mnozine A rozumieme lubovolné zobrazenie f: N —
A. Namiesto f(i) Casto piSeme f; a namiesto f: N — A Casto piSeme (f;)32,
alebo (fo, f1, f2,...). Ak A ={0,1}, postupnost sa nazyva bindrnou.

Nazna¢ime proces, akym je mozné ¢islu ¢ € (0,1) jednoznacne pride-
lit nekonstantni bindrnu postupnost — ¢ize skonstruovat bijekciu (0,1) —
{0,1}N —{0,1} =: B (kde 0 = (0,0,...) a1l =(1,1,...)).

Nech ¢ € (0,1). Interval (0,1) teraz rozdelime na dva (takmer) rovnaké
polovice — podintervaly (0, %) a %, 1). Ak c € (0, %), polozime f; = 0. Ak
¢ € (3,1), polozime fo = 1. Ak ¢ = £, polozime fo=1a fi = fo=--- =0,
¢im sme v tomto pripade uré¢ili uz celt postupnost. Ak hladana postupnost
f eSte nie je uplne urcena, pokrac¢ujeme v procese dalej. Povedzme, Ze ¢ €
(%, 1). Teraz rozdelime tento interval na dva: (%, %) a <%, 1). Ak c € (%, Z%),
polozime f; = 0 (pricom mame fy = 1). Ak ¢ € (%, 1), polozime f; = 1.
Ak ¢ = 3 polozime f; = 1 a fy = f3 = --- = 0, &m sme opaf urdili celt
postupnost. Analogicky postupujeme v dalsich krokoch.

Nie je velmi tazké sa presveddit, ze takto priradime kazdému ¢&islu ¢ €
(0,1) nejakt binarnu postupnost a ze taka postupnost nie je konstantna (lebo
0,1 ¢ (0,1)). Obratene, ak je zadana nekonstantna bindrna postupnost f,
pomocou postupného delenia intervalu (0, 1) na polovice a vyberanim l'avého
¢i pravého podintervalu podl'a toho, ¢i skimany ¢len f; naSej postupnosti f je
0 alebo 1 méZeme postupne ,polohu* ¢isla ¢ vymedzit. (Presny dokaz tu vsak
vyzaduje poznatky z topologie realnych cisel, ¢o je daleko nad ramec tohto
textu). Takymto sposobom mozeme ukazat, ze existuje bijekcia ¢: (0,1) —
B.

Dalsim krokom je ukazat, Ze mnozina B nie je spocitatelna. Na to pouzi-
jeme techniku, ktora sa nazyva diagondlna metdda a rozne jej variacie maja
siroké pouzitie.

Predpokladajme kvoli sporu, Ze mnozina B je spocitatelna. To znamena,
ze existuje bijekcia N — B. Této bijekcia definuje ,jo¢islovanie prvkov mno-
ziny B prirodzenymi ¢islami, alebo — inak povedané zoradenie jej prvkov
do nekonecnej postupnosti (b°,b%,0%,...). Kazdy ¢len b° je sim nekone¢nou
postupnostou b' = (b, %, b5, ...). ZapiSeme teraz tieto postupnosti do ta-
bulky 2.7 tak, Ze kazd& postupnost b bude v jednom riadku, a ¢leny rovna-
kého poradia budi v jednom stlpci.

Hoci tato tabulka 2.7 obsahuje v8etky prvky mnoziny B, lahko skonStru-
ujeme bindrnu postupnost, ktora v tejto tabulke nie je. Naozaj, definujeme
bindrnu postupnost ¢ = (cy, ¢1, co,...) tak, ze od postupnosti b sa bude
odligovat ¢lenom b3, od b ¢lenom b1,..., od b" ¢lenom b7 a tak dalej. Staci
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B

teda polozit

Je teraz zrejmé, Ze ¢ € B, no c sa li§i od kazdej z postupnosti b*, i = 0,1,. ..,
¢o je spor. Toto dokazuje, Ze mnozina B nie je spocitatelna.

KedZe mnozina B je ekvivalentna s intervalom (0,1), aj on je nespocita-
telnou mnozinou. Kedze (0,1) C R, mnozina vSetkych realnych ¢isel je tiez
nespocitatelna. V skuto¢nosti maji mnoziny (0,1) a R rovnakt mohutnost.

Funkcia arcus tangens arctan: R — (—7,7) je bijekcia, linedrna funkcia
f:(=%,%5) — (0,1), =+~ a4+ 1 je tiez bijekcia a ich zloZenim ziskavame

pozadovanu bijekciu R — (0, 1).

Vratme sa teraz k spoc¢itatelnym mnozinam. Zatial vieme, Ze N je spoci-
tatelnd mnozina. Vieme tiez, ze aj kazda podmnozina spocitatelnej mnoziny
je spocitatelna. Spocitatelna je aj mnoZina Z vSetkych celych &isel. Staci
ju totiz zoradit do postupnosti , a to je lahké: 0, 1, —1, 2, —2, 3, =3, ....
O nieCo naro¢nejsie je ukazat, ze mnozina Q vSetkych racionalnych c¢isel je
spocitatelna. Prv nez se o tom presved¢ime, dokdZeme nasledujice tvrdenia.

Tvrdenie 2.11. Nech Ay, Ay, ..., A;, ...su spocitatelné mnoZiny (moze byt
ich konecne aj nekonecne-spocitatelne-vela). Potom aj mnoZina Ay U Ay U
... U AU. .. je spocitatelnd.

Poznamka. Zatial sme definovali zjednotenie iba dvoch mnozin (a tym aj
zjednotenie Tubovolného koneéného po¢tu mnozin). Tu v8ak hovorime aj o
nekone¢nom zjednoteni mnozin. To sa definuje takto:

U A;=A)UA U...UA;U... = {z; existuje index i taky, ze x € A;}.
i=0
Podobne definujeme aj prienik:

ﬂAi:AoﬁAlﬂ...ﬂAiﬂ...:{x; x € A; pre kazdy index i}.

=0
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Dokaz. Kedze kazda z mnozin A; je spocitatelna, mozeme jej prvky zora-
dit do postupnosti (aj,a’,...). ZapiSeme teraz tieto postupnosti do tabulky
tak, Ze kazda postupnost (a},al,...) bude v jednom riadku a ¢leny rovna-
kého poradia buda tom istom stlpci. Teraz staci prepisat tato tabulku do
jedného riadka, ¢o sa da urobit viacerymi spdsobmi. Jeden je oznaceny na
nasledujicom obrazku.

0 0 0 0
ay, @y, Qg, ..., G,
1 1 1 1
ag, aj, Qg .., G,
2 2 2 2
ag, aj, Qs, ..., Qa,

Tym sme dostali nasledujicu postupnost obsahujicu vsetky prvky mnoziny
AgUA U .0 ad,ab,al a3, al,a,a3 a?,.... Takto sme ukézali, ze mnoZina
Ay U A U. .. je spocitatelna. m

Teraz je uz lahké dokazat, ze mnoZzina Q je spocitatelna. Kazdé raci-
onalne c¢islo si najprv vyjadrime zlomkom v zékladnom tvare; tento zapis je
jednoznacny. Nech R,, oznacuje mnozinu vSetkych racionédlnych cisel, ktoré
maju v zakladnom tvare menovatel n. Potom R; = Z a existuje prirodzena
bijekcia R, — Z, totiZz zobrazenie +2 + +a. Teda kazda z mnozin R,
je spocitatelna. Podla predchadzajiceho tvrdenia musi byt spocitatelna aj
mnozina By UR,U...UR,U...=,_, R, = Q.

Podobnym trikom mézeme dokazat nasledujici dosledok Tvrdenia 1.8.

Tvrdenie 2.12. Ak A a B si spocitatelné mnoZiny, tak aj ich kartezidnsky
sucin A x B je spocitatelnd mnoZina.

2.8 Kardinalne cisla

V tejto Casti ukdzeme, Ze na mohutnost mnoziny — zovSeobecnenie poctu
jej prvkov — sa mdzeme divat aj ako na nejaké Cislo, ktoré v tejto suvislosti
budeme nazyvat kardindlne ¢islo. Nepovieme, ¢o st kardinalne ¢isla; povieme
len aké vlastnosti majia a ako sa daju sc¢itovat, nasobit a mocnit.

Hovorime, Ze dve mnoziny maji rovnaké kardindlne cislo, ak su ekviva-
lentné, ¢ize ak maju rovnakd mohutnost. Kardinalne ¢islo je teda to, ¢o je
spolo¢né vsetkym navzajom ekvivalentnym mnozinam — je to akési stelesne-
nie ekvivalencie mnozin. Kardinéalne ¢islo mnoziny A oznac¢ujeme |A|.

Niektoré kardinalne ¢isla uz pozname: v casti 1.5 sme si uz povedali, Ze
mnoZina je n-prvkova ak je ekvivalentna s mnozinou n = {0,1,...,n — 1}.
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Za kardinélne ¢islo vSetkych n-prvkovych mnozin moézeme preto zobrat pri-
rodzené ¢islo n, teda mnozinu {0,1,...,n — 1}. balej sme si povedali, Ze
mnozina je nekone¢ne spocitatelna, ak je ekvivalentnid s mnozinou N. Mo-
hutnost mnoziny N sme oznacovali symbolom R (alef-nula), ¢o budeme po-
vazovat za kardinélne ¢islo v8etkych nekonecne spocitatelnych mnozin. Teda
IN| = |Z| = |Q| = Rg. Napokon vieme, Ze mnozina R nie je spo¢itatelna; jej
kardinalne ¢islo sa oznacuje ¢ a nazyva sa mohutnost kontinua. Uvidime, Ze
c = 2% a 7e aj nespoéitatelné mnoziny mozu mat rézne kardinalne éisla.

Zo skisenosti vieme, Ze zjednotenim dvoch disjunktnych kone¢nych mno-
7zin, pricom jedna mé m prvkov a druhd ma n prvkov, dostaneme (m + n)-
prvkovi koneénit mnozinu. V nasledujicej kapitole venovanej kombinatorike
sa s tymto pozorovanim stretneme ako s pravidlom sactu.

Definicia 1. Nech a a § st lubovolné kardinédlne ¢isla. Nech A a B su
disjunktné mnoziny také, ze |A| = a a |B| = . Definujme

a+ 8 :=|AUB|

Poznamenajme, Ze tato definicia nezéavisi od konkrétnej volby mnozin A
a B. Ak totiz A" a B’ st disjunktné mnoziny, pre ktoré |A'| = |A| = a a
|B'| = |B| =3, tak |A'UB’| = |AU B|.

Pri definicii su¢inu kardinalnych ¢isel vychéddzame z toho, Ze kartezian-
sky st¢in m-prvkovej mnoziny a n-prvkovej mnoziny méa m - n prvkov. V
kombinatorike sa tento fakt nazyva pravidlom sacinu.

Definicia 2. Nech o a (8 st Tubovolné kardinédlne ¢isla. Nech A a B su
Tubovolné mnoziny také, ze |A| = « a |B| = /3. Definujeme

a-f:=]Ax B|.

Podobne ako v predchadzajicej definicii, sti¢in kardinalnych ¢isel nezavisi
od konkrétnej volby mnozin: ak |A'| = |A| a |B'| = |B], tak |[A’ x B'| =
|A x B].

Mocnenie kardinalnych ¢isel sa zaklada na nasledujiicom porovnani, ktoré
— ako uvidime v nasledujicej kapitole — stuvisi s po¢tom variécii s opakovanim.
Ak A je m-prvkova mnozina a B je n-prvkova mnozina, tak mnozina B4
vietkych zobrazeni A — B ma n™ (teda |B|"!) prvkov.

Definicia 3. Nech a a ( su Iubovolné kardinalne ¢isla.Nech A a B su
mnoziny také, ze |A| = a a |B| = f. Definujme

B* = |B4|.
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Citatel sa opat moze presvedcit, ze ani tato definicia nezavisi od konkrét-
nej volby mnozin: ak |A’| = |A| a |B'| = |B|, tak |[B*'| = |B4|.
7 definicii Tahko odvodime nasledujuce tvrdenia.

Tvrdenie 2.13. Nech «, § a7 su lubovolné kardindlne ¢isla. Potom plati:
(a) a+B8=F+a, o« f=pa (komutativnost)
b) (a+B8)+y=a+(B+7), (af)y=a(B-7) (asociativnost)

O nieco tazsie sa dokaze nasledujuce tvrdenie (hlavne jeho tretia ¢ast):
Tvrdenie 2.14. Nech «, B a v su lubovolné kardindlne ¢isla. Potom plati:
(a) abf- o = ot

(b) (- 0) = a7 3"
(©) (a?) =a®

Prejdime teraz k niektorym dosledkom predchadzajucich tvrdeni. Z tvr-
deni 2.8 a 2.9 Iahko odvodime, Ze No+Ng=Ry=Ng- Ng. D4 sa tiez ukéazat, Ze
pre kazdé prirodzené &islo n plati n- Rg=Ng=N," a Ze R 0=2%0,

Velkosti kardinalnych ¢isel mézeme porovnavat podobne ako velkosti pri-
rodzenych cisel.

Definicia 4. Nech o a (8 st kardinalne ¢isla. Nech A a B siu I'ubovolné
mnoziny, pre ktoré |A| = a a |B| = 5. Budeme hovorit, Ze « je mensie alebo
rovnaké ako 3 (alebo, ze a neprevysuje () a pisat a < 3, ak existuje injekcia
A — B. Dalej budeme hovorit, Ze a je mensie ako § a pisat a < fak a < 3
a zaroveh a # . Symboly a >  a a >  budt mat zrejmy vyznam.

Predchéadzajica definicia sa nam hned na prvy pohlad zda byt plne v
suhlase s naSou intuiciou. Zaroven vsSak kladie prirodzend otazku: ak a a 3
st kardinélne ¢isla také, ze a < ( a sucasne o > 3, musi platit aj a = 57
Prelozené do jazyka zobrazeni: ak A a B st mnozinya f: A+ Bag: B —
A st injekcie, musi uz existovat aj bijekcia A — B? Této otazka je obzvlast
zaujimava v stvise s nekone¢nymi mnozinami. Napr. |N| = |Q| = 8, pritom
vSak prirodzené vlozenie N — Q , z — x, je injekcia, ktora nie je bijekciou.
Nagtastie naSe otazky maju kladnu odpoved, a ta je obsahom nasledujuce;
netrivialnej teorémy:



2.8. KARDINALNE CISLA 35

Teoréma 2.15 (Cantorova-Bernsteinova). Nech A a B st lubovolné mno-
ziny. Ak existuje injektivne zobrazenie f: A — B a injektivne zobrazenie
g: B— A, tak mnoziny A a B su ekvivalentné.

Doékaz. Kazdy prvok y € B je obrazom najviac jedného prvku x € A v
zobrazeni f. Ak taky prvok x jestvuje, nazveme ho rodicom prvku y. Podobne
je kazdy prvok x € A obrazom najviac jedného prvku y € B v zobrazeni g.
Tento prvok y, ak existuje, sa tiez bude nazyvat rodicom prvku x.

Pre kazdy prvok t z mnoziny A alebo z mnoziny B budeme sledovat
retazec jeho predkov. Formélne prvok z nazveme predkom prvku t, ak existuje
postupnost z = z,, z,_1, ..., 21, 20 = t prvkov mnoziny A U B taka, Ze pre
kazdé ¢« € {0,...,n — 1} je prvok z;; rodi¢om prvku z;. Pre Tubovolny
t € AU B mo6zu nastat tri navzajom sa vylucujice pripady.

(1) kazdy predok prvku ¢ ma rodica;
(2) existuje taky predok z prvku ¢, ktory uz nema rodica, pricom z € A;
(3) existuje taky predok z prvku ¢, ktory nemé rodica, pricom z € B.

(Aj ked pre d'alsi beh dokazu to nie je podstatné, bude uzito¢né, ak si ¢itatel
uvedomi, Ze pripad (1) moze nastat dvoma rozlicnymi spésobmi: bud'to je
prvok ¢ sam svojim predkom — a teda ¢t mé iba konec¢ne vela predkov — alebo
kazdy predok prvku t je rozny od t.)

Nech teraz A;, kde ¢ = 1,2, 3, je mnozina vsetkych ¢t € A, ktoré maju
vyssie uvedent vlastnost ¢. Podobne definujme aj mnoziny B; pre i = 1,2, 3.
KedZe sa pripady vylucuja, st mnoziny A; ako aj B; po dvoch disjunktné.

Lahko nahliadneme, Ze predok prvku t € A patriaci do A; tiez lezi v A;.
Podobné tvrdenie plati aj o ¢t € B. Preto f|A;: Ay — B; je bijekcia,
flAs: Ay — B, je bijekcia a g|Bs: By — Ajs je bijekcia. Napokon vidime,
7e zobrazenie h : A — B definované predpisom

| fl=), akre AjUA
M) = { gl (z), akuxe A;, i

je bijekcia. O
Pri dokaze naspocitatelnosti mnoziny (0, 1) sme zaroven vlastne ukazali,

ze [(0,1)] = |{0,1}"] = |{0,1}/™ = 2% Hned potom sme nahliadli, Ze
IR| =1(0,1)|. Odtial dostavame vztah pre mohutnost kontinua c:

c=|R[ =[(0,1)] = 2%.
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KedZe mnozina N je spocitatelna, ale R nie je (a N C R), dostavame, Ze
2% =N, Analogicka nerovnost (notoricky zndma pre prirodzené &isla) plati
vSeobecne. Vyplyva to z nasledujucich dvoch tvrdeni.

Tvrdenie 2.16. Pre lubovolni mnoZinu A plati:
P| = 214l

Dékaz. Lahko nahliadneme, Ze zobrazenie ® : P(A) — {0,1}?, ktoré pod-
mnozine X C A priradi jej charakteristicka funkciu x, : A — {0,1} (pozri
priklad 4 v ¢lanku 1.4) je bijekcia. Preto |[P(A)] = [{0, 1}*] = 2141, O

Ako dosledok tohto tvrdenia dostéavame, ze mohutnost kontinua c je to-
tozna s mohutnostou mnoziny vsetkych podmnozin mnoziny N:

c=|R| = 2% = 2N = |P(N)].
Teoréma 2.17 (Cantorova). Pre kaZdi mnoZinu A plati
P(A)] > Al

Dokaz. Je zrejmé, ze |A| < |P(A)], lebo zobrazenie A — P(A), x +— {z} je
injektivne. Aby sme ukézali, ze |A| # |P(A)| sta¢i sa presved¢it o tom, Ze
neexistuje surjekcia A — P(A). Predpokladajme, kvoli sporu, Ze zobrazenie
f: A —= P(A) je surjektivne. Kedze pre kazdy prvok z € A je f(z) C A,
méa zmysel sa spytat, ¢i « € f(z) alebo x ¢ f(z). Zoberme teda mnozinu
B ={x € A, v ¢ f(x)} C A. Tato mnozina musi mat vzhladom na
zobrazenie f vzor v mmnozine A; nech je to prvok y € A. Patri prvok y do
mnoziny B?

Keby y € B, tak y by splial vlastnost definujicu mnozinu B, totiz y by
nepatril do f(y). No f(y) = B a dostali by sme, ze y ¢ B — spor. Preto
y ¢ B. No B = f(y), takze y ¢ f(y). Tym je prvok y splnend podmienka
prislusnosti do mnoziny B, takze y € B — ¢o je spor. Tento spor dokazuje,
ze surjekcia A — P(A) nemoze existovat. Teoréma je dokazana. O

Poznamka. 1. Stoji za povSimnutie, ze predchadzajici dokaz je zalozeny na
myslienke vel'mi podobnej tej, ktora lezi v jadre Russelovho paradoxu.

2. 7 Cantorovej teorémy 2.17 vyplyva, Ze medzi nespocitatelnymi mnozi-
nami existuji mnoZziny réznych mohutnosti, ba dokonca Tubovolne vel-
kych mohutnosti. MéZeme totiz zobrat nespocitatel nit mnozinu R mohut-
nosti ¢ = 2% a postupne brat mnoziny P(R), P(P(R)), P(P(P(R))) atd.
Tym dostaneme neobmedzene rastuci sled nespocitatelnych mohutnosti
Mo < 9(2%0) L 9@
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Napokon bez dokazu uvedieme niekol'ko uzitoénych nerovnosti medzi kar-
dinalnymi ¢islami.

Tvrdenie 2.18. Nech k, A\, p, k; a \; pre i € {1,2} su lubovolné kardindlne
¢isla. Potom plati:

(a Al{ili1<)\1 an2</\2, tal{?lﬁl+l€2<)\1+)\2
(b Ak/ﬁ21<)\1 a/‘i2<)\2, tak/ﬁ /€2<)\1 )\2

K< K+Apre A>0

(c
(

d) K <k-ApreA>1

(e) kK+k=2k

(f

(g) K+ ‘K

(h) ko AN+ p) =K~ A+ kK p

(i) k <K pre A > 1

§

(k Akﬁ1<ﬁ2 (l>\1</\27 tak’lﬁl <:‘12

)
)
)
)
)
) Kk =
)
) K
)
)
)
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Kapitola 3

Kombinatorika

3.1 Prirodzené ¢isla a matematickid indukcia

Kombinatorika je matematicka disciplina, ktora sa zaobera tlohami o struk-
tarach definovanych na koneénych mnozinach. Najcastejsie ide o podmnoziny,
usporiadané n-tice, relacie, zobrazenia, rozklady a mnozstvo inych objektov,
ktoré jednotne nazyvame kombinatorickymi konfigurdciami. Aj ked korene
kombinatoriky siahaji hlboko pred nas letopocet, rozvoj kombinatoriky ako
modernej discipliny je tizko spojeny s nastupom informatiky. Kombinatorika
tvori jeden zo zakladnych pilierov tohto vedného odboru. Dnesni kombina-
toriku charakterizuje niekol’ko vSeobecnych typov tloh. Spomedzi nich st
najdolezitejsie:

(1) zostrojit konfiguracie pozadovanych vlastnosti;

(2) nekonstruktivnymi metédami dokazat existenciu alebo neexistenciu kon-
figuracie istych vlastnosti;

(3) urcit pocet vSetkych konfiguracii daného typu;

(4) charakterizovat také konfiguracie pomocou inych pojmov, vlastnosti a
parametrov;

(5) najst algoritmus, ktory umoznuje vietky pozadované konfiguracie zostro-
Jit;

(6) spomedzi vSetkych konfiguracii vybrat optimélnu (alebo extremalnu —
maximélnu, ¢i minimélnu) podla danych kriterii.

39
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Spomedzi nich sa v tejto kapitole budeme stretdvat najmé s tlohami typu
(1), (3) a ().

Ako sme povedali, kombinatorika sa zaobera prevazne koneénymi Struk-
turami. Je tu vsak jedna nekonec¢na mnozina, ktord mé pre kombinatoriku
podstatny vyznam: mnozina N = {0, 1,2, ...} vSetkych prirodzenych ¢isel. O
tejto mnoZine uz vieme, Ze je linearne usporiadana beznou relaciou < podla
velkosti. Toto usporiadanie ma jednu velmi délezitu vlastnost — vlastnost
dobrého usporiadania:

Kazdd neprdzdna podmnozina mnoZiny N md najmensi prvok.

To, Ze prirodzené ¢isla maju tato vlastnost, sa nahliadne Tahko sporom:
keby existovala v N neprdzdna podmnozina M bez najmensieho prvku, tak
by sme Tahko skonstruovali ostro klesajticu nekoneénu postupnost ng > n; >
no > ... prvkov mnoziny M. Lenze taka postupnost v N o¢ividne neexistuje.

Dalsia dolezita vlastnost mnoziny N je zdkladom metdédy matematicke;j
indukcie, ktora je v kombinatorike prakticky vSadepritomna. Znie takto:

Nech M C N je podmnozina spliiajica dve podmienky:

(I1) 0 € M;
(I2) ak x € M, tak potom aj (z + 1) € M.

Potom M = N.
Princip matematickej indukcie mozeme teraz sformulovat takto.

Teoréma 3.1. Nech (V(n))nen je postupnost vyrokov. Predpokladajme, Ze
(i) plati vgrok V(0);
(ii) pre kazdé prirodzené cislo n, ak plati V(n) , tak potom plati V(n + 1),
Potom vgrok V (n) plati pre kaZdé prirodzené éislo.

Poznamka. Bod (i) sa nazyva bdza indukcie a bod (ii) sa nazyva indukcny
krok. O

Dékaz. Definujme mnozinu A = {n € N; plati vyrok V(n)} . Podmienka (i)
nasej teorémy znamend, ze 0 € A . Podmienka (ii) hovori, Ze plati implikacia
“ak n € A, tak aj (n+ 1) € A.” To znamen4, Ze st splnené vyssie spomenuté
podmienky (I1) a (12), a preto A = N. O
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BezZne sa vyuziva niekolko modifikacii teorémy 3.1. Stava sa, Ze vlastnost
V(n) plati iba pre prirodzené ¢isla n > ng pre nejaké ¢islo ng. V tom pri-
pade najprv overime pravdivost vyroku V'(ng) a potom dokazeme pravdivost
implikacie: pre kazdé n > ng, ak plati V(n), tak plati aj V(n+1). Tym je po-
tom dokézana pravdivost vyroku V' (n) pre kazdé n > ng. Niekedy je vyhodné
pouzit dalsi variant matematickej indukcie — wplni matematicki indukciu.

Teoréma 3.2. Predpokladajme, Ze z platnosti vyroku V (k) pre kazdé k < n
vyplygva aj platnost vgroku V(n). Ak plati vgrok V(0), tak vygrok V(n) plati
pre kazZdé prirodzené cislo n.

Vyhodou tplnej matematickej indukcie je, ze vyuziva silnejsi indukény
predpoklad — namiesto vyroku V(n—1) je to vyrok V(0)AV(1)A...AV(n—1)
— ¢o moze ulahcit vykonanie indukéného kroku. Poznamenajme, Ze overenie
platnosti V(0) nemozno vynechat.

3.2 Dirichletov princip

V tejto ¢asti sa budeme zaoberat jednoduchym no velmi doélezitym princi-
pom, ktory mé Siroké pouzitie pri rieSeni rozli¢nych problémov a casto vedie
k prekvapujicim zaverom. Je znamy v roznych formach. Najjednoduchsia je
azda tato:
Ak n+1 predmetov ukladdme do n priecinkov, tak aspon jeden priecinok bude
obsahovat dva alebo viac predmetov.

ExaktnejSie mozeme tento princip sformulovat takto:
Neexistuje injektivne zobrazenie (n+1)-prvkovej mnoZiny do n-prokovej mno-
Ziny.

Dokézeme vSeobecnejsie tvrdenie
Teoréma 3.3. Nech A a B si konecné mnoziny, pricom |A| =n, |B| =m
a n > m Potom neexistuje Ziadne injektivne zobrazenie f: A — B.

Doékaz. Nech S je mnozina vsetkych prirodzenych ¢isel s takych, ze existuje
s-prvkova mnozina, ktord sa dé injektivne zobrazit na t-prvkovi, kde t < s.
Nasim cielom je ukazat, ze S = (). Predpokladajme, sporom, ze S # ().
Potom (na zéklade principu dobrého usporiadania) S ma najmensi prvok.
Nech n je najmensi prvok mmnoziny S a nech f: {aj, as,...,a,} = A —
B = {by,ba,...,b,} je injekcia, kde m < n. Zrejme m > 2, lebo inak by
boli vSetky zobrazenia A — B konstantné, a teda nie injektivne. Predpo-
kladajme, ze f(a,) = b, pre nejaké r € {1,2,...,m}. Keby kazdy z prvkov
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f(ay), f(ag),..., f(an—1) bol rozny od b,,, tak zizenie zobrazenia f na mno-
zinu ay, asg, . . ., a1 by bolo injektivnym zobrazenim A — {a,} — B — {b,,}.
To by vsak bol spor s volbou ¢isla n. Preto musi existovat j € {1,2,...,n—1},

ze f(aj) = by,. Kedze f je injekcia, f(an) # bn, takze r < m — 1. No potom
zobrazenie g : A — {a,} — B — {b,,} definované predpisom

g(aj) = bra
gla;) = fla;) vprei#j, kdei e {1,2,...,n—1}

je opat injektivne. Znova sme dostali spor s definiciou ¢isla n, a teda mnozina
S je prazdna. n

Prvykrat upozornil na tento jednoduchy princip nemecky matematik 19.
storo¢ia P. Dirichlet. Dnes je znamy aj ako ,holubnikovy princip” podla toho,
ze ak viac ako n holubov pouziva n holubnikovych dier, tak aspon dva holuby
vychadzaju tou istou dierou. Poznamenajme, Ze tento princip nedava nijaky
navod ako najst dieru pouzivanu viac ako jednym holubom. Preto sa tento
princip Casto povazuje za nekonstruktivny, a teda existencny.

Medzi désledky Dirichletovho principu patri aj skuto¢nost, ze ak konecné
mnozina ma m prvkov aj n prvkov, tak m = n.

Priklad 3.1. V Bratislave sa v kazdom okamihu vyskytuju aspon dvaja Iu-
dia, ktori maju rovnaky pocet vlasov na hlave. Nech A je mnozina obyvatelov
Bratislavy a B = {0, 1,...,200000}. Zobrazenie f : A — B priraduje bratis-
lavéanovi x jeho pocet vlasov f(x) € B (pocet vlasov ¢loveka neprevysuje
200 000). Kedze |A| > 200001, zobrazenie neméze byt injektivne. Pozname-
najme, ze toto zobrazenie sa kazdu chvilu meni — stac¢i sa ucesat. O

Priklad 3.2. V postupnosti (a1, as, . . ., a,) lubovolnych n prirodzenych ¢isel

existuje suvisla podpostupnost (ax.1, agyo, - .., a;) taka, ze sucet a1 +ag o+
+ -+ a; je delitelny ¢islom n.
Aby sme sa o tom presveddili, uvazujme n stictov aq, a;+as,...,a1+as+

+ -+ a,. Ak je medzi nimi niektory delitelny ¢islom n, sme hotovi. Nech
preto kazdy z nich déva po deleni ¢islom n nenulovy zvySok. KedZe suctov je
n, no moznych hodnoét pre zvysky je len n — 1, dva z tychto st¢tov povedzme
a;+as+---+a.aa+as+ -+ a, (pricom r < s) davaju po deleni ¢islom
n ten isty zvySok z. Mame teda

ai+ay+---+a =bn+z
ay+ag+---+a;, =cn+z
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pre vhodné b, ¢ € Z. Od¢itanim prvého suctu od druhého dostavame
Arg1 + Qg + -+ a5 = (c — b)n,
¢o znamena, 7e posledny sucet je delitelny ¢islom n. ]
Uvedieme este silnejsiu formu Dirichletovho principu:
Teoréma 3.4. Ak f: A — B je zobrazenie koneéngch mnoZin také, Ze |A| =

n, |B| = m a n/m > r pre nejaké prirodzené éislo r, tak existuje prvok
mnoziny B, na ktory sa zobrazi aspon r prvkov mnoZiny A.

Dékaz. Nech B ={1,2,...,m} a nech n; je pocet prvkov mnoziny A, ktoré
sa zobrazia na prvok i € B. Keby pre kazdé z ¢isel n; platilo n; < r, tak by
sme dostali

n n+ne+...+n mr
< — — 1 2 mg_
m m m

=T

Tento spor dokazuje teorému. O

Poznamenajme, Ze teoréma 3.3 vyplyva z teorémy 3.4, ked polozime r =

3.3 Zakladné enumeracné pravidla

Uloha uréit poéet kombinatorickych konfiguracii daného typu je jednou z
najtypickejsich kombinatorickych tloh. Existuje obrovské mnozstvo réznych
druhov kombinatorickych konfiguracii, kedZe existuje nepreberné mnozstvo
praktickych tloh kombinatorického charakteru. Velka véc¢sina uloh sa vsak
da zaradit do jednej z nasledujucich tried s dvoma podtriedami:

1. Urcit pocet neusporiadanijch konfigurdcii, pricom opakovanie objektov
v konfiguraciach je alebo nie je povolené.

2. Urcit pocet usporiadaniych konfigurdcii, pricom opakovanie objektov
v konfiguraciéch je alebo nie je povolené.

Citatel iste pozna pojem kombinacii, ktory spada pod bod A, a pojem
variécii, spadajici pod bod B. Tieto dva pojmy vSak na rieSenie kombinato-
rickych tloh nestadia, pretoze konfiguracie mézu kombinovat usporiadané aj
neusporiadané ¢rty. Ovela doleZitejsie je preto ovladat zakladné enumeracné
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pravidla a ovladnut umenie ,matematizacie” kombinatorickych tuloh — ¢o zna-
mena vediet vyabstrahovat konfiguracie v podobe podmnozin, usporiadanych
k-tic, zobrazeni, relacii rozkladov a podobne, a potom na ich zratanie enume-
rac¢né pravidla pouzit.

Prvé z nich je velmi jednoduché:

Teoréma 3.5 (Pravidlo sac¢tu). Nech Xy, Xo,..., X, n > 2 si navzdjom
disjunktné podmnoziny konecnej mnoziny X, pricom X = X;UXoU...UX,.
Potom

| X| = |Xa| + | X + - + [ X0

Dékaz. Nech najprvn = 2. Nech X7 = {ay,as,...,a,} a Xo = {by,ba,...,bs}.
Kedze X1NXy =0, plati X1UXs = {c1,¢9,...,CryCraty -5 Crps ), kde ¢; = a;
prei € {1,2,...,r} ac; =0bj_, pre j € {r+1,...,7 + s}. Z tohto uz lahko
vidno, ze | X| = | X3 U Xy| = | Xi| + |X3|. Pre n > 3 sa dokaz ahko dokonci
matematickou indukciou. O]

Opakovanym pouZzitim tohto pravidla ziskavame d'alsie pravidlo. Je zloZitej-
Sie, no ma CastejSie pouZitie.

Teoréma 3.6 (Pravidlo sucinu). Nech X;, Xo, ..., X,, n > 2, su lubovolné
konecné mnoziny. Potom | X1 x Xo X -+- x X,| = | Xq| - | Xao| -+ - | Xal.

Dokaz. Budeme postupovat indukciou vzhladom na n, pricom v indukénom
kroku pouzijeme pravidlo su¢tu. Tvrdenie teorémy plati aj pre n = 1 (ale ni¢
nehovori) a to vyuzijeme ako bazu indukcie. Nech teraz tvrdenie teorémy plati
aj pre nejaké n > 1. UkaZeme, Ze plati aj pre n+1. Chcem urcit pocet prvkov
mnoziny X; X Xo X -+ X X, X X;11. Ak X1 = 0, tak [ X7 x Xy x -+ x X, X
XXpt1] =0=|Xq| | Xa| -+ |Xpny1]. V tomto pripade teda tvrdenie plati.
Nech preto |X,.1| = s > 1, pricom X,,1 = {ai,as,...,as}. Polozme pre
kazdé i € {1,2,...,s}

Yi=X1 x Xo x -+ x X,, x {a;}.

Je zrejmé, ze |Yi| = | X7 x Xy x -+ x X,;| a podla indukéného predpokladu
teda plati

Yil = |Xa| - [Xaf - - | X
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Pretoze
s
X1 x X X x Xy x X = |V
k=1
a mnoziny Y7, Ys, ..., Y, st navzajom disjunktné, z pravidla stctu dostavame
s
X0 % X %o X Xt = S0 V] = X1 X - [ X« [ X,
k=1

]

Priklad 3.3. Kolko stvorcifernych ¢isel delitelnych piatimi moézeme vytvorit
z cifier 0, 1, 3, 5, 7?7 Nech M = {0,1,3,5,7} . Potom kazdé hladané ¢&islo je
charakterizované usporiadanou stvoricou, ktora patri do mnoziny

U= (M—-{0}) x M x M x {0,5}.
Podla pravidla su¢inu dostavame

Ul =4-5-5-2=200.

Priklad 3.4. Kol'kokrat za den cifry na digitalnych hodinéch ukazuju rastticu
postupnost? Cas na ukazateli digitalnych mnozin mézeme zakédovat usporia-
danou Sesticou prirodzenych ¢isel x = (x1, x9; x3, T4; T5, T6). Predpokladajme,
7e T1 < Tg < --- < xg. Hocl vo vSeobecnosti ¢as musi spfﬁat’ r1 < 2, vidime,
ze x1 = 2 by nevyhnutne viedlo k x5 > 6, ¢o nie je mozné. Preto z; € {0, 1}
axs <b Ak xy =1, tak x5 =5 a ak 1 =0, tak x5 = 4 alebo 5. Mnozinu X
hladanych postupnosti rozdelime takto

X1 = {veX; n =1}
X04 = {33 S X, T 207275 :4},
Xos = {J] €eX;, r1=0,25 = 5}

V prvej mnoZine s postupnosti tvaru (1,2;3,4;5,26), z ¢oho vyplyva
| X1| = 4. V druhej st postupnosti tvaru (0, 1;2, 3;4, z¢4), takZze | Xo4| = 5. Po-
¢et prvkov mnoziny | Xos| spo¢itame takto: pre (xs, x3,z4) st len tieto moz-
nosti: (1,2,3),(1,2,4),(1,3,4),(2,3,4). Pre x4 st moznosti 6,7,8,9. Kazda
postupnost v X5 je charakterizované usporiadanou dvojicou ((z2, x3, x4), T6),
ktorych je podla pravidla suc¢inu 4 - 4 = 16. Napokon podla pravidla suctu
dostavame |X| = | X1| + | Xoa| + | Xos| =4 + 5+ 16 = 25. O
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3.4 Variacie

Variacie spolu s kombinaciami patria medzi najjednoduchsie a najbeznej-
Sie kombinatorické konfiguracie.Zatial ¢o variacie st usporiadané Struktury,
kombinacie st neusporiadané. Ukazuje sa, ze jednoduchsie je zacat Studium
usporiadanych konfiguracii a na neusporiadané sa divat ako na triedy ekvi-
valencie usporiadanych struktir.

Ako prvy odvodime vysledok o po¢te zobrazeni medzi kone¢nymi mnozi-
nami. Pripomenme oznacenie z predchadzajucej kapitoly: pre lubovolné mno-
ziny A a B ozna¢ujeme symbolom B4 mnoZinu vietkych zobrazeni A — B.

Teoréma 3.7. Ak A a B si koneéné mnoZiny, pricom |A| =n a |B] = m,
tak

|B4| = |B|" = m".

Dékaz. Teorému dokadzeme indukciou vzhladom na n. Pre n = 0 (a kazdé
prirodzené cislo m = |B|) teoréma plati, lebo B? = {@}. Predpokladajme
teraz, ze teoréma plati pre nejaké n > 0 a vSetky prirodzené ¢isla m. Nech
|A| = n+1, pricom A = {ai,...,a,,an1}. Ak B =0, tak 04 = 0 a tvrdenie
plati. Ak m > 1a B = {by,by,..., by}, pre k € {1,2,...,m} polozime

Vi = {f € B f(ans1) = bi}-

Mnoziny Y, st navzijom disjunktné a B4 = U Y. Okrem toho ziiZe-
nia zobrazeni f € Y; na mnozinu A — {a,.1} st po dvoch rézne a davaju
v8etky zobrazenia {ai,as,...,a,} — B, z indukéného predpokladu dostéa-
vame |Y;| = m". Napokon

1BY = Y Wil =m-m" =m" = B
k=1

]

Pre A={1,2,...,n} a |B| = m sa prvky mnoziny B* nazyvaji varidcie
s opakovanim n-tej triedy z m prvkov (mnoZiny B). V sthlase s oznace-
nim zavedenim v ¢lanku 2.4 namiesto Sipkového oznacenia pre tieto zobra-
zenia pouzivame oznacenie sekvencialne f: {1,2,...,n} — B oznacujeme
(f(1), f(2),...,f(n)) = (fi,fe,--., [n). Z tohto vyjadrenia je zrejmé, Ze
existuje bijekcia B2 — B x B x --- x B (n-krat) a teda Teoréma 3.7
vyplyva aj priamo z pravidla sicinu.
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Napriklad ak B = {a,b}, tak v8etky variacie tretej triedy z mnoziny B,
usporiadané lexikograficky, si :

(a,a,a), (a,a,b), (a,b,a), (a,b,b), (b,a,a), (b,a,b), (b,b,a), (b,b,b).

Poznamka. Teorémy 3.5-3.7 st zadkladom definicie sti¢tu, suc¢inu a mocne-
nia Iubovolnych kardinalnych ¢isel, ako sme ich zaviedli v ¢lanku 2.6. Tieto
definicie teda zovSeobecniuji nasu prakticki skiisenost z kone¢nych mnozin
na nekone¢né mnoziny lubovolnej kardinality. O]

Teoréma 3.8. Nech A je konecnd mnozina, |A| = n. Potom pocet vSetkijch
podmnozin mnoZiny A je |P(A)| = 2".

Dokaz. Pocet podmnozin mnoziny A je totozny s poctom charakteristickych
funkcii definovanych na mnozine A, ¢ize je rovnaky ako pocet zobrazeni A —
{0,1}. Podla teorémy 3.7 takych zobrazeni je ich 2", ]

Teraz uréime pocet vSetkych injektivnych zobrazeni medzi dvoma mno-
Zinami.

Teoréma 3.9. Nech A a B su koneéné mnoZiny, pricom |A| =n a |B| = m.
Potom pocet vsetkyjch injektivnych zobrazeni z A do B je

|
—

m-(m—1)...(m—n+1)= || (m—1).

%

Il
o

Dékaz. Nech I oznacuje pocet injekcii A — B. Budeme postupovat induk-

ciou vzhl'adom na n. Ak A = () , tak existuje jediné injekcia A — B. V stdine
-1

H(m — i) mame nulovy pocet ¢initelov, a taky sucin sa definitoricky kla-

i=0
die za 1. Teda v tomto pripade vysledok plati. Predpokladajme, Ze tvrdenie

nasej teorémy je spravne pre nejaké n > 0 a pre vSetky prirodzené ¢isla m.
Nech |A| =n+ 1 anech A = {a1,as,...,0,,an41}. Ak B = (), tak B4 = ()
a tvrdenie plati. Nech teda m > 1 a B = {by,by,...,b,}. Definujme teraz
pre kazdé k € {1,2,...,m} mnoZinu

Y, = {f € B% [ jeinjektivne a f(a, 1) = by}.

Mnoziny Y7, Ys,...,Y,, st navziajom disjunktné a kazda injekcia A — B
patri do nejakej z nich. Preto |Yi]| + |Ya| + -+ + |Y,.| = I5.
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Urcéime |Y%| pre Tubovolné k. KedZze zuZenim injekcie je opét injekcia, ztZenia
zobrazeni f € Y} na mnozinu A —{a,+1} st injekcie A —{a,+1} — B —{bx}.
Naviac medzi ztZeniami sa kazdéa taka injekcia vyskytuje prave raz. Preto

_ 7A—{ans1}
|Yk‘ - IB—{bk;rl :

Podla indukéného predpokladu

n—1 n

Vil = [[m—1—=0)=]](m—1).

i=0 i=1
Odtial vyplyva, ze

n n

Ip=m][(m—i)=]](m-1)

i=1 i=0
[

Vsimnime si, ze ak |A| > |B|, tak Teoréma 3.9 hovori, Ze neexistuje
ziadna injekcia A — B, ¢o je obsah teorémy 3.3. Dirichletov princip je teda
dosledkom teorémy 3.9.

Injekcie z mnoziny A = {1,2,...,n} do mnoziny B, kde |B|] = m, sa
nazyvajui varidcie (bez opakovania) n-tej triedy z m prvkov (mnoziny B).

Na oznacenie poc¢tu variacii bez opakovania n-tej triedy z m prvkov pouzi-
vame symbol m® = m(m—1)...(m—n+1), pricom v sthlase s teorémou 3.9
platia vztahy m® = 1 a m* = m &islo m® sa nazyva n-tyj klesajici faktoridl z m.
Cislo m= = m(m—1)----- 2 - 1 sa oznacuje m! a nazyva sa m-faktoridl.

Priklad 3.5. Mame zostavit vlajku z troch rovnakych vodorovnych fareb-
nych prvkov, alebo troch rovnakych zvislych prvkov, pricom mame k dispozi-
cii latky n réznych farieb (v neobmedzenom mnozstve). Nech H je mnozina
vlajok prvého a V' mnozina vlajok druhého druhu. Zrejme H NV = () a
|H| = |V|. Kazdu vlajku z mnoziny H charakterizuje usporiadana trojica
roznych farieb, ¢ize injekcia {1,2,3} — F, kde F je mnozina farieb. Z te-
orémy 3.9 vyplyva, ze |H| = n(n — 1)(n — 2) = n2, a teda pocet roznych
vlajok je 2n2. O

Napriklad variacie bez opakovania druhej triedy z prvkov mnoziny B =
{1, 2,3} su (v lexikografickom usporiadani) (1, 2), (1, 3), (2,1), (2, 3),(3,1), (3,2).
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Ak A = {1,2,...,n} a |B| = n, tak variacie n-tej triedy z n prvkov mno-
Ziny B nie st ni¢ iné ako bijekcie A — B a ich pocet je podla teorémy 3.9
n-(n—1)---- 2 -1 = n!. Tieto variacie sa nazyvaju permutdciami mnozZiny
B. (Niekedy je o permutéaciach vyhodné predpokladat, ze A = B.)

Zo zapisu permutacie ako postupnosti, v ktorej sa vyskytuju bez opa-
kovania vSetky prvky mnoziny B je zrejmé, Zze kazda permutacia mnoziny
B urcuje nejaké linedrne usporiadanie mnoziny B. Obratene, kazdé linearne
usporiadanie mnoziny B definuje permutéaciu f mnoziny B —ak b € B je i-ty
najmensi prvok mnoziny B (t.j. i-ty z lava), sta¢i polozit f(i) = b.

Teoréma 3.10. FErxistuje vzdajomne jednoznacnd koreSpondencia medzi per-
mutdciami lubovolnej mnoZiny B a linedrnymi usporiadaniami mnoZiny B.
Preto pocet linedrnych usporiadani n-prvkovej mnoziny je n!

Na zaver vyslovime este zovseobecnené pravidlo sucinu, ktoré je zosilne-
nim teorémy 3.9. Dokaz indukciou prenechévame ¢itatelovi.

Teoréma 3.11. Nech X je konecnd mnoZina. Nech A C X*, k > 2, je pod-
mnoZina kartezidnskeho sicinu X*, ktorej proky oznacime (x1,7a,...,21) a
ktord splna podmienky:

(1) prvok zy je mozné z mnoZiny X vybrat ny spésobmi;

(2) pre kazdé i € {1,...,k — 1}, po akomkolvek vybere usporiadanej i-tice
(1,22, ...,2;) je mozné prvok x;y1 vybrat vidy n;yq sposobmi.

Potom |A| =ny -ng -+ - ng.

3.5 Kombinacie bez opakovania

Kombinécie bez opakovania st neusporiadané subory neopakujtcich sa prv-
kov — inymi slovami podmnoziny nejakej zakladnej mnoziny. PresnejSie po-
vedané, kombindcie (bez opakovania) k-tej triedy z n prvkov mnoziny A st
k-prvkové podmnoziny mnoziny A, ktorej mohutnost je |A| = n. Kombinacie
k-tej triedy prvkov mnoziny A skitene nazyvame tiez k-kombindciams.

Mnozina vsetkych k-prvkovych podmnozin mnoziny A sa oznacuje Pr(A)
alebo (’2) a ich pocet (Z) Symbol (Z) sa nazyva kombinacnym cislom alebo
binomickym koeficientom (ddvody pochopime neskor).

Bezprostredne z definicie symbolu (Z) vyplyvaju tieto jeho vlastnosti:
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e Pre kazdé n > 0 plati (8) = 1, lebo kazda mnozina mé prave jednu
prazdnu mnozinu.

e Pre kazdé n > 0 plati (Z) = 1, lebo kazda n-prvkova mnozina ma prave
jednu n-prvkovi podmnozinu, totiz sami seba.

e Pre kazdé n > 0 plati (’f) = n, lebo kazda n-prvkova mnozina mé préave

n roznych 1-prvkovych podmnozin.

e Pre kazdé k < n plati (Z) = (nfk) Pocet k-prvkovych podmnozin Tu-
bovolnej n prvkovej mnoziny A je ten isty ako pocet (n — k)-prvkovych
podmnozin mnoziny A, lebo zobrazenie (‘2) — (n‘:‘k), r— A—1xje
bijekcia.

e Pre kazdé k > n plati (Z) = 0, lebo n-prvkova mnozina neméa podmno-
ziny s viac ako n prvkami.

Urcime teraz hodnotu symbolu (Z)

Teoréma 3.12. Nech A je koneénd mnoZina, pricom |A| = n. Potom pocet
k-kombindcii z mnoZiny A je

n nn—1)...(n—k+1) nk
Pe(A)] = (k) B k(k—1)...1 TR

Dékaz. Nech K = {0,1,...,k — 1}. Budeme skumat injekcie K — A, ¢ize
na mnozine I§. Na I'{ zavedieme binarnu relaciu R takto:

f R g prave vtedy, ked f({0,1,....k—1})=9({0,1,...,k —1})

Potom R je relacia ekvivalencie. Kazda trieda ekvivalencie C' na mnozine I
je jednoznacne urcené jednou k-prvkovou podmnozinou M, na ktoru zobraze-
nia z mnoZiny C' zobrazia mnozinu {0, 1, ..., k—1}. Ak v tychto zobrazeniach
zamenime koobor A za M, dostaneme prave vSetky permutacie mnoziny M.
Preto |C| = k!. Kazd4 trieda ekvivalencie na I{ ma k! prvkov. Preto k!(}) =
= nk = I, Pocet k-prvkovych podmnozin mnoziny A je teda, podla teorémy
3.9, (1) = 15 |/k! = nk/kL. O

Kombina¢né ¢isla majia vel'ké mnozstvo zaujimavych vlastnosti. Uvedieme
aspon niektoré z nich.
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Teoréma 3.13. Pre lubovolné prirodzené cisla n a k plati:

n n _(n+1
(k> * <k+1) - (k+1)'
Dokaz. Tvrdenie je mozné l'ahko dokazat pomocou vyjadrenia (Z) = nk/k!
tak, Ze upravou vztahu na lavej strane dostaneme kombina¢né ¢islo na pravej
strane. My v8ak dokaZeme tuto rovnost pomocou mnozinovej interpretacie.
Nech A je mnozina, ktord ma |A| = n+ 1 a nech b € A je pevny prvok.
MnozZinu (kﬁl) rozlozime na dve Casti By a By: By bude zdruzovat (k + 1)-
podmnoziny, ktoré neobsahuji prvok b, naproti tomu B; bude zdruzovat
vetky tie, ktoré prvok b obsahuju. Kedze kazdé mnozina v By je podmno-
zinou mnoziny A — {b}, dostavame |By| = (,,). Kazda mnozina v By zas

urcuje k-prvkovit podmnozinu mnoziny A — {b}. Preto |B;| = (}). Odtial
n+1 A n n
= = B B = .
(k+1> (k+1) [Bol 15| (k+1)+(k>

Tento rekurentny vztah je zakladom umiestnenia kombina¢nych ¢isel v
rovine do tvaru trojuholnika, v ktorom je mozné postupne vy¢islovat kombi-

nacné Cisla s pouzitim jediného faktu, Ze (8) = (Z) = 1 pre kazdé n.

O

Priklad 3.6. Majme domino (variant znamej spolocenskej hry), ktorého
kazdy kamen je rozdeleny na dve casti a na kazdej polovici je vyznacené
jedna z hodnot 0,1, ..., n; ziadna z dvoch ¢asti sa neda odlisit ako prva alebo
druha. Aka je pravdepodobnost toho, Zze dva nadhodne vybrané kamene sa
daju k sebe prilozit, ¢ize obsahujt rovnaki hodnotu aspon na jednej strane?
(Poznamenajme, ze bezné domino ma n = 6.) Kamen, na ktorom st na-
pisané hodnoty i,j €€ {0,1,...,n}, mdzeme jednoznacne zakdodovat mnozi-
nou {1, j}. Kedze sa moze stat, ze i = j (takym kameniom sa hovori dublety),
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méme 1 < |{i, j}| < 2. Celkovy pocet kameiiov je teda ("T') + ("}') = ("4?),
podla teorémy 3.13. Specialne pre n = 6 dostavame (g) = 28. Pocet vSetkych

moznych vyberov dvoch kamenov je potom

() =203

2 2 2 2

Uréime teraz pocet dvojic kamenov, ktoré sa daju prilozit k sebe. Toto
¢islo je zhodné s poétom neusporiadanych dvojic mnozin {i,j},{k,l} €
P1({0,1,...,n})UPy({0,1,...,n}) takych, ze {i,j} N{k,l} # 0. Pre kazdé
i €40,1,...,n} zistime, aky je pocet dvojic kamenov, ktoré maji spolo¢ni
hodnotu . V§imnime si, Zze okrem hodnoty ¢ sa na tychto kamenoch objavuja
este dve dalsie hodnoty j a k, pricom j # k; moze sa v8ak stat, Ze jedna z
tychto hodnét je totozna s i. Z tohto je jasné, Zze kazdu dvojicu kamenov
so spolo¢nou hodnotou ¢ mézeme jednoznacne reprezentovat dvojprvkovou
mnozinou {j, k}. Takto dostavame ("}') dvojic kameliov so spolo¢nou hod-
notou 4. Vzhladom na pocet vyberov hodnoty i, dostavame (n + 1)("3")
dvojic kamenov domina, ktoré sa daju prilozit k sebe. Z toho vyplyva, Ze
pravdepodobnost javu, zZe pri ndhodnom vybere dvojice kamenov je mozné
tieto kamene prilozit k sebe, je

403 _ 2n+ 1))
UG VED)

Pre bezné domino (n = 6) dostavame pravdepodobnost 7/18 < 0,4. O

Dolezitym vysledkom o kombinac¢nych c¢islach je nasledujica teoréma,
ktora vysvetluje, pre¢o kombina¢né ¢isla nazyvaji aj binomické koeficienty.

Teoréma 3.14 (Binomicka veta). Pre kaZdé redlne ¢islo x a prirodzené ¢islo
n platt
" /n
1+2)" = K
ey =3 (1)a
k=0
Doékaz. Tvrdenie zrejme plati pre n = 0. Dalej budeme postupovat indukciou

vzhladom na n. Ak predpokladame platnost tvrdenia pre nejaké n > 0, tak
pouzitim tvrdenia 3.13 dostavame:
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¢o bolo treba dokazat. O

. .. . . . n N o .
Poznamka. Definiciu binomického koeficientu ( f mozeme rozsirit z pri-

rodzeného ¢isla n na I'ubovolné realne ¢islo z, ak na zéklad jeho rozsirenia
zoberieme teorému 3.12.
Polozme

2\ A 2(z-1)...(2—-k+1)
k) ok k!

Pre takéto binomické koeficienty je mozné dokazat analég binomickej te-
orémy, ktory v tomto pripade vyzeré takto:

Pre lubovolné z € R a pre kaZdé redlne cislo z také, Ze |x| < 1 plati

(1+x)" = i (Z)xk

k=0

Ak z € N, tak vSetky binomické koeficienty pre k£ > z st nulové a dostéa-
vame opéat tvrdenie teorémy 3.14 (pre |z| < 1, ¢o nie je az také podstatné).
Takato rozsirena binomickd teoréma je uzito¢na pri dokazovani rozliénych
vlastnosti kombina¢nych ¢isel. Dokaz zovseobecnenej binomickej teorémy pre-
sahuje rdmec tohto textu. O

Désledok 3.15. Platia tieto identity (n > 1)
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V30
) Z *(}) -

50 £ O

k parne k neparne

v

Dékaz. Tvrdenie (a) dostaneme priamo z binomickej teorémy, ak polozime
z =1 a (b) dostaneme, ak polozime z = —1.

Jednu z rovnosti v (c¢) dostaneme, ak s¢itame identity (a) a (b) a vydelime
dvoma, druhii rovnost ziskame podobne odé¢itanim.

Identitu (a) méZeme l'ahko dokazat aj kombinatorickou tivahou: na prave;j
strane mame 2", ¢o je |P(A)[, kde |A| = n. To isté ¢islo moézeme vyjadrit aj
v tvare suctu

Al =) IPu(4)
k=0

]

Teoréma 3.16 (Cauchyho séitaci vzorec). Pre vsetky prirodzené cisla m a

n plati
S ()= (")

Doékaz. Nech Ay a As st disjunktné mnoziny, pricom |A;| = m a |As| = n.
Polozme A = A; U As. Nech X C A. Potom X NA = XnN(A4 UA) =
=(XNA)U(XNAy). Oznatme X; = X NA;,i =1,2,.... Potom X; a X5
st disjunktné podmnoziny A; resp. A a X = X; U Xo.

Skimajme zobrazenie

f: Pk<A) — UZ-C:O(’Pi(AQ X ,Pk-fl'(AQ))7

x> (21, 29).
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KedZe kazdu podmnozinu X mozeme vyjadrit ako zjednotenie mnoziny
X; == X N A; s mnozinou Xy = X N Ay, vidime, Ze zobrazenie f je bi-
jektivne. Z teorémy 3.12 a pravidla stcinu vieme, ze |P;(A1) X Pr—i(A2)| =

()

Pozitim pravidla stic¢tu napokon dostavame

(") = Pl = ot Pt < Pt =3 (1) ()

Tym je dokaz skonceny. O

Poznamka. Tvrdenie 3.16 mézeme dokéazat aj pomocou binomickej teorémy
takto. Zrejme plati (1 4+ z)™*" = (1 + x)™(1 + z)". Ak rozpiSeme pravu aj
Tava stranu tejto rovnosti podla teorémy 3.14, dostaneme

S (S0 (5 0))

Stcty na pravej strane roznasobime podla distributivneho zédkona a roz-
triedime podl'a mocnin premennej z. Zistime, Ze pri 2* sa vyskytuje koeficient

k
>0 (4
> (7))
=0
Na l'avej strane sa pri z* vyskytuje koeficient (

m-+n

k
hocleny sa rovnaju prave vtedy, ked pri rovnakych mocninich premennej sa

vyskytuju rovnaké koeficienty, musi platit

i (T) (kiz) - (mzn)

7

) . Ked7e dva mno-

]

Rovnakou metoédou je mozné dokazat cely rad dalsich identit-vztahov
medzi kombinacénymi ¢islami. Citatel si moze sam vyskusat, aka identita
vyplyva zo vztahu (1 + z)"*' = (1 + x)"(1 + x). Na zaver tohto ¢lanku sa

. o n . . .
pozrieme na ¢islo f ako na funkciu premennej k pri pevnom n.
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Teoréma 3.17. Pre kaZdé prirodzené cislo n plati:

(a) ak n je pdrne, tak

) <() << (o) < (o) > (en) == (1)

(b) ak n je nepdrne, tak

G)<G)<”<QWEW>ZQH%M)>”>Q70>(

Doékaz. Skiimajme pomer

) b= n-k+1
() kb omhL Eo

Lahko zistime, Ze pre k < n/2 je tento pomer vacsi ako 1, a teda (k) > (k

n—1)/2

= " . Odtial uz vyplyva tvrdenie. [
( i 1)/2 YpLly
n

n
7 tohto tvrdenia vyplyva, ze funkcia < k) nadobtuida svoju najvac¢siu hod-

notu v strede celoc¢iselneho intervalu (0, n), pricom ak n je parne, tato hod-
nota sa nadobuda raz, ak n je neparne — dvakrat. Po tito hodnotu funkcia

n
(k) rastie, od nej potom klesa.

3.6 Kombinacie s opakovanim, permutacie
s opakovanim, polynomicka veta

Najprv sa budeme venovat kombindcidm s opakovanim. Z nézvu tychto kon-
figuracii vyplyva, ze ide o konfiguracie, v ktorych sa nerozliSuje poradie, no
prvky sa mozu opakovat. Pri ich presnej definicii budeme vychadzat z variacii
s opakovanim, teda zobrazeni {1,2,...,k} — A. VSimnime si najprv, Ze na
mnozine A%k} ygetkych variacif s opakovanim k-tej triedy v mnozine B

-1
Ak n je neparne, z rovnosti < k) = < k) dostavame rovnost ( ( ) =
n JR—

)
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mozeme zaviest relaciu ekvivalencie R takto: Nech f, g € A%+ Polozme

fRg prave vtedy, ked |f~'({z})] = |¢g7*({z})| pre kazdy prvok z € A.

Inymi slovami, dve variacie s opakovanim budu ekvivalentné prave vtedy,
ked v oboch sa rovnaké prvky opakuji rovnaky pocet krat.

Kombindcie s opakovanim k-tej triedy z m prokov mnoZiny A (kde |A| =
m) definujeme ako triedy ekvivalencie R na mnoZine AlL2k}

Ako priklad uvedieme vyssie definovana ekvivalenciu R na mnozine
{a,b}{1:234} Triedy tejto ekvivalencie budid kombinacie s opakovanim Stvr-
tej triedy v mnozine {a,b}. Variacie patriace do tej istej triedy rozkladu su
uvedené v tom istom stlpci. Vnutri kazdej triedy su variacie zobrazené lexi-
kograficky. Variacie st napisané ako slova-bez zatvoriek a c¢iarok.

aaaa | aaab | aabb | abbb | bbbb
aaba | abab | babb
abaa | abba | bbab
baaa | baab | bbba
baba
bbaa

Pocet kombinécii s opakovanim stvrtej triedy z dvoch prvkov je teda 5.

Teoréma 3.18. Nech A je n-prvkovd mnozina a k prirodzené c¢islo. Potom
pocet vsetkych kombindcii s opakovanim k-tej triedy v mnoZine A je

n+k—1
()

Doékaz. Kombinécie s opakovanim k-tej triedy v mnozine A su prvky roz-
kladu mnoziny A%} indukovaného reléciou ekvivalencie R popisanej vys-
Sie. Bez ujmy na vSeobecnosti mozeme predpokladat, ze A = {1,2,...,n}.
7 kazdej triedy ekvivalencie R, ¢ize kombinécie s opakovanim, vyberieme
slovo, ktoré je lexikograficky najmensie (to znamené, Ze v hom su prvky
mnoziny A zoradené podla velkosti). S trochou nepresnosti budeme toto
slovo stotoznovat so samotnou kombinéciou s opakovanim. Nech cicy - - - ¢ je
teda kombinécia s opakovanim k-tej triedy v mnozine A = {1,2,...,n}, pri-
¢om c; < ¢g < ... < ¢. Priradme teraz tejto postupnosti nova postupnost
dids - - - dy, tak, ze polozime

f(Cl):dZ:CZ—FZ—]_, 221,2,,]{I
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V&imnime si, 7ze d; € {1,2,...,.n+k—1} aze d; < dy < ... < dy,
teda postupnost dyds...d; reprezentuje kombindciu bez opakovania k-tej
triedy z mnoziny {1,2,...,n + k — 1}. Napriklad ak cjco...cp, = 22233,
tak dids . .. dp = 23467.

Lahko vidiet, Ze zobrazenie cicsy...c, — dids...d; je injektivne. Na
druhej strane ak {ej,es,...ex} C {1,2,...,n 4+ k — 1} je kombinacia bez
opakovania k-tej triedy, mozeme predpokladat, Zze e; < ey < ... < eg. Po-
stupnosti ejes . . . e, priradime postupnost hihs ... hy takto:

hzzez—z+1, 221,2,,]{

Lahko vidno, ze hy < hy < ... < hpaZeh; € {1,2,...,n}. Teda hihy...h je
kombinéacia s opakovanim k-tej triedy z mnoziny A. Okrem toho, f(h;) = e;.
7 uvedeného vyplyva, Ze zobrazenie

C1C2...Cp ——> dldgdk
definuje bijekciu medzi kombindciami k-tej triedy s opakovanim v mnozine

{1,2,...,n} akombinaciami bez opakovania k-tej triedy v mnozine {1,2,...,n+
k — 1}. Hladany pocet kombinécii s opakovanim je preto

1)

O
Priklad 1. Uvazujme polynémy s viacerymi premennymi x1, T, . . ., Z,. Po-
lynémy vytvarame z ¢lenov tvaru xf‘lxi e x?l, kde o > 0,8 > 0,...,7 > 0,
ktoré sa nazyvaju monémy. Stupeni monému je &slo a + 8+ ... + v (v
zapise automaticky predpokladédme, Ze iy, s, ...,%; st rozne prvky mnoziny
{1,2,...,n}). Polyném je tvaru
n
o .0 T
Z Z Qiyig..ig Ty Lig -+ - Iil
1=0 11<i9<...<4;
pricom koeficienty a;,4, ; s nejaké ¢isla (mozu byt aj nuly) a g, 0,...,7 st

kladné exponenty (v roznych monémoch moézu byt rozne). Poznamenavame,
Ze vo vnutornej sume s¢itame cez vSetky kombinécie [-tej triedy z mnoziny

{1,2,...,n}.
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Kolko je rozliécnych monoémov stupiia k7 Ak premenné x, o, ..., T, me-
dzi sebou komutuju, tak na poradi nezalezi a exponent nad premennou vy-
jadruje pocet opakovani premennej v monéme — ide teda o kombinéacie s
opakovanim. Preto sa pocet roznych monémov stupna k rovné ¢islu

1)

Ak premenné medzi sebou nekomutuji, na poradi zélezi, a potom mame
docinenia s varidciami s opakovanim. V tomto pripade je pocet monémov
nk. O
Priklad 2. Turista chce z dovolenky poslat k& priatelom pohladnice. M4 na
vyber n druhov pohladnic. Kolkymi spésobmi moéZe nakupit & pohladnic?
Kolkymi sp6sobmi moze nakipené pohladnice poslat?

Je ocividné, Ze nakupené pohladnice tvoria neusporiadany sibor a Ze
mozeme z jedného druhu kupit viacero kusov pohladnic (ak k > n, zrejme ani
int moznost nemd). Subory pohl'adnic preto tvoria kombinécie s opakovanim.
To znamena, ze na ndkup ma

n+k—1
k
moznosti.

Kol'kymi spésobmi méze pohladnice poslat? Keby boli vetky pohl'adnice
navzajom rozne, tak pohladnice sa daju rozoslat k! sposobmi, lebo rozosla-
nie predstavuje bijekciu medzi réoznymi druhmi pohladnic a ich adresatmi.
Ak je vsak z nejakého druhu viac pohladnic, tieto st medzi sebou zameni-
telné. Predpokladajme, Ze v nakupenom stibore je k; pohladnic i-teho druhu,
1=1,2,...... ,n (k; > 0). Dve bijekcie z mnoziny naktupenych pohladnic do
mnoziny priatelov budeme povazovat za ekvivalentné, ak v obidvoch ten isty
adresat dostane ten isty druh pohladnice. Ak uvazujeme Iubovolnu pevni
bijekciu, zamenou pohladnic v i-tom druhu dostaneme z nej k;! ekvivaletnych
bijekcii. Tieto zdmeny mézeme vykonat nezavisle v kazdom druhu. Podla pra-
vidla stc¢inu dostavame, ze kazda trieda ekvivalencie ma kq!ko!. .. k,! prvkov.
Pocet sposobov rozoslania pohladnic je teda

k!
kilko! . k!
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V predchadzajucom priklade sme skiimali vlastne takato vSeobecnu si-
tuaciu. Mame dve mnoziny A (pohladnice) a B (priatelia), pricom |A| =

k = |B|. Mnozina A je rozlozena na mnoziny A, As, ..., A, s mohutnostami
|A;| = k;. V tomto mieste mozeme trocha porusit definiciu rozkladu v tom, ze
pripustime medzi mnozinami A;, As, ..., A, aj prazdne mnoziny. Skimame

teraz bijekcie A — B, pricom dve bijekcie f a g budeme povazovat za ek-
vivalentné, ak pre kazdy prvok y € B existuje index i € {1,2,...,n} taky,
7e obidva prvky f~! aj ¢! patria do tej istej mnoziny A;. (V rec¢i predcha-
dzajiceho prikladu: kazdy adresat y dostal pri rozosielke f aj pri rozosielke
g pohladnicu toho istého druhu — hoci mozno nie ti isti). Tato vlastnost sa
da vyjadrit aj ina¢. Nech

p: A—{A, Ay, ..., A,} je projekcia mnoziny na svoj rozklad; to znamena,
ze pre lubovolny prvok a € A plati p(a) = A; prave vtedy, ked a € A;. Potom
f aj g st ekvivalentné vtedy a len vtedy, ked pf~! = pg~!. Triedy ekviva-
lencie tychto bijekcii sa nazyvaju permutdciami s opakovanim z k; prvkov
prvého druhu, ko prvkov druhého druhu, ..., k, prvkov n-tého druhu. Uva-
hou v predchadzajicom priklade sme ukézali, Ze pocet takychto permutacii
s opakovanim je

k!
klko! . k!

Ta ista hodnota sa objavuje aj ako pocet inych konfiguracii.

Tvrdenie 3.19. Nech A a B si konecné mnoziny, kde |A| =n a |B| = k.
Nech B = {by,b,...,bx}. Potom pocet zobrazeni f : A — B takijch, Ze pre
kazdy prvok b; plati | f~1({b;})| = ni, kde n; si zadané nezdporné celé cisla
so suctom ni +ng + ... +nE =n, sa rovnd

n!
nilng! ... ng!’

Dékaz. Nech (a;,,ai,, ..., a;,) je lubovolna permutacia mnoziny A zakodo-
vana ako usporiadanie. Definujme zobrazenie A — B tak, Ze prvych n; prv-
kov mnoziny A posleme na by, druhych ny prvkov na by atd. Prvych n; prv-
kov mozeme vSak Tubovolne spermutovat a zobrazenie sa nezmeni. Nezavisle
moZeme permutovat aj daldie skupiny. Z toho dostaneme, Ze kilks!...k,!
permutacii dava to isté zobrazenie. Je tiez zrejmé, ze kazdé zobrazenie také,
ze | f~1({b;})| == m; pre kazdy prvok b; € B, 'vznikne hore uvedenym spo-
n!

sobom. Preto pocet tychto zobrazeni je ——— . O
n1!n2! c. nk'
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|

< n!
Cisla —————— sa zvyknu oznacovat
n1!n2! . nk'

nomické koeficienty. Ak k = 2, tak

(o) = () = 20) = ()

¢ize polynomické koeficienty st prirodzenym zovSeobecnenim binomickych
koeficientov. Vysvetlenie nazvu tychto ¢isel poskytuje nasledujuci vysledok.

n

) a nazyvat poly-
N1, M2,y ..y Mg

Teoréma 3.20 (Polynomicka veta). Nech n a k si kladné prirodzené éisla.
Potom

n
(x14+ 20+ ...+ )" = E ( >x?1x§2...x’,§"‘, n; >0
ny,Nnog,...,Ng
Mn1,M2,...3Nk
pricom scitame cez vietky usporiadané n-tice prirodzenych cisel (nq,ng, ..., nyg),
pre ktoré ny +no + ...+ np = n.

Dékaz. Vynésobme n €initelov (z1 + z2 + ... + x;) a zdruzme rovnaké mo-
nomy. Koeficient pri 27" x5? ... 27 je pritom pocet spdsobov, ktorymi sa tento
monoém pri vynasobeni ziska. Zrejme M = z'z3? ... x,* vznikne vzdy, ked
x1 vyberieme z nq¢initelov, xo z ny Cinitelov atd. Inymi slovami, vyraz M
zodpoveda zobrazeniu z mnoziny n ¢initelov do mnoziny 1, xa, ..., xy pri-
¢om n; ¢initelov je zobrazenych na x1, ny ¢initelov na x5 atd. Pocet takychto
zobrazeni je podla tvrdenia 2.18

n! n
ning!. . nkl \nine, ... nk)

Poznamka. Lahko sa nahliadne,Ze

( n )_(n)(n—nl) (n—nl—ng—...—nk_1>
Ny, N2, ..., N n1 Ng Nk

Tato rovnost zodpovedéa skutocnosti, zZe pocet sposobov, ktorymi vznikne
monoém zi'xy? ... x.", sa da popisat aj takto: najprv vyberieme 1 z n; ¢le-
nov (xy+x2+...+x,) , o mdzeme urobit (:1) sposobmi. Potom vyberieme
n—mi

s ) sposobmi,

Ty Z Ny spomedzi zvysnych n —n; ¢lenov, ¢o mdZzeme urobit (
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atd. kym nevyberieme aj x;, z nj spomedzi ostavajucich n—n; —mng ... —nj_;
. . o L, (M — N1 — TN — ... — N
¢lenov, ¢o mozeme urobit
N

. . . . v - 9 v . v, AV > i
renie nie je jednoznacné, kedze poradie ¢isel nq,ns . ..n; moézeme lubovolne

menit. O

1) sposobmi. Toto vyjad-

3.7 Princip zapojenia a vypojenia

Zatneme jednoduchou otazkou. Ak st dané dve kone¢né mnoziny A a B, ako
vypocitame pocet prvkov ich zjednotenia? Odpoved je ocividna: od suctu
mohutnosti mnozin A a B musime odratat mohutnost ich prieniku. Inymi
slovami,

|AUB| =|A|+|B| — |AN B|.

Pre tri mnoziny je odpoved podobna:
|JAUBUC| =|A|+|B|+|C|—|ANnB|—|AnC|—|BNC|+]|AnBNC].

To znamena, Ze najprv ,zapojime* prvky jednotlivych mnozin, potom ,yypo-
jime* prvky prienikov dvojic mnozin a napokon opéat ,zapojime* prvky prie-
niku v8etkych troch mnozin. (Citatel’ovi odporicame presvedcit sa o platnosti
tohto vztahu s pomocou Vennovho diagramu pre tri prenikajice sa mnoziny.)

Princip zapojenia a vypojenia (alebo inklizie a exklizie) je dalekosiahlym
zavseobecnenim vyssie uvedenych vztahov pre dve a tri mnoziny.

Nech My, M, ..., M, st koneéné mnoziny. Pre lubovolné prirodzené &islo
k také, ze 0 < k < n polozme

Sk=>_  [MynM,n...NM,]

11 <i9<...<ip

pri¢om sucet prebieha cez vSetky kombinécie {i1, s, ..., i} zindexov {1,2,... n}.
Pre k = 0 dostavame prienik mnozin M; z prazdnej mnoziny indexov, ¢o
podla dohody z prvej kapitoly je univerzum — zakladna mnozina X, v ktorej
vedieme vSetky tvahy o mnozinach My, Ms, ..., M,. Preto

So = | X].
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Teoréma 3.21 (Princip zapojenia a vypojenia). Nech My, Ms, ..., M, si
konecné mnozZiny. Potom

n

k=1 11 <12<...<ig
_ Z(_l)k-‘rlsk
k=1

Dokaz. Nech x je Tubovolny prvok z mnoziny My UMy U. ..U M,. Zavedme
oznacenie

Aby sme ukazali, Ze prava a lava strana rovnosti predstavuju to isté ¢islo,
v8imnime si, Ze prvok = je na lavej strane zaratany iba raz. Ak totiZz prebe-
rame prvky mnoziny M; U My U. ..U M,, na x nadabime len raz. Kolkokrat
je zapocCitany na pravej strane?

Predpokladajme, ze prvok x patri do p mnozin M;; to znamena, ze J, =
= {Jj1,J2,-- - Jp} €{1,2,...,n}. Z toho vyplyva, ze v S} je prvok = zaratany
p = (P)-krat, totiz raz v kazdom séitanci |M;,|, [ M|, ...,|M;|. V S je
x zaratany (9)-kréat, raz za kazdy s¢itanec tvaru |Mj, N Mj,|. Vseobecne —
prvok z je zaratany v .S; (f)—krét. Celkove je teda prvok x na pravej strane
zapocitany tol'kokréat:

S () 5) - (0)-0) £ )-

()2 (=) -6

Podla désledku 2.14(b) dostavame
P\ % P
— ) (=1)* =1-0=1
(0) (i) =0

¢ize prvok x je aj na pravej strane zaratany prave raz. To dokazuje nasu
teorému. [

Poznamka. Teorému 2.20 mdZzeme Tahko dokézat aj matematickou induk-
ciou. Najprv sa presved¢ime o platnosti vztahu pre dve mnoziny M; a M.
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Nech je vztah platny pre n > 2 mnozin. Zoberme teraz n 4+ 1 mnozin
My, My, ..., M,, M,.,. Nahladany pocet |M;UM,U. ..UM, UM, | pouzime
vztah pre dve mnoziny:

‘M1UM2UUMnUMn+1| == |(M1UM2UUMn)UMn+1| =

n n

U M, ( U Mk) N My
k=1 k=1

Na treti s¢itanec aplikujeme distributivny zakon, ¢im dostaneme

(0o

k=1

+ ‘Mn+1’ -

n

U n M)

k=1

Potom pouzijeme induk¢ény predpoklad na prvy a treti séitanec, kedze v
obidvoch vyrazoch vystupuje uz zjednotenie n mnozin. Po tiprave dostaneme
pozadovany vztah pre n 4+ 1. Podrobnosti prenechdvame na ¢itatela. O

Predpokladajme teraz, ze mnoziny My, M, ..., M, st podmnozinami
nejakej konecnej mnoziny X . Aky pocet ma komplement mnoziny M UM ;U
U...UM, v univerze X7

Pocitajme

X - (M, UMyU...UM,)|=|X|-|M;UM,U...UM,|

n

= X| = 3R s = X+ Y (-DE S

k=1 k=1
= (1) Sk
k=0

Tym sa dostali k nasledujicemu vysledku:

Désledok 3.22. Nech M, M, ..., M, si podmnozZiny konecnej mnozZiny
X a nech M, je komplement mnoZiny M; v unwerze X, i = 1,2,...,n.

Potom

IMiNMyN..AM,| =Y (-1)F 5
k=0

Doékaz. Vysledok vyplyva z predchadzajiceho vypoctu a z jedného z de Mor-
ganovych zakonov. O
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Predchadzajuci vysledok je zakladom najpouzivanejsej formy principu za-
pojenia a vypojenia, ktord teraz opiSeme.

Majme nejaki zakladnt mnozinu X, pricom | X| = N anech oy, g, . .., vy,
st nejaké vlastnosti, ktoré prvky mnoziny mézu, no nemusia mat. Nech
Noy, i, ... oy, je pocet prvkov mnoziny X, ktoré maji kazda z vlastnosti
Qiyy Oy, - - -, ;. (2 pripadne aj iné vlastnosti, no tie nas nezaujimaju). Nech
N(0) = Ndaja),...al, oznatuje pocet prvkov mnoziny X, ktoré nemaji
Ziadnu z vlastnosti aq, as, ..., a,. Nasim cielom je vypocitat N(0).

Polozme

M,; = {zr € X; x méa vlastnost «;}.

Potom
|_Z\4-i1 ﬂM@g n... ﬂMZk| = N()éilOéi2 cee Oy,

pricom prienik mnozin M; z prazdnej mnoziny indexov dava

.

€0

:|X|:N

IM\NMyn...NM,|=Ndja,...a, = N(0).
Z predchédzajiceho dosledku dostavame

Doésledok 3.23. V' N-prvkovej mnoZine nech kaZdy prvok md alebo nemd

niektoré z vlastnosti ay, aq, . .., ay,. Nech Noy, o, . .. oy, 0znacuje pocet pro-
kov, ktoré majgi kaZdi z vlastnosti o ,u,, ..., q;, pripadne aj nejaké iné.
Nech N(0) = Nodjay . .., oznacuje pocet prokov uvaZovanej mnoZiny, ktoré
nemaju Ziadnu z vlastnosti ay, oo, . . ., a,. Potom
n n
k=0 k=0 11 <12<...<tg

Poznamka. Existuje prakticky sposob ako si mozeme I'ahko zapaméatat pred-
chadzajuci vzorec ako aj mnozstvo podobnych vztahov. Predpokladajme, Ze

chceme urcit pocet prvkov, ktoré maja vlastnosti oy, ay,, ..., ;. a nemaji
vlastnosti ay,, @j,, ..., q;, . Prirodzene predpokladame, ze {i,1s,...,1,, 1,
Jo, -y Jst € {1,2,...,n} a ze vSetky uvazované vlastnosti si navzajom

rozne. Potom hladany pocet ziskame forméalnym rozvojom vyrazu

Naj o, ..o (1 —ay,)(1—ay,) ... (1 — )
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podla distributivneho zékona, pricom kladieme N.1 = N, N.ay; = Nao; a
podobne. Napriklad pocet prvkov, ktoré maju vlastnost a; a nemaji ani
vlastnost ap ani az je

NOél(l — 042)(1 — 043) = N()&l(l — Qg — (3 + 042043) =

= NOél — NOélOéz — NOél()ég, + NOélOéQOég.
Speciélne

N(0) = Noajay...al,=N1—a)(1 —az)...(1—ay)

n

Rozvinutim posledného vyrazu dostavame napokon vztah z désledku 3.23,

n

Nl-a)(l=a)...(1—a) =Y (-DF Y Noaja,...q,

k=0 11 <12<...<tg
o ¢om sa lahko presved¢ime matematickou indukciou. O

V predchadzajicom dosledku sme urcili pocet N(0) vSetkych spomedzi
N prvkov, ktoré nemaji ziadnu z uvazovanych vlastnosti. Tento vysledok je
mozné zovseobecnit — da sa totiz urcit aj pocet N(r) vSetkych prvkov, ktoré
maju prave r vlastnosti, ako aj pocet N(> r) v8etkych prvkov, ktoré maju
aspon r vlastnosti:

Dokaz tychto vztahov presahuje ramec tohto tivodného textu.

Niekedy je tieto sucty namahavé presne vypocitat (¢o byva pravidlom
pri sictoch so striedavymi znamienkami), preto sa vtedy musime uspokojit
s pribliznymi hodnotami. Namiesto tiplného stctu

N() = 3 (-0 (’“) 5,

k=r

s hornou hranicou sc¢itania n uvazujeme len stcet

v =S (F)s,

k=r
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prvych s ¢lenov uplného suétu. Tieto osciluju okolo hladanej hodnoty N(r),
pricom ak s je neparne, ¢iasto¢ny sucet je pod hladanou hodnotou:

N(r)s < N(r).
Ak s je parne, ¢iasto¢ny sucet je nad hladanou hodnotou:
N(r)s > N(r).

Tieto vztahy a odhady, zname ako Bonferroniho nerovnosti, nachadzaja svoje
praktické uplatnenie pri vy¢isleni pravdepodobnosti rozli¢nych javov. Ich do-
kazy vSak presahuji rdmec tohto textu, a preto ich vynechavame.

Priklad 3. Skupina N péanov sa ma zucastnit vecierka. Hostitel vyzaduje
od tucastnikov formélny odev — frak a tvrdy ¢ierny klobik. Pred vstupom
do saly péani odovzdaju svoje klobuky v Satni. Vecierok prebehne velmi
ispesne a pani pri svojom odchode nie st schopni rozoznat svoje klobiky.
AKk4 je pravdepobodnost toho, Ze ziaden pan si nezoberie vlastny klobuk?
Ak péanov aj ich klobuky o¢islujeme 1,2, ..., N, tak rozmiestnenie klobu-
kov na hlave predstavuje permutaciu mnoziny {1,2,..., N}. Nasim cielom
je najprv urcit pocet Dy permutécii, ktoré nenechavaju ziaden prvok na
mieste. Pocet permutécii, ktoré nechdvaji na mieste k-prvkovi podmnozinu
{i1,19,... ik} je (N —Ek)!. S pouzitim vysSie zavedenych oznaceni dostaneme

o= (V)ev -

Dy =N(0)=> (-1)FS=> (- k(i) (N — k)l =
al k_ N _ N (—1)
=;(—1) m(N—k)!:N!;O k!>

Kedze vietkych permutacii N prvkov je N!, pravdepodobnost toho, Ze Ziaden
pén nema na hlave svoj klobuk je

N'z< i
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7 matematickej analyzy pozname Taylorov rozvoj funkcie e*, ktory dava

vztah
L _
e = Z k!’
k=0
Pre 2 = —1 dostavame rovnost
00 k
0o (=)
€ = Z Kl
k=0

z ¢oho vidno, Ze nami urc¢ené pravdepodobnost je N-ty ¢iasto¢ny sucet tohto
rozvoja ¢isla e~!. Ak je ¢&islo N dostatocne velké, tak hladana pravdepodob-
nost je priblizne 1/e — o ¢osi viac ako 1/3.

Na zaver uvedieme este dve aplikicie principu zapojenia a vypojenia. Ich
dokaz ponechame na ¢Gitatelovi. H

Dosledok 3.24. Pocet surjektivnych zobrazeni f: A — B, kde |A| = n a

|B| ==m, je -
Sp =3 (~1)" (’Z) (m—k". O

Désledok 3.25. Nech p(n) oznacugje pocet kladngch prirodzengjch cisel men-

o . s v - . . N« 3 N 2] (o4
sich ako prirodzené cislon > 1 a nesudelitelngch s n. Nech n = pi"'py*...p&r
je kanonicky rozklad c¢isla n na sucin mocnin réoznych prvocisiel py,pa, ..., pr.

Potom

1 1 1
gp(n):n(l—p—l>(1—1)—2)...<1—19—T>. O
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