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Uvod

Predlozena zbierka je napisana pre predmet Uvod do diskrétnych struktur,
studijny odbor Informatika, prvy ro¢nik na Fakulte matematiky, fyziky a
informatiky v Bratislave. Obsahuje zozbierané priklady k prednaskam z dis-
krétnej matematiky na tejto fakulte.

Je mozné ze zbierka obsahuje preklepy a iné chyby. Verime vsak, Ze sa
daju odstranit a preto ¢itatelovi, ktory na tieto nedostatky upozorni, budeme

velmi vdac¢ni.



Kapitola 1
Vyrokova logika

1. Dokazte pomocou pravdivostnych tabuliek, Zze uvedené vyroky si tau-

tologie.

(a) (AVA) <— A

(b) (ANA) < A

(¢c) (ANB) < (BAA)

(d) (AVB) < (BVA)

(e) (A <= B) <— (B <= A)

(f) (AN(BAC)) <= ((AANB)AC)

(g) (AV(BVC()) < ((AVB)VCO)

(h) (AV(BAC)) < ((AVB)A(AV (D))
(i) (AN(BVC()) <= ((AANB)V(ANC))
(j) (AN(BVA)) <— A

(k) (AV(BAA)) < A

) (——4) = A

(m) AV -A

(n) =(AA-A)
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(o
(p

-(AANB) <= (-AV-B)
-(AV B) < (mAAN-B)
-A— B) < (B— A)
A< B) < ((A— B)AN(B— A))

(a) (
(
(AAB) < —(-AV -B)
(
(

(r
(s
(t) (AVB) < —(-AA-B)

(u) (A— B) < (~AV B)

(v — (B — A)

(w) (FA— A)— A)

X) (A= (B—=0C)—= (A= B)— (A—=0))

)
)
)
)
)
)
)
) A
)
)
y) (A — =B) — ((-A — B) = A)

(
(
2. Dokéazte pomocou pravdivostnych tabuliek, zZe uvedené vyroky su tau-

tologie.

(A=->B)—=» (A—=C)—=(A—=(BANQ)))
A— (B— (ANDB))
A—-C)—»(B—-C)—= ((AvB)—C)
AN-A) <= 0
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(m) (A—0) < -4
n) (Ao 1) < 1

(
(o) 1=2A) «—< A

w

.V programovacich jazykoch sa nevyskytuje logickd spojka pre implika-
ciu. Ako by ste vyjadrili implikdciu A — B pomocou vyrokov A, B a
logickych spojok AND, OR, NOT?

4. Zistite, ¢i pre implikaciu a ekvivalenciu platia komutativny a asocia-

tivny zakon.

5. Preskuimajte vztahy medzi implikaciou, ekvivalenciou a ostatnymi lo-

gickymi spojkami.

=

. Aky vyznam budt mat vyroky (Vz)A(z), (3x)A(x) v pripade, ze A(x)

bude definované na jednoprvkovej, resp. prazdnej mnozine?

~

Negujte dané vyroky. Vyjadrite slovne ich obsah.

(a) (Fz)(z € N)

(b) (32)[(z € N) A (z > 5)]

(¢) (3z)[(x mod 2=0)V(z mod2=1)]

(d) (Vz)[(z mod 2=0)V (z mod 2= 1)

(e) (3z)[(x mod 2=0)A(z mod2=1)]

(f) (F)[(z € N) A (2? + 2z + 1 > 0)]

(g) (Vo)(vy)ll(z > 0) A (z > 0)] = (z.y > 0)]

(h) (Vo) (Vy)ll(z > 0) A (2 > 0)] = Bo)lle = 2y) — [(Va)((=1 >

¢) = (21> 0))]]

8. Vyjadrite pomocou matematickych symbolov vyrok ”Existuje neko-

necne vela prvocisel.”.
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9.

10.

11.

Pre l'ubovolné vyrokové formy A(x), B(z) st nasledujice kvantifiko-

vané vyroky tautologiami

(Vz)(A(x) = B(z)) = (Vo) A(z) — (V) B(x))
(3z)(A(x) = B(x)) = (Vo) A(z) — (J2) B(x))

Zistite, ¢i platia opacné implikacie
(Vz)A(z) = (Vo) B(x)) — (Vz)(A(z) = B(z))
(Vz)A(z) = (3z)B(z)) — (z)(A(z) — B(z))

Névod: skuste najst také vyrokové formy A(z), B(z), pre ktoré nie st

uvedené kvantifikované vyroky tautologiami.

Zistite, ¢i st nasledujuce kvantifikované vyroky tautologiami

(a) (Vo)A(z) = (3r)A(z)
(b) (Fr)A(z) = (Vo) A(z)
(¢) (Fr)(A(z) = B(z)) = ((Fr)A(z) — (32)B())
(d) (Va)(A(z) = B(z)) = ((Bx)A(z) — (32)B(x))

Nech A(z,y) je vyrokova forma dvoch premennych. Pomocou kvantifi-

kovanych vyrokov z nej mozno urobit tychto osem vyrokov
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Zostrojte 5 rozliénych prikladov vyrokovej formy A(z,y). Presvedcte
sa, ze kvantifikované vyroky si viazané nasledujucimi vztahmi a Ze

ziadnu implikdciu nemozno nahradit ekvivalenciou.

— P3 — P6—
P1 P P4 P
— 5—>P7—>P2—> — I8

12. Udajte priklady dvoch vyrokov a utvorte z nich konjunkciu, disjunkciu,

implikiciu, ekvivalenciu.

13. Prepiste z prirodzeného jazyka do jazyka vyrokovej logiky nasledujtce
vyroky a negujte ich

(a) Mama nepojde na vylet bez otca.
(

)
b) Ak nepdjde na vylet Katka, tak nepojde ani Jano.
(c) Jano pdjde préave vtedy, ked pojde Zuzka.

)

(d) Anka na vylet pojde a Eva na vylet nepdjde.
14. Negujte nasledujtuce vyroky

(a) Na vylet pojdem iba vtedy, ked nebude prsat.
(

)
b) Vsetky okna v miestnosti su zatvorené.
(c) Norsko ma aspon 15 tisic obyvatelov.

)

(d) V zavode pracuje najviac 9 inzinierov.
15. Napiste obratenie, obmenu a negaciu vyrokov

(a) Ak je ¢islo delitelné desiatimi, tak je delitelné aj piatimi.

(b) Ak je stvoruholnik ABCD Sstvorec, tak vSetky jeho Styri strany

maju rovnaka velkost
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16. Preverte, pomocou tabulkovej metody, ktoré formuly st tautologie,

kontradikcie a splnitelné
(a) (A= B)— (=B — A)

(b) AN-B
(C) AN (B A —|A)



Kapitola 2

Zakladné typy matematickych

dokazov

1. Matematickou indukciou dokazte, ze pre vSetky prirodzené cisla platia
nasledujtce rovnosti

(a 1+2+3+...+n:%+1)

12422 432+ 4 p? = mlrl)lnt])

) P+ 43 4. 4nd=(1+2+3+... +n) =200

@
1M
>
+ -
=
Il
3
+|3
:

—
r
M=

~

|

3

(2i—1).(2i+1) — 2n+1

@
Il
—

1 n
(3i—2).(3i+1) — 3n+1

=
M=
|

@
I
—

. n 1 o n

(i) ;l @r )@ = afarm @ >0

b)Y 1 )
£ D)2 D).2i13) — 2.2ntD).2n13)
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=
e

s
Il
A

11 1
w(r).(i+2) 2 [2 (n+1).(n+2)

(1 §<2z —1)=
(m) 32(2i — 1) = n.(2n% — 1)

s
Il
_

=
\_/
M=

(4i—3)=n(2n—1)

~.
—_

—
)
M:

i20 =2+ (n—1).2n"

S
Il
—

2371 =3"—1

"MB

s
I
—_

(p)

n . . n2(n+k+1
(@) 11330+ - 1) = 2
2. Dokézte, Ze pre kazdé nezaporné celé &islo n plati 3@ > n?.
3. Urcte, aké musi byt k, aby bola nasledujtica rovnost splnena, a potom

ju dokazte.

(a) 14427+ ...+ n.(3n+1)=nn+1)(n+k)

(b) 2124322 + ...+ n.(n—1)> + (n + 1).n? = 22k

4. Dokazte, ze pre kazdé prirodzené c¢islo n
(a) nie je ¢islo 23" + 3% delitelné ¢islom 73;

(b) je ¢islo 11" + 12271 delitelné ¢islom 133;

5. Dokazte, ze funkcia y = % je klesajuca na intervale (—oo,0) aj na

intervale (0, 00).

6. Dokazte, ze pre kazdé dve redlne ¢isla a > 1, b > 1 plati log, b+log, a <
2.

7. Dokazte, ze prvocisel je nekonecne vela.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

Dokézte, ze funkcia f : y = —2x? je na intervale (—oo,0) rastica.

Dokéazte, ze ak nemozno pravitkom a kruzidlom zostrojit uhol o velkosti

1o, tak nemoZno zostrojit ani uhol s velkostou 19o.
Dokazte, ze kazdé prirodzené ¢islo n

Nech sa dve kruznice pretinaju v bodoch A, B. Dokazte, ze ak AC" a
AD s ich priemery, tak body B, C, D lezia na jednej priamke.
Dokéazte, ze pre kazdé realne a rdézne od %’T, k € Z plati

1 1
+ =
cosa  sino

cos « + sin a.tga 4 cos a.cotga 4 sina =

Dokéazte platnost rovnosti pre pripustné hodnoty «, 3

(a) cos(90° + @) cos(180° — @) + sin(90° + ) sin(180° +a) = 0
(b) tgPa + cotg? = SnletB)tsin’(a—p)

2 cos? acos? B

Dokazte, ze spojnice ¢islic 1, 4 a 2, 9 na ciferniku hodin st na seba

kolmé.

Kruznice, ktorych priemery si odvesny pravouhlého trojuholnika, sa

pretinaju na jeho prepone. Dokazte.

Dokézte nerovnost medzi aritmetickym a geometrickym priemerom.
Pre kladné realne ¢isla a a b plati (a+b)/2 > v a.b. Kedy plati rovnost?

Trojuholnik ABC' je pravouhly s pravym uhlom pri vrchole C. Ozna¢me
C1 patu vysky z bodu C na stranu AB, P; patu kolmice z bodu C na
stranu AC, P, patu kolmice z bodu C na stranu BC'. Nech |CC;| = 1.
Dokazte, ze |CPy| = sina, |CPy| = cosa, |BC}| = tga, |AC,| = cotga.

Dokéazte, ze pre kazdé dve realne ¢isla a, b plati |a| 4+ [b] > |a + b|.

Dokazte, ze v trojuholniku ABC plati a + b > 2t..
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20.

21.

22.

23.

24.

Ak ma geometricky utvar dve na seba kolmé osi simernosti, tak je

stredovo sumerny. Dokazte. Plati obratené veta?
Dokazte, 7e v/5 je iracionalne &islo.

Sest druzstiev sa zGcastnilo turnaja, ktory sa hral systémom "kazdy s
kazdym". Turnaj trval dva dni. Dokazte, Ze existuju tri druzstva, ktoré

odohrali vSetky svoje vzajomné zapasy za jeden den.

Dokéazte, ze pre uhly trojuholnika «, £, v plati sina + sin 8 + siny =

B

a 8 ol
4. cos 5 COS 5 COS 3.

Pre kazdych r ¢isel xq, xs, - - - , z, plati
(#1 + 204+ 2, <r(@2 4+ 22+ +22).

Dokazte matematickou indukciou. Kedy nastava rovnost?



Kapitola 3
Tedria mnozin

1. Nech A = {a,b,{0},0}

a) Kol'ko prvkov ma mnozina A?

b) Zistite, ktoré z nasledujtcich 6 tvrdeni s pravdivé a ktoré nie:

Aec A heA {a,b} € A
ACA hcA {a,b} C A

2. Nech A, B, C st Tubovolné mnoziny. Dokézte nasledovné tvrdenia:

pre N,U.°

a) AUA=A

b) ANA=A

c) AUB=BUA

d) AnB=BnNA

e) AU(BUC)=(AUuB)UC

fy An(BNnC)=(AnB)NnC

g) AN(BUC)=(ANB)U(ANC)
h) AU(BNC)=(AUB)N(AUC)

13
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ch)y ADNBCA ANBCB
ACAUB,BCAUB
(AU B)¢ = (A° N BY)
(AN B)¢ = (A° U BY)

ACYC = A

1

J
k

)
1)
)
)
)
)
)
)
)
)

—~

m
n
0) AN(AUB)=A
p) AU(ANB)=A

q) A = B prave vtedy, ked A = B¢

K) (A=C)—(B—C) = A— (BUC)
U(B—C)=(AUB) - (C — A)
— B = A plati prave vtedy, ak AN B =)

pre rozdiel —:

a) (ANB)-C=ANn(B-C)

b) (ANB)-C=(A-C)n(B-C)
¢c) (AUB)—C=(A-C)u(B-C)
d) C—(AnB)=(C—-A)U(C - B)
e) C—(AUB)=(C—-A)N(C-B)
fy A-B=A—-(ANnB)=(AUB)—-B
g) A—(B-C)=(A-B)U(AnQO)
h) (A-B)-C=(A-C)-B
ch) (A—B)—C=A—-(BUCQ)

i) (A—-B)UB=AUB

j) (ANB)—(ANC)=AnNn(B-C)
)

)

)
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n) Ak A C B, tak B — A = B prave vtedy, ak A = ()
pre symetricka diferenciu —
) A-B=B-A
) A (A UB)—(ANB)
¢) A=(B=C) = (A-B)-C
d) rovnica X—A = B mA jediné riesenie X := A—B

a

b

3. Vyjadrite ostatné mnozinové operacie pomocou danych operécii, alebo
dokézte, Ze sa to neda:

lentné:

a) ACB

b) ANB=A

c) AUB=DB
d) A—-B=10

e) AUB=U
fy A~AB=B—-A
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5. Nech A, B, C st Iubovolné mnoziny. Potom platia nasedujtce ekviva-
lencie:
a) CCANB < (CCAANCCB)
b) AUBCC «<— (ACCABCC(C)

6. Ak A C B, tak pre lubovolni mnozinu C' plati:

7. Ak A C B, aky vztah plati pre mnoziny A—B a B—C?
8. Najdite priklad mnozin spliiajicich podmienky AUB = AUC a B # C.
9. Nakreslite Vennove diagramy znazornujice nasledujtce situacie:

a) AUB C AUC(C, ale B nie je podmnozinou C'

AUB=CUB,ale A#C
ANB=CnNB,ale A#£C

)
b) ANB C ANC, ale B nie je podmnozinou C'
c)

)

d
10. Dokazte, ze AU B = () prave vtedy, ak A =0 a B = ().
11. Ak A; C Ay, By C By, tak potom A1NB; C AsNBya AjUB; C AsUBs.
12. AU(BNC)=(AUB)NC prave vtedy, ked A C C.
13. Rovnost AU B = AN C plati prave vtedy, ked B C A C C.

14. Ak existuje takd mnozina X, 7e ANX =BNXaAUX = BUJX, tak
potom A = B.
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15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

Nech A; U Ay = By U By; zistite, ¢ musi platit A; = By a Ay = Bs.
Ukazte, ¢i st nasledovné tvrdenia ekvivalentné

a) AUB=AUC=BUC
b) ACBUC,BCAUC,CC AUB

Ukazte, ¢i st nasledovné tvrdenia ekvivalentné

a) ANB=ANC=BNC
b) ANBCC,AnCCB,BNCCA

Dokazte ekvivalenciu nasledovnych podmienok:

a) ACBNC,BCANC,CCANB
b) A=B=C
c) AUBCC,AUCCB,BUCCA

Nech A C U, B C U. Najdite v8etky mnoziny X C U, pre ktoré plati

a) AUX =B
b) ANX =B

AUB=(A-B)U(B—A)U(ANB).

(AU B) — B = A, prave vtedy, ak AN B = 0.
A — B C C préave vtedy, ak A — C C B.

A — B = AU B prave vtedy, ak B = ().

Dokéazte, ze nasledujuce tvrdenia su ekvivalentné:

a) A-BCA-C
b) AnNCCANB
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25

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

A—C C B—C prave vtedy, ak A C BUC.
AUB = AUC prave vtedy, ak B— A=C — A.
A~B = A prave vtedy, ak B = 0.

A-B = () prave vtedy, ak A = B.

A-B = AU B prave vtedy, ak AN B = 0.
A-B = AN B prave vtedy, ak A = B = 0.
A-B = A-C prave vtedy, ak B = C.
AN(B-C)=(ANB)—(ANCO)
(A-B)—(ANC)=AUB
(AuC)—(BuC)=(A-C)—(B-C)
(A-C)c(A-B)U(B-0C)

(A-C) c (A—B)U (B-C)

Dokazte, ze ku kazdej dvojici mnozin Ay, Ay existuju dve disjunktné
mnoiiny Bl, Bg také, 7e Al U A2 = B1 U BQ.

Dokazte, 7e (UacaA) \ D = Uagca(A \ D) pre kazdia mnozinu D a

mnoZinu mnozin A.

Dokazte (napr. matematickou indukciou):
ak n > 2, tak

a) AAU---UA, =
=(A —A)U---UA, 1 —A)UA, - AU A N---NA,)

b) AjU---UA, =
:A1U(A2—A1>U[A3—(A1UA2)]UU[An—<A1UUAn,1)]
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40.

41.

42.

43.

44.

45.

46.

47.

Definicia. Nech je dand mnozina M. Potencnou mnoZinou mnoziny

M nazveme mnozinu vSetkych podmnozin mnoziny M:

P(M) = {X|X C M)

Zostrojte potenéné mnoziny pre nasledujice mnoziny:

0, {0}, {0{0}}, {a}, {a,b,{a}}

Kolko prvkov ma poten¢na mnozina P (M) n-prvkovej mnoziny M?
Nech A C B. Dokazte, ze potom P(A) C P(B).
P(A)NP(B)=PANB)

P(A)UP(B) CP(AUB)

[ustrujte vztahy v predoslych dvoch tlohach na konkrétnych mnozi-

nach.
Rozhodnite, ¢i pre kazdé dve mnoziny A, B plati

P(A\ B)\ {0} € P(A)\ P(B).

Dokéazte, ze pre kazdé dve mnoziny A, B plati P(A)UP(B) C P(AUB)

a najdite vsetky dvojice mnozin A, B, pre ktoré nastéva rovnost.



Kapitola 4

Usporiadana dvojica a

karteziansky stcin

1. Dokazte, ze karteziansky sacin dvoch mnozin A = {0}, B = {0} a
C = {{0}} nie je asociativny.

2. Najdite také mnoziny A, B,C, aby AU (B x C) # (AUB) x (AUC)

(navod: vystacite s mnozinami () a {0})
3. Dokézte, ze z rovnosti X x X =Y x Y vyplyva X =Y.
4. Dokazte, Zeak X #Da X xY =X x Z,tak Y = Z.
5. Nech A, B, C' st mnoziny.

a) Dokazte, ze ak A C B, tak Ax C C B x C.

b) Ako sa zmeni vysledok z a), ak namiesto C piSeme C?

6. Pre Tubovolné tri prvky a,b, c méZeme definovat usporiadanu trojicu
napriklad vztahom (a,b,c) = (a, (b, c)).

a) Dokazte, ze dve usporiadané trojice sa rovnaji prave vtedy, ked

maju na rovnakych miestach rovnaké prvky.

b) Kolkymi sposobmi viete definovat usporiadant Stvoricu?

20



KAPITOLA 4. USPORIADANA DVOJICA A KARTEZIANSKY SUCIN21

7. Nech A je mnozina, ktord ma n-prvkov, X C A Y C A. Najdite pocet
usporiadanych dvojic (X,Y') takych, ze plati (X —Y)U (Y —X)| =1



Kapitola 5

Relacie, ekvivalencia, rozklad

mnoziny

1. Nech D a F su relacie medzi prvkami mnozin A a B. Dokazte, ze
(DNE)*=D1'nE"

2. Nech D je relacia medzi prvkami mnozin A a B a nech E je relacia medzi
prvkami mnozin B a C. Dokazte, Ze potom (E o D)™ = D7'o E~1.
(Navod: ak (z,y) € (EoD)™!, tak (yox) € (FoD) a preto existuje takeé
z€ B,%e (y,z) € Da(z,z) € E. Potom ale (z,y) € D', (z,2) € !,
a tak (z,y) € D' o E~'. Druh4 inkluzia sa dokaze podobne.)

3. Nech T je relacia na mnozine M. Nech Iy, je mnozina {(x,z) € M x
M;x € M}. Dokazte:

a) Relacia T je reflexivna prave vtedy, ked I, C T.
b) Relacia T je ireflexivna prave vtedy, ked I, N'T = 0.

c) Relacia T je symetricka prave vtedy, ked T = T

)
)
)
d) Relacia T je asymetricka prave vtedy, ked T NT~1 = (.
e) Relacia T je tranzitivna prave vtedy, ked ToT C T.

)

f) Relacia T je atranzitivna prave vtedy, ked ToT NT = (.

22
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g) Reldcia T je trichotomicka prave vtedy, ked TUT Ul = M x M.

4. Nech T je relacia na mnozine M. Dokazte, ze ak je T reflexivna a

tranzitivna relacia, tak 7o T' = T'. Plati aj obratené tvrdenie?

5. Nech M je mnozina. Potom () je relacia na M. je tato relacia reflexivna,

symericka, resp. tranzitivna?

6. Dokazte, Ze ak o je tranzitivna relacia, tak aj o~! je tranzitivna relacia.
Dokazte, Ze ak o je antisymetricka relacia, tak aj o~! je antisymetricka

reléacia.
7. Uvazujme relaciu

{(a,b) € Z x Z; (|a + b| — 24)(|a — b| — 24) = 0};
r,s) €L XL;(|r+s|=|34+r—sl}
¢,d) € Z x Z; (ed + 100)(cd — 60) = 0};

Rozhodnite, ¢ je R reflexivna, ¢i je symetricka a ¢ je tranzitivna. Svoje
tvrdenia zdovodnite. Ak je R relaciou ekvivalencie na mnozine celych

¢isel, najdite triedy rozkladu indukovaného touto relaciou.
8. Nech D je relacia na X.

a) Dokézte, Ze D U D™! je najmensia symetricka relacia na X obsa-
hujiaca D, t.j. ak T je symetrické relacia na X obsahujtica D, tak
DuDtcCcT.

b) Dokazte, ze D N D! je najvicsia symetricka relacia na X obsia-
hnuta v D.

9. Nech A # (). Je niektoré z relacii 0, A x A relacia ekvivalencie na A?

10. Nech Z,Q, R je mnozina v8etkych celych, racionalnych, resp. realnych

¢isel. Oznacme
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

T={(z,y) e RxRjx—yeZ}
U={(z,y) e RxR;z—y € Q}
Dokazte, ze T, U su relacie ekvivalencie na R. Opiste rozklady mnozin

R indukované tymito relaciami.

Nech W je neprazdny systém relacii ekvivalencie na X. Dokazte, ze

potom aj [|W je relacia ekvivalencie na mnoZine X.

Nech D je relacia ekvivalencie na mnozine A. Je D~ tieZ relacia ekvi-

valencie na A?

Nech F je relacia ekvivalencie na mnozine X a T" je relacia ekvivalencie
na mnozine Y. Nech P C (X X Y) x (X x Y) je relacia definovana
vztahom: ((x1,11), (22,42)) € P <= (21,22) € E A (y1,42) € T
Dokazte, ze P je relacia ekvivalencie na mnozine X x Y.

Kolko je vSetkych relécii ekvivalencie na stvorprvkovej mnozine? Kolko
je ich na pétprvkovej mnozine? (Névod: najdite vetky rozklady mno-
Ziny.)

Nech X je mnozina, ¢ je rozklad mnoziny X, T' je relacia ekvivalen-
cie na X. Nech ¢(T) je rozklad indukovany relaciou T a T(p) rela-

cia ekvivalencie indukovana rozkladom . Dokézte, ze p = p(T(p)) a

T =T(p(T)).

Nech D je relacia na mnozine A. Definujte D*. Ukazte, ze D* je naj-

mensia (v zmysle inklazie) reflexivno-tranzitivna relacia na A.

Nech D C R x R, (z,y) € D < y — x je celé ¢islo. Zistite, ¢i relacia
D na R je relaciou ekvivalencie, ak ano, najdite jej triedy ekvivalencie,

teda rozklad prisluchajici k ekvivalencii D.

Ozna¢me M mnozinu vSetkych uzavretych intervalov (a,b), kde a,b €
R. Definujme na mnozine M relaciu R takto: (I,J) € R, ak sin(/) =
sin(J). Dokéazte, ze R je relacia ekvivalencie a popiSte triedy rozkladu

M indukovaného relaciou R.



Kapitola 6
Zobrazenia

1. Nech X, Y st neprazdne mnoziny a f Tubovolné zobrazenie z X do
Y. Definujme ¢ : P(X) — P(Y) tak, ze g(A) = f(A) pre lubovolnu
mnozinu A C X. Dokézte, ze ¢ je injektivne prave vtedy, ked f je

injektivne.

25



Kapitola 7
Usporiadania

1. Nech A je mnozina. Je () resp. A x A ¢lasto¢né usporiadanie mnoZiny

A? Je to usporiadanie mnoziny A?

2. Nech ¢ je neprazdny systém ¢iastocnych usporiadani mnoziny A. Do-
kazte, ze potom aj () je Ciastotné usporiadanie mnoziny A. Plati
podobné tvrdenie aj pre nemprézdny systém usporiadani na mnozine

A?

3. Dokazte, 7e ak je D je usporiadanie mnoziny A, tak aj D~ je usporia-
danie mnoziny A. (Usporiadanie D~! sa nazjva opa¢né usporiadanie k

usporiadaniu A.)

4. Ozna¢me znakom Q[z] mnozinu vSetkych polynémov s racionalnymi
koeficientami. Nech A[z] je mnoZina vSetkych polynémov v x aspoii pr-
vého stupiia s racionalnymi koeficientami. (Alx] = Q[x]\@; @ mnoZina
racionalnych ¢isel). Definujeme na A[x] relaciu D takto: Ak f(x),g(x) €
Alx], tak [f(x), g(x)] € D préave vtedy, ked g(z) = f(x).g(x) pre nejaké
g(x) € Alx].

5. Dokazte, ze ¢iastocné usporiadanie z predchadzajiceho cvicenia nie je

usporiadanie. (Navod: VSemnite si, ze f(z) =z a g(x) =2 + 1.)

26
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6.

10.

11.

12.

13.

14.

Nech ¢, 7 st dva rozklady na mnozine X # (). Hovorime, Ze ¢ < T
(alebo, ze rozklad ¢ je mensi ako 7), ak ku kazdej mnozine M € ¢
existuje takd mnozina P € 7, ze M C P. Dokézte, ze < je Ciastocné

usporiadanie systému vSetkych rozkladov mnoziny X.

Dokazte, ze ak M je nejaky systém rozkladov mnoziny A, ktory je
usporiadany relaciou < z predchadzajiceho cvic¢enia, tak zodpovedajici

systém relécii ekvivalencie na A je usporiadany relaciou inkluzie.

Nech D je ¢iastocné usporiadanie neprazdnej mnoziny A. Dokazte, Ze

D nie je relacia ekvivalencie na A. Ako je to v pripade A = ()7

Néajdite priklad relacie na neprazdnej mnozine M, ktora nie je ani Cias-

toénym usporiadanim, ani relaciou ekvivalenice.

Nech C'(0,1) je mnozina vSetkych spojitych funkcii definovanych na
intervale (0, 1) s hodnotami v R. Nech 7" C C(0,1) x C(0,1) je relacia
definovana vztahom [f,g] € T <= ((Vz)(f(x) < g(y)) A 3y)(f(y) <
g(y))). Dokazte, ze T je ¢iasto¢né usporiadanie mnoziny C'(0,1), ktoré

nie je usporiadanim.

Dokéazte, ze v usporiadanej mnozine sa pojem minimalneho prvku zho-
duje s pojmom najmensieho (prvého) prvku a pojem maximalneho

prvku sa zhoduje s pojmom najvicsieho (posledného) prvku.

Dokazte, ze usporiadand mnozina mé najviac jeden maximalny a naj-

viac jeden miniméalny prvok.

Nech A je ¢iasto¢ne usporiadand mnozina, ktord méa prave jeden mini-
malny prvok a. Je pravda, zZe potom a je aj najmensim prvkom mnoziny

A?

Uvazujme relaciu delitelnosti | na Z* (a | b, ak 3k € ZT : b = ka).
Dokéazte, ze tato relacia je Ciastocnym usporiadanim. Dokazte, ze pre
Tubovolnt konecnit mnozinu A C Z* existuje v Z* najvacsi prvok

(vzhladom na reléciu |).



Kapitola 8

Mohutnosti mnozin, spocitatelné

mnoziny

1. Dokazte, ze

(a) A= A (existuje bijektivne zobrazenie z A do A)

(b) ak A=B,tak B= A

(c)ak A=BaB=C,tak A=C
2. Dokazte, ze

(a) ak A= B, tak |A| = |B|

(b) ak |Ai] = |As|, [Bi| = |Ba| a [Ai] < [Bi], tak [As] < [By

(c) ak existuje surjektivne zobrazenie z A do B, tak |B| < |A]
3. Nech Ay C A C Aa A= A,. Dokézte, ze A = A;.

4. Dokazte, ze ak |A| < |B|a|B| < |A|, tak |A| = | B| (Cantor-Bernstainova

veta).

5. Dokéazte, ze

28
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

(a) kazda podmnozina koneénej mnoziny je koneéné;

(b) zjednotenie koneéného poc¢tu koneénych mnozin je koneéna mno-
Zina;

(c) karteziansky suc¢in konec¢ného po¢tu kone¢nych mnozin je koneéna

mnozina.

Definujte postupnost.

Dokazte, ze kone¢na mnozina nie je ekvivalentna ziadnej svojej vlastnej

podmnozine a ziadnej svojej nadmnozine.

Dokazte, ze dve konecéné mnoziny su ekvivaentné prave vtedy, ked ob-

sahuji rovnaky pocet prvkov.
Dokéazte, ze kardinalnych ¢isel je nekonecne vela.

Dokazte, ze z kazdej nekonecnej mnoziny mozeme vydelit spocitatel ni

mnozinu.

Dokazte, Ze mnozina je nekonecna vtedy a len vtedy, ked je ekviva-

lentné niektorej svojej podmnozine.

Dokéazte, ze kazda podmnozZina spocitatelnej mnoziny je spocitatelnéa

alebo konec¢na.

Nech obor definicie funkcie je spocitatelnd mnozina. Dokazte, Ze obor

hodnét tejto funkcie spocitatelna alebo kone¢na mnozina.

Dokéazte, ze neprazdna mnoZina A je spocitatelné alebo kone¢na préave

vtedy, ked je mnozinou hodnot niektorej funkcie z N do A.

Dokéazte, ze ak so spocitatelnej mnoziny vynechame kone¢nt podmno-

zinu, tak zostavajuca mnozina je nekonecna.

Dokazte, ze
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17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

(a) ak A a B st spocitatelné mnoziny, tak AU B je tieZ spocitatelna;

(b) ak vSetky A; st kone¢né, neprazdne a po dvoch disjunktné mno-

ziny, tak A; je spoc¢itatelnd mnoZina.
) T
1EN

Dokazte, ze
(a) ak A je nekonefna mnozina a B je konefna alebo spocitatelna
mnozina, tak AU B = A;
(b) ak A je nekone¢na a nespocitatelna mnozina a B je kone¢na alebo

spocitatelnd mnozina, tak A\B = A.

Dokézte, ze ak Ay, ..., A,, n > 1 su spocitatelné mnoziny, tak aj

Ay x ... x A, je spocitatelnad mnozina.
Dokazte, ze

(a) mnozina celych ¢isel je spocitatelna;

(b) mnozina racionalnych ¢isel je spocitatelna;

(¢) mnozina racionalnych ¢isel intervalu (a, b) je spocitatelna pre a <
b;

(d) mnozina dvojic (z,y), kde x a y st racionalne cisla, je spo¢itatelna.

Dokézte, ze mnozina vSetkych konecnych postupnosti, vytvorenych z

prvkov niektorej spoc¢itatelnej mnoziny je spocitatelna.

Dokézte, ze mnozina mnohoclenov jednej premennej s celoc¢iselnymi

koeficientami je spocitatelna.

Dokéazte, ze mnozina vetkych koneénych podmnozin spocitatel nej mno-
oo . v o .

ziny je spocitatelna.

Dokézte, ze mnozina algebraickych c¢isel, t.j. ¢isel, ktoré st korenmi
mnohoclenov jednej premennej s celo¢iselnymi koeficientami, je spoci-

tatelna.
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24.

25.

26.

27.

28.

Dokazte, ze lubovolna podmnozina po dvoch disjunktnych otvorenych

intervalov na realnej priamke nie je vécSia nez spocitatelné.
Dokazte, ze pre lubovolny interval (a,b) C R, a < b plati |(a,b)| = c.

Nech |A| = a,|B| = b, A, B-konetné, a > b. Nech n(a,b) je pocet
zobrazeni mnoziny A na mnozinu B. Ukazte, Ze plati: n(a,b) = b[n(a—
1,b—1) +n(a — 1,b)]. Urcte n(5,3).

Zostrojte mnoziny X,Y a zobrazenie f : X — Y tak aby relacia !

nebola zobrazenie.

Rozhodnite, ¢ mé kazda nekonecna spoéitatelna mnozina rozklad na

nekonecne vela nekone¢nych spocitatelnych mnozin.



Zaver
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