Cvicenie 2: Kvantifikované vyroky

V matematike Casto stretneme vety, ktoré vyzeraju ako vyroky, len obsahuji premenné. Prave tieto premenné ndm
brania v urc¢eni pravdivostnej hodnoty, preto nejde o vyroky.

Volne povedané, vijrokovd forma je oznamovacia veta s premennymi, ktord sa stane vyrokom, ked za premenné
dosadime hodnoty. Vyrokové formy oznac¢ujeme rovnako ako vyroky (teda v nasom pripade malymi pismenami) s
tym, ze za ne do zatvorky priddme premenné ktoré obsahuji. Napr. vyrokova forma a(x) obsahuje jednu premennu
a vyrokovd forma b(z,y) zas dve premenné.

Z vyrokovej formy mozno spravif vyrok dosadenim konkrétnej hodnoty (hodnodt) z jej oboru za jej premennt
(premenné) alebo pridanim kvantifikdtora.

e Vseobecny (velky) kvantifikdtor: Va: a(x) (pre vietky z plati a(z))
e Existencny (maly) kvantifikator: 3x: a(z) (existuje x, pre ktoré plati a(x))
Pri zapise niektorych vyrokov vyuzivame nasledovné matematické znacenia:
e d| a: &islo d delf &islo a / &islo a je delitelné &fslom d / &fslo a je ndsobkom éisla d;

e g mod d = z: zvySok ¢isla a po deleni ¢islom d je z;

V 1lohe [10] pomocou vyrokovej logiky vyjadrite, ¢o presne tieto tvrdenia znamenaju.

— Uloha 1. Vyjadrite slovne nasledovné vyroky a urcte ich pravdivostni hodnotu.

a) Jr€Z:x>5 d) Iz eR: 22 =1
b) Vo € Z: 2? > 0 e) (Fxe€Z:x=5)=NMyecZ: y=5)
c) Ve e RT: /x € R f) Qv €Z:2=5)= VxeZ:x=05)

— Uloha 2. Rozhodnite o pravdivosti nasledovnych tvrdeni:
a) Ve RVyeR:z4+y =0,
b) IxreRVyeR: z+y =0,
c)VceRIyeR: z+y =0,
d) IzreRIyeR:z+y=0,

— Uloha 3. Rozhodnite o pravdivosti nasledovnych tvrdeni:
a) Ve e RVy e R: 2y =0,
b) IxreRVyeR: 2y =0,
c) Ve RIyeR: zy =0,
d) IzeRIyeR: zy=0.

Uloha 4. Rozhodnite, ktoré vyroky si pravdivé.

a) reR:z-1=2 e) reRIyeRiz-y=1
b) VxeR:z-1=z f) IreRVyeR:iz-y=1
c) reRiz-z=1 g) VeeRIyeR:z-y=1
d) VzeR:z-z=1 h) VieRVyeR:z-y=1

Uloha 5. Rozhodnite, ktoré vyroky si pravdivé.
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a) meNIkeN: k>n d) IneNIkeN: k|n
b) Vne NIk eN: k>n e) vne NJkeN: k|n
c) ImeNVEeN: k>n f) IneNVEkeN: k|n

Uloha 6. Znegujte nasledovné vyroky.
a) dn € N: 42 <n < 47

b) Vae NT 3b e NVec € N: (¢ > b= ¢ < 2

c) Vac RVbeR: [(agQAb>0)=3cecQ: |a—c|<b

d) Va e N: [(3be N: a=0b%) = [(Ve € N: a # 3c) = (Id € N: a + 2 = 3d)]]

e) Ve RVyeR: [(z>0Ay>0)=3ceR:[c=x-y=[VzeR: (z>c=2z>0)]]

Znegujte aj vyroky z predoslych tloh.

Uloha 7. Aky vyznam budi mat vyroky Va € M: a(x), 3z € M: a(x) ak je M a) jednoprvkové b) prazdna
mnozina?

Uloha 8. Uréte, o ¢om hovoria nasledujice vyroky, urcte ich pravdivostni hodnotu a znegujte ich.
a) dJr €Z: (rmod2=0Vzxmod2=1)
b) Vx € Z: (x mod 2 =0V zmod2=1)
c) xre€Z: (xmod2=0Azmod2=1)
d) Vae RYbeR: [(ac QADEQAa#b)=TceR: (ceR-QAa<c<b)
e) Vac RYbeR: [(agQAb>0)=3cecR: (ce QA Ja—c| <)),
fy Va e RVbeR: [(ae NFAbeNT) = JeceR: (c£0Aa? -2 =]
g) VaeR: [aeNt = TFeR: beNA(Ve: (ceNAe>Db) = <29

Uloha 9. Zapiste nasledovné vyroky (pri dlohdch o prvocislach mozete vyuzit vyrokovi formu p(z) defino-
vanui ako ,x je prvocislo“):

a) Kazdé ¢islo delitelné desiatimi je delitelné aj dvomi.

b) Ziadne prvoéislo nie je parne.
¢) Sucet parnych ¢cisel je parny.
d) Medzi lubovolnymi dvomi raciondlnymi ¢fslami je nejaké iraciondlne.

e) Sucet lubovolnych troch za sebou idicich celych éisel je delitelny tromi.

g) Cislo 1 je najmensie nepérne prirodzené &slo.
h) Cislo 6 je najviésim spoloénym delitelom &isel 24 a 36.
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)

)

)

)
f) Existuje prave jedno parne éislo.
)

) C

i) Ak je nejaké celé ¢islo vicsie ako 5, tak aj ¢islo o 1 vicsie je vicsie ako 5.
j)

j) (*) Prvocisel je nekonecne vela.
k) (*) Pre kazdé celé ¢isla a, d (d # 0) vieme jednoznac¢ne urcit zvysok ¢isla a po deleni &islom d.

Uloha 10. Zostavte vyrokové formy, ktoré budd hovorit nasledovné:



a) a Je parne ¢islo.

b) a je delitelné piatimi.

c) d | a: ¢islo a je delitelné ¢islom d.
e) amod d = z: a dava zvySok z po deleni ¢islom d.

f) @ je najmensie ¢islo mnoziny M (M je podmnozina celych ¢isel)

g) Cislo d je najviicsim spoloénym delitelom é&isel a, b.

)
)
)
d) a dédva zvysok 3 po deleni 7-mimi.
)
)
)
h)

p(x): x je prvocislo

Pozndmka. Premenné pouZité v tychto vyrokovych forméach mozu byt viésinou brané len z niektorych mnozin
(napr. celé ¢isla). Tieto zamléané podmienky si doplitte podla toho, ako s zname.

RieSenia uloh

1.

a) |dx€Z:x>5 Existuje celé ¢islo vicsie ako 5 T

b) | Vo €Z: 2% >0 Druha mocnina kazdého celého ¢isla je kladnd. | F

c) | Ve e RT: /r e RT Odmocnina kazdého realneho ¢isla je kladna. T

d) | IzeR: 22 = -1 Existuje redlne ¢islo, ktorého druhd mocnina je | F
-1

e) | (Fxre€Z:x=5)= (VyeZ:y=25) | Ak existuje celé ¢islo rovné piatim, tak vsetky | F
celé ¢isla si rovné piatim.

f) | Gz eZ:x=5)= (Ve eZ: xz=5) | Ak existuje celé ¢islo rovné piatim, tak vsetky | F
celé ¢isla su rovné piatim.

Zdovodnenias:

a) Plati, lebo napr. x = 42 je celé ¢islo a je vécsie ako 5.

=3

Neplati, lebo z = 0 je celé &islo, ale neplati preii 02 > 0.

d

)
)
c) Plati, ide o zname tvrdenie.*
) Neplati, lebo také ¢islo neexistuje — druhd mocnina kazdého redlneho ¢isla je nezaporna.*
)

Neplati. Ide o zloZeny vyrok — implikdciu, ktord sa sklada z dvoch vyrokov. Na lavej strane je pravdivy
vyrok — lebo napr. 5 je celé ¢islo, ktoré je rovné piatim. Na pravej nepravdivy vyrok — lebo napr. pre
x =6 (Co je celé ¢islo) dostaneme nepravdu 6 = 5.

(§

f) Neplati. Ide o totozny vyrok ako v e). Hoci v oboch vyrokoch je pouzitd premennd x, tito premennd
plati iba vramci daného kvantifikovaného vyroku. Cize ide vlastne o dve rézne premenné. Podobni
situdciu vieme stretnif aj v programovani, kedy bezne na roznych miestach v kéde pouzivame pre-
menné s rovnakym ndzvom (napr. dva for-cykly s premennou 7).

* Tieto podilohy nie st zrovna reprezentativne z pohladu argumentécie. Ano, ide o zjavné tvrdenia a v tomto
pripade je zdovodnenie v poriadku. Neskor sa budeme viac venovat zddvodiiovaniu takychto vseobecnych
tvrdeni a vtedy zd6évodnenie ,Je to zjavné“ nemusf stacit.

2. Riesenia 1loh st zoradené podla ich naroénosti
a) Neplati, lebo pre x = 1, y = 2 neplati 1 + 2 = 0.

d) Plati, lebo pre z = 3, y = —3 plati 3+ (—3) = 0.



c) Plati, lebo pre lubovolné z € R a pre y = —x plati z + (—z) = 0.

b) Neplati, lebo pre lubovolné x € R zvolime y = 1 — z (Co je zjavne redlne &islo), pre ktoré mame
1+ (1—x)=1+#0, teda vyrok 1+ (1 — z) = 0 neplati.

Uvedomme si, ze v podiilohe b) sme vlastne dokazovali negdciu tvrdenia, ktory vyzerd: Vo € Ry € R: z+y #
0. Preto sme pouzili takiito struktiru — zacali sme dokazovat véeobecny vyrok ,,Pre lubovolné x € R...“ apre
toto vSeobecné x sme zacali dokazovat existenény vyrok, ¢o sme zacali volbou y. Po prejdeni kvantifikdtorov
sme dokazovali, ze plati z +y # 0.

Vyroky b) a c) ilustruji, Ze na poradi kvantifikdtorov zdlezi. To mozeme ilustrovat aj roznymi slovnymi
vyznamami vyrokov b) a c):

b) Existuje redlne ¢islo, ktoré ddva sicet 0 s Tubovolnym redlnym &fslom.

c) Kazdé redlne ¢islo dava sicet 0 s nejakym redlnym ¢islom.

a) Neplati, lebopre x =4 ay=2:4-2#0.
b) Plati, lebo pre x =0 plati Vy e R: 0-y =0

c) Plati, lebo pre kazdé x € R plati: pre y = 0 dostaneme x - 0 = 0.

)
)
)
)

d) Plati, lebo pre z =0 ay = —17 plati 0- (—17) = 0.



