Cvicenie 3. Dokazy

V nasledovnych tlohdch a aj neskér na predmete sa budeme ¢asto stretdvat s nasledovnymi pojmami:

e Precelé ¢islaa, d:d|a< Ik €Z:a=k-d (z4pis ¢itame tiez ,d deli a“, ,d je deliteflom a“, ,a je delitelné
d“).

e Precelécislaa,d, zzamodd=2< 3k €Z: a=k-d+ z (Cltame: ,a ddva zvySok z po deleni d*).

e Racionélne ¢islo je také ¢islo, ktoré mozno vyjadrit v tvare a/b, kde a € Z a b € Z — {0}. Mnozinu vsetkych
racionalnych ¢isel oznacujeme Q.

O tychto pojmoch existuje vela tvrdeni (napr. sicet dvoch raciondlnych &fsel je raciondlne ¢islo), ktoré zrejme
aj poznate zo strednej skoly. V nasledovnych tlohéach si niektoré alebo podobné tvrdenia dokdzeme. Preto ich v
dokazoch nevyuzivajte. Snazte sa dokazy spravit ¢o najviac len z definicie.

—+ Uloha 1. Dokéizte nasledovné tvrdenia:

a+b2m

a) Va, b e R{:

b) dJreR:3x+2>2x+5
c) Ve eRt Jye R :z-y=1
d dJreRVyeR:zy=0

)
)
)
e) Ve e RY: (Bz+5< 2% = 4z +8 <271
f) Va,beZ: [(5]anb]|b)=5]|(a+Db)]
g) Vn e N: (T14Tn = T1n)

h) Vz,y € RT: <7x+§<4y+%:>a:<y>.

i) logy 3 je iraciondlne ¢islo.

Uloha 2. Rozhodnite, ¢ nasledovné tvrdenia st tautologie

— a) [(a=b)A(cVd)A((maNc)=¢e)]=[-b= (eVd)],

b

1

[(ma=b)V(cAd)V (e N—cA=a)] = [(=bA—c) = a],
— c) [(Fa=b)V(cAd)V(eN-cAa)]=[(—bA-c)=a],

d) (anb)= (cV(d=(eV(aNnd))))

)

)

)

e) [([a=b)A(=bVe)]=[((c=d) ANa)=d]

£) (an=D)VI((meVd)A(aV—e)A(fV-g)) = (dV—e)

g) (aAN-bAc)V (b= (dAN—e))V(mcAdNe)V (d= (—aAc))
h) (a= —¢)V(-b= (-~d=¢))V((fAc)= (aN~d)).

Uloha 3. Pre kazdy z uvedenych virokov najdite taky priklad mnoziny M a vyrokovych foriem a(t), b(t) a
¢(t) definovanych na mnozine M, aby po ich dosadeni do vyroku sme dostali pravdivy / nepravdivy vyrok

— a) [Gx e M:a(x) ANy € M: bly)] =Vze M: (a(z) = b(2))

c) Ve e M:a(x)=Jye M:bly)|=VeeM:Jye M: (a(x) = b(y))

)
b) Ve € M: [a(z) = Jy € M: b(y)] = Vx € M: (a(z) = b(x))
)
d)

VeeM:3yeM: (a(z)=bly)) ATz e M:Vy € M: (b(z) = c(y))] = Ve € M: (a(z) = c(z))



Lol Ll

e) Ve e M: (a(z) = —b(x)) = [Vx € M: (a(z) = b(z)) VVz € M: (b(z) = a(z))]

Uloha 4. Zistite, ¢i nasledovné vyroky su tautolégie. V pripade, Ze nejde o tautolégiu, mozno dostaf
tautolégiu nahradenim < za < alebo =7

Vz:a(x) = 3x: a(z)

)

)
¢) Va: (a(z) Ab(z)) & (Vo a(z) AVz: b(z))
d) Va: (a(z) vV b(z)) & (Vz: a(z) VVz: b(z))
e) Ju: (a(z) Ab(x)) & (3a: alz) A Jz: b(z))
f) ot (a(z) V b(z)) & (Jz: a(z) v Iz: b(z))
g) Vz: (a(z) = b(z)) & (Vz: a(z) = Va: b(z))
h) 3o (a(z) = b(x)) & (Va: alz) = Jz: b(z))

: af (

Uloha 5. Dokézte nasledovné tvrdenia:
a) Ya,be N: [(22]aA33|b) = 11| (a+b)]
b) Vn € Z: (3tn = n?mod 3 =1)
c) Vn e Nt: (2" < n! = 2"l < (n 4+ 1))
d) Vn e N: (5|n?+1=101n)
e) Va, b€ N: [(amod7=4Abmod7 =5) = abmod 7 = 6]

a+b < 2(a® + ab + b?)
2 - 3(a+0b)

f) Va, be RT:

g) Vo, y e RT: (5a? + 7z +2 <4y* +3y =2 <y).
Uloha 6. Dokézte, ze nasledovné &isla su iraciondlne. Mozete pritom vyuzit, Ze éislo 7 je iracionélne.
a) V3
b) /p, kde p je lubovolné prvocislo
c) 27

47
T+ 42

Uloha 7. Rozhodnite o pravdivosti nasledovnych vyrokov. vase tvrdenia dokazte.

d)

a) Sucet Tubovolnych troch za sebou iducich prirodzenych éisel je delitelny tromi.
b) Sticet fubovolnych styroch za sebou idtcich prirodzenych éisel je delitelny Styrmi.

c¢) Suéin Tubovolnych troch za sebou idicich prirodzenych &isel je delitelny tromi.

)
)
)
d) Suein Iubovolnych péf za sebou idiicich prirodzenych &isel je delitelny piatimi.
e) Sucin Tubovolnych pit za sebou iducich prirodzenych &fsel je delitelny &islom 120.
f) Sucet tretich mocnin troch za sebou idicich éisel je delitelny deviatimi.

)

g) Stucet dvoch racionalnych ¢isel je raciondlny.



h) Sucet dvoch iraciondlnych ¢isel je iracionélny.

i) Sucin dvoch raciondlnych ¢isel je racionélny.

J
k

Suécin dvoch iraciondlnych ¢isel je iracionélny.
Sucet racionalneho a iracionalneho ¢isla je iracionalny.
1) Ak suc¢in dvoch redlnych &fsel je iraciondlne &fslo, tak aspoil jedno z nich musi byt iraciondlne.

m) Ak sucet piatich redlnych ¢isel je nula, tak aspon jedno z nich je nezdporné.

)

)

)

)

)

n) Va,beZ: [(a|bAalc)=al|(b+c)

o) Va,beZ:[a| (b+¢c)=(a|bAal]c)

p) Va,beZ: [a|bc= (a]|bAalc)

q) Va,b e Z: [(NSD(a,b) = NSD(b,¢) = 1 = NSD(a, ¢) = 1]

r) Va,b € Z: [(NSD(a,b) = NSD(b, ¢) = 2 = NSD(a, ¢) = 2]

s) Ak \/a+ Vb € Q pre nejaké raciondlne &sla a, b, tak aj va € Q, aj vb € Q.
)

t) Z Tubovolnych piatich za sebou idtcich éisel mozno vybrat styri éfsla, ktorych stéet bude delitelny
Styrmi.

Uloha 8. Pytagorejskd trojica je také trojica kladnych celych éisel a, b, ¢, pre ktoré plati a? + b = 2.
Rozhodnite, ¢i v kazdej pytagorejskej trojici:

a) sa nachadza aspon jedno parne ¢islo;

b) sa nachddza aspon jedno é&islo delitelné tromi;

¢) sa nachddza aspon jedno ¢islo delitelné styrmi;

d) sa nachddza aspon jedno ¢islo delitelné Siestimi;

e) sa nachddza aspon jedno ¢&fslo delitelné siedmimi.
Uloha 9. Rozhodnite o platnosti nasledovnych vyrokov:

a) Jc € R: Vn € N: 47n® + 42n3 + 17n% — 9 < cn®

b) JccR:VneN:n2 +47<en

¢) IK eR:Vz €R: (z > K = 27 — 502° — 4725 — 4223 — 172% + 187 — 9 > 0)
Uloha 10. Nech a, b st kladné celé éisla opacénej parity. Dokdzte, Ze ak nemozno kratit zlomok %, tak

—-b

. .. : a
nemozno kratit ani zlomok ——

a+b
Uloha 11. Mame reélne ¢isla a, b, c také, ze cisla

1 1 1
b+c’ c+a’ a+b

tvoria aritmetickd postupnost. Dokazte, ze aj ¢isla a?, b2, ¢? tvoria aritmetickd postupnost.
Uloha 12. Dokazte, ze ak x, y su celé ¢isla pre ktoré plati 31 | 6z + 11y, potom aj 31 | z + y.
Uloha 13. Nech a, b, ¢ st redlne ¢isla, pre ktoré plati a + b + ¢ = 0. Dokazte, ze

b byeo_

a a ¢
-4+ —-4+-+-+-+
a ¢ a ¢ b

3.
b



Uloha 14. Dokézte, ze neexistuje mnohoclen f(x) s celo¢iselnymi koeficientmi, pre ktory by platilo f(7) =
11 a f(11) = 13.

Uloha 15. Je &fslo V2 + /3 raciondlne?

Uloha 16. Dokézte, ze ak existuje nekoneéne vela prvoéisel p, pre ktoré je aj p + 2 prvoéislo, tak potom
existuje nekoneéne vela prvocisel p, pre ktoré je p + 2 prvoéislo a navyse p + 1 je delitelné 6-timi.

Uloha 17. (*) Dokézte, ze prvodisel je nekonecne vela.

Uloha 18. (*) Dokézte, Ze pre kazdé prirodzené ¢islo n je ¢islo 2 najviésim spoloénym delitelom éisel 2n+6,
4n + 10.

Uloha 19. (*) Dokdzte, ze ak existuje nekonecne vela palindromickych prvocisel (Eftaji sa rovnako spredu
aj odzadu), tak existuje aj nekoneéne vela palindromickych prvoéisel, ktoré majii nepdrny pocet cifier.



