Cvicenie 4: matematicka indukcia

Uloha 1. Dokézte, ze pre vsetky kladné celé ¢isla n plati

1)(n +2
124234344 4n-(nt1)="0F 3)("+ ),

Uloha 2. Dokéite, ze pre kazdé celé &islo n > 2 plati rovnost

2.2243.2244.204...4n-2"=(n—1)-2""1

Dalsie tlohy na dokazovanie si¢tov najdete v http://www.dcs.fmph.uniba.sk/~rajnik/udds/zbierka.
pdf, str. 10.

Uloha 3. Dokézte, Ze pre lubovolné prirodzené &fslo ¢ je ¢islo 8¢ + 6 delitelné siedmimi.

Uloha 4. Nech Fy = 0a F; = 1. Pre k > 2 polozme Fy = Fj_1 + Fy_o (tzv. Fibonacciho postupnost).
Dokézte, Ze pre Iubovolné prirodené &islo k plati

Fi+Fo+- -+ Fp=Fppo— 1.

Uloha 5. N4jdite vSetky prirodzené ¢isla n, pre ktoré plati

a) 2" >n — 2, d) 2n < 3", g) 3" < nl,
b) n? < 2. e) 3" +4" > 5"
c) nl> 2", f) 2" > 20n, h) (2n)! < 227 . (n!)2.

Uloha 6. Dokazte, ze pre kazdé celé ¢islo n > 2 plati

(n+1)!

N+214+31 4+ +nl < .
n—1

Uloha 7. Dokézte, 7e n priamok v rovine mé najviac n(n — 1)/2 priesecnikov.

Uloha 8. Na stole mame v rade n mincf zlava doprava, ktoré mézu byt Iubovolne oto¢ené (bud’ licom nadol,
alebo nahor). V jednom tahu moézeme zobrat niekolko prvych minci zlava a kazdu z nich oto¢if. Dokézte,
7e mozeme nade tahy volit tak, aby sme po nejakom ¢ase mali vetky mince otocené licom nahor.

Uloha 9. Mame rad n policok, ktoré si striedavo biele a ¢ierne. Do tychto policok vpiSeme v nejakom
poradi ¢fsla 1,2,...,n, kazdé prave raz. V jednom kroku mozeme zvolif policka réznej farby a vymenit na
nich éfsla. Dokézte, ze bez ohladu na to, v akom poradi éisla vpiseme do policok, ndm staéi spravit 2n — 2
krokov na to, aby sme ¢isla usporiadali vzostupne.

Uloha 10. Méme Stvorcekovi sief rozmerov 2™ x 2 §tvorcéekov, na ktorej je jedno policko ¢ierne, zvysné
su biele. Dokazte, ze pre kazdé prirodzené ¢islo n a pre kazdu poziciu ¢ierneho policka vieme Stvorcekovi
siet vydlazdit dlazdicami v tvare triomina L (ako na obrdzku) tak, ze sa dlazdice nebudu prekryvat a kazdé
biele policko bude zakryté dlazdicou. Dlazdice vieme aj otacat.

Uloha 11. Hanojské veze je hlavolam, ktory sa skladd z troch tyci (vezi) a n diskov (s dierou uprostred)
roznych velkosti. Na zaciatku st vsetky disky ulozené na jednej vezi. V jednom fahu mozeme presuntt
najvrchnejsf disk z jednej veze a polozit ho na vrch druhej veze. Po cely ¢as musime dodrzat pravidlo, ze
viics! disk nemoze byt polozeny na mens{ disk. Cielom hlavolamu je presuntit vsetky disky z jednej ty¢e na
druht tyé. Dokézte, Ze tento hlavolam mozno vyriesit pomocou 2" — 1 fahov.


http://www.dcs.fmph.uniba.sk/~rajnik/udds/zbierka.pdf
http://www.dcs.fmph.uniba.sk/~rajnik/udds/zbierka.pdf

Dalsie tulohy na precvicovanie

Uloha 12. Dokézte, ze pre kazdé prirodzené ¢islo n plati:
a) 3| nd—n,
b) 5| n®—n,
c) 31|57+ 4 62—t
d) 133 | 117+t 4 12201,
Uloha 13. Najdite vSetky prirodzené ¢isla n, pre ktoré plati
a) nl > 2", c) 3" 44" > 5", e) 3" < nl,
b) 2n < 3", d) 2" > 20n, f) (2n)! < 227 . (n!)2

Uloha 14. Dokézte, ze policka tabulky 2" x 2" mozno zafarbif bielou a ¢iernou farbou tak, ze ked si
zoberieme Tubovolné dva riadky, tak sa budi na polovici miest zhodovat a na zvysnej polovici miest liSit.

Uloha 15. V bani s neobmedzenym mnozstvom poschodi, ktoré su zhora nadol o¢islované —1, —2, —3, ...,
pracuje niekolko (koneéne vela) trpaslikov. Kazdy defi, v rovnakom ¢ase, z kazdého poschodia, na ktorom
sa nachddzaji aspon dvaja trpaslici, sa prave jeden trpaslik presunie nadol o tolko poschodi, kolko kolegov
mal v ten den na svojom poschodi. Dokazte, Ze po urcitom (koneénom) poc¢te dni bude na kazdom poschodi
najviac jeden trpaslik.

Uloha 16. Pod rozlomenim obdfinikovej tabulky ¢okolddy rozumieme jej rozdelenie (pozdfi priamky, ktora
prechddza hranami medzi Stvor¢ekmi) na dve obdiznikové tabulky, ktoré dohromady obsahujt rovnaky pocet
Stvoréekov ako povodna tabulka. Dokdzte, Ze kazdu obdlznikovi tabulku s n € NT polfckami mozno rozdelit
na jednotlivé stvorcéeky pomocou n — 1 rozlomeni. Ako by sa zmenilo rieSenie tilohy ak by bola zadana pre
tabulku a x b policok, kde a,b € NT.

Uloha 17. Méme 3 tyée oznacené A, B, C a 2n diskov, ktoré st vietky umiestnené na tyéi A a v poradi
zhora nadol st oéfslované 1,1,2,2,...,n,n. V jednom fahu méZzeme vziat vrchny disk z lubovolnej tyce a
umiestnif ho na vrch Iubovolnej inej tyce, avsak nesmieme pritom polozit disk s via¢sim éfslom na disk s
mensim ¢islom. (Disky s rovnakymi ¢islami na seba mozeme ukladat.) Dokéze, ze pre kazdé celé ¢islo n > 0
vieme pomocou 2" — 2 fahov premiestnit vietky disky z tyce A na ty¢ B.

Bonus. Napiste program, ktory zo vstupu nacita &islo n a vypise postupnost tahov, ktord presunie disky
z tyée A na ty¢ B. Kazdy fah bude v samostatnom riadku, ktory bude tvaru XY, ktory znamend, e z tyce
X presuvame disk na tyc Y.

Uloha 18. (3,5 boda) Dokézte, ze pre kazdé prirodzené ¢islo n existuju prirodzené ¢isla a, b také, ze
(14+V2)" = aVv2 +b.

Uloha 19. Dokézte, ze pre kazdé celé ¢islo n > 1 plati

Narocnejsie ulohy
Uloha 20. Nech Fy, = 0,F, = 1,F, = 1,F3 = 2, ... st fibonacciho &sla. Dokézte, ze pre lubovolné n > 1

plati:

n
ZFk =Fho— I
k=0



Uloha 21. Nech ai, as, ..., a, je n kladnych redlnych éislel. Dokazte, ze

n n
Zai <n-1+ l_Inlam(Lai)7
i=1 i=1

teda
ai+az+ -+ ap <n—1+max(l,a;) max(l,asz)---max(l,a,).

Uloha 22. Dokézte, Ze pre Iubovolnych n kladnych redlnych &fsel 1, o, ..., T, so si¢inom 1 plati
Ty +x20+ ...+ > Nn.

Pri dokaze nevyuzivajte zname nerovnosti.

Uloha 23. Dokézte, ze pre lubovolnych n kladnych redlnych ¢sel 21, za, ..., @, plati nerovnost
Tz Tp_1
L )
T2 X3 T, x1

Uloha 24. Dokézte, 7e pre kazdé prvocislo p a kazdé prirodzené &islo n plati p | nP? — n.

Uloha 25. Turnaja sa ztucastnilo n timov. Kazdé (neusporiadand) dvojica timov odohrala prave jeden zapas.
Kazdy zépas sa skonéil vyhrou niektorého timu. Dokéze, Ze timy mozno zoradit do postupnosti t1, ta, ..., t,
tak, ze tim t; vyhral nad timom to, tim o nad t3 a tak d'alej az tim t,,_1 vyhral nad timom ¢,.

Uloha 26. Nech z je redlne ¢islo a x —i—% je celé ¢islo. Dokazte, ze potom aj " +x 7" je celé ¢islo pre vSetky
prirodzené ¢isla n.



RieSenia uloh
Uloha 8

Tvrdenie dokazeme matematickou indukciou.
Pre n = 1: ak je jedind minca oto¢end licom nahor, skonéili sme, inak ju vieme otoéit.

Nech n € N*:
Indukény predpoklad (IP): Ak mame v rade n minci, tak ich vieme danymi fahmi oto¢it vsetky licom nahor.
Dokazeme, Ze ak mame v rade n + 1 minci, tak ich vieme tiez danymi tahmi otocit:

1. Ak je poslednd minca licom nadol, tak oto¢ime vSetky mince (prvych n + 1 zlava).

2. Teraz mame poslednti mincu oto¢ent licom nahor. Podla indukéného predpokladu vieme aj prvych n
minci oto¢it licom nahor — ignorovanie poslednej mince nam tseky minci zlava nemeni.

TakZe vieme aj rad n + 1 minc{ otoéif licom nahor. Dokaz indukciou je tak hotovy.

Uloha 10

Baza. Ulohy dokdZeme matematickou indukciou. Pre n = 0 méme siet rozmerov 1 x 1, kde je len jedna
moznost pre ¢ierne policko. Vtedy je 0 bielych dlazdic, a teda kazd4 je pokrytd triominom L.

Indukény krok. Predpokladajme, Zze Stvorcekovi sietf rozmerov 2F x 2% vieme vydlazdif podla zadania
pre kazdi poziciu ¢ierneho policka. Uvazujme stvoréekovi sief rozmerov 281 x 2541 5 jednym polickom
zafarbenym nacierno. UkdZzeme, Ze ju vieme vydlazdit podla zadania.

Rozdelme si siet na styri mensie stvoréekové siete rozmeru 2% x 2%, Bez ujmy na vieobecnosti predpokladajme,
7e ¢ierne policko sa nachddza v Tavej hornej stvrtine. V kazdej zo zvysnych troch §tvrtin zafarbime na ¢ierno
jedno rohové policko, ktoré susedi s dvomi inymi $tvrtinami. Podla indukéného predpokladu vieme kazdu
stvrtinu pokryt dlazdicami tvaru L tak, aby kazdé biele policko bolo zakryté. Tri &ierne policka v strede
vieme zakryt dlazdicou v tvare L. Tym sme celt stvorcek siet 2541 x 2541 pokryli dlazdicami okrem daného
jedného cierneho policka.

Uloha 17

Matematickou indukciou dokézeme, Ze 2n diskov vieme premiestnit z jednej tyée na druht vyuzitim 2" —2
tahov. Pre n = 0 nemame ziadne disky, ¢ize na vyrieSenie hlavolamu ndm staci 0 tahov. Kedze 2! — 2 = 0,
tak bazu mame dokazanu.

Nech k je prirodzené éfslo. Prepokladajme, Ze 2k diskov 1,1,2,2, ..., k, k vieme premiestnit z jednej tyce na
druhti na 2+ —2 fahov (indukény predpoklad). Dokézeme, ze potom vieme aj 2(k+1) diskov 1,1,2,2,..., k+
1,k + 1 premiestnit z jednej tyce na druhi, bez ujmy na vseobecnosti z A na B. To spravime nasledovne:

1. Na zéklade indukéného predpokladu presunieme disky 1,1,2,2,...,k, k z tyée A na ty¢ C pomocou
2k+1 _ 92 fahov.

2. Presunieme disk jeden disk k + 1 z tyce A na ty¢ B a rovnako aj druhy. Vykonali sme 2 tahy.

3. Podla indukéného predpokladu presunieme disky 1,1,2,2, ..., k, k z ty¢e C na ty¢ B pomocou 2F+1 —2
tahov.

Vsetky vykonané tahy st korektné. Disky k + 1 nds v krokoch 1. a 3. netrdpia, kedze na ne moézeme ulozit
vietky ostatné. Ukézali sme tak, Ze vieme presunit vSetky disky z tyée A na ty¢ B, pricom poéet pouZitych
tahov je

(2k+1 - 2) +24 (2k+1 - 2) —9. 2k+1 9 2(k’+1)+1 . 2’



¢o je presne to, ¢o sme chceeli dokézat. Dokaz indukciou je tak hotovy.

Poznamka. V tomto rieSeni sme vlastne dokazovali silnejsie tvrdenie. Miesto prestvania diskov vyslovene
z tyée A na ty¢ B sme dokazovali, Ze vieme presivat medzi lubovolnymi dvomi ty¢ami. To je technicky
potrebné, ked’ chceme v indukénom kroku vyuzit indukény predpoklad na presun diskov z tyée A na C. Ak
méme v indukénom predpoklade len presun z A na B, tak to neméZeme len tak pouzit.

Bonus. Spomenuty problém je vyrazny, ked sa pustime do programovania. Matematikckd indukcia zod-
poved4 rekurzii v programovani. Teda ak chceme previest nase rieSenie do programu, najpriamejsie bude
napisat rekurzivnu funkciu. Ak by sme vsak isli programovat funkciu hanoi(n), ktora vypise postuonost
tahov prestvajicu disky z A na B, tak ti nebudeme moct pouzit na presun z A na C. Preto si funkciu
zovSeobecnime tak, ze jej priddme argumenty start, goal, urcujice z ktorej tyce na ktori chceme disky
presuvat. Takto vieme pridat aj argument mid pre zvy$nu ty¢ — sice sa d4 jednoznaéne uréit z hodnot start,
goal, ale je pohodlnejsie sa toho usetrit.

Budeme teda programovat funkciu hanoi(n, start, goal, mid), ktord presunie disky 1,1,2,2,...,n,n z
tyCe start na tyc¢ goal za pomoci tyce mid.

def hanoi(n, start, goal, mid):
if n > 0O:
# Presunieme disky 1, 1, 2, 2, ..., n - 1, n - 1 z start na mid
hanoi(n - 1, start, mid, goal)
# Presunieme dva disky n z start na goal
print(start + goal)
print(start + goal)
# Presunieme disky 1, 1, 2, 2, ..., n -1, n - 1 z mid na goal
hanoi(n - 1, mid, goal, start)

n = int(input())
hanoi(n, 'A', 'B', 'C')

Porovnanie rekurzie a matematickej indukcie. Na tejto tilohe si moZeme pekne v§imnut stivis medzi
rekurziou a matematickou indukciou. Akurat tento program ndm ni¢ nehovori o poéte tahov. Aby sme
dokézali, ze spravi 2"t! — 1, tak potrebujeme uz matematicki indukciu.

Kde spravit bazu? V tilohe nebolo jasne zadané, pre ktoré n mame tvrdenie dokazovat (&i pre n > 0
alebo pre n > 1). N4s dokaz aj program uvazuje n > 0. VSimnite si, ze pripad uvazovanie 0 vobec nie je
problematické. Ak by sme nulu nechceli uvazovat, tak by sem v baze pre n = 1 vykonali dva priame tfahy.
A program by vyzeral nasledovne:

def hanoi(n, start, goal, mid):

if n ==
print(start + goal)
print(start + goal)

else: # Alebo if n > 1:
# Presunieme disky 1, 1, 2, 2, ..., n -1, n - 1 z start na mid
hanoi(n - 1, start, mid, goal)
# Presunieme dva disky n z start na goal
print(start + goal)
print(start + goal)
# Presunieme disky 1, 1, 2, 2, ..., n - 1, n - 1 z mid na goal
hanoi(n - 1, mid, goal, start)

n = int(input())
hanoi(n, 'A', 'B', 'C")

Dokazovanie pre n > 0 ma vyhodu v tom, Zze baza je jednoduchsia. Aj program je o nieCo struc¢nejsi.



Uloha 18

Dokézeme matematickou indukciou vzhladom na n.

Baza . Nech n = 0. Potom

1+vV2)"=(1+V2)'=1=0vV2+1
Tedaa=0&€Nab=1¢€&N.

Indukény krok Nech pre k € N vieme néajst a,b € N také, ze (1 4+ v/2)*¥ = av/2 + b, potom vieme néjst
také c,d € N, ze (1 +v2)M! = cv2 4 d.

Potom: (1+v/2)¥1 = (14+v2)*(1+v2) £ (av2+b)(1 +v2) = av/2+bv2+b+2a = v2(a+b) +2a+b =
V2 +d,
kdec=a+bad=2a+Dd.

Na kolko st prirodzené &fsla uzavreté na ndsobenie a s¢itovanie, tak ¢, d € N.

Uloha 19

Na zaciatok separdtne overime, Ze nervnost plati pren =1 (2 <8)an =2 (1+1 =2 < 8 = 16/2). Platnost
pre vSetky n > 3 dokdzeme matematickou indukciou.

Baza Pren =3 mame 1+ 1+8/3 =14/3 < 32/3, ¢o plati.

Indukény krok Uvazujme teraz n > 3 (n € N) a predpokladajme, ze pre toto n plati

21 22 23 on 2n+2
e R i P
1 + 5 + 3 + + < - (IP)
Dokazeme, ze potom plati
21 22 23 on 2n+1 2n+3
_ _ _ . N < . 1
1+2+3+ +n+n—|—1 n+1 (1)
Z vieme, ze plati
21 22 23 on 2n+1 2n+2 2n+1
B e T B I . 2
1+2+3jL +n+n—|—1<n+n—|—1 (2)

Ekvivalentnymi tpravami dokdzeme, ze plati

2n+2 2n+1 2n+3

:27L+1 3
n +n—|—1<n—i—1 | ()
2 1 4
— . 1 1 0
- n+1<n+1 | n(n+1), n(n+1) >
2n+2+n<4n
2<n

7 platnosti a (vdaka tranzitivnosti nerovnosti) dostdvame, Ze plati , ¢o sme cheeli dokéazat.

Poznamka. Nerovnost sta¢i dokazovat so symbolom <, lebo ak a < b a b < ¢, tak a < c. Potom
nemusime overovat platnost pre n = 3.



Uloha 22
Riesenie. Ulohu dokdzeme matematickou indukciou podla n. Pre n = 1 mame zjavne x1 = 1 a tvrdenie
x1 > 1 zjavne plati.

Predpokladajme, Ze pre nejaké k € NT a pre lubovolnych n kladnych redlnych &fsel y1,ys, . . ., yx so si¢inom
1plati y1 +y2+ - - +yr > k. Nech 21,22, ...,254+1 je nejakych k + 1 kladnych redlnych ¢isel so si¢inom 1.
Ukézeme, ze plati

1+ T4+ X+ x> k+ L

Ak by bolo kazdé z ¢isel 1, x9,...,x1 viacsie ako 1 (resp. mensie ako 1), tak by bol ich si¢in vacsi ako 1
(resp. mensi ako 1, ¢o by bol spor. Preto musi spomedzi &isel 1, za, ..., Ty existovat jedno, bez ujmy na
vSeobecnosti nech to je xpy1, ktoré je asponn 1 a jedno, ktoré je najviac jedna, nech to je zy.

Zoberme si k ¢isel x1, 29, ..., Tp_1,T) - Tpr1. SUCin tychto &isel je x1xs ... xp_ 177K = 1 a preto podla
indukéného predpokladu plati
1+ a2+ -+ Tpo1 + i1 >k

a po pripocitani jednotky plati tiez
x1+ x4 a1t +1>k+1
Teraz nam staéi ukazat, ze plati
1+ T2+ X1 T+ X1 > 21 T2+ X1 + Ty + 1 (3)
Tito nerovnost si viak vieme ekvivalentne upravit nasledovne

1+ x24T X+ Ty > X1 T2+ Ty + TpThyr + 1,
Tp + Tp1 2 TpTryr + 1,
0> zpxp41 — xp — g1 + 1,
0> (zp — 1)(zpr1 — 1),

a to plati, kedze z <1 (ateda zy —1<0) a x> 1 (ateda zp11 —1 > 0).
Tym je dokaz hotovy. Pre lepsiu jasnost este uvedieme, ze sme dokazali toto:
T+ T4 AT T+ T 2 X X2 F T F T 1< kA1,

kde platnost prvej nerovnosti vyplyva z platnsti a platnost druhej nerovnosti vyplyva z indukéného
predpokladu.



