Cvicenie 5: Mnoziny
Uloha 1. Nech 4 = {a,b,{0},0}
e Kolko prvkov m4 mnozina A?
e Coplati? Ac A, ACA, 0cA, {ablecA {a,b}CA
Uloha 2. Dokézte identity:
a) AUBNC)=(AUB)N(AUCQC)
b) (A-C)—(B-C)=A—(BUCQC)
Podobné identity na precvicenie dokazovania najdete v skriptach
Uloha 3. Zostrojte potenéné mnoziny P({a,b}) a P({0,{0}}).
Uloha 4. Dokézte, ze pre Tubovolné mnoziny A, B, C plati (A € BAB C C) = (A C C). Plat{ aj opacna
implikacia?
Uloha 5. Rozhodnite, ¢ pre lubovolné mnoziny A, B, C plati:
a) ACBNC & (ACBAACCQO)
b) ACBUC & (ACBVACCQ)
Uloha 6. Dokéazte, ze nasledovné tri podmienky s ekvivalentné:
(i) AC B,
(i) AUB = B,
(i) A~ B=B— A.
Uloha 7. Zistite, v akom vzfahu (rovnost / inklizia / Ziaden) st mnoziny:
a) P(A)NP(B) a P(AN B)
b) P(A)UP(B) a P(AU B)
Uloha 8. Dokézte, ze A; UAs U---U A, sa dd pre n > 2 vyjadrit ako:
a) AiU (A2 — A1) U (A3 —(A1UA))U---U(A, —(A1UAU---UA, 1))
b) (A1 —A)U---U(Ap1 — An) U (A, — AU (A1 NAN---NA,)
Uloha 9. Zistite, ¢i pre lubovolné mnoziny A, B plati:
a) P(A—B)—{0} CP(A) - P(B),
b) P(A)—P(B) C P(A- B) - {0}.
Vase tvrdenia dokazte.
Uloha 10. Zistite, ¢ pre lubovolné mnoziny A, B, C plati:
a) P(ANB)—PANC)CP(A) —P(C),
b) P(A) —P(C) CPANB)—-PANC).
Vase tvrdenia dokazte.

Uloha 11. Nech A4 je podmnozina prirodzenych ¢isel. SupermnozZinou mnoziny A nazveme mnozinu vsetkych
nadmnozin mnoziny A v univerze prirodzenych ¢isel. Budeme ju oznacovat S(A). Teda

S(A)={X e P(N)| AC X}.

Zistite, ¢i pre lubovolné mnoziny A, B plati:



a) S(ANB) C S(A)NS(B),
b) S(ANB) 2 S(A)NS(B).

Vage tvrdenia dokdzte. Pre ziskanie plného po¢tu bodov nesmiete bez dokazu vyuzit tvrdenia o mnozinach,
vSetky vyuzité tvrdenie dokazte z definicie.



Riesenie tlohy [7h)

Ukéazeme, ze P(A)NP(B) =P(AN B).
Dékaz P(A) NP(B) C P(AN B): Pre vietky X plati:
1. Nech X € P(A) NP (B)

2. X € P(A) A X € P(B) (definicia prieniku)
3. X C AN X C B (definicia poten¢nej mnoziny)

4. X C AN B, lebo kazdy prvok mnoziny X sa nachddza v A (vdaka X C A) aj v B (vd'aka
X C B), teda sa nachddza aj v AN B.

5. X € P(AN B) (definicia poten¢nej mnoziny).
Tym sme ukézali, ze plati (VX)(X € P(A)NP(B)) = (X € P(AN B)).

Dokaz P(A) NP(B) 2 P(AN B): Pre vsetky X plati:
1. Nech X € P(ANB)

2. X C AN B (definicia poten¢nej mnoziny)

3. XCA(lehoXCANBCA)

4. X C B (lebo X C ANB C B)

5. X CAANX C B (lebo 3. a 4.)

6. X € P(A) A X € P(B) (definicia poten¢énej mnoziny)

7. X € P(A)NP(B) (definicia prieniku)
Tym sme ukézali, ze plati (VX)(X € P(A)NP(B)) < (X € P(AN B)).

Poznamky

Zdovodnenie Sedou st zrejmé (ide len o pouzitie definicie), mozete ich vynechat. Dokaz 4. kroku 1. inklizie
mozno spravit viac formdlne aj takto:

i. Nechy € X
ii. y€ A (lebo X C A)
ili. y € B (lebo X C B)
iv. y € AN B (lebo ii. a iii.)
Podobne mozno formédlne dokdzat aj 3. krok (a analogicky aj 4. krok) z 2. inkluizie:
i. Nechy e X
ii. ye AN B (lebo X C AN B)

ili. y € A (definicia prieniku)



RieSenie dlohy

RieSenie

a) Dokazeme obe implikacie priamym dokazom.
=: Nech plati A C BN C, dokdzeme A C BAACC.
1. Nechx € A
x € BN C (z predpokladu A C BN C)
x € BAz € C (definicia prieniku)
ACB (zxeB)
ACC (xeC)
6. ACBANACC.
<: Nech plati AC BAACC, dokdzeme A C BNC.
1. Nechzx € A
x € B (ACB)
xeC (ACCO)
reBAxel
x € BN C (def. prieniku)
ACBNC.

CONCE
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b) Uké&zeme kontrapriklad, pre ktory tvrdenie neplati. Nech

A=1{1,3},
B=1{1,2},
C = {3,4}.

Ocividne plati A C BUC, ale neplati A C B ani A C C. Skuto¢ne, ak by sme sa snazili dokézat
implikdciu =, tak sa dostaneme k bodu z ktorého nevieme pokracovat.

Nech A C BUC. Sktisime dokézat A C BV A C C. Aby bola disjunkcia pravdiva, musi platit
aspoii jeden ¢len. Skiisme dokdzat najprv prvy, teda A C B.

1. Nechz e A
2. xe BUC (ACBUCQ)
3.xeBvzel.

A tu sa dostdvame k problému. Této disjunkcia bude pravdiva aj vtedy, ked = ¢ B ale x € C,
preto nevieme dokézat, ze x € B a teda aj A C B. Ked sa pokisime dokazat A C C, tak sa
dostaneme k rovnakému problému.

D4 sa kazdopadne overit, ze implikécia < plati.




Riesenie tlohy 9
a) Ukdzeme, Ze tvrdenie a) plati. Nech X je lubovolny prvok z mnoziny P(A — B) — {0}, ukdzeme, Ze
X e P(A) — P(B):
1. X e P(A-B)— {0} (predpoklad)
2. X eP(A-B)ANX ¢ {0} (definicia rozdielu)
3. X #0D (z 2.)
XCA-B (z 2. + definicia P)

s

5. Ak si zoberieme Iubovolny prvok y € X, tak podla 4. y € A — B, teda y € A. Preto X C A.

6. Kedze X # (), tak X obsahuje nejaky prvok z. Pre tento prvok podla 4. plati 2 € A — B, teda z ¢ B.
Kedze (3z)(z € X Az ¢ B), tak X ¢ B.

7.XCAAXEB (25 a6)
8. X e P(A)AX ¢ P(B)  (definicia P)
9. X e P(A) —P(B) (definicia rozdielu)
Tym sme ukézali, ze (VX)(X € P(A — B) — {0} & X € P(A) — P(B)), teda a) plati.

b) Ukéazeme, Ze b) vo vSeobecnosti neplati. Nech A = {1,2} a B = {1}, potom
P(A) = P(B) ={{2}.{1.2}} £ {{2}} =P(4 - B) - {0}.

Riesenie ilohy 10

Ukézeme, ze a) plati. Nech X € P(ANB) —P(ANC), potom:
1. X e P(ANnB) —P(ANC) (predpoklad)
2. XeP(ANB)ANX ¢ P(ANC) (definicia rozdielu mnozin)
3. X CANBAX Z ANC (definicia potenénej mnoziny)

4. X CA

Dokaz: Pre kazdé y plati: y € X Xc4n

ByeAnB=ye A

5. X ¢ZC
Dokaz: X L ANC = (Fz)(z€e XNz¢g ANC)= (F2)(z€ XN (2 ¢ AV z¢ ()). Ztoho, ze z€ X a
X C Améme, 7e z € A. Pretozo z ¢ AV z ¢ C vyplava z ¢ C. Teda existuje také z,7e z € X Az ¢ C,
preto X € C.

6. XCAANXZC (4.a5.)
7. X € P(A) AN X ¢ P(C) (definicia poten¢nej mnoziny)
8. X € P(A) — P(C) (definicia rozdielu)

Riesenie ilohy 11

a) Tvrdenie neplati. Protiprikladom si napr. mnoziny A = {1} a B = {2}. Pre mnozinu {1} mdme

{1} e S(ANB) = S(0), lebo O C {1}. Ale {1} ¢ S(A) NS(B), lebo {1} ¢ S(B) = S({2}), lebo {2} Z {1}.



b) Ukdzeme, Ze tvrdenie plati. Ked'Ze obe strany inklizie obsahuji len mnoziny prirodzenych ¢éisel, tak
nam staci ukdzat, ze (VX € P(N))(X € S(A) NS(B) = X € S(AN B)). Pre kazdé X € P(N) plati:

1. X € S(A) NS(B)
2. X € S(A) A X € S(B)
3. ACXABCX

4. AN B C X, lebo kazdy prvok y mnoziny AN B sa nachddza aj v A a vdaka A C X sa y nachddza aj
v X

5. X € S(ANB)

Iné rieSenie b) Opéit budeme dokazovat, ze X € S(A) NS(B) = X € S(AN B) plati pre vietky X C N
a taktiez aj pre vSetky A, B C N. Upravujme tento vyrok:

XeSANSB)=XecSANB)
(definicia prieniku) ¢
(X € S(A)AX € S(B)) = X € S(AN B)
(definicia supermnoziny) ¢
(ACXANBCX)=ANBCX
(definicia podmnoziny) ¢
(VWyeA=ye X)AN(Wy)(yeB=ye X)) = (W)(ye ANB=yecX)
tautolégia ((Vy)a(y) A (Vy)b(y)) < (Vy)(a(y) Ably) O
Vy)(yeA=yeX)ANyeB=ye X)) = Vy)lyec ANB=yecX)
tautologia (Vy)(a(y) = b(y)) = ((Vy)aly) = (Vy)b(y)) 1
M)l(yeA=yeX)AN(yeB=yeX))=(yec ANB=yc X)]
(definicia prieniku) ¢
Vl((yeAd=yeX)AN(yeB=ye X)) = (ye ANy € B) =y e X)] (*)

Dostali sme sa tak k vyrokovej forme
(yeA=yeX)AN(yeB=yec X)) =((yec ANye B)=yecX).

Na fiu sa vSak vieme pozriet ako na zloZeny vyrok s elementarnymi vyrokmiy € A, y € B ay € X, kazdy z
nich mo6ze byt pravdivy alebo nepravdivy. Tento zlozeny vyrok je tautolégia. (Dokaz z rieSenia vynechdvame,
mali by ste byt schopni ho doplnit, tu to ide jednoducho aj tabulkou.) Teda bez ohladu na volbu mnozin
A, B, X C N je vyrokovéa forma pravdivd. Vd'aka implikdcidm 1 tak plati aj X € S(A)NS(B) = X €
S(AN B), ¢o sme mali dokézat.

Zopar poznamok k druhému rieSeniu. Pri rieSeni tohto typu si musime dévat pozor na tpravu vyrokov
s kvantifikatormi, hlavne na ich rézne ,vynimanie pred zatvorky“. Totiz nie vzdy ide o korektnu upravu.
Moézeme si vsimnut, Ze predposledns tiprava mé formu len jednosmernej implikécie. Preto tento postup
nemozeme pouzit v rieSeni a). Ak aj ukdzeme, ze v nejakom pripade neplati, ni¢ ndm to nepovie. Totiz
z nepravdy stdle moze vyplynit aj pravda.



